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I. 

Metrische  Eigenschaften  der  cubischen  Raumcurve. 

Von 

Prof.  ß.  Stürm^ 

in  Breslan. 

1.  Die  Gradzahlen  der  mit  der  cubischen  Banmcarve  yerbnndenen  Oerter 
der  Normalebenen,  rectificirenden  Ebenen,  Hanpinormalen^  Binormalen 
Q.  8.  w.  findet  man  leicht  mit  Hilfe  folgender  allgemeiner  Sfttze: 

1.  Die  Geraden,  welche  entsprechende  Punkte  zweier 
eindeutig  auf  einander  bezogener  Cnrven  fi**'und  fi^**' Ord- 
nung yerbinden,  erzengen  eine  Regelfftche  (n  +  ^i)**'^  Grades. 

Denn  in  einem  Ebenenbttschel  entsteht  durch  die  Ebenen,  welche  ent- 
sprechende Punkte  enthalten  9  eine  Correspondenz  [n|,  n],  deren  Coincidenzen 
die  Geraden  der  Begelfläche  enthalten ,  welche  die  Achse  des  Bttschels 
schneiden. 

Der  Grad  der  BegelflSche  vermindert  sich  um  o,  wenn  a-mal  ent- 
sprechende Punkte  zusammenfallen. 

2.  Bei  zweiCuryenn**'Ordnnng,  bezw.ni**'£lasse,  welche 
sich  in  derselben  Ebene  befinden  und  in  eindeutiger  Be- 
ziehung der  Punkte  und  Tangenten  stehen,  fällt  (fi  +  ^i)-m&l 
ein  Punkt  der  ersten  auf  die  entsprechende  Tangente  der 
zweiten. 

Die  Correspondenz  nftmlich  in  einem  beliebigen  Strahlenbüschel  der 
Ebene,  in  der  zwei  Strahlen  einander  entsprechen,  von  denen  der  eine 
nach  einem  Punkte  der  ersten  Curve,  der  andere  nach  dem  Schnitte  der 
Tangente  desselben  mit  der  entsprechenden  Tangente  der  zweiten  Curve 
geht,  ist,  wenn  n  die  Klasse  der  ersten  ist,  [n'+n^t  n].  Zu  den  Coin- 
cidenzen gehören  die  im  Büschel  befindlichen  Tangenten  der  ersten  Curve, 
die  übrigen   führen  zu  Incidenzen   entsprechender  Punkte  und  Tangenten. 

üeberirägt  man  diesen  Satz  auf  die  Kegel,  welche  aus  einem  beliebigen 
Punkte  die  Punkte  einer  Curve  n*^'  Ordnung  und  die  Geraden  einer  Begel- 
fläche n,^*^  Grades  projiciren,  so  hat  man: 

3.  Wenn  die  Punkte  einer  Curve  n***'  Ordnung  auf  die 
Erzeugenden  einer  Begelfläche  n^^^^^  Grades  -~  im  besonderen 
Falle  auf  die  Tangenten  einer  Curve  n^*^^  Ranges  {n^^^  Klasse,  wenn  sie 
eben  ist)  —  bezogen  sind,  so  umhüllen  dieTerbindungsebenen 

Zeitflohrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  40.  Jahrg.  1 895. 1.  Heft.  1 


Metrische  Eigenschaften  der  cnbischen  Baumcarve. 

entsprechender  Punkte  und  Tangenten  einenTor6U8(n+Mi)^®' 
Klasse. 

Ebenso  ist  dual,  wenn  die  Schmiegnngsebenen  einer  Cnrve  n^"  Klasse 
eindeutig  anaf  die  Erzeugenden  einer  Begelflttche  n^^^^  Grades  bezogen  sind, 
der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Elemente  eine  Cunre  (n  +  ^i)*^ 
Ordnung. 

Daraus  ergiebt  sich: 

4.  Wenn   die   Punkte   einer  Curve   n**'    Ordnung  auf  die 
Schmiegungsebenen  einer  Curve   n^**'  Klasse   eindeutig  be- 
zogen sind,  so  inoidiren  (n  +  Mi)*ina.l  entsprechende  Elemente. 
Zum   Beweise   benutzt    man    das    Erzeugniss    der   Schnittpunkte    der 
Tangenten    der    ersten    und    der    entsprechenden    Schmiegungsebenen    der 
zweiten  Curve  und  eine  Correspondenz  in  einem  Ebenenbüschel. 

2.  Die  Tangentenflftche  der  cubischen  Baumcurve  9i'  schneidet  in  die 
unendlich  ferne  Ebene  @  eine  Curve  €^3  vierter  Ordnung  dritter  Klasse 
ein.  Ihre  acht  Schnitte  mit  der  absoluten  Curve  iS^  (dem  unendlich 
fernen  imaginftren  Kugelkreise)  lehren,  dass  es  acht  Punkte  auf  91^ 
giebt,  deren  Tangenten  die  St^  treffen  und  bei  denen  sich 
Normalebene  und  rectificirende  Ebenen  —  in  eine  die  ft'  be- 
rührende Ebene  —  vereinigen. 

Dnter  den  Schmiegungsebenen  der  SU'  zeichnen  sich  die 
sechs  aus,  welche  ft'  berühren;  ihre  15  Schnittstrahlen  sind  die 
Focalstrahlen,  die  zehn  Diagonalen  (Verbindungslinien  von  Gegenecken) 
des  durch  die  gebildeten  Sechsflachs  die  Achsen  der  cubischen  Baumcurve.* 

Jede  von^diesen  sechs  Schmiegungsebenen  vereinigt  sich 
mit  der  zugehOrigenrectificirendenEbene,  undihr  Krümmungs- 
Mittelpunkt,  das  heisst  ihr  Schnitt  mit  den  beiden  Normalebenen  auf 
den  in  ihr  gelegenen  Tangenten, ^st  ihr  Berührungspunkt  mit  $'• 

3.  Ist  €^4  die  Polarcurve  von  (^^3  in  Bezug  auf  R\  so  erhalten  wir, 
die  entsprechenden  Punkte  von  9t'  und  (S,\  verbindend: 

Die  Binormalen  der  cubischen  Baumcurve  erzeugen  eine 

Begelflftche  sechsten  Grades,   von  welcher  drei  Erzeugende 

in  @  fallen;  die  Binormalen  der  unendlich  fernen  Punkteil,  J?,  Cvon  9i^. 

Verbinden  wir   die  Punkte  von  81'  mit  den  Tangenten  von  €'4,    so 

ergiebt  sich: 

Die  Normalebenen  der  cubischen  Baumcurve  umhüllen 
einen   Torsus   siebenter    Klasse,    welcher   @   zur   dreifachen 
Berührungsebene  hat;  denn  sie  ist  Normalebene  für  Ä,  By  C. 
Verbindet   man  aber   die  Tangenten    von  SR'  mit  den  entsprechenden 
Punkten  von  €'4,  so  hat  man: 

*  H.  Krüger,  „Die  Focaleigenschaften  der  cnbischen  Baumcurve",  Disser- 
tation. Breslan  1885.  —  Bekanntlich  werden  auch  die  Schnittlinien  der  Schmiegungs- 
ebenen Achsen^  genannt. 


Von  Prof.  E.  Stürm. 

Die  rectificirenden  Ebenen  ▼onfR'nmhüllen  einen  Torsue 
ebenfalls  siebenter  Klasse,  zu  dem  aber  (S  nicht  gehört.* 

Der  Schnitt  dieser  rectificirenden  Fläche  mit  €  ist  eine  Cnrve  siebenter 
Klasse  Q^]  polarisiren  wir  sie  in  Bezug  auf  ft'  in  die  Cnrve  siebenter  Ord- 
nung &  und  verbinden  wiederum  die  entsprechenden  Pnnkte  von  9t'  und  S^, 
so  erhalten  wir: 

Die  Hauptnormalen  der  cubischen  Baumcurve  erzengen 
eine  Begelflftche  zehnten  Orades. 

Sie  ist  auch  das  Erzeugniss  der  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen 
des  Torsus  dritter  Klasse  der  Schmiegnngsebenen  und  des  Torsus  siebenter 
Klasse  der  Normalebenen  von  IR^. 

Ebenso  sind  die  Binormalen  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  der 
beiden  Torsen  siebenter  Klasse  der  Normalebenen  und  der  rectificirenden  Ebenen ; 
aber  achtmal  vereinigen  sich  entsprechende  Ebenen,  daher  sinkt  der  Grad 
der  Begelfläcbe  der  Binormalen  von  14  auf  6  herab. 

Die  Fläche  der  Hauptnormalen  hat  drei  in  (S  gelegene 
Erzengenden,  die  Hauptnormalen  von  Ä^  B,  C7. 

4.  Der  Torsus  der  Normalebenen  kann  keine  stationäre  Ebene  haben 
und  ein  ebener  Schnitt  von  ihm  keine  Wendetangente.  Dieser  Schnitt  ist 
vom  Geschlechte  0  und  hat  eine  dreifache  Tangente  im  Unendlichen; 
daraus  ergiebt  sich,  mit  Hilfe  der  Flacker 'sehen  Formeln,  dass  er  zwOlf 
weitere  Doppeltangenten  hat  und  seine  Ordnung  12  ist 

Die  Krttmmungsachsen  der  cubischen  Baumcurve  err 
zeugen  eine  abwickelbare  Fläche  zwölfter  Ordnung  sieben- 
ter Klasse. 

Schneiden  wir  entsprechende  Schmiegungsebenen  und  Krümmungs- 
achseo,  so  ergiebt  sich: 

Die  Krttmmungs-Mittelpnnkte  d^r  cnbischenBaumcurve 
erzeugen  eine  Curve  15.  Ordnung. 

Die  Krfimmungsachsen  verbinden  die  Punkte  dieser  Curve  mit  den 
entsprechenden  von  iS.\.  Die  Beduction  der  Ordnung  ihrer  Fläche  von 
15  +  3  auf  12  beruht  darauf,  dass  sechsmal  —  bei  den  ft'  berührenden 
Sebmiegungsebenen  —  entsprechende  Punkte  zusammenfallen. 

Andererseits  verbinden  die  Hauptnormalen  entsprechende  Pnnkte  der 
9t'  und  dieser  Curve  15.  Ordnung ;  die  Beduction  um  8  geschieht  wegen 
der  Punkte  von  9t',  bei  denen  die  Normalebene  mit  der  rectificirenden 
Ebene  und  infolge  dessen  der  Krdmmungs- Mittelpunkt  mit  dem  Pnnkte 
von  91'  sich  vereinigt,  zu  dem  er  gehört. 

5.  Wenn  Ä\  A"  die  beiderseitigen  Nachbarpunkte  des  unendlich  fernen 
Punktes  Ä  der  9t'  sind,  so  ist  (S  die  zu  Ä  gehörige  Normalebene ,  die  von 


*  Dieser  Satz  und  der  über  die  Binormalen  findet  sich  schon  bei  Krüger. 

1* 
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JL\  Ä'  scbneideir  beide  die  @  in  der  Wendetangente  a  yon  €'4,  welche 
dem  gemeinsamen  Punkte  A  der  Tangenten  AÄ^  Ä'A  yon  9t'  —  der  ein 
BUckkehrpunkt  von  S^^  ist  —  entspricht  Daher  wird  sie  Bückkehr- 
Erzeagende  der  abwickelbaren  Fläche  der  Normalebenen  und  dreipanktig 
berührende  Tangente  der  Bückkehrcurve  dieser  Fläche.  Die  drei  Geraden 
a,  b,  Cf  den  nnendlich  fernen  Punkten  A^  B^  0  vpn  9i'  zugehörig ,  je 
dreifach  gerechnet  —  weil  (S  die  zugehörige  Berührungsebene  ist  —  ver- 
YoUständigen  S'^  zum  Schnitte  zwölfter  Ordnung. 

Ein  ebener  Schnitt  des  Normalebenen -Torsus  ist  siebenter  Klasse 
zwölfter  Ordnung,  hat  eine  dreifache  und  zwölf  doppelte  Tangenten,  also 
15  Bückkehrpunkte,  von  denen  drei  yon  den  eben  erwähnten  Bückkehr- 
Erzeugenden  herrühren.     Die  zwölf  übrigen  lehren: 

Die  Bückkehrcurve  des  Normalebenen-Torsus  oder  die 
Curve  der  Mittelpunkte  der  vierpunktig  berührenden  Kugeln 
(Schmiegungskugeln)  ist  zwölfter  Ordnung  (zwölften  Banges 
siebenter  Klasse). 

Wirkliche  Doppelpunkte  kann  sie  nicht  besitzen;  daher  haben  wir, 
wenn  h  die  Zahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  und  5  die  der  Bückkehrpunkte 
dieser  Curve  ist,  2^  +  3^=12.11  — 12  =  120,  und  wegen  des  Oeschlechts  0: 
^  +  5  =  55,  also:  ^  =  45,  5=10.*  Die  letztere  Zahl  liefert  den  Satz: 

Die  oubische  Banmcurve  besitzt  zehn  Kugeln,  welche 
sie  fünfpunktig  berühren. 

6.  Auch  zwei  auf  einander  folgende  rectificirende  Ebenen  können  nicht 
zusammenfallen.     Daraus  schliessen  wir: 

Die  rectificirende  Fläche  der  cubischen  Banmcurve  ist 
zwölfter  Ordnung. 

In  jeder  Ebene  giebt  es  15  Gerade,  durch  welche  zwei  rectificirende 
Ebenen  gehen. 

Die  Bückkehrcurve  dieser  Fläche  ist  15.  Ordnung  und 
hat  16  Bückkehrpunkte. 

Es  giebt  also  16  Punkte,  durch  welche  vier  auf  einander 

folgende  rectificirende  Ebenen  von  91^  gehen. 

Weil  die  rectificirende  Ebene  Grenzlage  der  Halbirungsebene  des  einen 

Flächenwinkels   zweier   benachbarter   Schmiegungsebenen    ist,    so  ist  jeder 

Punkt  in   ihr  Mittelpunkt  einer  Kugel,   welche  beide  Schmiegungsebenen 

berührt. 

Folglich   sind  die  16  Punkte  Mittelpunkte  von  Kugeln, 

welche   je    fünf  auf  einander  folgende   Schmiegungsebenen 

tangiren. 

Die   Krümmungsachsen    verbinden    entsprechende    Punkte   der  Curve 

15.  Ordnnng  der  Krfimmungs- Mittelpunkte  und  der  Curve  zwölftel  Ordnung 

der  Mittelpunkte  der  Schmiegungskugeln  und  erzeugen  eine  Fläche  zwölfter 

Ordnung,  also: 


Von  Prof.  B.  Sturm. 


Der  Erttmmungs-Mittelpunkt  fSllt  16-insll  mit  dem  zu- 
gehörigen Schmiegnngskngel-Mittelpnnkte  zusammen. 
Von  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Curve  der  Erttmmungs- 
Mittelpunkte  fallen  sechs  in  die  Pankte,  in  denen  St*  yon  Schmiegungs- 
ebenen  der  91^  berührt  wird;  die  neun  übrigen  fallen  zu  je  dreien  in  die 
Schnitte  der  Oeraden  a,  i,  c,  der  Erümmungsachsen  von  Ä^  B^  0,  mit 
den  Schmiegangsebenen'  a,  ß^  y  dieser  Pankte;  denn  für  jeden  dieser  drei 
Punkte  der  91^  und  seine  beiden  Nachbarpunkte  ist  der  Erümmungs- 
Mittelpunkt  unendlich  fem. 

Die  zwOlf  Schnitte  aber  der  Carve  der  Mittelpunkte  der  Schmiegungs- 
kugeln  mit  6  fallen  zu  je  vier  in  die  diesen  Wendetangenten  a,  6,  c  yon 
iS.\  zugehörigen  Wendepunkte,  denn  durch  jeden  der  Pankte  A^  B^  C gehen 
vier  unendlich  nahe  Schmiegungskugeln,  sämmtlich  mit  unendlich  fernem 
Mittelpunkte,  in  ihrem  Berührungspunkte  aber  mit  (S'4  wird  die  Wende- 
tangente, als  Erttmmungsachse  der  9i';  yon  der  nSchstfolgenden  Normal- 
ebene  geschnitten. 

Der  Erümmungskreis  eines  der  Punkte  A^  B,  C  besteht 
aus  dessen  Tangente  und  der  unendlich  fernen  Geraden 
der  Bchmiegungsebene,  die  Sohmiegungskugel  aus  dieser 
Schmiegungsebene  and  der  unendlich  fernen  Ebene. 

7.  Die  Ereise  auf  denFlftchen  eines  Büschels  zweiter  Ord- 
nung bilden  eine  Congruenz  von  Ereisen,  yon  der  durch  jeden 
Punkt  sechs  gehen. 

Die  Ebenen  dieser  00'  Ereise  berühren  alle  die  Caylej'sche  Curve 
dritter  Elasse  des  Netzes  von  Eegelschnitten  in  (S,  das  durch  den  St*  and 
den  vom  Flächenbüschel  eingeschnittenen  EegelschnittbtUchel  constituirt 
wird.  Folglich  umhüllen  die  Ebenen  derjenigen  von  diesen  Ereisen,  die 
durch  einen  Punkt  0  der  Grundcurve  91^  des  Büschels  gehen,  einen.  Eegel 
dritter  Elasse.     und  auf  dem  Erzeugnisse  dieser  Ereise  ist  9i^  dreifach. 

Lassen  wir  auf  einer  Oeraden  l  einem  Punkte  X  die  sechs  Pankte  X^ 
entsprechen ;  in  denen  l  von  den  Ebenen  der  sechs  durch  0  gehenden  Ereise 
auf  der  Fläche  des  Büschels  durch  X  geschnitten  wird ,  so  gehen  umgekehrt 
durch  jeden  X^  die  Ebenen  von  drei  darch  0  gehenden  Ereisen  auf  Flächen 
des  Büschels  und  es  entsprechen  dem  X^  die  sechs  Punkte  X,  in  welchen 
diese  Flächen  die  l  schneiden.  Aus  den  zwölf  Coincidenzen  dieser  Corre- 
spondenz  [6,6J  folgt: 

Die  Ereise  auf  den  Flächen  eines  F^-Büschels,  welche 
durch  einen  Punkt  0  der  Orundcurve  91^  gehen,  erzeugen 
eine  Fläche  zwölfter  Ordnung. 

Der  Schnitt  dieser  Fläche  mit  jeder  Fläche  des  Büschels  besteht  aus 
der  dreifachen  Grundcurve  und  den  sechs  auf  der  letzteren  Fläche  gelegenen 
Kreisen  durch  0,  der  unendlich  ferne  Schnitt  aber  aus  R\  dreifach  gerechnet, 
uBd  den  sechs  Geraden  der  drei  Paraboloide  des  Büschels;  denn  jede  von  ihuen 
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setzt  mit  der  di|rch  0  gehenden  Geraden  der  anderen  Schaar  einen  Kreis 
zasammen. 

Der  Punkt  0  ist  aaf  ihr  neunfach,  denn  die  drei  weitereu  Schnitte 
einer  durch  ihn  gehenden  Oeraden  rühren  von  den  Kreisen  her,  die  sich 
in  den  drei  Berührungsebenen  befinden,  welche  von  der  Geraden  an  den 
Kegel  dritter  Klasse  gehen. 

Wenn  0  einer  von  den  unendlich  fernen  Punkten  von  SR^  ist,  so  zer- 
fällt die  Fläche  in  diejenigen  drei  Begelschaaren  der  Paraboloide,  zu  denen 
die  drei  durch  0  gehenden  von  den  sechs  Geraden  nicht  gehören ,  und  in  die 
Ebene  (S,  sechsfach  gerechnet,  da  auf  jeder  F^  der  unendlich  ferne  Schnitt 
zu  allen  sechs  Kreisschaaren  gehört. 

8.  Lassen  wir  y^  in  eine  cubische  Baumcurve  und  eine  Sehne  der- 
selben zerfallen,  so  haben  wir: 

Eine  cubische  Baumcurve  91^  ftthrt  zu  einem  Complexe 

von   Kreisen,    denjenigen   nftmlich,    welche    durch   die   drei 

Schnitte  der  verschiedenen  Ebenen  gehen.    Jeder  von  ihnen 

ist  mit  SR'  durch  eine  FlSche  zweiten  Grades  verbunden. 

Alle  FIttchen   zweiten  Grades,    welche    durch    dt'   und   die   Tangente 

dieser  Curve  im  Punkte  P  gehen ,  berühren  in  P  die  Schmiegungsebene  » , 

so   dass  jeder  Strahl   des  Büschels  (P,  n)   auf  einer  dieser  Flächen  liegt. 

So  zeigt  sich»   wie  die  in  Geradenpaare  zerfallenden  Krümmungskreise  der 

Punkte  Ät  Bj  C  mit  9i'  durch  Flächen  zweiten  Grades  verbunden  sind. 

Die  durch  einen  Punkt  0  gehenden  Kreise  unseres  Com- 
plexes  erzeugen  eine  Fläche  zwölfter  Ordnung. 

Auf  derselben  sind  y^,  Sfi  und  die  Sehne  o  von  91'  durch 
O  dreifach,  die  unendlich  fernen  Sehnen  der  9i'  und  die 
drei  weiteren  Geraden  der  durch  Si'  und  0  gehenden  Para- 
boloidc;  welche  mit  (S  oder  0  incidiren,  einfach,  der  Punkt 
0  endlich  neunfach. 

Die  Ebenen  dieser  Kreise  umhüllen  einen  Kegel  dritter 
Klasse. 

Weil  die  Curve  dritter  Klasse  in  @,  nach  welcher  dieser  Kegel  geht, 
von  neun  Schmiegungsebenen  der  SR^  tangirt  wird,  so  gehen  von  den 
Flächen  zweiten  Grades,  die  durch  91'  und  die  verschiedenen 
Krümmungskreise  gelegt  sind,  neun  durch  jeden  Punkt 

Diese  Flächen  rufen  zwischen   den  Punktreihen  auf  91'  und  auf  einer 

beliebigen   Geraden    eine    Correspondenz   [9,2]  hervor.      Sie    hat    auf  9t^ 

2.9(2—1)  =:  18  und  auf  der  Geraden  2.2(9—  1)  ==  32  Verzweigungspunkte.* 

Von    den   genannten   Flächen   berühren   18   eine   Gerade 

und  ihre  Enveloppe  ist  32.  Ordnung. 


*  In  Bezug  auf  höhere  Correspondenien  vergleiche  mein  Buch:  „Die  Gebilde 
ersten  und  zweiten  Grades  der  Liniengeometrie  Theil  T^  (Leipzig  1899)  S.  16  Og. 


Von  Prof.  B.  Btubh. 


9.  Ein  allgemeines  JP^-Netz  ffihrt  ebenfalls  zn  einem  Com- 
plexe  von  Kreisen;  jede  Ebene  schneidet  eine  Flftche  des  Netzes  in 
einem  Kreise. 

DieKreise  diesesComplexes  in  den  Ebenen  einesBaschels 
erzeugen  eine  Flftche  fünfter  Ordnung,  auf  der  die  Achse 
dreifach  ist 

Auf  jeder  Geraden  I  entsteht  nämlich  durch  die  Schnitte  mit  einer 
Ebene  des  Büschels  und  mit  der  Flftche  des  Netzes,  welche  die  Ebene  in 
einem  Kreise  schneidet,  eine  Cprreepondenz  [3,2];  denn  durch  einen  Punkt 
▼on  I  wird  aas  dem  Netze  ein  Büschel  ausgeschieden ,  dessen  in  (S  gelegene 
UmhüUungscurye  der  Kreisschnitt -Ebenen  von  drei  Ebenen  des  Büschels 
berührt  wird.    Die  fünf  Coincidenzen  führen  zur  Behauptung« 

DieEbenen  derjenigen  Kreise  unseresComplexes,  welche 
eine  gegebene  Oerade  l  treffen»  umhüllen  eine  Flftche  fünfter 
Klasse,  für  welche  alle  Ebenen  durch  l  doppelt  sind. 

Wenn  I  durch  einen  Orundpunkt  des  Netzes  geht,  oder  in  dem  uns 
besonders  interessirenden  Falle,  wo  alle  Flftchen  des  Netzes  durch  eine  91' 
gehen I  wenn  l  diese  Curve  trifft,  sondert  sich  von  der  Flftche  ein  Bündel 
ab.  Geschieht  es  zweimal,  so  bleibt  nur  eine  Flftche  dritter  Klasse,  offen- 
bar die  unendlich  ferne  Curve  dritter  Klasse,  die  zu  dem  Büschel  aus  dem 
Netze  gebOrt,  auf  dessen  Flftchen  sich  die  fraglichen  Kreise  befinden. 

Ein  Paukt  0  scheidet  aus  dem  Netze  einen  Büschel  aus.  Die  Ebenen 
der  zwölf  Kreise,  welche  durch  0  gehen  und  l  treffen,  berühren  sowohl 
den  Kegel  dritter  Klasse,  der  zu  dem  Büschel  und  dem  auf  seiner  Grund- 
curve  gelegenen  Punkte  0  gehört,  als  auch  die  Flftche  fünfter  Klasse, 
welche  zum  Netze  und  zur  Geraden  I  gehört  Es  bleiben  also  noch  drei 
weitere  gemeinsame  Ebenen. 

10.  Verbundene  Kreisschnitt- oder  cyklische  Ebenen  einer 
Flftche  zweiten  Grades  F^  seien  solche,  die  zur  nämlichen  Achse  der 
Flftche  parallel  sind.  Ihre  unendlich  fernen  Geraden  {,  l'  bilden  ein  Geraden- 
paar des  Büschels  (i^^(S,  ft^);  die  bei  den  Flftchen  unseres  Netzes 
sich  ergebenden  (,  f  bilden  daher  die  Geradenpaare  des  Gebüsches  von 
Kegelschnitten,  das  durch  ft*  und  das  aus  dem  Flftchennetze  ausgeschnittene 
Kegelschnittnetz  constituirt  wird.  Folglich  sind  je  zwei  zusammengehörige 
f ,  f  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  conjogirt,  welche  sich  auf 
dies  Gebüsche  stützt.  Grandtangenten  dieser  Schaar  sind  die  Berührungs- 
sehnen, mit  ft',  der  vier  zum  Netze  gehörigen  Rotationsflftchen. 

Die  unendlich  fernen  Geraden  t,  f  verbundener  cjklischer 
Ebenen  der  Flftchen  eines  JP^-Netzes  entsprechen  sich  in  einer 
involutorisohen  quadratischen  Verwandtschaft.  Ihr  Haaptdrei- 
seit  ist  das  Polardreiseit  der  Kegelschnittschaar. 

Jeder  Seite  f  dieses  Dreiseits  als  t  entsprechen  als  t'  alle  Strahlen  durch 
die  Gegenecke  ®.    Daraus  folgt,   dass  in  jeder  Ebene  durch  f  nicht  blos 
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-ein  Kreis  liegt,  sondern  oo^,  aaf-  verschiedenen  FIttchen  des  Netzes  befind- 
lich ^  deren  verbundene  cykliscbe  Ebenen  durch  die  verschiedenen  Strahlen 
des  Büschels  (@|  (S)  gehen. 

Die  Fl&chen  bilden  auch  einen  Bttschel,  dessen  Grundcurve  durch  die 
beiden  Punkte  ^'f  geht;  die  Strahlenbüschel  um  diese  Punkte  und  der  um 
@  setzen  die  zu  diesem  FiSchenbQschel  gehörige  Curve  dritter  Klasse  zu- 
sammen. 

Bei  einemF^-Netzegiebt  es  drei  ausgezeichnete  Stellungen 
von  Ebenen,  welche  nicht  blos  eine  Fläche,  sondern  sämmt- 
liche  FUchen  eines  Büschels  des  Netzes  in  Kreisen  schneiden. 
Alle  diese  Ebenen  tangiren  die  zu  einer  Geraden  l  gehörigen  FlSche 
fünfter  Klasse,   und   die  drei  durch  0  gehenden  sind  die  am  Schlusse^  von 
Nr.  9  erwähnten;   zu  jener  Fläche  aber  und  zum  Kegel  dritter  Klasse  ge- 
hören sie  wegen  verschiedener  Kreise. 

11.  Wenn  nun  alle  Flächen  des  Netzes  eine  cubische  Raumcurve  di^ 
gemeinsam  haben,  so  gehen  die  ausgezeichneten  Ebenen  nach  den  unend- 
lich fernen  Sehnen  derselben.  Jede  von  ihnen  ist  cyklische  Ebene  für 
einen  Büschel  von  Paraboloiden  im  Netze;  die  ausgeschnittenen  Kreise  aber 
bestehen  aus  der  Sehne  und  einer  Geraden  der  anderen  Schaar. 

Die  Kreise  aus  dem  zu  9i^  gehörigen  Complexe,  welche 
eine  Gerade  l  treffen,  befinden  sich  in  den  Tangentialebenen 
einer  Fläche  fünfter  Klasse.  Diese  Fläche  ist  nur  vierter  Klasse, 
wenn  I  sich  auf  91'  stützt. 

Die  Krümmungskreise  einer  cuhischen  Baumcure  9i' er- 
zeugen eine  Fläche  15.  Ordnung,  auf  welcher  9%'  sowie  ^ 
dreifach  sind. 

Ihr  unendlich  ferner  Schnitt  besteht  aus  St*  und  den  unendlich  fernen 
Geraden  der  Schmiegungsebenen  von  Aj  B,  C  und  je  den  beiden  Nachbar- 
punkten auf  9t^ 

12.  Die  Kugeln,  welche  durch  einen  Kreis  K  des  Com- 
plexes  gelegt  sind;  treffen  9i'  noch  in  den  Tripeln  einer 
cuhischen  Involution,  deren  Ebenen  also  einen  Büschel  bilden,  unter 
diesen  Ebenen  befindet  sich  @,  wegen  des  Ebenenpaars  im  Kugelbüschel. 
Also  sind  die  Ebenen  der  Tripel  der  Involution  parallel. 
Diese  Involution  ändert  sich  nicht,  wenn  die  Ebene  von  K 
durch  parallele  Ebenen  ersetzt  wird.  Die  einen  und  die 
anderen  parallelen  Ebenen  sind  verbundene  cyklische  Ebenen 
einer  und  derselben  F^  durch  3i'. 

Wenn  K  ein  Krümmungskreis  der  3i'  ist,  der  zum  Punkte  P  gehört, 
so  haben  wir  in  der  zugeordneten  Involution  das  Tripel  PQ'Q'\  wo  Q\  Q" 
die  beiden  weiteren  Schnitte  von  9i'  mit  der  Schmiegungskugel  von  P 
sind.  Die  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebenen  PQ'  Q"  umhüllen  die  Curve 
sechster   Klasse,   welche   in   der  obigen  Verwandtschaft   der   f  und  i  der 
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Canre  6*3,   in   der  (§,  den  Torsns  der  Sehmiegnngsebenen   schneidet,  ent- 
spricht. 

FUr  jeden  der  drei  Punkte  Ä^  B^  C7  als  P  sind  die  beiden  anderen 
Q\  Q'\  Also  hat  der  von  den  Ebenen  F  Q*  Q''  ei-zeugte  Torsus  die  €  zur 
dreifachen  Ebene  and  ist  neunter  Klasse.    - 

Mithin  ist  jeder  Punkt  von  91^  einmal  P  und  achtmal  Q'  oder  Q". 
Darch   jeden    Punkt   der    cubischen    Baumcurve   gehen    acht  Kugeln, 
welche  sie  an  anderer  Stelle  vierpunktig  berühren. 

und  wir  haben  auf  91'  eine  Correspondenz  [8^2],  in  der 
sich  der  Berührungspunkt  einer  Schmiegungskugel  und 
einer  der  beiden  weiteren  Schnitte  entsprechen. 

Die  zehn  Coincidenzen  dieser  Correspondenz  sind  die  Berührungspunkte 
der  fdnfpunktig  berührenden  Kugeln. 

Zwischen  den  Punkten  Q\  Q"  besteht  eine  involutorische 
Correspondenz  [8].  «Mit  der  durch  einen  Ebenenbüschel  eingeschnittenen 
cubischen  Involution  —  einer  involutorischen  Correspondenz  [2]  —  hat 
sie  2.8  Paare  entsprechender  Punkte  gemeinsam. 

Die  Schnittsehnen  Q' Q"  der  Schmiegungskugeln  der  91' 
erzeugen  eine  Begelfläche  16.  Orades,  auf  welcher  die  Cürv  e 
achtfach  ist. 

Der  Torsus  der  Ebenen  PQQ"  ist,  wie  wir  fanden,  neunter  Klasse; 
diese  Ebenen  verbinden  die  Punkte  P  von  9t'  mit  den  entsprechenden  Er- 
zeugenden ^  Q*'  der  RegelflSohe.  Die  Erniedrigung  um  10  erfolgt  durch 
die  Sehnen  Q' Q'\  welche  durch  die  zugehörigen  P  gehen,  das  sind  die 
Sehnen,  welche  die  Berührungspunkte  der  fünfpunktig  tangirenden  Kugeln 
je  nsit  dem  sechsten  Schnitte  verbinden. 

13.  Durch  jeden  Punkt  von  91'  gehen  vier  auf  einander  folgende 
Schmiegungskugeln  und  acht,  welche  anderwärts  berühren. 

Folglich  gehen  durch  jeden  Punkt  zwölf  Schmiegungs- 
kugeln. 

Deshalb  entsteht  zwischen  der  Punktreihe  auf  9t'  und  auf  einer  Ge- 
raden I  eine  Correspondenz  [12,2],  in  der  sich  ein  Punkt  von  9t'  und  die 
beiden  Schnitte  seiner  Schmiegungskugel  mit  I  entsprechen.  Sie  hat  auf  I 
2.  2(12— 1)  =  44  Yerzweigungspunkte.  Zu  ihnen  gehört  der  unendlich 
ferne  Punkt  von  I  und  zwar  3(4— 1)- fach,  indem  durch  ihn  dreimal 
vier  benachbarte  Schmiegungskugeln  gehen,  ferner  die  20  Schnitte  der  I 
mit  fünfpunktig  beruhenden  Kugeln;  die  15  übrigen  sind  die  Schnitte 
der  Geraden  l  mit  der  Enveloppe  der  Schmiegungskugeln^  oder, 
was  dasselbe  ist,  mit  der  Flfiche  der  Krümmungskreise,  deren 
Ordnung  15  so  von  neuem  gefunden  ist. 

Die  2. 12(2— 1)  =24  Yerzweigungspunkte  auf  9t'  aber  lehren,  dass 
jede  Gerade  von  24  Schmiegungskugeln  berührt  wird. 
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14«  Auf  der  cubiscben  Baumcurve  wird  durch  alle  Kugeln 

des  Baumes  eine  Involution  sechsten  Orades  vierter  Stufe  ein- 

geschnitten,   die  Kugeln  eines  Oebüsches,  eines  NetzeSi  eines 

Büschels    schneiden    Involutionen    sechsten    Grades    dritter, 

zweiter,   erster  Stufe   ein. 

Für  solche  höhere  Involutionen  gilt  folgender  Satz: 

In  einer  Involution  J*„  n*«°  Grades  Ä*«'  Stufe  (*<ii)auf 

einem  rationalen   Träger  giebt  es  (A;+ l)(n  —  Ä;)  Gruppen  mit 

einem  (Ä;  +  l)-fachen  Elemente    und   (<  +  1)(Ä;  — ^  +  l)(n  — *) 

(n—Ä;-!  }  Gruppen  mit  einem  (^+l)-fachen  und  einem(A; -<+])- 

^  Ä 
fachen  Elemente,  wofern  t-^k  und  ^  -^• 

Ist  Je  gerade,  so  giebt  es  5  (  5  +  1)  (n— Ä)(n— ft— l)<Jruppaii 
mit    zwei  I  ^  +  11- fachen  Elementen.* 

Es  ist  wegen  der  zahlreichen  Anwendungen  vielleicht  besser,  wenn  ich 
für  diesen  weniger  bekannten  Satz  einen  Beweis  mittheile« 

Der  erste  Theil  unseres  Satzes  über  die  Anzahl  der  Gruppen  mit 
einem  (A;+l)- dachen  Elemente  ist  richtig  für  X;s=:l,  denn  eine  Involution 
J\  hat  bekanntlich  2(n^  1)  Gruppen  mit  einem  Doppelelemente. 

Nehmen  wir  an ,  er  sei  richtig  für  ib  —  1 ,  so  wollen  wir  zeigen ,  dass  er 
dann  auch  richtig  ist  für  k*  Aus  /*„  scheidet  ein  Element  X  eine  Involution 
JIZ\  aus;  das  heisst ,  die  n  —  1  übrigen  Elemente  aller  Gruppen  von  J^n,  welche 
das  Element  X  enthalten ,  bilden  die  Gruppen  einer  «T^Z}.  Diese  hat  nach  der 
Annahme  Ä;|n  —  1  —  (ib^l)}=X;(n— A;)  Gruppen  mit  einem  Ä;  -  fachen  Elemente ; 
so  werden  jedem  X  k{n  —  k)  Elemente  X^  zugeordnet,  umgekehrt  9  wie 
allgemein  eine  Gruppe  von  J*»  durch  k  Elemente  bestimmt  ist,  so  auch 
durch  ein  Element  X|,  das  ein  Ä;-faches  einer  Gruppe  sein  soll;  die  n-^k 
übrigen  Elemente  dieser  Gruppe  sind  die  entsprechenden  X.  Somit  haben 
wir  eine  Correspondenz  [n  —  A;,  A;(n  —  X;)]  zwischen  X  und  X^;  sie  hat,  weil 
der  Träger  rational  ist,  (Ä?+l)(n  — A;)  Coincidenzen ;  das  sind  (Ä  +  1)- 
fache  Elemente  von  Gruppen  von  «/^„. 

k^t  Elemente  scheiden  aus  J^n  eine  Involution  J'n-k+t  aus»  das 
heisst,  die  n—  k  +  t  übrigen  Elemente  aller  Gruppen  von  J*« ,  welche  jene 
Elemente  gemeinsam  haben,  bilden  die  Gruppen  einer  J^n-k+t»  Insbeson- 
dere scheidet  also  auch  ein  Element  X  als  (k''t)''tBXihes  Element  einer 
Gruppe  eine  solche  Involution  aus.  Diese  besitzt  dann  nach  dem  eben 
erhaltenen  Besultate  {t+l)(n^k  +  t'^t)  =  {t+l){n —k)  Gruppen  mit 
einem  (^  +  1)- fachen  Elemente;  jede  von  ihnen  hat  n^fc  — 1  weitere 
Elemente ;  diese  (^  + 1)  (n  —  Ä?)  (n  —  Ä;  —  1)  Elemente  ordnen  wir  als  Xj  dem 


*  Vergl.  Guccia:  „Bendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo '*  Bd.  7 
S.  55-67,  wo  die  Literatur  ausfuhirlich  besprochen  ist. 
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Z  zu.  umgekehrt  I  ein  Element  X^  scheidet  als  J^  eine  Jill  ans,  welche 
eine  Anzahl  von  Omppen  mit  einem  (<  +  l)- fachen  nnd  einem  {h  —  t)- 
fachen  Elemente  hat;  die  Zahl  derselben  sei  ZiZ^^  die  gesachte  Zahl  für 
fi— l  nnd  k^l  statt  für  n  nnd  k^  die  (Ä;  —  ^- fachen  Elemente  derselben 
sind  die  dem  Z|  entsprechenden  X,  nnd  so  haben  wir  zwischen  den  X  nnd 
X^  eine  Correspondenz  [Zj^lj' 'i  (f  +  l}(n  —  k){n  -* Ä;  —  1)].  Die  Anzahl  der 
Coincidenzen  dieser  Correspondenz  ist  die  Anzahl  2^*'  der  Gruppen  yon 
ji  y  welche  ein  (^  + 1)  -  faches  und  ein  (Ä;— ^  + 1 )  -  faches  Element  haben ;  also : 

^''=(«+l)(ft-*)(n-Ä-l)  +  zirl*', 
2j;:l''  =  (<+l)(n-*)(n-Ä-l)  +  ^lV', 


demnach  durch  Addition: 

Z;"'  =  («  +  l)(fc-0(n-*)(n-&-l)  +  ZiL^+r. 

Diese  Zahl  Zn  —  ^+t  ist  die  Zahl  der  Omppen  einer  Jn.jt-fC}  welche 
ein  (<  +  l)-fftches  und  ein  ((  — ^+ 1)- faches,  also  ein  einfaches  Element 
haben.  Wir  haben  in  ihr  eine  endliche  Zahl  von  Gruppen  mit  einem  (Jt  + 1)- 
fachen  Elemente ^  nSmlich  nach  dem  ersten  Theile  des  Satzes  {t  +  l){n-k)j 
und  da  jede  dieser  Gruppen  n  —  k  —  l  weitere  Elemente  hat,  so  genügt  sie 
der  obigen  Anforderung  (n— fc— l)-fach,  nnd 

Zi'.%+i  =  (<+l)(ft -*)(•• -ft-1). 

^^'  zy^{t+l){k^t  +  \){n^k){n^k-l). 

Damit  ist  der  zweite  Theil  unseres  Satzes  fflr  den  allgemeinen  Fall 
bewiesen  I  dass  die  beiden  Vielfachheitszahlen  t  +  1  und  h  —  t+1  nicht 
gleich  sind.  Ist  aber  t*=k'^tf  so  sind  die  beiden  vielfachen  Elemente 
gleichartig  und  jedes  von  ihnen  kann  das  {t+  l)-fache  sein;  das  andere 
ist  die  Coincidenz.     Daher  ist  die  erhaltene  Anzahl  zu  balbiren. 

16.  Durch  Anwendung  auf  die  obigen  Involutionen  der  91^  erhalten  wir: 
Es  giebt  zehn  Engeln,  welche  91^  fünfpunktig  berühren; 
wie  wir  schon  wissen. 

unter   den  Kugeln   eines  Gebüsches  befinden  sich  zwölf 
Schmiegnngskugeln. 
Insbesondere : 

Durch    jeden   Punkt    gehen   zwOlf   Schmiegnngskugeln, 
wie  wir  auch  schon  auf  andere  Weise  gefunden  haben. 

Liegt  der  Punkt  im  unendlichen,  so  sind  dies  die  Schmiegnngskugeln 
der  drei  Punkte  A,  B^  C  und  je  der  drei  Nachbarpnnkte  auf  di\  zu  denen 
allen  die  unendlich  ferne  Ebene  gehOrt. 

In   einem   Eugelnetze    befinden    sich    oder   durch    zwei 
Punkte  gehen  zwölf  Kugeln,  welche  91^  osculiren. 
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Oder,  die  Kugelbüschel  durch  die  Krttmmangskreise  von  91^  bilden 
ein  doppelt  unendliches  System  von  Kugeln,  von  denen  zwOlf  durch  2wei 
gegebene  Punkte  gehen. 

Durch  zwei  Punkte  der  91'  gehen  12  —  2.3  =  6  Kugeln,  welche  sie 
anderwfirts  osculiren;  insbesondere  wird  91'  in  jedem  Punkte  von  sechs 
anderswo  osculirenden  Bügeln  berührt. 

Durch   drei   Punkte  oder  durch  einen  Kreis  gehen  zehn 
Kugeln,  welche  9i'  berühren. 

Liegen  die  drei  Punkte  selbst  auf  9i',  so  ergeben  sich  10—3.2  =  4 
Kugeln,  welche  anderwärts  berühren.  In  jedem  Punkte  wird  SR'  yon  vier 
Kugeln  osculirt,  welche  sie  noch  an  einer  anderen  Stelle  berühren. 

So  erhalten  wir  auf  91'  eine  Correspondenz  [6,4],  in  deren 
entsprechenden  Punkten  dieselbe  Kugel  drei-,  bezw.  zwei- 
punktig  berührt.  Die  zehn  Coincidenzen  sind  die  Stellen  fünfpunktiger 
Berührung. 

Es  giebt  neun  Kugeln,  welche  9t' an  zwei  verschiedenen 
Stellen  osculiren. 

Oder,  es  giebt  neun  Paare  von  Krümmungskreisen  der  9i^  welche 
sich  zweimal  schneiden  und  infolge  dessen  auf  derselben  Fläche  zweiten 
Grades  durch  9i'  liegen. 

Es  giebt  16  Schmiegungskugeln  der  01',  welche  sie  noch 
an  anderer  Stelle  berühren,  offenbar  in  den  Coincidenzpunkten  der 
Correspondenz  [8]  der  Punkte  Q\  Q'\ 

In   einem  Gebüsche   befinden    sich   (insbesondere  durch 

einen    gegebenen   Punkt    gehen)    36   Kugeln,    welche  91'   an 

einer  Stelle  drei-,  an  einer  anderen  zweipunktig  berühren. 

In  einem  Netze  befinden  sich  (durch  zwei  Punktegehen) 

24  Kugeln,  welche  9i'  zweimal  berühren.* 

16.  Jede   Involution  J*„  auf  rationalem  Träger  hat  ■^{n^\){n~-2) 

neutrale  Paare,  die  nicht  blos  zu  einer  Gruppe,  sondern  zu  oo^  Gruppen 
der  J\  gehören,  welche  in  ihr  eine  J^n  bilden;  so  viele  Paare,  als  an  eine 
rationale  Baumcurve  n^'  Ordnung  von  einem  Punkte  0  Doppelsecanten 
kommen;  denn  die  Ebenen  des  Bündels  0  erzeugen  auf  ihr  eine  J\. 

*  Mehrere  von  diesen  Sätzen,  sowie  auch  die  Sätze  Über  die  Ordnung  der 
Gurven  der  Krflmmungs- Mittelpunkte,  der  Mittelpunkte  der  Schmiegungskugeln 
und  der  Fläche  der  Krümmungskreise  sind  analytisch  für  die  cubische  Hyperbel 
in  einer  kürzlich  erdchienenen  Dissertation:  „Üeber  die  Kugeln,  welche  eine  cubische 
Baumcurve  mehrfach  oder  mehrpnnktig  berühren*'  (Strassburg  1894)  von  E.  Timer- 
ding bewiesen  worden.  Nicht  richtig  ist  dort  der  Satz  über  die  Zahl  der  ffinf- 
punktig  berührenden  Kugeln.  ~  Selbständig  und  gleichzeitig  mit  mir  hat  mehrere 
von  den  Sätzen  dieser  Abhandlung  auch  ein  Zuhörer  von  mir,  Herr  J.  Sobotka, 
gefunden.  Die  cubische  Baumcurve  war  Gegenstand  der  Seminar  Übungen  im  ver- 
gangenen Winterhalbjahre. 
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Die  J^e,  welche  auf  di^  durch  die  Kugeln  entsteht^  die  daifch  zwei 
gegebene  Punkte  C/,  0"  gehen ,  hat  daher  zehn  solche  Paare.  Unter  ihnen 
befinden  sich  die  drei  Paare  AB,  AC^  BC^  weil  diese  auf  allen  in  Ebenen- 
paare zerfallenden  Kugeln  des  Netzes  liegen.  Die  sieben  übrigen  Paare 
müssen  je  auf  allen  Kugeln  eines  (aus  eigentlichen  Kugeln  bestehenden) 
Büschels  des  Netzes  liegen. 

Durch  zwei  Punkte  0\  0"  gehen  sieben  Kreise,  welche 
9i^  zweimal  treffen. 

Alle  Kreise  durch  0\  0",  welche  SR*  treffen,  bilden  eine 
Flftche  neunter  Ordnung,  auf  welcher  diese  sieben  Kreise 
doppelt,  die  St*  einfach,  ft^  und  die  Gerade  O'O"  dreifach,  die 
Punkte  O',  0"  aber  sechsfach  sind. 

17.  Die  Ebenen,  welche  auf  den  Sehnen  von  8fl*  je  in  der 
Mitte  senkrecht  stehen,  umhüllen  eine  Flttche  vierter  Klasse, 
für  welche  @  dreifache  Bertthrungsebene  ist. 

Denn  die  Sehnen,  welche  auf  den  Ebenen  eines  Büschels  senkrecht 
stehen ,  erzeugen  eine  Begelflftche  vierten  Grades  mit  einer  unendlich  fernen 
Leitgeraden.  Ihre  Mitten  erzeugen  eine  cubische  Raumcurve ,  als  conjugirte 
Punkte  zu  den  Punkten  dieser  Geraden.  Daher  fUllt  viermal  ein  Punkt 
dieser  Curve  auf  die  entsprechende  Ebene  des  Büschels. 

18.  Der  Ort  der  Fusspunkte  der  aus  einem  Punkte  0  auf 
die  Sehnen  der  91*  gefällten  Lothe  ist  eine  Fläche  fünfter  Ord- 
nung, auf  welcher  die  SR*  doppelt  ist. 

In  der  That,  die  Ebenen  $,  welche  in  den  verschiedenen  Punkten  X 
einer  Geraden  I  auf  OX  senkrecht  stehen,  umhüllen  einen  parabolischen 
Cjlinder,  und  die  Strahlenbüsohel  (X,  |)  erzeugen  daher  eine  Congruenz 
[2,1].  Diese  hat  mit  der  Congruenz  [1,3]  der  Sehnen  von  SR*  2.1  +  1.3  =  5 
Strahlen  gemeinsam,  so  dass  fünf  Fusspunkte  auf  I  fallen. 

Die  Fläche  muss  elf  Gerade,  welche  alle  die  Doppelcurve 
SR*  zweimal  treffen,  und  55  Kegelschnitte  enthalten.*  Auf  elf 
Sehnen  muss  also  der  Fnsspunkt  unbestimmt  sein.  Zu  ihnen  gehören  die 
drei  unendlich  fernen  Sehnen;  die  acht  anderen  sind  in  den  aus  0  senkrecht 
zu  ihnen  geführten  Ebenen  gelegen  und  sämmÜich  imaginär.  Die  Sehnen 
nämlich  von  SR*»  welche  S^  treffen,  erzeugen  eine  Regelfläche  achten  Grades. 
Ein  ebener  Schnitt  derselben  und  der  Kegel ,  welcher  aus  0  die  Tangenten 
von  St^  projicirt,  stehen  in  eindeutiger  Beziehung.  Es  fällt  also  zehnmal 
ein  Punkt  des  Schnittes  auf  die  entsprechende  Berührungsebene  des  Kegels ; 
zwei  von  diesen  Punkten  sind  die  auf  ^^  gelegenen  Punkte  des  Schnittes; 
durch  die  acht  übrigen  gehen  die  acht  Sehnen. 

Die  55  Kegelschnitte  liegen  auf  den  Flächen  zweiten  Grades  durch  SR* 
and  je   zwei  von  diesen   elf  Geraden.     Sie   zerfallen   daher  in  drei  Arten, 

*  Clebsch,  Sfath.  Annalen  Bd.  1  S.  284;  Sturm,  ebenda  Bd.  4  S.  273. 
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je  nachdem  anter  den  zwei  Geraden  zwei ,  eine  oder  keine  von  den  unendlich 
fernen  Sehnen  enthalten  ist  Die  drei  der  ersten  Art  sind  die  Fnsspnnkts- 
Curven  von  0  in  Bezug  auf  die  drei  Cy linder  durch  SR^  von  den  3.8  der 
zweiten  Art,  die  sftmmtlich  imaginär  sind,  wollen  wir  absehen;  es  bleiben 
die  28,  der  dritten  Art,  unter  denen  vier  reell  sind. 

Das  sind  Fusspunkts  -  Curven  in  Bezug  auf  die  Sehnen  •  Begelschaaren 
von  durch  ^  gehenden  allgemeinen  Flächen  J^'. 

Im  Allgemeinen  ist  die  Fusspunkts*Curve  in  Bezug  auf 
eine  Begelsch  aar  eineBaumcurve  vierter  Ordnung  zweiter  Art. 
Sie  kann  aber  in  speciellen  Fftllen  ein  Regelschnitt  wer- 
den, und  zwar  sind  diese  Fnsspunkts-Curven  die  Kreise  des 
Hyperboloids. 

In  vier  Punkten  wird  ein  Kegelschnitt  von  F^  von  der  Fusspunkts- 
Curve  eines  beliebigen  Punktes  in  Bezug  auf  die  eine  Begelschaar  getroffen; 
also  umhüllen  die  Ebenen,  welche  auf  der  Geraden  einer  Begelschaar  in 
den  Punkten,  in  denen  sie  einen  Kegelschnitt  der  FlSche  treffen,  senkrecht 
stehen  I  einen  Toraus  vierter  Klasse  (zweiter  Art).  Handelt  es  sich  aber 
um  einen  Kreis,  so  sinkt,  weil  derselbe  durch  zwei  von  den  vier  allen  Fuss- 
punkts-Curven  gemeinsamen  unendlich  fernen  Punkten  (den  Schnitten  f  fi^) 
geht,  die  Klasse  des  Torsus  auf  2  herab;  er  wird  ein  Kegel  zweiten  Grades, 
und  die  Spitze  desselben  hat  den  Kreis  zur  Fusspunkts-Curve. 
Durchläuft  letzterer  seine  Schaar,  so  durchwandert  die  Spitze 
eine  Gerade,  welche  auf  den  Ebenen  der  verbundenen  Schaar 
normal  ist;  denn  alle  diese  Kegel  berühren  die  beiden  Ebenen,  welche 
durch  die  zu  diesen  Ebenen  parallelen  Geraden  der  Begelschaar  gehen  und 
ft*  tangiren. 

Somit  haben  wir  auf  unserer  Fusspunkts -Fläche  28  Kreise, 
darunter  vier  reelle. 


IL 
Addittonslogarithmen  für  oomplexe  Orössen. 

Von 

R.  Mehmke 

in  StnUgart. 


Je  mehr  maD  in  der  Physik  und  anf  anderen  Gebieten  die  Theorie 
der  Fanctionen  complexer  Veränderlichen  anwenden  wird,  um  so  stärker 
wird  sich  das  Bedürfniss  nach  Erleichterung  des  numerischen  Rechnens 
mit  complexen  Orössen  fühlbar  machen.  Diese  üeberzeugung  hegend,  habe 
ich  einige  der  Hilfsmittel,  die  sich  beim  Rechnen  mit  reellen  Grössen  seit 
langer  Zeit  bewährt  haben,  durch  Einführung  complexer  Grössen  zu  ver- 
allgemeinern gesucht.  So  hatte  ich  für  die  Mttnchener  mathematische  Aus- 
stellung eine  Rechentafel  im  Entwurf  gezeichnet*,  welche  in  diesem  Sinne 
eine  Verallgemeinerung  des  logarithmischen  Rechenschiebers  darstellte. 
Hier  lege  ich  den  Rechnern  einen  dreistelligen  Auszug  aus  einer  Tafel  der 
„Additionslogarithmen  ftlr  complexe  GrOssen''  yor,  die  mit  fOnf  oder  auch 
nur  vier  Stellen  gedruckt  sich  meines  Erachtens  beim  Rechnen  mit  com- 
plexen Orössen  nicht  weniger  ntttzlich  erweisen  würde,  als  Leonelli's 
Logarithmen  beim  gewöhnlichen  Rechnen.** 

Die  einfachste,  mit  Hilfe  dieser  Tafel  bequemer  und  schneller  als  auf 
die  gewöhnliche  Art  zu  lösende  Aufgabe  lautet:  Gegeben  die  Logarithmen 
der  Moduln  und  die  Amplituden  zweier  complexen  Zahlen,  gesucht  der 
Logarithmus    des  Moduls   und  die  Amplitude  der  Summe  jener  complexen 


*  Siehe  den  Nachtrag  zum  Katalog  mathematischer  und  mathematisch- 
physikalischer  Modelle,  Apparate  und  Instrumente ,  im  Aufkrage  der  Deutschen 
Mathematiker -Vereinigung  herausgegeben  von  W.  Dyck,  München  1898,  S.  21 
Nr.  44  d. 

**  Die  Additionslogarithmen  für  reelle  Grössen  werden  mitunter  nach  Gauss 
benannt,  welcher  zwar  eine  fünfstellige  Tafel  derselben  1812  in  Zaoh*8  „Monat- 
licher Correspondenz **  veröffentlicht,  aber  dort  ausdrücklich  auf  Leonelli  als 
ihren  geistigen  Urheber  zurückgewiesen  hat  (vergl.  Gauss*  Werke  8.  Bd.  S.  244). 
In  der  Vorrede  zu  HonSrs  fünfstelligen  Logarithmentafeln  ist  angegeben,  dass 
Leonelli  seinen  Gedanken  zuerst  in  dem  1808  in  Bordeaux  erschienenen  „Supple- 
ment logarithmique*'  entwickelt  habe. 


16  Additionslogarithmen  für  complexe  Grössen. 

Zahlen.  Von  weitergehenden  Anwendungen  mache  ich  eine  solche  auf  die 
Berechnung  der  Wurzeln  beliebiger  algebraischer  Gleichungen  mit  complexen 
Coefficienten  namhaft,  welche  die  bekannte  Methode  von  Gauss,  reelle 
trinomische  Gleichungen  aufzulösen,  als  besonderen  Fall  in  sich  enthält. 
Ich  werde  diese  Methode  zusammen  mit  anderen  in  einem  späteren  Aufsatze 
mittheilen. 

Die  EinfCLhrung  der  gewöhnlichen  Additionslogarithmen  wird  Vielen 
bisher  als  ein  vereinzelter  Kunstgriff  erschienen  sein.  Sie  lässt  sich  aber, 
wie  ich  schon  an  anderer  Stelle  gezeigt  habe*,  aus  einem  höheren  Gesichts- 
punkte betrachten.     Sei  nämlich 

^  =/"(«?,  y) 

irgend  eine  reelle  homogene  Function  n^^  Grades  der  beiden  reellen  Ver- 
änderlichen X  und  ^;  so  ist  . 

oder,  wenn  man  ^         \ 

log0  =  v  +  nlogy. 
Dabei  lässt  sich  v  als  Function  von 

u  =  log-  =  logX'-logy 

ansehen.  Eine  numerische  Tafel  dieser  Function  ermöglicht  offenbar  in 
einfachster  Weise  die  Bestimmung  des  Werthes  yon  hgg^  der  zu  einem 
gegebenen  Werthepaare  hgx^  logg  gehört.     Man  hat 

fix,  y)  =  x  +  g 
zu   nehmen,   um  Leonelli's  Fall  zu  erhalten,  in  welchem  es  üblich  ist, 
Ä  statt  u  und  B  statt  v  zu  schreiben.     Die  Beziehung  zwischen  u  und  v 
lässt  sich  allgemein  durch       jor^MQ«    1) 
ausdrücken.  ^      ' 

Der  üebergang  zu  complexen  Veränderlichen  ist  leicht.  Mit  Bück- 
sicht auf  die  Einrichtung  unserer  Logarithmentafeln  werde  ich  bei  der 
Darstellung  einer  beliebigen  complexen  Zahl  durch 

r{costp  +  isinq>) 
die  Amplitude  g>  nicht  in  Theilen  des  Halbmessers,  sondern  in  Graden  aus- 
drücken, und  zwar  nach  sogenannter  neuer  Theilung.** 


•  A.  a.  0.  S.  20  Nr.  44  c. 

^  An  guten  logarithmisch  -  trigonometriBchen  Tafeln  für  die  centesimale 
Theilnng  des  Quadranten  ist  kein  Mangel.  Es  giebt  deren  vier-  und  fünfstellige 
von  F.G.Gauss,  Gravelius  U.A.,  sechsstellige  von  Jordan,  achtstellige  vom 
französischen  „SerWce  g^ographiqne  de  Parmäe".  Daher  liegt  für  den  reinen 
Mathematiker  nicht  der  mindeste  Grund  vor,  sich  noch  länger  mit  der  sexagesi- 
malen  Tbeilung  abzumühen. 


Von  B.  Mbhmkb.  17 

Bezeichnet  man  die  gemeinen  Logarithmen  der  Modaln  der  (jetzt  als 
complex  betrachteten)  Grössen  oo^  y^  ß  beziehentlich •  mit  £,  i?,  S,  ihre 
Amplituden  mit  |',  17',  i\  so  ist 

a;  =  10€  (co5 1'+ 1  m  ^) 
nnd   Shnliche  Ausdrücke  gelten  fClr  y  und  g.     Setzt  man  dieselben  in  die 
Gleichung  /^        \ 

ein,  so  kann  die  entstehende  Gleichung  in  folgende  beiden  zerlegt  werden: 

^obei  i=v  +  nri{fnod4ßO), 

\(>{co8v+ismv)=^f\\0''{co8u+%8inu),  1] 
w  =  g  —  iy,    u  =  5'—  «y' (•'*<'<*  400) 

ist.  Man  hat  jetzt;  um  nach  diesen  Formeln  zu  gegebenen  Werthen 
von  S,  £',  ri^  r!  diejenigen  von  ^  und  ^  finden  zu  können,  eine  Doppel- 
tafel nötbig,  deren  erster  Theil  t;,  deren  zweiter  v\  jedesmal  als  Function 
der  beiden  reellen  Veränderlichen  u  und  u   liefert* 

Beschränken  wir  uns  yon  jetzt  an  auf  den  Fall 
f{x,  y)==x+y. 

Wir  wollen  in  demselben  beziehentlich  die  Zeichen^,  A,  ^,  B*  statt 
Uy  u\  t;,  V   anwenden,   so  dass  wir  die  fundamentale  Gleichung  erhalten: 

1)  lO^ifiosE  +  isinB)  =  IQ^icosK  +  isink)  +  1 , 

welcher  man  auch  die  Gestalt 

geben  kann.  Auf  den  Seiten  23 — 30  findet  man  eine  dreistellige 
Tafel  der  B  und  eine  solche  der  B,  für  welche  die  zusammenfassende 
Bezeichnung  „Additionslogarithmen  für  compleze  Grössen''  gestattet  sein 
möge,  trotzdem  die  zweite  Tafel  nicht  Logarithmen,  sondern  Winkel 
enthält.** 

Entsprechend  den  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  A  und  A  haben 
die  Tafeln  zwei  Eingänge;  die  Anordnung  ist  so  getroffen,  dass  Ä  von 
Reihe  zu  Beihe,  A  von  Spalte  zu  Spalte  sich  ändert.   Hinter  einigen  Zahlen 

*  Es  wird  zwar  der  Buchstabe  B  schon  als  Zeichen  einer  anderen  Function 
gebraucht,  ein  Missverständniss  ist  aber  hier,  wo  B  immer  mit  j1,  A  und  B  zu- 
sammen vorkommt,  kaum  zu  befürchten. 

••  Wenn  hier  nicht  in  erster  Linie  die  Bedürfnisse  des  Zahlenrechnens  berück- 
sichtigt werden  müssten,  so  wäre  es  natürlich  einfacher,  als  ,,  Additionslogarith- 
mus"  im  weiteren  Sinne  die  durch 

€-  =  e«  +  1 
definirte  Function  w  der  complezen  Veränderlichen  z  zu  bezeichnen. 

ZeitBOhrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  40.  Jahrg.  1895. 1 .  Heft.  2 
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Additionslogarithmen  ftlr  compleze  Grössen. 


der  Tafeln  bemerkt  man  einen  Stricli;  derselbe  bedeutet,  dass  die  letzte 
von  Null  verschiedene  Ziffer  der  betreffenden  Zahlen  eine  durch  Erhöhung 
aus  4  entstandene  5  ist. 

Behufs  geometrischer  Veranschanlichung  der  Functionen  B  und  B 
betrachtet  man  am  einfachsten  Ä  und  A  als  Abscisse  und  Ordinate ,  B  bezw, 
B  als  Höhe  eines  veränderlichen  Baumpunktes.     Die  beiden  sich  ergebenden 

Flg.  1.     B-Pl&cho. 


Flächen   sind  in    den|F]guren  1  und  2  mit  Hilfe   einer  Anzahl  von  wage- 
rechten Schnitten  parallel  -  perspectivisch  dargestellt. 

Es  sollen  jetzt  einigender  wichtigsten  Eigenschaften  der  in  Bede 
stehenden  Functionen  bezw.  der  zugehörigen  Fl&chen  abgeleitet  werden. 
Zunächst  sieht  man,  dass  B  eine  eindeutige,  B  dagegen  eine  unendlich 
vieldeutige  Function  ist,  indem  zu  jedem  Werthe  von  B  ein  beliebiges 
ganzzahliges  Vielfaches  von  +  400®  hinzugefügt  werden  darf;  dass  femer 
B  und  B  periodische  Functionen  von  A  mit  der  Periode  400*^  sind.    Daher 


Von  B.  Mbbmkb.  19 

kann   man   sich   bei  A  nnd  B  Ton  yornherein  auf  die  Werthe  «wischen 

—  200^  nnd  +  200^  beschränken.    Wird  auf  beiden  Seiten  Ton  Gleichung  1) 

—  f  an  Stelle  von  +i  gesetzt,  so  kommt 

10»(co«B  -  i«n  B)  =  10^(005  A-i«fiA)  +  1, 
oder 

10^[co5(-B)+««in(-B)]  =  10^[coÄ(-A)  +  <«»(-A)]  +  l, 

woraus  hervorgeht,  dass  B  eine  gerade,   B  eine  ungerade  Function  Ton  A 
ist     Das  heisst  geometrisch: 

Die  ^-Flftche  ist  symmetrisch  zur  o; 5 -Ebene,  die  B-Flftche  symmetrisch 
zur  «-Achse.  Zugleich  ist  klar,  dass  wegen  dieser  Eigenschaft  die  Tafeln 
bloB  von  A  =  0*^  bis  A  =  200®  zu  gehen  brauchen. 

Setzt  man  Ä^^-^Ä  und  bezeichnet,  bei  unverändertem  A,  die  zu- 
gehörigen Werthe  von  B  und  B  mit  B'  und  B',  so  ist  wegen  Oleiohung  1) 

10^(co8&+isinBr)=10'^{€08k  +  i8infii)+  1, 
oder  nach  Yertauschung  von  f  mit  —  t: 

10»'[w(- B')  +  im(- B')]  =  10- -*(co5A  -  <«m  A)  +  1. 
Durch  Multiplication  mit 

10^(co5A  +  t«fiA) 
und  Benutzung  von  Gleichung  1)  erhftlt  man  hieraus 

10«'+^[co5(A- BO  +*w»(A-  B')]  =  1  +  10^(awA  +  imA) 

=  10^{cosB  +  ismB). 
Daher  ist  S'+Ä=^B, 

A-B'=B(niod400) 
"^g-  (Br=^B^Ä  =  B^Ä\ 

^  1B'=A-B(wkwl400). 

Diese  Gleichungen,  die  leicht  als  geometrische  Eigenschaften  der  B- 
und  B-Flttche  gedeutet  werden  könnten ,  deren  erste  auch  beiden  gewöhn- 
lichen Additionslogarithmen  wohlbekannt  ist ,  zeigen  uns ,  dass  man  bei  dem 
Argument  Ä  sich  entweder  auf  negative  oder  auf  positive  Werthe  be- 
schränken dürfte,  wodurch  am  umfang  der  Tafeln  um  die  Hälfte  gespart 
wttrde.  Für  manche  Anwendungen  ist  es  jedoch  bequemer,  die  vollständigen 
Tafeln  zur  Verfügung  zu  haben. 

Lässt  man  in  Gleichung  1)  Ä  von  Null  an  fortwährend  abnehmen,  so 
nähert  sich,  welches  auch  der  Werth  von  A  sein  mag,  die  rechte  Seite 
unaufhörlich  der  Eins,  folglich  nähern  sich  B  und  der  zwischen  —200® 
und  -f-200®  liegende  Werth  von  B  gleichzeitig  der  Null.  Die  B-  und 
B- Fläche  haben  somit  beide  die  o;^- Ebene  zur  Asymptotenebene;  die  An- 
näherung findet  in  der  —  o;- Richtung  statt.  In  Verbindung  mit  Gleichung  2) 
ergiebt  sich  aus  dem  eben  Gefundenen,  dass, ^ wenn  Ä  über  alle  Grenzen 
hinauswächst,  B  und  Äy  wie  auch  B  und  A  einander  immer  näher  kommen. 
Daher  ist  die  Halbirungsebene  des  zwischen  der  +X'  und -1-5 -Achse  ent- 
haltenen Winkels  der  xy-  und  ye -Ebene  gleichfalls  eine  Asymptoteuebene 

2* 
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der  J9- Fläche,  und  die  Halbimngsebene  der  zwischen  den  gleichnamigen 
Theilen  der  ^-  und  <;- Achse  enthaltenen  Scheitelwinkel  der  xy-  nnd  xe- 
Ebene  eine  Asjmptotenebene  der  B- Fläche.  —  Für  A  =  0  erhält  man  aus 
Gleichung  1)  lO«(co5B  +  isin  B)  =  1(M+  1. 

Da  die  rechte  Seite  stets  positiv  ist,  so  wird 

B  =  0{mod400) 
und 

10»=  10^  +  1. 

Letztere  Gleichung  zeigt,   dass  man  es  in  diesem  Falle  mit  den  ge- 
wöhnlichen Additionslogarithmen  zu  thun  hat. 
Ist  A  =3  200^1  so  ergiebt  sich 

10^  (cosB  +  isinB)^^  10^  +  1. 

Hat  man  nun  Ä<ZO  bezw.  iL  >  0 ,  so  wird  die  rechte  Seite  positiv 
bezw.  negativ,  also  B  =  0  bezw.  B  =  200 (moeJ 400).  Wenn  dagegen  ^  =  0 
ist,  so  verschwindet  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  und  man  erhält 
J9  =  —  00 ,  während  B  ganz  unbestimmt  wird.  Letzterem  umstände  ent- 
spricht es,  dass  die  B -Fläche  unendlich  viele  zur  5 -Achse  parallele  Kanten 
hat,  welche  durch  die  Punkte  a;(=  A)  =  0,  y(=  A)  =  200^ {mod 4ßO)  gehen, 
üebrigens  stehen  in  diesem  Falle  (Ae=200^)  die  Grössen  B  zu  I.  Zech 's 
„Subtractionslogarithmen'^,  welche  man  in  Hülsse's  Sammlung  mathe- 
matischer Tafeln  findet,  in  einfacher  Beziehung.  Diese  geben  nämlich  zum 
Argumente  u^^logt  den  Werth 

80  dass  10«-«'=10«-1 

ist.    Man  hat  aber  zum  Beispiel  für  il>0,  A  =  200®: 

10^=10^-1, 

weshalb   die   zu  gleichen  Argumenten  il  =  u  gehörigen  Werthe  B  und  t; 

durch  die  Gleichung 

B  =>U'-v    oder    v  =  Ä  —  B 
verknüpft  sind. 

Setzt  man  in  Gleichung  1)  il=aO,  so  kommt 

10^  (co5  B  +  isinB)  =  1  +  cos  fii  +  isin  A , 
woraus  .    .  . 

.  o  smfii  A 

also 

B=^(moeJ2G0) 

folgt.  Zu  dieser  Gleichung  gehören  unendlich  viele,  einander  in  gleichen 
Abständen  folgende,  parallele  Geraden  —  eine  davon  (siehe  Fig.  2)  geht 
durch  den  Ursprung  und  halbirt  die  Winkel  zwischen  den  gleichnamigen 
Theilen  der  y-  und  ie;- Achse  — ,  nach  welchen  (abgesehen  von  den  bereits 


Von  B.  Mehmkb. 
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erwähnten' Kanten)  die  B-Flftche  von  der  ^ir- Ebene  geschnitten  wird.  Wenn 
man ,  den  Werth  il  =  0  festhaltend  und  von  B  =  0  ausgehend ,  A  von  0^  bis 
200^  wachsen  lässt,  so  nähert  sich  B  dem  Grenzwerthe  100^,  welcher  denn 
auch  in  der  Tafel  der  B  unter  Ä^O,  A  =  20(y  aufgeführt  ist. 

Was  die  Eingangs   erwähnte  Aufgabe  betrifft,    den  Logarithmus  des 
Moduls  r  und  die  Amplitude  q>  der  Summe  zweier  complexen  Zahlen  zu  be- 

Fig.  S.    B.-Flftohe. 


stimmen ,  wenn  Ton  letzteren  die  Logarithmen  der  Moduln  r^  und  r,  sowie 
die  Amplituden  (p^  und  q>^  gegeben  sind,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Früheren, 
dass  deren  Lösung  in  den  Formeln  enthalten  ist: 

Ä  =  logfi  —  to^fg,     A  =  (;p,  —  gjg, 
logr^B+logr^,        <p  =  B  +  gjj. 
An  einem  Zahlenbeispiele  möge  noch  diese  Auflösung  mit  der  gewöhn- 
lichen verglichen  werden.     Sei 

logr,==0. 62532 ,     tp^  =  59,637o. 
Iogr^  =  0. 99260 ,     q>^  =  48,626«. 


22  Additionslogarithmen  fQr  complez«  Grössen. 

1.  Berechnmig  von  logr  und  tp  mittelst  ftnfstelliger  Additions- 
logarithmen  für  oompleze  OrSsgen. 

log  r,  =  0.62532  <p,  =  59,637" 

I0ffr3  =  0.99260  9),  =  48,626» 

5  =  0.15374  B=  3,302« 

Ä  =  9.63272  - 10  A  =  11,011» 


fogf=  1.14634  y  =  51,928» 

2.  Bere«]ii»iiig  von  lögr  und  <p  atif  gewöhnliche  Weise. 
<Pi  =  59,637»  .p,  =  48,626» 


logeo8tpi=  9.77261-10  logcos<Pi=  9.85866-10 

logri=  0.62532  lo9rr,=  0.99260 

hffsin<pi=  9.90615-10  log  sin  9^=   9.83990-10 


hgriCOS<Pi  = 

0.39793                   logrtCotg>i='  0.85126 

logrtSin<Pi  = 

0.53147                   U>grtsinipt=  0.83250 

riC03tpi=' 

2,4999                         ri«»»<pj=   6,7999 

r,eos<Pt== 

7,1000                         rj8inq,t=  3,3999 

reo8<p  = 

9,5999                          r«»n9.  =  10,1998 

logr  Sirupe   1.00859 

EIog"!%=:'  0.13775 

logrco8q>=  0.98227 

logtg<p=  0.02632 

9)  =  51,928» 

%r=   1.14634 

Bei  der  alten  Methode  ist  eine  zwölfmalige,  bei  der  nenen  blos  efne 
zweimalige  Beutttznng  einer  Tafel  nöthig,  und  wenn  es  auch  im  letzteren 
Falle  sich  nm  Tafeln  mit  zwei  Eingängen  handelt,  bei  welchen  die  Inter- 
polation doppelt  so  viel  Zeit  in  Anspmoh  nimmt,  als  bei  Tafeln  mit  einem 
Eingange,  so  ist  doch  der  Oewinn  ein  überraschend  grosser. 
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I.   Tafel  der  B. 


.Ä  ! 

A-O«» 

10*      1 

20' 

80* 

40* 

60* 

8.0      ' 

0.004 

0.004 

0.004 

0.004 

0.004 

0.008 

8.1 

0.006 

0.006 

0.005 

0.006- 

0.004 

0.004 

8.2 

0.007 

0.007 

0.007 

0.006 

0.006 

0.006  - 

8.3 

0.009 

0.008 

0.008 

0.008 

0.007 

0.006 

8.4 

0.011 

0.011      1 

0.010 

0.010 

0.009 

0.008 

8.5 

0.014 

0.013 

0.013 

0.012 

0.011 

0.010 

8.6 

0.017 

0.017 

0.016 

0.016 

0.014 

0.012 

8.7 

0.021 

0.021 

0.020 

0.019 

0.017 

0.016 

8.8 

0.027 

0.026 

0.026 

0.024 

0.022 

0.019 

8.9 

0.083 

0.083 

0.032 

0.030 

0.027 

0.024 

9.0 

0.041 

0.041 

0.040 

0.037 

0.034 

0.031 

9.1 

0.061 

0.061 

0.049 

0.047 

0.043 

0.038 

9.2 

0.064 

0.063 

0.061 

0.068 

0.064 

0.048 

9.3 

0.079 

0.078 

0.076 

0072 

0.067 

0.061 

9.4 

0  097 

0.096 

0.094 

0.090 

0.084 

0.076 

9.6 

0.119 

0118 

0.116 

0.111 

0.104 

0.096  - 

9.6 

0.146 

0.144 

0.141 

0.136 

0.128 

0.118 

9.7 

0.176 

0.176 

0.172 

0.166 

0.167 

0.146 

9.8 

0.212 

0.211 

0.207 

0.201 

0.192 

0.180 

9.9 

0.264 

0.263 

0.249 

0.242 

0.232 

0.220 

0.0 

0.301 

0.300 

0.296 

0.289 

0.279 

0.267 

0.1 

0.364 

0.363 

0.349 

0  342 

0.332 

0.320 

0.2 

0.412 

0.411 

0.407 

0.401 

0.392 

0.880 

0.3 

0.476 

0.476 

0.472 

0.466 

0.467 

0.446 

0.4 

0.546 

0.644 

0.641 

0.636 

0.628 

0.618 

0.6 

0.619 

0.618 

0.616 

0.611 

6.604 

0.696  - 

0.6 

0.697 

0.696 

0.694 

0.690 

0.684 

0.676 

0.7 

0.779 

0.778 

0.776 

0.772 

0.767 

0.761 

0.8 

0.864 

0.863 

0.861 

0.868 

0.864 

0.848 

0.9 

0.961 

0.961 

0.949 

0.947 

0.943 

0.938 

1.0 

1.041 

1.041 

1.040 

1.087 

1.034 

1      1.031 

1.1 

1.138 

1.133 

1.132 

1.130 

1.127 

1.124 

1.2 

1.227 

1     1.226 

1.226 

1.224 

1222 

1.219 

1.3 

1.321 

1.321 

1320 

1.319 

1.317 

1.316 

1.4 

1.417 

1417 

1.416 

1.416 

1.414 

1.412 

1.6 

1.614 

1.613 

1.513 

1.612 

1.611 

1.610 

1.6 

1.6il 

1.611 

1.610 

1.610 

1.609 

1.608 

1.7 

1.709 

1.708 

1.708 

1.708 

1.707 

1.706 

1.8 

1.807 

1.807 

1.807 

1.806 

1.806 

1.806  - 

1.9 

1.906 

1.905 

1.906 

1.906  - 

1.904 

1.904 

2.0 

2.004 

2.004 

2.004 

2.004 

2.004 

2.003 
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Tafel  der  B  (Fortsetzung). 


Ä 

'    A=60<> 

60» 
0.003 

70<> 
0.002 

80« 
0.001 

90« 
0.001 

100«     1 

0.000 

80 

0.003 

8.1 

0.004 

0.003 

0.003 

0.002 

0.001 

0.000 

8.2 

0.005  - 

0.004 

0.003 

0.002 

0.001 

0.000 

8.3 

0.006 

0.005 

0.004 

0.003 

0.001 

0.000 

8.4 

0.008 

0.006 

0.005 

0.003 

0.002 

0.000 

8.5 

0.010 

0.008 

0.006 

0.004 

0.002 

0.000 

8.6 

0.012 

0.010 

0.008 

0.006 

0.003 

0.000 

8.7 

0.016 

0.013 

0.010 

0.007 

0.004 

0.001 

8.8 

0.019 

0.016 

0.013 

0.009 

0.005 

0.001 

89 

0.024 

0.021 

0.016 

0.012 

0.007 
0.009 

0.001 

9.0 

0.081 

0.026 

0.021 

0.016 

0.002 

9.1 

'      0.038 

0.033 

0.027 

0.019 

0.012 

0.003 

9.2 

0.048 

0.042 

0.034 

0.026 

0.016 

0005 

93 

0.061 

0.063 

0.043 

0.033 

0  021 

0.008 

9.4 

0.076 

0.067 

0.055 

0.043 

0.029 

0.013 

9.5 

0.095  - 

0.084 

0  071 

0.056 

0.039 

0.021 

9.6 

0.118 

0.106 

0.091 

0.074 

0.064 

0.032 

9.7 

0.146 

0.132 

0.116 

0.097 

0.074 

0.049 

9.8 

0.180 

0.165 

0.147 

0.126 

0.101 

0.073 

9.9 

0.220 

0.205- 

0.186 

0.168 

0.137 

0.106 

0.0 

0.267 

0.251 

0.232 

0.209 
0.263 

0.182 
0.237 

0.151 

0.1 

0.820 

0.805  - 

0.286 

0.206 

0.2 

0.880 

0.365 

0.847 

0.326 

0.301 

0.273 

0.3 

0.446 

0.432 

0.416 

0.397 

0.374 

0.349 

0.4 

0.518 

0.506 

0.491 

0.474 

0.464 

0.482 

0.5 

0.595  - 

0.684 

0.571 

0.556 

0.639 

0.521 

0.6 

0.676 

0.666 

0.655 

0.643 

0.629 

0.613 

0.7 

0.761 

0.758 

0.743 

0.733 

0.721 

0.708 

0.8 

0.848 

0842 

0.834 

0.825 

0.816 

0.805 

0.9 

0.988 

0.938 

0.927 
1.021 
1.116 

0.919 
1.015 
1.112 

0.912 
1.009 
1.107 

0.903 

1.0 

1.031 

1.026 

1.002 
1.101 

1.1 

1.124 

1.121 

1.2 

1.219 

1.216 

1213 

1.209 

1.205 

1.201 

1.3 

1.315 

1.813 

1.810 

1.307 

1.804 

1.301 

1.4 

1.412 

1.410 

1.408 

1.406 

1.403 

1.400 

1.5 

1.510 

1.508 

1506 

1.504 

1.502 

1.500 

1.6     , 
1.7 

1.608 

1.606 

1.606 

1.603 

1.602 

1.600 

1.706 

1.705 

1.704 

1.703 

1.701 

1.700 

1.8 

1.805  - 

1.804 

1.803 

1.802 

1.801 

1.800 

1.9 

1.904 

1.903 

1.903 

1.902 

1.901 

1.900 
2.000 

2.0 

2.008 

2.003 

2.002 

2.001 

2.001 

Von  R.  Mehmkb. 


Tafel  der  B*  (Fortsetzung). 


1 

^  1 

A  - 100« 

110*» 

120« 

130' 

140« 

150« 

8.0 

0000 

9.999 

9.999 
9.998 

9.998 

9.997 

9.997 

8.1      1 

0.000 

9999 

9.998 

9.997 

9.996 

8.2      ' 

0.000 

9.999 

9.998 

9.997 

9996 

9.995 

8.8       : 

0.000 

9.999 

9.997 

9.996 

9.996  - 

9  994 

84 

0.000 

9.998 

9.997 

9.995 

9  994 

9.992 

86 

0.000 

9.998 

9.996 

9.994 

9.992 

9.990 

8.6 

0.000 

9.998 

9.995  - 

9.992 

9.990 

9.988 

8.7 

0.001 

9.997 

9.994 

9.990 

9.987 

9.985  - 

8.8 

O.OOl 

9.997 

9.992 

9.988 

9984 

9.981 

8.9 

0.001 

9.996 

9.991 
9.988 

9.986 

9.980 

9976 

9.0 

0.002 

9.995 

9.982 

9.975 

9.969 

""9.7~ 

0.008 

9.995  - 

9.986 

9.977 

9.969 

9.962 

9.2      1 

0.006 

9.996  - 

9.984 

9.973 

9.962 

9.952 

9.3      1 

0.008 

9.996 

9.981 

9.967 

9.9Ö8 

9.940 

9.4 

0.018 

9.997 

9.979 

9.961 

9.948 

9.926  - 

9.5 

0.021 

0.000 

9.978 

9.966 

9931 

9.907 

9.6 

0.082 

0.007 

9.980 

9.951 

9.920 

9.887 

9.7 

0.049 

0.020 

9.987 

9.960 

9.910 

9.876  - 

9.8 

0.073 

0.040 

0.002 

9.958 

9.909 

9.862 

9.9      1 

1 

0.106 

0.070 

0.028 

9.979 

9.922 

9.863 

0.0      1 

0.161 

0.114 

0.070 
0.128 

0  019 
0.079 

9.968 
0.022 

9.884 

Ol      1 

0.206 

0.170 

9.958 

02 

0.278 

0.240 

0.202 

0.158 

0.109 

0.052 

03 

0.849 

0.820 

0.287 

0.260 

0.210 

0.176  - 

0.4      j 

0.432 

0.407 

0.380 

0.361 

0  820 

0.287 

0.6 

0.521 

0.600 

0.478 

0.466 

0.431 

0.407 

0.6 

0.618 

0.597 

0.579 

0.661 

0.648 

0.626  - 

0.7 

0.708 

0.695 

0.681 

0.667 

0.663 

0.640 

0.8 

0.805 

0.796  - 

0.784 

0.773 

0.762 

0.762 

09 

0.908 

0.896  - 

0.886 

0.877 

0  869 

0.862 

1.0     ! 

1.002 
1.101 

0.995 
1.096 

0.988 
1.091 

0.982 
1.085 

0.975 
1.080 

0.969 

1.1 

1.076 

1.2 

1.201 

1.197 

1.192 

1.188 

1.184 

1.181 

1.8 

1.301 

1.297 

1.294 

1.290 

1287 

1.285  - 

1.4 

1.400 

1.398 

1.396  - 

1.392 

1.390 

1.388 

1.6 

1.600 

1.498 

1.496 

1.494 

1.492 

1.490 

1.6 

1.600 

1.698 

1.697 

1.696 

1.594 

1.692 

1.7      ' 

1      1.700 

1.699 

1.697 

1.696 

1695- 

1.694 

1.8 

,      1.800 

1.799 

1.798 

1.797 

1.796 

1.795 

1.9 

1      1.900 

1.899 

1.898 

1.898 

1897 

1.896 

2.0 

2.000 

1.999 

1.999 

1.998 

1.997 

1.997       j 

♦  D 

en  Logarithx 

aea  mit  der  I 

Kennziffer  9  li 

it  —  10  an«t 

(hängen. 
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Tafel  der  B*  (Forteetzung). 


A        A-l^o 

160*> 

1700 

180« 

190« 

200<» 

8.0 

9.997 

9.996 

9.996 

9.996 

9.996 

9.996 

8.1 
8.2 
8.3 
8.4 

8.6 

8.6 
8.7 
8.8 
8.9 

9.996 
9.996 
9.994 
9.992 

9.990 

9.988 
9.986  - 
9.981 
9.976 

9.996 
9.994 
9.993 
9.991 

9.989 

9.986 
9.982 
9.978 
9.972 

9.996 
9.994 
9.992 
9.990 

9.988 

9.984 
9.980 
9.976 
9.968 

9.996  - 
9.993 
9.992 
9.990 

9.987 

9.983 
9.979 
9.973 
9.966 

9.996  - 
9993 
9.991 
9.989 

9.986 

9.983 
9.978 
9.972 
9.966  - 

9.996  - 
9.993 
9.991 
9.989 

9.986 

9.982 
9.978 
9.972 
9.964 

9.0 

9.969 

9.964 

9.960 

9.967 

9.965  - 

9.964 

9.1 
9.2 
9.3 
9.4 

9.6 

9.6 
9.7 
9.8 
9.9 

9.962 
9.952 
9.940 
9.926  - 

9.907 

9.887 
9.876  - 
9.862 
9.853 

9.955  - 
9.943 
9.928 
9.909 

9.886  - 

9.866 
9.822 
9.788 
9.769 

9.949 
9.936 
9.918 
9.896  - 

9.866  - 

9.826 
9.777 
9.719 
9.667 

9.945 
9.930 
9.910 
9.884 

9.849 

9.802 
9.737 
9.648 
9.640 

9.942 
9.926 
9.906 
9.877 

9.839 

9.786 
9.708 
9.691 
9.396 

9.942 
9.926 
9.903 
9.874 

9.836- 

9.780 
9.698 
9.667 
9.313 

0.0 

9.884 

9.791 

9.669 

9.496 

9.196 

—  00 

0.1 
0.2 
0.3 
0.4 

0.6 

0.6 
0.7 
0.8 
0.9 

9.963 
0.062 
0.176- 
0.287 

0.407 

0.626  - 
0.640 
0.762 
0.862 

9.869 
9.988 
0.122 
0.266 

0.386  - 

0.509 
0.628 
0.743 
0.866  - 

9.767 
9.919 
0.077 
0.226 

0.365  - 

0.496  - 
0.618 
0.736 
0.849 

9.640 
9.848 
0.037 
0.202 

0.349 

0.484 
0.610 
0.730 
0.846 

9.496 
9.791 
0.008 
0.186 

0.339 

0.477 
0.606 
0.726 
0.842 

9.413 
9.767 
9.998 
0.180 

0.336- 

0.474 
0.603 
0.726 
0.842 

1.0 

0.969  . 

1.076 
1.181 
1.285- 
1.388 

1.490 

1.592 
1.694 
1.795 
1.896 

0.964 

0.960 

0.957 

0.966  - 

0.964 

1.1 
1.2 
1.3 
1.4 

1.6 

1.6 
1.7 
1.8 
1.9 

1.072 
1.178 
1.282 
1.386 

1.489 

1.691 
1.693 

1.794 
1.896 

1.068 
1.175 
1.280 
1.384 

1.488 

1.690 
1.692 
1.794 
1.896 

1.066 
1.173 
1279 
1.383 

1.487 

1.590 
1.692 
1.793 
1.896- 

1.066  - 
1.172 
1.278 
1.383 

1.486 

1.689 
1.691 
1.793 
1.896  - 

1.064 
1.172 
1.278 
1.382 

1.486 

1.689 
1.691 
1.793 
1.896  - 

2.0 
*  D 

1.997 

en  Logarithm 

1.996 
on  mit  der  E 

1.996 
onoKiffer  9  is 

1.996 
t  —  10  anzat 

1.996 
ftngen. 

1.996 

Ton  B.  MiBHKa. 
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II.  Tafel  der  B. 


A 

1    A-0» 

10" 

80» 

80« 

40» 

60» 

8.0 

i       0,0 

0,1 

0,2 

0.8 

0,4 

0,4 

8.1 

0.0 

0,1 

0,2 

0,4 

0,6- 

0,6 

8.2 

0,0 

0,2 

0,8 

0,6- 

0,6 

0,7 

8.8 

0,0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,7 

0,9 

8.4 

0,0 

0,2 

0,6- 

0,7 

0,9 

1,1 

8.6 

0,0 

0,8 

0,6 

0,9 

1,2 

1,4 

8.6 

0,0 

0,4 

0,8 

1,1 

1.4 

1,7 

8.7    ■ 

0,0 

0,5- 

0,9 

1.4 

1,8 

2,2 

88     1 

0,0 

0,6 

1,2 

1,7 

2.2 

8,7 

8.9     1 

0,0 

0,7 

1,6- 

2,1 

8,8 

3,4 

9.0 

0,0 
0,0 

0,9 

1,8 

2.7 

8,6- 

4,2 

9.1 

1,1 

2,2 

8,8 

4,8 

6,2 

9.2 

0,0 

1,4 

2,7 

4.0 

6,2 

6,4 

9.8 

0,0 

1,7 

8,8 

4,9 

6,4 

7.8 

9.4 

0,0 

2,0 

4,0 

6,9 

7.8 

9,6 

9.6 

0,0 

2,4 

4,8 

7,1 

9,4 

11,6 

9.6 

0,0 

2,8 

6,7 

8,4 

11,2 

18.8 

9.7 

0,0 

8,8 

6,7 

9,9 

18,2 

16,8 

9.8 

0,0 

8,9 

7,7 

11,6 

16,8 

19,1 

9.9 

0,0 

M 

8,8 

18,8 

17,6 

22,0 

0.0 

0,0 

6,0 

10,0 

16,0 

80,0 

26,0 

0.1 

0,0 

6,6 

11,2 

16,8 

82,4 

28,0 

0.2 

0,0 

6,1 

12,8 

18,6- 

84,7 

80,9 

0.3 

0,0 

6,7 

18,3 

20,1 

26,8 

38,7 

0.4 

0,0 

7,2 

14,3 

21,6 

28,8 

86,8 

0.6 

0,0 

7,6 

16,2 

88,9 

80,6 

88,6- 

0.6 

0,0 

8,0 

16,0 

24,1 

82,2 

40,6- 

0.7 

0,0 

8,8 

16,7 

26,1 

88,6 

48,8 

0.8 

0,0 

8,6 

17,3 

26,0 

34,8 

48,6 

0.9 

0,0 

8,9 

17,8 

26,7 

86,7 

44,8 

1.0 

0,0 

»,1 

18,2 

27,3 

86,6 

46,8 

1.1 

0,0 

9,3 

18,6 

27,9 

87,8 

46,6 

1.2 

0,0 

9,4 

18,8 

28,3 

87,8 

47,3 

1.8 

;      0,0 

9,6 

19,1 

28,6 

38,2 

47,8 

14     1 

0,0 

9,6 

19,2 

28,9 

88,6 

48,3 

1.6 

.       0,0 

9,7 

19,4 

29,1 

88,8 

48,6 

1.6 

0,0 

9,8 

19,6 

89,8 

39,1 

48,9 

1.7 

0,0 

9,8 

19,6 

89,4 

.    89,3 

49,1 

1.8 

0,0 

9,8 

19,7 

89,6 

39,4 

49,8 

1.9 

0,0 

9,9 

19,8 

89,6 

89,6 

49,4 

2.0 

0,0 

9,9 

19,8 

89,7 

39,6 

49,6 
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Tafel  der  B  (Fortsetzung). 


8.0 

1 

1  A-50<> 

1 

60« 

70" 

80« 

90° 

100« 
0,6 

:      0,4 

0,5 

0,6 

0,6 

0,6 

8.1 
8.2 
8.3 
8.4 

8.5 

8.6 
8.7 
8.8 
8.9 

0,6 
0,7 
0,9 
1,1 

1,* 

1,7 

2,2 

2,7 

.  3,4 

0,6 
0,8 
1,0 
1,3 

1,6 

2,0 
2,6 
8,1 
3,9 

0,7 
0,9 

1,1 
1,4 

1,8 

2,2 
2,8 
3,5- 
4,3 

0,8 
1,0 
1,2 
1,5 

1,9 

2,4 
3,0 
3,7 

4,7 

5,9 

0,8 
1,0 
1,3 
1,6 

2,0 

2,6- 
3,1 
3,9 
4,9 

6,2 

0,8 
1,0 
1,3 
1,6 

2,0 

.2,5 
3,2 
4,0 
6,0 

6,3 

9.0 

4,2 

4,9 

5,4 

9.1 
9.2 
9.3 
9.4 

9.6 

9.6 
9.7 
9.8 
99 

6,2 
6,4 
7,8 
9,5 

U,6 

18,8 
16,8 
19,1 
22,0 

6,0 

7,4 

9,1 

11,2 

13,6 

16,3 
19,3 
22,7 
26,3 

6,7 

8,3 

10,3 

12,6 

16,4 

18,6 
22,2 
26,2 
80,6 

7,3 

9,1 
11,3 
13,9 

17,0 

20,7 
24,9 
29,6 
34,7 

7,7 

9,6 

12,0 

14,9 

18,4 

22,6 
27,4 
32,8 

38,8 

8,0 
10,0 
12,5 
16,7 

19,6- 

24,1 
29,6 
36,8 
42,7 

0.0 

0.1 
0.2 
0.3 
0.4 

0.6 

0.6 
0.7 
0.8 
0.9 

26,0 

80,0 

36,0 

40,0 

46,0 

50,0 

28,0 
80,9 
38,7 
86,2 

88,5- 

40,5- 
42,2 
48,6 
44,8 

33,7 
37,3 
40,7 
43,7 

46,5- 

48,8 
50,9 
62,6 
54,0 

39,6- 
43,8 
47,8 
61,4 

54,6 

67,4 
59,7 
61,7 
63,3 

46,3 
50,4 
65,1 
69,3 

63,0 

66,1 
68,7 
70^9 
72,7 

61,2 
57,2 
62,6 
67,4 

71,6 

76,1 
78,0 
80,4 
82,3 

57,3 
64,2 
70,4 
76,9 

81,6 

84,3 

87,6- 

90,0 

92,0 

93,7 

1.0 

46,8 

55,1 

64,6 

74,1 

83,8 

1.1 
1.2 
1.3 
1.4 

1.6 

1.6 
1.7 
1.8 
1.9 

46,6 

47,8 

47,8 

1     48,8 

48,6 

48,9 
49,1 
49,3 
49,4 

66,1 
56,9 
57,6- 
58,0 

68,4 

68,7 
69,0 
69,2 
59,4 

66,7 
66,6 
67,2 
67,8 

68,2 

68,6 
68,9 
69,1 
69,3 

76,3 
76,3 
77,0 
77,6 

78,1 

78.5- 
78,8 
79,0 
79,2 

85,1 
86,1 
86,9 
87,5 

88,0 

88,4 
88,7 
89,0 
89,2 

95,0- 
96,0 
96,8 
97,6- 

•  98,0 

98,4 
98,7 
99,0 
99,2 

2.0 

1 

49,6 

1 

59,6- 

69,4 

79,4 

89,4 

99,4 
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Tafel  der  B  (FortsetsiiDg). 


A 

'  A  -  100^ 
0,6 

110^ 
0,6 

120° 
0,6 

130'» 
0,6 

140^ 
0,6 

150° 
0,6- 

8.0 

8.1 

.       0,8 

0,8 

0,8 

0,7 

0,7 

0,6 

8.2 

1        1,0 

1,0 

1,0 

0,9 

0,8 

0,7 

8.3 

1.3 

1,3 

1,2 

1,1 

1,0 

0,9 

8.4 

1,6 

1,6 

1,6 

1,4 

1,3 

1,2 

8.6 

2.0 

2,0 

1,9 

1,8 

1,7 

1,6- 

8.6 

2,6 

2,6 

2,4 

2,3 

2,1 

1,8 

8.7 

3,2. 

3,2 

3,1 

2,9 

2,7 

2,3 

8.8 

4,0 

4,0 

3,9 

3,7 

3,4 

3,0 

8.9 

6,0 

6^ 

4,9 

4,7 

4,3 

3,8 

9.0 

6,3 

6,4 

6,2 

6,9 

6,6- 

4,8 

9.1 

'        8,0 

8,0 

7,9 

7,6 

7,0 

6,2 

9.2 

i    10,0 

10,1 

10,0 

9,6 

8,9 

8,0 

9.3 

1      12,6 

12,8 

12,7 

12,3 

11,6 

10,4 

9.4 

:      16,7 

16,1 

16,1 

16,8 

14,9 

13,6 

9.6 

i      19,6- 

20,2 

20,6- 

20,2 

19,4 

17,9 

9.6 

24,1 

26,3 

26,1 

26,0 

26,3 

23,8 

9.7 

29,6 

31,4 

32,7 

33,4 

33,2 

31,8 

9.8 

35,8 

38,6 

40,8 

42,6- 

43,4 

43,2 

9.9 

42,7 

46,6 

60,0 

63,2 

55,9 

67,8 

0.0 

60,0 
67,3 

65,0 

60,0 

66,0 

70,0 

75,0 

0.1 

63,6- 

70,0 

76,8 

84,1 

92,2 

0.2 

64,2 

71,6- 

79,9 

87,6 

96,6 

106,8 

0.3 

70,4 

78,6 

87,8 

96,6 

106,8 

118,7 

0.4 

75,9 

84,7 

94,9 

104,0    . 

114,7 

126,2 

0.5 

81,6 

89,8 

99,5 

109,8 

120,6 

132,1 

0.6 

84,8 

93,9 

103,9 

114,2 

125,1 

136,6  - 

0.7 

,      87,5- 
1      90,0 

97,2 

107,3 

117,7 

128,5  - 

139,6 

0.8 

99,9 

110,0 

120,4 

131,1 

142,0 

0.9 

1      92,0 

102,0 
103,6 

112,1 

122,5  - 

133,0 
134,6 

143,8 
145,2 
146,2 

1.0 

93,7 

113,8 

124,1 

1.1 

96,0- 

106,0  - 

115,1 

125,3 

135,7 

1.2 

;      96,0 
1      96,8 

106,0 

116,1 

126,3 

136,6 

147,0 

1.3 

106,8 

116,9 

127,1 

137,3 

147,7 

14 

i      97,6- 

107,6  - 

117,6 

127,7 

137,9 

148,2 

1.6 

;      98,0 

108,0 

118,1 

128,2 

138,3 

148,5 

1.6 

i      98,4 

108,4 

118,6- 

128,6 

138,7 

148,8 

1.7 

!      98,7 

'  108,7 

118,8 

128,9 

139,0 

149,1 

1.8 

1      99,0 

109,0 

119,0 

129,1 

139,2 

149,3 

1.9 

1      99,2 

109,2 

119,2 

129,3 

139,3 

149,4 

2.0 

1      99,4 

109,4 

119,4 

129,4 

139,5  - 

149,5 
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Tafel   der  B  (Forteetzang). 


A 

A  =  150« 

160® 

no'^ 

180° 

190« 

200« 

8.0 

0,5- 

0,4 

0,3 

0,2 

0,1 

0,0 

8.1 

0,6 

0,6- 

0,4 

0,3 

0,1 

0,0 

8.2 

0,7 

0,6 

0,6- 

0,8 

0,2 

0,0 

8.8 

0,9 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

0,0 

8.4 

1,2 

1,0 

0,7 

0,5 

0,3 

0,0 

8.5 

1,5- 

1,2 

0,9 

0,6 

0,3 

0,0 

8.6 

1,8 

1,6 

1,2 

0,8 

0,4 

0,0 

8.7 

2,3 

2,0 

1,6 

1,0 

0,6 

0,0 

8.8 

3,0 

2,6- 

1,9 

1,8 

0,7 

0,0 

8.9 

3,8 

3,2 

2,6- 

1,7 

0,9 

0,0 

9.0 

4,8 

4,1 

8,2 

2,2 

1,1 

0,0 

9.1 

6,2 

6,2 

4,1 

2,8 

1,4 

0,0 

9.2 

8,0 

6,8 

5,3 

8,7 

1,9 

0,0 

9.3 

10,4 

8,8 

7,0 

4,8 

2,6- 

0,0 

9.4 

13,6 

11,7 

9,3 

6,6- 

3,3 

0,0 

9.6 

17,9 

16,6 

12,6 

8,6 

4,6 

0,0 

9.6 

28,8 

21,2 

17,4 

12,4 

6,5 

0,0 

9.7 

31,3 

29,3 

24,8 

18,3 

9,8 

0,0 

9.8 

43,2 

41,3 

36,9 

28,9 

16,3 

0,0 

9.9 

67,8 

68,4 

56,6 

60,1 

33,8 

0,0 

0.0 

76,0 

80,0 

85,0 

90,0 

96,0 

100,0 

0.1 

92,2 

101,6 

113,4 

129,9 

156,7 

200,0 

0.2 

106,8 

118,7 

133,1 

151,1 

173,7 

200,0 

0.3 

118,7 

130,7 

146,2 

161,7 

180,2 

200,0 

0.4 

126,2 

138,8 

152,6 

167,6 

183,5  - 

200,0 

0.5 

132,1 

144,4 

157,4 

171,4 

186,4 

200,0 

0.6 

136,5  - 

148,3 

160,7 

173,5 

186,7 

200,0 

0.7 

139,6 

161,2 

163,0 

175.2 

187,5 

200,0 

0.8 

142,0 

163,2 

164,7 

176,3 

188,1 

200,0 

0.9 

143,8 
146,2 

164,8 

165,9 

177,2 

188,6 

200,0 

1.0 

1 

166,9 

166,8 

177,8 

188,9 

200,0 

1 

1.1 

146,2 

166,8 

167,5 

178,3 

189,1 

200,0 

1      1.2 

147,0 

157,5 

168,1 

178,7 

189,3 

200,0 

1.3 

147,7 

158,0 

168,5  - 

179,0 

189,5  - 

200,0 

1.4 

148,2 

158,5  - 

168,8 

179,2 

189,6 

200,0 

1       J.ö 

148,5 

158,8 

169,1 

179,4 

189,7 

200,0 

1.6 

148,8 

159,0 

169,3 

179,6  - 

189,7 

200,0 

1.7 

149,1 

159,2 

169,4 

179,6 

189,8 

200,0 

!      1.8 

149,3 

159,4 

169,6 

179,7 

189,8 

200,0 

1      ^-^ 

149,4 

159,5 

169,6 

179,7 

189,9 

200,0 

2.0 

149,5 

169,6 

169,7 

179,8 

189,9 

200,0 

IIL 

Das  Verhalton  der  Stoiner'sohen,  Cayley'sohen 

nnd  anderer  oovarianter  Cnrven  in  singrulären 

Punkten  der  Omndcnnre. 

Von 

Dr.  E.  WÖLFFING 

in  Stuttgftri. 


Während  die  Untersuchung  des  Verhaltens  der  Hess  ersehen  Curve 
in  singulttren  Punkten  der  Orundcurve  in  bekannter  Weise  durch  directe 
Aufstellung  der  Gleichung  dieser  Curve  yermittelst  Ausrechnung  einer 
Determinante  erfolgt,  kann  das  Verhalten  der  Steiner*schen  Cnrre  in 
singulttren  Punkten  der  Grundcurve,  oder  prftciser  ausgedrückt:  der  £in- 
fluss  solcher  Punkte  auf  das  Verhalten  der  Steiner'schen  Curve  nicht 
in  derselben  Weise  direct  ermittelt  werden.  Denn  die  Aufstellung  der 
Gleichung  der  Steiner*schen  Curve  erfordert,  wenn  n  die  Ordnung  der 
Grundcurve  ist,  die  Elimination  der  (ternftren)  Verftnderlichen  aus  drei 
Gleichungen  (n  —  2)*^' Ordnung ;  eine  Aufgabe,  deren  Resultat  schon  im 
Falle  der  Curven  vierter  Ordnung  kaum  mehr  zu  übersehen  ist  Dazu 
kommt,  dass  das  Eliminationsresultat  seiner  Form  nach  von  der  Ordnung 
der  Grundcurve  abhttngig  ist  und  allgemein  für  Curven  n^'  Ordnung  gar 
nicht  gebildet  werden  kann. 

Dem  gegenüber  mag  es  von  Interesse  sein,  dass  es  eine  ganz  ele- 
mentare Methode  giebt,  um  den  Einfluss  singulftrer  Punkte 
der  Grundcurve  auf  das  Verhalten  der  Steiner'schen  Curve 
aufzufinden.  Ehe  ich  zur  Entwickelung  derselben  übergehe,  möchte  ich 
noch  auf  einige  besondere  Vorzüge  derselben  aufmerksam  machen.  Zunächst 
ist  die  Methode  von  der  Ordnung  der  Grundcurve  vollständig  unabhängig. 
Femer  bedarf  es  nur  geringer  Weiterbildungen  der  Methode ,  um  auch  die 
Caylej'sche  und  andere  covariante  Curven  in  den  Bereich  der  Unter- 
suchung zu  ziehen.  Endlich  bietet  die  Methode  die  Möglichkeit,  ein  ge- 
naues Bild  vom  Verlauf  der  Hesse'schen,  Steiffer 'sehen,  Cajlej- 
schen  und  der  anderen  covarianten  Curven  in  der  Umgebung  des  singulären 
Punktes  zu  entwerfen  und  die  zusammengehörigen  Zweige  der 
einzelnen  Curven  zu  übersehen.  (Ja,  man  kann  sogar  die  relative  Geschwindig- 
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keit  bestimmen,  mit  welcher  die  zusammengehörigen  Pnnkte  auf  den  ver- 
schiedenen CO  Varianten  Carven  durch  den  singulären  Punkt  hindurchgehen.) 
Erwähnt  sei  noch,  dass  zahlreiche  Proben,  die  sich  im  Verlaufe  der 
Rechnung  ergeben,  den  Resultaten  eine  hohe  Sicherheit  gegen  Rechnungs- 
fehler verleihen. 

1.  Die  Gleichung  der  Grundcurve  habe  die  Form: 
,0^F=  a 

+  hx  +  cy 
+  dx^+exy  +  fy* 
1)         ^  +g(x^+hx^y  +  ixy^+ht^ 

+  ^äj*  +  mix^y  +  px^y^  +  qxy^  +  ry* 
+  8X^  +  ta^y  +  U9?y^  +  vx^^  +  ioxy^+  ay^ 
+  ... 

Der  singulare  Punkt  liege  im  Nullpunkt. 

Man  stellt  nun  die  Gleichung  der  Hesse *schen  Curve  auf,  indem  man 
die  niedrigsten  Glieder  derselben  in  x  und  y,  soweit  man  dieselben  braucht, 
berechnet.  Dann  trennt  man  die  einzelnen  Zweige  der  Hesse 'sehen  Curve 
vermittelst  des  Newton  'sehen  Parallelogramms  (cf.  Clebsch-Lindemann, 
Vorlesungen  über  Geometrie  I  S.  330  flg.)  und  entwickelt  nun  zunächst 
für  einen  dieser  Zweige  beide  Coordinaten  rational  als  Functionen  eines 
(unendlich  klein  zu  denkenden)  Parameters  e.  Ist  z.  B.  der  Zweig  ein 
r  -  facher  und  y  =  0  Tangente ,  so  setzt  man  am  Besten  x  =  e**!  worauf  sich 
y  als  Reihe  von  ganzen,  steigenden  Potenzen  von  £  ergiebt.  Alsdann  ist 
(Xf  y)  ein  Punkt  der  Hesse 'sehen  Curve  in  der  Umgebung  des  singulären 
Punktes.  Nun  bestehen  zwischen  einem  Punkte  (a;,  y,  0  =  1)  der  Hesse- 
schen Curve  und  dem  zugehörigen  (g,  ly,  ?=1)  der  Stein  er 'sehen  Curve 
die  Beziehungen: 


2) 


dx^ 

d^F 
dxdy 

d^F 


s  + 


1  + 


s  + 


dxdy 
d*F 


fl  + 


ri  + 


»?  + 


dxde 

d*F 
dyde 

d'F 


i  =  o, 


?=o, 


t  =  o. 


dxdz         dyde 

Setzt  man  in  zwei  dieser  Gleichungen  für  x  und  y  ihre  Werthe  in  c 
ein,  so  erhält  man  hieraus  $  und  ti  ebenfalls  in  £  ausgedrückt,  also  den 
zum  Punkt  (a;,  y)  der  Hesse'schen  Curve  gehörigen  Punkt  (S,  iy) 
der  Steiner'schen  Curve.  Die  gefundenen  Werthe  x^  y,  £,  97  müssen 
zusammen  die  dritte  ^Gleichung  2)  identisch  in  €  befriedigen  (I.  Probe). 

Die  für  (g,  97)  gewonnene  Parameterdarstellung  lässt  die  Lage  des 
Punktes  (§,  17)  und  damit  das  Verhalten  der  Steiner'schen  Curve  in  der 
Nähe  des  singulären  Punktes  und  in  diesem  selbst  um  so  genauer  erkennen, 
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je  mehr  Glieder  in  b  man  berücksichtigt.  Die  nftmliche  Rechnung  ist  als- 
dann anch  ftlr  die  übrigen  Zweige  der  Hesse 'sehen  Cnrve  durchzuführen 
und  man  erhfilt  so  die  übrigen  zugehörigen  Punkte  der  Steiner*schen 
Cnnre« 

2.  Die  Gayley'sche  Curve  wird  umhüllt  von  den  Verbindungslinien 
der  Punkte  der  Hesse'schen  Curve  mit  den  zugehörigen  der  Steiner- 
schen  Curve.  Die  homogenen  Coordinaten  {ü,  v,  i^bI)  der  zum  Para- 
meter 6  gehörigen  Tangente  derselben  verhalten  sich  daher  wie  die  Deter- 
minanten der  Matrix  ,.  . 

\\  X    y     1 

3)  IL  .   1 


X 

II  I     V 
Als  II.  Probe  hat  man  die  Identitftten 


I  ux  H-iy  +  w^O  \ 
l  ü^  +  vri  +  io  =  0  J 


Die  Grössen  u,  t),  ti;  wären  bereits  zur  Erkennung  der  Singulitritftt 
der  Cayley 'sehen  Curve  genügend *|  zur  bequemeren  Vergleichung  mit  der 
Hesse'schen  und  Steine r'schen  Curve  aber  empfiehlt  es  sich,  von  den 
Liniencoordinaten  zu  Punktcoordinaten  überzugehen,  indem  man  den  Be- 
rührungspunkt der  Tangente  {ü^  v^  w)  sucht.  Die  Coordinaten  (a;,  y,  ir  s  1) 
desselben  verhalten  sich  wie  die  Determinanten  der  Matrix 


4) 


u 

V 

V 

du 
dt 

db 
dt 

dw 
dt 

wobei  die  Identit&t 
eine  IIL  Probe  liefert. 


üx  +  vy  +  ip  =  0 


3.  Es  existirt  aber  noch  eine  zweite  Möglichkeit,  den  zum  Punkt  (o;,  y) 
der  Hess  eichen  Curve  gehörigen  Punkt  (£,  17)  der  Steiner 'sehen  Curve 
zu  berechnen.  Bekanntlich  (Clebsch-Lindemann,  Vorlesungen  über 
Geometrie  IS.  365;  Salmon-Fiedler,  Höhere  Curven  2.  Aufl.  S.  461) 
wird  die  Stein  er 'sehe  Curve  umhüllt  von  den  linearen  Polaren  der  Punkte 
der  Hesse'schen  Curve  in  Bezug  auf  die  Grundcurve.  Die  Coordinaten 
{Q}  <^i  Tsl)  der  zu  {x^  y)  gehörigen  Tangente  der.  Steine r 'sehen  Carve 

dF 


dF      dF 
verhalten  sich   daher    wie  die  Grössen  -fz — «    -7:-^ 

ox       oy 


d»' 


die  Coordinaten 


des  Berührungspunktes  ($^  17,  2^=1)  verhalten  sich  wie  die  Determinabtefi 

der  Matrix 

Q       a        X 

5)  Aq    da    dt 

de     dB     de 


Diese  Werthe  müssen   mit   den    oben   füt  (|,  17,  i'- 
übereinstimmen  (IV.  Probe). 

ZeitMhrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  40.  Jahrg.  1895.  1.  Heft. 


1)  gefundenen 
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Das  Verfahren  selbst  steht .  meistens  dem  oben  mitgetheilten  au  Ein- 
fechheit  nach,  doch  giebt  es  Fälle,  wo  es  immerhin  auch  gate  Dienste 
leistet. 

4.  Bei  Salmon-Fiedler  (Höhere  Carven  S.  195)  wird  daranf  anf- 
merksam  gemacht»  dass  bei  Carven  dritter  Ordnung  die  Gaylej^sche 
Cnrye  auch  definirt  werden  kann  als  ümhalliingslinie  der  Geradenpaare, 
in  welche  die  conischen  Polaren  der  Punkte  der  Hesse'schen  Cnrye  in 
Bezng  auf  die  Grundcarve  zerfallen,  dass  aber  bei  höheren  Carven  die  so 
definirte  Corvo  von  der  Caylej'schen  verschieden  sei.  Ich  werde  mir 
erlauben,  die  Umhüllung  der  in  Geradenpaare  zerfallenden  conischen  Polaren 
als  Salmon'sche  Curve  zu  bezeichnen,  um  auch  ihr  Verhalten  im  singu- 
lären  Punkte  festzustellen,  empfiehlt  es  sich,  die  beiden  Geraden  des  Paares 
zu  trennen  und  das  geschieht  am  einfachsten  folgendermassen: 

Die  Gleichung  des  Geradenpaares  ist 


dydr 


de" 


=  0, 


dxdß ' 

wo  x\  y\  /=  1  laufende  Coordinaten  sind. 

Die  beiden  Schnittpunkte  mit  e^O  (also  die  beiden  unendlich  fernen 
Punkte)  sind  gegeben  durch 


7) 


da?      "^     dxdp 


0. 


Diese  beiden  Punkte  werden  getrennt  durch  Auflösung  der  in  {x'iy) 
quadratischen  Gleichung  7).  Man  hat  jeden  von  beiden  nnr  mit  (£ ,  17)  zu 
verbinden  —  der  Mittelpunkt  des  Geradenpaares  ist  ja  der  zu  {x^  y)  gehörige 
Punkt  der  Stein  er 'sehen  Curve  — ,  um  die  zwei  zum  Parameter  a  ge- 
hörigen Tangenten  der  Salmon'schen  Curve  zu  finden;  die  Coordinaten 
derselben  seien  resp.  (Wj,  Vj,  Wi  =  l)  und  (5j,  5g,  i5g=l).  Sind  x\:y\ 
und  x\:y\  die  Wurzeln  der  Gleichung  7),  so  verhalten  sich  Uiivuw  wie 
die  Determinanten  der  Matrix 

5      V      I  II 
wo  1=1,  2. 

Dabei  ergiebt  sich  als  V.  Probe ,  dass 

(MiX  +  Viy  +  t5j/)(5gaj'+  v^y  +  w^s) 

proportional  zur  linken  Seite  von  6)  sein  muss. 

Für  die  Berührungspunkte  auf  der  3almon*schen  Curve  hat  man 

Ui  Vi         Wi 

9)  Xi :  y* :  1  =     düi    dvi    dwj 

dl      de      ds 

mit  der  VI.  Probe :  ^  -    ,  -  -    ,  _       ^ 

UiXi  +  vtyi  +  Wi  =  0, 

wo  fsssl,   2. 
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6.  Bei  Clebsch-Lindemann  (Vorlesungen  ttber  Oeometrie  I  3.  3ßO) 
ist  femer  eine  Carve  erwähnt,  die  nmhüllt  wird  von  den  Tangenten- 
paaren, welche  die  ersten  Polaren  der  Punkte  der  Steiner'schen  Curve 
in  Bezug  auf  die  Gmndcnrye  in  ihren  Doppelpunkten  besitzen  (letztere  sind 
Funkte  der  Hesse'schen  Gurve).  Die  Ordnung  dieser  Curve  ist  von 
Zeuthen  bestimmt  worden,  weshalb  ich  die  Curve  als  Zeuthen'sche 
Cnrre  citiren  werde.  Auch  sie  ist  für  Cur?en  dritter  Ordnung  mit  der 
Cajlej'schen  identisch,  f&r  höhere  Gurven  von  ihr  verschieden. 

Die  erste  Polare  eines  Punktes  (£,  17)  der  Steine  raschen  Curve  in 
Bezug  auf  die  Grundcurve  hat  die  Gleichung: 


10) 


dF        9F         dF 

17^  +  17""*"^^' 


0, 


wo  wieder  {x\  y\  »^\)  laufende  Ooordinaten  sind. 

Das  Tangentenpaar  im  Doppelpunkte  erhftlt  man,  wenn  man  von  der 
Curve  10)  die  n  —  3^*  (also  conische)  Polare  in  Bezug  auf  den  Doppelpunkt 
(o;,  y)  nimmt;  dasselbe  ist  daher: 


H) 


V'F 


dxdff^  '^  dxdydg 


i)xy' 


0. 


Dieses  Geradenpaar  wird  nun  genau  ebenso  behandelt,  wie  das  Geraden- 
paar 6)  —  unter  Berflcksichtigung  des  ümstandes,  dass  sein  Mittelpunkt 
der  Punkt  (o?,  p)  ist  —  und  man  erhält  somit  zuerst  die  Tangenten 
(tfi,  Vi^  Wi^s  1),  nnd  alsdann  die  Punkte  {Xi^  yt,  i<=  1)  der  Zeuthen- 
sehen  Curve,  welche  zum  Parameter  e  gehören  («^=1,  2). 

6.-  Eine  sechste  covariante  Curve  wird  beschrieben  von  dem  Schnitt- 
punkte je  zweier  zusammengehörigen  Tangenten  der  Hesse'schen  und  der 
Steiner'schen  Curve.  Ich  will  dieselbe  Gegencurve  der  Cayley- 
schen  Curve  nennen.  Für  Curven  dritter  Ordnung  f&llt  sie  gleichfalls 
mit  der  Cajley'schen  Curve  zusammen  und  ist  fdr  höhere  Curven  von 
ihr  verschieden.  Man  erhält  den  zum  Parameter  e  gehörigen  Punkt  der- 
selben in  der  Form: 

12)  ix^:y*:0*=^ 

Q 

wo  ^,  <f,  T   dieselbe   Bedeutung  h^ben,    wie  in  der  Matrix  5),  während 
ti,  1^,  fr  die  Determinanten  der  Matrix 

4J     y 

13)  dx   dy 

dB    di 

sind. 


V     w 
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7.  Die  Anwendung  der  vorstehenden  Formeln  soll  nun  am  Beispiel 
der  Spitze  (Rückkehrpunkt)  gezeigt  werden. 

Ist  (0, 0)  eine  Spitze  und  yssO  Spitzentangente  ^  so  ist  in  Gleichung  1) : 

Die  Hesse 'sehe  Curve  hat  nun  bekanntlich  in  (0,0)  eine  Spitze  mit 
Tangente  y  =  0  und  einen  durchgehenden  Zweig.  Lediglich  zur  Ver- 
einfachung der  Rechnung  wähle  ich  den  speciellen  Fall ,  dass  dieser  durch- 
gehende Zweig  senkrecht  zur  Spitzentangente  steht,  also  die  Achse 
x==0  berührt.  Hieraus  ergiebt  sich  noch,  dass  h  =  0  ist.  Dass  die  nach- 
stehenden Resultate  auch  für  den  Fall  gelten,  wo  beide  Zweige  einen 
anderen  Winkel  mit  einander  einschliessen,  folgt  daraus,  dass  alle  diese 
Resultate  projectivischer  Natur  sind.  Für  die  Parameterdarstellung  sollen 
zwei  Glieder  als  genügend  betrachtet  werden. 

Der  erste  Zweig  der  Hesse'schen  Curve^  die  Spitze,  ergiebt 
folgende  Entwickelung:  ^  _  _  g« 


wo 


,_-»/(«-3)g 
'~y   2(n-2)i 


-3)^ 
2)f' 

(Haben  f  and  g  verschiedene  Zeichen ,  so  mnss  x=t*  and  ;i 
gesetzt  werden.) 


^^-(n-3 
/^  2(«-S 


2)f 


Die  Coordinaten   der  Steiner'sohen  Corre  verhalten  sich  nun  wie 
die  Determinanten  der  Matrix: 

-6y«»+12J«*+--.     2»iE»+6ms*  +  "- 
3(»-3)y«*  +  ([«-3J»A»-4[«-4]{)«»  +  ---     ' 

2at«+6me*  +  .-.     2/'-2i««  +  .-- 
2(„-2)fA.»-((2n-5)»-^^^^)i6»  +  ... 

^"!,,:l  =  -6(n-3)fgE*+(^"-^j'^^-^^^t  +  8(n-4)ft)a«+    •• 
:12(n-2)fgA.»-(6(«-2)^f+^^^"-^^^^^"-'^Vt)a^  +  --- 
:-,2,.4-[i^f].^...). 

Die  im  letzten  Glied  auftretende  Reihe  (l"~7  H «*+*••)  käme 

in   den  Nenner   von  £  und  i/  zu   stehen  und   wird   daher  auf  Grund   der 
Formel  1 


1+P 
in  den  ZBhler  gebracht. 


=  l-J,  +  p»_p!'+-. 
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Es  ist  daher: 


"2 

ebenso 


Dso: 

tt(-').'-[^Tiä^'-;-3^<-'>i]"+:-) 
x(3(n-3)^t*+[(n-3)U»-4(«-4)l]«<'+-") 

ProbeI)]+(-(«-2)*^-[^(«-2)i  +  ^^]xs»  +  --) 

X  (2(n  -  2)/-le»-[(2n  -  5)»  -  ^^?£:^  ^U»  +  •  •  •) 
+  |(«-3)(n-5)i^j«-((«-3)»»lM»*-8n+17)l)j»  +  - • -  =  0. 

Selbstverstfindlich  kSnnen  in  diesem  Ausdruck,  soweit  er  dasteht, 
nur  die  Coefficienten  von  t'  and  f^  Tersohwinden,  weil  nur  zwei  Glieder 
berficksichtigt  sind. 

Cayley'sche  Curve. 

Die  Matrix 

*  **      \2(n-2)  f     «-3  g}''^^      * 

^A       9^  .     /(«-l)(n-3)  i       1,       ,-{\  .  , 

•    •     •      /       IV,  •■ /("-1)("-81  '  ,  "-1 '\,  ij_ 


liefert 


beide  Proben  II)  stimmen. 

Die  Coordinaten  des  zugehörigen  Punktes  auf  der  Caylej'schen  Curve 
verhalten  sich  wie  die  Determinanten  der  Matrix: 
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5 
2 

Es  ergeben  sich 
3 


**  ^\2(«-2)  /-^«-S  i^/**  ^        2*     Vl2(«-2)   ^     3  ^y*  ^ 

2    *  ^Vl2(fi-2)  /■     6(«-3)  gJ      ^ 

\2fn-2)  f      «-3  g/  \12(n-2)  f     o  g) 

\12(n  —  2)f  o{n  —  3)g/ 
sich: 

•  3  ,     C    4n  +  3  »        n  +  3     l\  ,, 

""="     2*      Vl2(n-2)  7      3(n- 3)^/*  ■*"■■• 

Probe  III  stimmt.  *  ^ 

Das  unter  3,  auseinandergesetzte  Verfahren  giebt  die  homogenen  Coordi- 
naten  der  Punkte  der  Steiner 'sehen  Curve  als  Determinanten  der  Matrix: 

-3(»-3)p.»-8(^^-(«-3)l)e^  +  ... 
dieselben  stimmen  mit  den  früher  gefundenen  Werthen  ttberein  (Probe  IV). 

Salmon*8che  Curve. 
Die  beiden  unendlich  fernen  Punkte  des  zum  Parameter  e  gehörigen 
zerfallenden  Kegelschnittes  sind  gegeben  durch: 

Mit  ,/6rn-2) 


folgt  hieraus: 


-±/^, 


üiv:ip  = 


2^A«-((/t  +  2)J  +  2^^)At»+... 
-6gt*+\2lf*+...  ( 

1,       o,  ,     /(n-l)(w-3)  «     1,       ,,l\,^ 

-(n-2)X.»-Q(»-2)i+^i)A^+...l 

=  :-6^«»+i2i£<+... 
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äd 


Bei  der  Probe  V)  ergiebt  sieh ,  dass  man  den  Aoedmck 


do?  "     *  "  Zxdy 
mit  —  6^«*+ 12 ?«*+•••  multiplioiren  mnss,  um  das  Produkt 

zu  erhalten,  wo   sich  die  Indices  auf  das  Doppelzeicben  von  ^   beziehen, 
welches  die  beiden  Zweige  der  Salmon' sehen  Curve  unterscheidet. 
Die  Berührungspunkte  der  Salmon 'sehen  Curve  werden  nun: 


* 2^~-3)(^-3)t« 


.(<. 


-3)(4^  +  »-7)  »    .-(9n- 22)^  + (22« -46)  l 


12(»-2) 


.(-(«-8)|.  +  2(«-2))li' 


Bei  der  Berechnung  der  Zeuthen'sohen  Curve  möge  in  den  Ent- 
wickelungen  je  nur  ein  Olied  berücksichtigt  werden. 
Die  Gleichung  11)  wird  mit  x;'»0: 

oder 

[-3(n-3)^i»+-]«»+C-4a*»+-]«V+[2(«-2)^+-]y'«. 

Dann  ist: 

+  2>/3(f»-2)/"A«  +  .-.     -3(«-3)pi»+.-.0 
-«»  i«»+.-.        1 

. -3(n-3)yt«+-:  +  2^3(n-2)A«+-:-(«-3)(3 +  >/%«*+ ■. 
f  =  -(3:Fj/3)i»+---. 
y  =  2(q:^-l)i6»+... 

Aach  bei  der  Oegencttrve  der  Cayley'sehen  Carve  mtfge  nur 
ein  Glied  in  Betracht  gezogen  werden. 

Dann  ist:    „.«,;«,  =  _  3ij»  + ...  :_2,  :- A,«  +  ..., 

-31«»  +  -. ■    -2«  -i6*  +  . 

n-3 


V,  W.W- 


daher: 


also: 


«* :  y* :  1 


3^«*  +  ...    2/'ie»+- 
n-3 


2 


■pe«+ 


3 


«»+• 


»*  =  -§(« -2)li»  +  . 
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8.  Die  Entwickelang  des  zweiten  (durchgehenden)  Zweiges  der  Hesse- 


sehen  Curve  ergiebt:  «/ =  e 


wo 

1  n-3  I»       1  p 

"      6  n^2  fg      S  g' 

.     1  (n-3)(fi-4)  i*k       Imp      1  nSfitn   ^  v  .  ^  n-4<g 

'^""     6       (n-2)2       Pg^^  g^       d  n^2  fg*     3  g^S  n^2fg' 

Mit  Berührung  der  zweiten  und  dritten  Oleichung  2)  ergiebt  sich  der 
Punkt  der  Steiner'schen  Curve: 

|  =  _(„_2)|-2yf«  +  ..., 

y=(n-3)y-(n-2)-|- 
Fflr  die  Cayley'sche  Ourve  wird: 

daher:  f  f 

i=-(«-2)|-(«  +  2)y|«  +  ..., 

y  =  — ^(«+2)y7«*+-- 

FQr  die  Salmon'sche  Curve  bekommt  man: 

«:5:l  =  (v-2)«+(-g5|v*^  +  (2.-3)g)E»+..- 
:-2f-Qkt+'-.  ■ 
:(«-2)(v-2)/'.+  (v-3)(«-3)*t«+-   •, 


wo 


daher: 


=±/^fc^'- 


y  =  -i(2v-3)yj»+-- 
Die  Berechnung  der  Zeuthen'schen  Curve  ergiebt: 
«  :  tT:  S  =  -  6(n  -  2)  ^  +• . . :  -2^^«*  +  •  •  • :  6(n-2)^  e  +« 


wo 
also: 


I=— £  +  ..., 
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Endlich  findet  man  für  die  Gegencurve  der  Cajley'scfaen  Curve: 

j^ 2-  +  47*+- 

9.  Das  Verhalten  der  covarianten  Curyen  möge  in  folgenden  Sätzen 
znsammengefasst  werden: 

Wenn  dieOrnndcurveim  Punkte  Ä  eine  Spitze  mit  Tangente  a  hat,  so  hat : 

a)  die  Hesse'sche  Curve  in^l  ebenfalls  eine  Spitze  mit  Tangente  a 
und  einen  gewöhnlichen  Zweig  mit  Tangente  h; 

b)  die  Steiner'sche  Curve  hat  in  Ä  eine  Spitze  mit  Tangente  a 
und  berührt  a  in  einem  weiteren  Punkte  B; 

c)  die  Caylej'sche  Curve  hat  in  A  eine  Spitze  mit  Tangente  a 
und  berührt  a  ebenfalls  im  Punkte  B\ 

d)  die  Salmon*sche  Curve  hat  in  Ä  zwei  Spitzen,  beide  mit 
Tangente  a  und  in  B  einen  Berührungsknoten  (Selbstbertthrungs- 
punkt)  mit  Tangente  a; 

e)  die  Zeuthen'sche  Curve  hat  in  ^  zwei  Spitzen  mit  Tangente  a 
und  einen  gewöhnlichen  Zweig  mit  Tangente  &; 

f)  die  Oegencurve  der  Cajley'schen  Curve  hat  in  A  eine 
Spitze  mit  Tangente  a  und  einen  gewöhnlichen  Zweig  mit  Tangente  h. 

Hierbei  ist  jedoch  zu  bemerken: 

Bei  der  Salmon'schen  Curve  treten  merkwürdiger  Weise  Aus« 
nahmen  von  der  unter  d)  gegebenen  Begel  ein,  wenn  die  Grundcurve  von 
der  fünften  oder  zehnten  Ordnung  ist.  Bei  der  Ordnung  5  verwandelt 
sich  die  eine  der  beiden  Spitzen  in  einen  „Rückkehrspitzpunkt^  [cf.  unten 
]4k)J.  Bei  der  Ordnung  10  tritt  dagegen  an  die  Stelle  des  Berührungs- 
knotens  eine  Singularität,  bestehend  aus  einer  Spitze  in  B  mit  Tangente  a 
und  einem  gewöhnlichen  Zweig  in  B,  ebenfalls  mit  Tangente  a. 

üebrigens  ist  bei  Curven  dritter  Ordnung  das  Verhalten  der  meisten 
covarianten  Curven  ein  abnormes:  die  Cajlej'sche  Curve  fällt  mit  ihrer 
Gegencurve,  der  Salm on 'sehen  und  der  Zeuthen 'sehen,  zusammen  und 
zerfällt  in  den  doppeltzählenden  Punkt  A  und  noch  einen  weiteren  Punkt 
(Clebsch-Lindemann,  Vorlesungen  über  Geometrie  I  S.  592). 

Aus  den  Entwickelungen  für  die  Zweige  der  covarianten  Curven  er- 
geben sich  noch  folgende  erwähnenswerthe  Thatsachen: 

Wenn  sich  zwei  Zweige  der  covarianten  Curven  (beispielsweise  der 
Zweig  der  Steiner'schen  und  derjenige  der  Cajley'schen  Curve  in  B) 
berühren,  so  hängt  das  Verhältniss  der  Krümmungsradien,  welches 
eine  Invariante  ist  (cf.  Zeitschrift  für  Mathematik  u.  Physik  38.  Jahrg.  S.237)y 
zwar  im  Allgemeinen  von  der  Ordnung  der  Grundcurve  ab,  ist  aber  sonst 
von  letzterer  gänzlich  unabhängig.  Dasselbe  gilt  von  dem  Verhältniss 
der  Spitzenparameter  der  in  einem  Punkte  zusammenfallenden  und  die- 
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selbe  Tangente  besitzenden  Spitzen  (anter  Parameter  einer  Spitze  verstehe 
ich  den  Parameter  einer  die  Curve  in  der  Spitze  siebenpunktig  berührenden 
Neil'schen  [semicubischeu]  Parabel). 

W&hrend  ferner  im  Allgemeinen  jede  Gerade  des  Paares ;  welches  die 
Salmon'sche  oder  Zenthen 'sehe  Curve  amhallt,  für  sich  einen  besonderen 
Zweig  beschreibt,  tritt  im  obigen  Beispiel  bei  dem  gewöhnlichen  Zweige 
der  Zeathen 'sehen  Curve  eine  Ausnahme  ein.  Dieser  Zweig  kommt 
nämlich  zu  Stande,  indem  jede  Gerade  des  Paares  eine  Seite  des  Zweiges, 
beschreibt;  beide  fallen  dann  in  h  zusammen  und  werden  weiterhin  imaginär. 

Interessant  ist  auch  in  diesem  Beispiele,  wie  sich  die  Cayley'sche 
und  die  Salmon'sche  Curve  an  die  Steiner'sche  Curve  anschliessen, 
während  die  Zeuthen'sche  und  die  Gegencurve  der  Caylej'schen  dem 
Verlauf  der  Hesse'schen  Curve  folgen. 

10.  Hat  die  Grundcurve  in  A  -einen  Doppelpunkt  mit  Tangenten 
h  und  Cf  so  haben  die  Hesse'sche,  die  Steiner'sche,  die  Cajley'sche 
Curve  und  deren  Gegencurve  ebenfalls  je  einen  Doppelpunkt  in  Ä  mit 
Tangente  h  und  c.  Die  Salmon'sche  Curve  hat  in  A  ebenfalls  einen  Doppel- 
punkt mit  Tangenten  h  und  e  und  berührt  ausserdem  noch  h  und  o  je  in 
den  Punkten  B  und  C.  Desgleichen  hat  die  Zeuthen'sche  Curve  in  Ä 
einen  Doppelpunkt  mit  Taugenten  h  und  c  und  berührt  h  und  c  je  in  den- 
selben Punkten  B  und  G*  Die  Verhältnisse  der  Krümmungsradien  bei  den 
sich  berührenden  Curven  sind  wieder  von  der  Ordnung  n  der  Grund- 
curve abhängig.  Bei  Clebsch-Lindemann  (Vorlesungen  über  Geometrie  I 
S.  325  Anmerkung)  ist  bereits  darauf  hingewiesen ,  dass  die  Zweige  der 
Grundcurve  und  der  Hesse'schen  Curve  im  Doppelpunkte  sich  gegenseitig 
die  convexe  Seite  zukehren:   denn  das  Verhältniss  ihrer  Krümmungsradien 

ist  negativ,  nämlich  gleich • 

Zusatz: 

Bei  Curven  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  zerfällt,  wie  bekannt 
(cf.  Clebsch-Lindemann  a.  a.  0.  S.  588)  die  Cayley'sche  Curve  in 
den  Doppelpunkt  und  einen  die  Tangenten  des  letzteren  in  B  und  C  be- 
rührenden Kegelschnitt,  unsere  Entwickelungen  zeigen  noch  besonders  für 
diesen  Fall,  dass  die  Verbindungslinie  der  reellen  zusammengehörigen 
Punkte  in  der  Hesse'schen  und  Stein  er 'sehen  Curve  nicht  den  ganzen 
Kegelschnitt  umhüllt,  sondern  nur  einen  von  den  Berührungspunkten  B 
und  0  begrenzten  Bogen  desselben,  diesen  aber  doppelt 

11.  Während  mehreren  Punkten  der  Hesse 'sehen  Curve  ein  und  der- 
selbe Punkt  der  Steiner 'sehen  entsprechen  kann  —  letzterer  ist  eben 
dann  ein  mehrfacher  Punkt  in  der  St  einer 'sehen  Curve  — ,  kann  umgekehrt 
ein  Punkt  der  Hesse'schen  Curve  im  Allgemeinen  nicht  auf  mehrere  Punkte 


der  Steiner'schen  Curve  führen.    Denn  der  Punkt  |     _^  }  liegt  auf  der 
Hesse'schen  Curve,  wenn  die  drei  Geraden: 


{::> 
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2d|+  eti  +(n-l)6  =  0, 

14)  65+2/^t?+(n-l)c=0, 

H+  ci?  +  (n-2)ac=0 

sich  in  einem  Pankte  treffen  und  im  Allgemeinen  wird  das,  wenn  es  über- 
haupt stattfindet,  nur  in  einem  Punkte  geschehen.  Indes  können  die 
drei  Geraden  14)  durch  theilweises  Zusammenfallen  oder  Illusorischwerden 
doch  auch  mehr  als  einen  Schnittpunkt  bekommen  und  gerade  bei  höheren 
Singularitäten  der  Orundcurve  kann  es  geschehen,  dass  einem  Punkt  der 
Hesse'schen  Cnrye  mehrere  Punkte  der  Steiner'schen  entsprechen.  Es 
wurde  z.  B.  bereits  gezeigt,  dass,  wenn  die  Orundcurre  eine  Spitze  A  hat, 
dem  Punkte  Ä  der  Hesse'schen  Curye  in  der  Steiner'schea  die  zwei 
Punkte  Ä  und  B  entsprechen  (siehe  oben  Ziffer  9). 

12.  Während  sich  bekanntlich  die  Punkte  der  Hesse'schen  und  der 
St  eine  raschen  Curve  eindeutig  entsprechen,  tritt  eine  Ausnahme  ein ,  weniv 
die  Orundcurve  eine  Spitze  Ä  hat.  Denn  dem  Punkte  Ä  als  Punkt  der 
Hesse'schen  Curve  entsprechen  in  der  Steiner'schen  Curve  sämmtliche 
Punkte  der  Spitzentangente  a  und  zwar  tritt  letztere  doppeltzShlend 
in  der  Gleichung  der  Steiner'schen  Curve  auf.  Dagegen  entspricht  die 
Curve,  welche  durch  Weglassung  dieser  Doppel  geraden  entsteht,  und  welche 
als  reducirte  Steiner'sche  Curve  bezeichnet  werden  möge,  wieder 
eindeutig  der  Hesse'schen  Curve  und  man  kann  nunmehr  die  Plück er- 
sehen Zahlen  für  die  (reducirte)  Steiner'sche  Curve  aufstellen,  wenn  die 
Orundcurve  d  Doppelpunkte  und  r  Bückkehrpunkte  hat. 

Wegen  Weglassung  der  Doppelgeraden  wird 
n.  =  3(n-2j»-.2r. 

Das  Geschlecht  ist  gleich  dem  der  Hesse'schen  Curve,  also: 

|,,  =  g(3n-7)(3«-.8)-£l-3r. 

Für  die  Klasse  kann  man  die  Formel 

Ä,  =  3(n  - 1)  (w  -  2)  -  2ei  -  4r 

(Clebsch-Lindemann,  Vorlesungen  über  Geometrie  I  S.  67 1  Anmerkung) 
benützen,  weil  durch  Weglassung  der  Doppelgeraden  die  Klasse  nicht 
geändert  wird. 

Hieraus  ergeben  sich  leicht  die  übrigen  Zahlen: 

d,=  |(n-2)(fi-3)(3n«-9n-5)  +  d~6(n»-4n  +  2)r  +  2r», 

r,=  12(n-2)(w-.3)-6r, 

^*  =  |(«-2)(n-3){3w«-3n-8)-2d(3w«-9fi+l)-3r(4««-12w+l)+2(P+8eir+8r«, 

11^,  =  8(n- 2)(4n- 9)  -  Öd-"  12r. 
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13.  Hat  die  Grundcarve  in  Ä  einen  dreifachen  Funkt,  so  ent- 
sprechen dem  letzteren  als  einem  Punkte  der  Hesse'schen  Curve  sämmt- 
liche  Punkte  der  Ebene  als  Punkte  der  Steiner 'sehen  Curye,  weil  alle 
ersten  Polaren  in  A  einen  Doppelpunkt  haben.  Als  „Steiner'sche  Curre" 
hat  man  in  diesem  Falle  den  Ort  der  Punkte  anzusehen ,  der^n  erste  Polaren 
je  ausser  A  noch  einen  zweiten  Doppelpunkt  haben. 

Hat  nun  die  Qrundcurve  in  A  drei  verschiedene  Zweige  mit  den 
Tangenten  &,  c,  d,  so  hat  die  Hesse'sche  Curve  in  A  einen  fünffachen 
Punkt;  drei  Zweige  berühren  die  Tangenten  5»  c,  d,  während  zwei  Zweige 
mit  den  Tangenten  e  und  f  hindurchgehen.  Gerade  so  verhalt  sich  auch 
die  Stein  er 'sehe  Curve. 

(Man.  kann  aber  auch  nach  dem  Ort  der  Punkte  fragen,  deren  erste 
Polaren  in  A  je  eine  Spitze  [und  sonst  keinen  Doppelpunkt]  haben.  Man 
erhält  in  unserem  Falle  als  Ortscurve  eii).  Greradenpaar,  bestehend  aus  den 
Tangenten  e  und  f  der  Hesse'schen  Curve.) 

14.  Nachstehend  möge  noch  das  Verhalten  der  Hesse'schen  und  der 
Steiner 'sehen  Curve  in  einer  Anzahl  weiterer  Singularitäten  der  Grund- 
curve  mitgetheilt  werden: 

a)  Die  Grundcurve  hat  einen  Wendepunkt  A  mit  Tangente  a. 
Die  Hesse 'sehe  Curve  geht  durch  A  mit  Tangente  h  hindurch. 
Die  Stein  er 'sehe  Curve  berührt  a  in  einem  Punkte  £  [cf.Clebsch- 
Lindemaun  a.a.O.  S.  371]  (auch  die  Cajlej'sche  Curve  be- 
rührt a  in  demselben  Punkte  B).  Darum  muss  auch  bei  Curven 
dritter  Ordnung  die  Hesse'sche  Curve,  da  sie  die  Stelle  der 
Stein  er 'sehen  vertritt,  die  Wendetangenten  berühren  (Salmon, 
Höhere  Curven  S.  197). 

b)  Die  Grundcurve  bat  einen  ündulationspunkt  (Flachpunkt)  A 
mit  Tangente  a.  Die  Hesse'sche  Curve  berührt  a  in  A.  Die 
Stein  er 'sehe  Curve  berührt  a  in  einem  Punkte  B  und  hat  daselbst 
einen  Wendepunkt. 

c)  Die  Grundcurve  bat  in  .^  einen  Wendeflachpunkt  (Beuschle, 
Praxis  der  Curvendiscussion  I ,  Stuttgart  1886,  S.32)  mit  Tangente  a, 
das  heisst,  ihre  niedersten  Glieder  sind  cy +  .•• +  5«;*  + •••  (diese 
Singularität  ist  äquivalent  mit  drei  Doppeltangenten  und  drei 
Wendepunkten).  Die  Hesse'sche  Curve  hat  in  A  einen  Wende- 
punkt mit  Tangente  a.  Die  Steiner 'sehe  Curve  berührt  a  in 
einem  Punkte  B  und  hat  daselbst  einen  ündulationspunkt. 

d)  Die  Grundcurve  hat  einen  Berührungsknoten  (Selbstberührungs- 
punkt) A  mit  Tangente  a.  Die  Hesse'sche  Curve  hat  in  A  einen 
dreifachen  Selbstberührungspunkt  mit  Tangente  a  (das  heisst,  drei 
gewöhnliche  Zweige  berühren  a  in  A).  Die  Steiner'sche  Curve 
verhält  sich  ebenso. 
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e)  Die  Grundcurve  hat  einen  symmetrischen  Bertthrungs- 
knoten  in  Ä  mit  Tangente  a,  das  heisst^  die  Krümmungsradien 
der  Zweige  sind  gleich  and  entgegengesetzt  gerichtet.  Die  Hesse- 
sche Curve  hat  in  Ä  einen  symmetrischen  Bertthmngsknoten  mit 
Tangente  a  and  zwei  durchgehende  Zweige  mit  den  Tangenten  h 
and  c  (cf.  Mathem.  Annalen  36.  Bd.  S.  1 19).  Die  Steiner  'sehe  Curve 
hat  in  Ä  ebenfalls  einen  symmetrischen  Bertthrungsknoten  mit 
Tangente  a  und  einen  weiteren  Bertthrungsknoten  im  Punkte  B 
mit  Tangente  a. 

f)  Die  Orundcurve  hat  in  deinen  Bttckkehrflachpankt(Beuschle, 
a.  a.  0.  S.  49)  mit  Tangente  a,  das  heisst,  ihre  niedersten  Glieder 
sind  ff/*+"»  +  safi  +  ' '  '  (der  singulare  Punkt  ist  Äquivalent  mit 
einem  Doppelpunkte,  einer  Spitze,  zwei  Doppeltangenten  und  zwei 
Wendepunkten).  Die  Hess  ersehe  Curve  hat  alsdann  in  A  einen 
Bttckkehrflachpunkt  mit  Tangente  a,  einen  berührenden  Zweig 
mit  Tangente  a  und  einen  durchgehenden  Zweig  mit  Tangente  h. 
Die  Steiner*sche  Curve  hat  ebenfalls  einen  Bttckkehrflachpunkt 
in  Ä  mit  Tangente  a  und  berührt  a  noch  in  einem  Punkte  B 
(wo  sie  einen  Wendepunkt  hat)  und  in  einem  weiteren  Punkte  C 
(hier,  wie  im  Folgenden  sind  die  Zweige  der  Stein  er'schen  Curve 
in  derselben  Beihenfolge  aufgezählt ,  wie  die  damit  zusammen- 
gehörenden der  Hesse'schen  Curve). 

g)  Die  Grundcurve  hat  inj.  eine  Spitze  mit  Tangente  a  und  einen 
durchgehenden  Zweig  mit  Tangente  5.  Die  Hesse'sche  Curve 
hat  in  Ä  zwei  Spitzen ,  je  mit  Tangente  a  und  einen  gewöhnlichen 
Zweig  mit  Tangente  5.  Die  Steiner*sohe  Curve  hat  ebenfalls 
zwei  Spitzen  in  Äj  je  mit  Tangente  a  und  berührt  ft  in  J?,  wo 
sie  einen  Wendepunkt  hat. 

h)  Die  Grundcurve  hat  in  Ä  einen  Spitzpunkt  (Reuschle,  a.  a.  0. 
S.  40)  mit  Tangente  a,  das  heisst,  ihre  niedrigsten  Glieder  sind 
ky^+lai^+'"  (diese  SingularitSt  ist  mit  einem  Doppelpunkt  und  zwei 
Spitzen  äquivalent).  Die  H  e  s  s  e'sche  Curve  hat  in  Ä  einen  Spitzpunkt 
mit  Tangente  a,  einen  berührenden  Zweig  mit  Tangente  a  und 
zwei  durchgehende  Zweige  mit  den  Tangenten  h  und  c.  Die 
Steiner'sche  Curve  hat  einen  Spitzpunkt  in  A  mit  Tangente  a, 
einen  gewöhnlichen  Zweig,  der  weder  durch  A  gebt,  noch  a  be- 
rührt, und  sie  berührt  a  noch  in  zwei  Punkten  B  und  C 

i)  Die  Grundcurve  hat  in  J  einen  Wendespitzpunkt  (Beuschle  < 
a.  a.  0.  S.  50)  mit  Tangente  a,  das  heisst,  die  niedersten  Glieder 

sind  Jcy^  +  .  •  •  +  «o;*  H (der  singulare  Punkt  ist  äquivalent  mit 

zwei  Doppelpunkten ,  zwei  Spitzen ,  einer  Doppeltangente  und  einem 
Wendepunkt).  Die  Besse'sche  Curve  hat  in  A  einen  Wende- 
spitzpunkt mit  Tangente  a,  eine  Spitze  mit  Tangente  a  und  einen 
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berührenden  Zweig  mü;  Tangente  o.  Die  Steiner 'sehe  Gurve 
hat  einen  Wendespitzpnnkt  in  A  mit  Taugente  a,  einen  Wende- 
punkt in  A  mit  Tangente  a  und  einen  gewöhnlichen  Zweig,  der 
weder  durch  A  geht,  noch  a  berührt, 
k)  Die  Orundcurve  hat  in  A  einen  Bückkehrspitzpunkt  (cf. 
Reu  seh  le  a.a.O.  S.  41)  mit  Tangente  a,  das  heisst,  die  nie- 
dersten Glieder  sind  ry*+«aJ*H (die  Singularität  ist  Äqui- 
valent mit  drei  Doppelpunkten  und  drei  Rückkehrpunkten).  Die 
Hesse'sche  Gurve  hat  in  deinen  Rückkehrspitzpunkt  mit  Tangente  a, 
eine  Spitze  mit  Tangente  a  und  drei  durchgehende  Zweige  mit 
den  Tangenten  &,  c,  il.  Die  Steiner 'sehe  Curve  hat  einen  Rück- 
kehrspitzpunkt in  A  mit  Tangente  a,  einen  durchgehenden  Zweig 
in  A  mit  einer  Tangente  e  und  berührt  a  noch  in  drei  Punkten 
B,  C  und  D. 

15.  Das  im  Vorhergehenden  auseinander  gesetzte  Verfahren  ermöglichte 
es,  die  Lage  und  Beschaffenheit  der  Zweige  der  Stein er*schen  Curve  zu 
bestimmen,  welche  dem  singulSren  Punkte  der  Hesse'schen  Gurve  ent- 
sprechen ,  welch'  letzterer  in  den  singulftren  Punkt  der  Orundcurve  hinein- 
f&llt  und  demselben  seinen  Ursprung  verdankt.  Es  erhebt  sich  nun  aber 
die  Frage,  ob  damit  der  Einfluss  der  Singularitftt  der  Orundcurve  auf  das 
Verhalten  der  St  einer 'sehen  Gurve  erschöpft  ist.     Es  wäre  ja  denkbar, 

fS=Ol 
dass  die  Oleiohungen  2),  wenn  in  ihnen  |     __..|  gesetzt  wird,  noch  durch 

fai  =  0|  ^"" 

einen  von  |  _  ^^  |  verschiedenen  Punkt  oder  gar  mehrere  solche  be- 
friedigt würden.  Es  würde  also  noch  ein  weiterer  Punkt  der  Hesse 'sehen 
Curve  (oder  mehrere)  existiren,  der  zu  einem  durch  den  singulftren  Punkt 
gehenden  Zweige  der  Steiner'sche  Curve  Anlass  g&be.  Ein  solcher  Zweig 
wfire  als  accessorisch  zu  bezeichnen  und  ebenso  würden  wir  einen  Zweig 

(«  =  01 
zu  nennen  haben,  welcher  durch  einen  der  etwa  zum  Punkte  {         ^i   der 

fl-0|  ^*  =  ^' 

Hesse 'sehen    Curve    gehörigen    nicht    in   |     _/%[  fallenden  Punkte    der 

Stein  er 'sehen  Curve  hindurchgeht.  Dass  bei  speciellen  Ornndcnrven  solche 
acoessorischen  Zweige  vorkommen  können,  ist  klar;*  dagegen  ist  die 
Frage,  ob  sie  bei  allgemeinen  Ornndcnrven  zu  erwarten  sind,  zwischen  deren 
Coef&cienten  also,  von  der  Singularit&t  abgesehen,  keine  weiteren  Relationen 
existiren,  im  Allgemeinen  wohl  zu  verneinen.  Indess  ist  nicht  zu  leugnen, 
dass  bei  gewissen  Singularitäten  in  allgemeinen  Orundcurven  von  einer 

*  Bei  spedellen  Orundcurven  können  auch  sonst  Abweichungen  vom  gewöhn- 
Uohen  Verhalten  der  covarianten  Curven  eintreten.  Verschwindet  e.  B.  die  OrOsee  y 
in  Ziffer  8,  so  haben  im  Punkte  B  die  Steiner'sche  und  die  Cayiey'sche  Curve 
je  eine  Spitie  an  Stelle  eines  gewöhnlichen  Zweiges« 
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bestimmten  Ordnung  in  der  That  accessorische  Zweige  in  der  Steiner- 
scfaen  Curve  regelmässig  auftreten;  ein  Beispiel  ist  bierfür  wenigstens  der 
Wendepunkt  bei  den  Curven  dritter  Ordnung.  Durcb  ihn  geht  die 
Stein  er 'sehe  Curye  aocessorisch  hindurch;  denn  der  zugehörige  Punkt  der 
Hesse'schen  Curve  liegt  nicht  im  Wendepunkte,  sondern  auf  der  Wende- 
tangente im  Bertlhrungspunkte  der  Stein  er  *schen  Curve  (ef.  Salmon, 
Höhere  Curven  S.  200).  Es  wäre  immerhin  denkbar,  dass  es  für  manche 
andere  Singularitäten  eine  gewisse  Ordnung  der  Orundcurve  giebt,  bei 
welcher  solche  accessorischen  Zweige  der  Steiner'schen  Curve  auftreten. 
Dazu  kommt  aber  die  weitere  Möglichkeit,  dass  infolge  besonderer  um- 
stände in  der  Stein  er  *sche  Curve  ausserhalb  der  bereits  gefundenen  Punkte 
ein  singulärer  Punkt  auftritt,  welcher  einer  in  der  Orundcurve  befindlichen 
Singularität  seine  Entstehung  verdankt ,  während  der  zugehörige  Punkt  der 
Hesse'schen  Curve  nicht  in  die  genannte  Singularität  hereinfällt.  All- 
gemein wird  sich  über  diese  Fragen  nicht  leicht  etwas  aussagen  lassen, 
aber  so  viel  ist  sicher,  dass  die  in  vorliegender  Abhandlung  gegebene 
Methode  hinreicht,  um  den  wesentlichen  Einfluss  singulärer  Punkte  der 
Orundcurve  auf  das  Verhalten  der  Stein  er 'sehen  und  der  anderen  covarianten 
Curven  zu  ermitteln. 


IV. 
Ueber  die  reciproken  Figuren  der  graphischen  Statik. 

Von 

Friedrich  Schur 

in  Aachen. 

Hierzu  Tafel  I,  Figur  1  —  4. 


Bekanntlich  giebt  die  graphische  Statik  zu  einer  merkwürdigen  Reci- 
procitSt  ebener  Figuren  Veranlassung,  bei  welcher  jeder  Geraden  der  einen 
Figur  eine  ihr  parallele  der  anderen  entspricht.  Nachdem  Culmann  ver- 
geblich versucht  hatte,  diese  Beciprocit&t  als  eine  projective  aufzufassen, 
gelang  dies  Maxwell  dadurch,  dass  er  die  beiden  Figuren  als  orthogonale 
Frojectionen  zweier  rftumlicher  Figuren  entstehen  Hess,  welche  einander  in 
Beziehung  auf  ein  Rotationsparaboloid  polar  sind,  wobei  allerdings  die  eine 
der  beiden  Figuren  noch  um  einen  rechten  Winkel  gedreht  werden  mueste. 
Diese  Drehung  vermied  Cremen a*  dadurch,  dass  er  die  Reciprocitftt  in 
Beziehung  auf  ein  Rotationsparaboloid  durch  diejenige  in  Bezug  auf  ein 
sogenanntes  Nullsjstem  ersetzte.  Obwohl  der  Zusammenhang  der  beiden 
ebenen  Figuren  gerade  hierdurch  in  der  glücklichsten  Weise  zum  Ausdruck 
gebracht  war,  so  konnte  die  strenge  Entwickelung  der  Lehre  vom  Fach- 
werk insofern  aus  diesen  Untersuchungen  keinen  Vortheil  ziehen,  als 
Cremona  die  Frage  unbeantwortet  Hess,  ob  zwei  gegebene  reci- 
proke  Figuren  der  graphischen  Statik  sich  stets  als  Fro- 
jectionen zweier  reciproker  Figuren  eines  Nullsjstems  dar- 
stellen lassen.  Auch  in  der  späteren  Literatur^  hat,  so  viel  dem 
Verfasser  bekannt  ist,  diese  naheliegende  Frage  nirgends  eine  Antwort 
gefunden.  Der  Verfasser  will  daher  die  Cremona'sche  Untersuchung  in 
diesem  Sinne   zum  Abschlüsse  bringen,  wobei  sich  zeigen  wird,  dass  sich 

*  Siehe  besonders  Cremdna:  „Les  figures  r^ciproques  en  statique  graphique 
trad.  par  BoBsut",  Paris  1885,  woselbst  man  auch  genauere  Literaturangaben  findet. 
**  Erst  nachdem  dieser  Artikel  dem  Drucke  übergeben  war,  erhielt  der  Ver- 
fasser Kenntniss  der  Abhandlung  von  G.  Hauck:  „Ueber  die  reciproken.  Figuren 
der  graphischen  Statik**,  Journal  f.  r.  u.  a.  If.  Bd.  100  S.  366  flg.,  in  welcher  die 
Lösung  des  entsprechenden  Problems  fQr  die  sogenannte  Neumann  *8che  Pro- 
jectiousart  angedeutet  ist  (S.  888). 
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za  allen  Fachwerken,  soweit  sich  deren  Mannigfaltigkeit  fibersehen  Iftsst, 
Gremona'sche  Kräfteplftne  mit  Hilfe  des  Nnllsystems  construiren  lassen. 
Des  leichteren  Verständnisses  wegen  knüpfen  wir  überall  an  bestimmte  Bei- 
spiele an. 

I.  Wir  erinnern  zonttcbst  an  einige  Sfttze  über  das  Nulls jstem.* 
Wir  werden  dabei  nnseren  Zielen  entsprechend  am  besten  von  der  statischen 
Definition  desselben  aasgehen.  Ein  beliebiges  System  von  Er&ften  im  Baume 
iSsst  sich  bekanntlich  entweder  auf  eine  Einzelkraft  oder  auf  ein  Paar  paralleler 
und  entgegengesetzt  gleicher  Kräfte  oder  auf  zwei  windschiefe  Kräfte  g 
und  "k  reduciren.  Uns  interessirt  nur  der  letzte  sogenannte  allgemeine  Fall. 
Von  den  Wirkungslinien  der  beiden  Kräfte  kann  die  eine  ganz  beliebig  im 
Baume  gewählt  werden ,  wodurch  beide  der  Lage  und  OrOsse  nach  bestimmt 
sind.  Schneiden  sich  nämlich  g  und  g'  m  Q,  und  ist  K  der  Schnittpunkt 
von  h  mit  der  Ebene  [g^  p'],  so  zerlegen  wir  g  in  zwei  Componenten  g' 
und  n  nach  g'  und  GK  und  suchen  diejenige  Kraft  Je  durch  E^  welche 
mit  der  in  KO  wirkenden  Kraft  —  n  die  Besultante  h  liefert;  dann  sind 
die  Kräfte  p'  und  Je  offenbar  den  beiden  gegebenen  Kräften  g  und  A;  äqui- 
valent Da  g'  nur  in  einer  Ebene  mit  g  zu  liegen  braucht,  so  kann  man 
durch  ihre  Vermitielung  zu  jeder  Wirkungslinie  des  Baumes  kommen, 
unsere  Beduction  würde  allerdings  dann  absurd  sein,  wenn  g'  auch  die 
WirkuDgslinie  h  schneiden  würde.  Solche  Linien  heissen  Nulllinien  des 
Kräftesystems,  weil  dasselbe  für  jede  solche  Achse  das  Drehungsmoment 
Null  liefert.  Nennen  wir  zwei  Geraden ,  die  Wirkungslinien  von  zwei  wind- 
schiefen das  Kräftesystem  ersetzenden  Kräften  sein  können,  conjugirt, 
so  sind  die  Nulllinien  diejenigen  Geraden,  welche  zwei  oonjugirte  gleich- 
zeitig schneiden.  Sie  erfüllen  den  Baum  in  der  Weise ,  dass  die  durch 
einen  Punkt  laufenden  Nulllinien  in  einer  Ebene  liegen,  der  Nullebene 
des  Punktes,  und  die  in  einer  Ebene  liegenden  NuUlinien  durch  einen 
Punkt  laafen,  den  Nullpunkt  der  Ebene;  dreht  sich  die  Nuliebene  um 
eine  Gerade,  so  bewegt  sich  der  Nullpunkt  auf  der  conjugirten  Geraden 
und  umgekehrt.  Da  im  Sinne  des  Bechnens  mit  Strecken  einerseits 
g^g  +  n  und  andererseits  ^  =  A;'— n,  so  sehen  wir,  dass  g  und  k  nach 
irgend  einem  gemeinsamen  Angriffspunkte  verschoben  dieselbe  Besultante 
liefern  müssen  wie  g'  und  h'  nach  demselben  Angriffspunkte  verschoben. 
Nennen  wir  diese  aasgezeichnete  Bichtnng  die  Achsenrichtang  des  Kräfte- 
oder NuUsystems,  so  geht  aus  ihrer  Definition  hervor,  dass  je  zwei 
conjugirte  Geraden  in  der  Achsenrichtung  durch  zwei  parallele 
Ebenen  projicirt  werden.  Bedenken  wir  nun  noch,  dass  unsere  Con- 
struction  conjugirter  Geraden,  also  auch  der  Nulllinien  dasselbe  Besultat 
liefern  muss,  wenn  wir  g  und  Je  ihrer  Lage  nach  ungeändert  lassen/  sie 
aber   in  demselben  Verhältnisse  vergrOssem  oder  verkleinem],  so  ist  klar, 


*  8. 1.  c.  Introduction  par  M.  J.  Jung. 

Z«it80hzift  f.  Mathematik  n.  Phyiik.  40.  Jahrg.  1895.  1.  Heft. 


50  Ueber  die  reciproken  Figaren  der  graphischen  Statik. 

dass  ein  Nullsjstem  darch  ein  Paar  oonjagirter  Geraden  nnd 
die  Achsenrichtung  vollkommen  bestimmt  ist,  wobei  die  letztere 
natürlich  so  gewählt  sein  mnss,  dass  die  beiden  Geraden  nach  ihrer  Richtung 
durch  zwei  parallele  Ebenen  projicirt  werden.  Denn  dann  ist  ja  das  Verhftltniss 
der  in  g  nnd  "k  wirkenden  Kräfte  bekannt,  also  anch  die  zu  jeder  Geraden  g 
conJQgirte  Gerade  h'. 

Wollen  wir  z.  B.  die  einer  zu  g  parallelen  Geraden  g  conjugirte  h' 
finden,  so  muss  sie  ja  sicher  durch  den  Schnittpunkt  K  von  A;  mit  der 
Ebene  \g^  g"]  gehen.  Geben  wir  dann  der  in  g  wirkenden  Kraft  beliebige 
Grösse  und  Sinn,  wodurch  auch  die  in  Ic  wirkende  bestimmt  ist,  so  zer- 
legen wir  g  in  zwei  Componenten  nach  g  und  der  dazu  parallelen  Geraden 
durch  K]  nun  ist  die  Richtung  von  Ji  dadurch  bestimmt,  dass  sie  mit  der 
in  K  angebrachten  Componente  g'  die  Resultante  g  +  h  liefere.  Schneidet 
g  die  ^  in  G,  so  ist  "k'  einfacher  bestimmt  als  Schnittlinie  der  Ebene  Iß-h] 
mit  der  Ebene  durch  JT,  welche  der  Achsenrichtung  und  der  g'  parallel  ist. 

II.  Wir  beginnen  nun  mit  der  Betrachtung  eines  ganz  einfachen  Facb- 
werks,  welches  die  Knoten  P^,  P,,  P3,  F^  (Fig.  1)  besitzt  und  ans  den 
beiden  Dreiseiten  P^P^F^  und  P^P^P^  besteht;  in  den  Knoten  mögen  die 
mit  einander  im  Gleichgewicht  befindlichen  Kräfte  ^, ,  9%}  9^^  9^  (in  der 
Figur  mit  Cr^ä^i,  &i0^y  ^2^8«  ^3^0  bezeichnet)  wirken.  Denken  wir 
also  diese  Kräfte  in  dem  geschlossenen  Kräffcepolygone  K^K^K^E^K^  zu- 
sammengetragen und  verstehen  unter  C  irgend  einen  Pol,  so  muss  auch 
der  zugehörige  Seilpolygon  S'o^i'^s'^s ^^4 ^6  ®^^  geschlossener  sein,  also  S^S^ 
mit  8^8^  zusammenfallen. 

Nunmehr  kommt  es  darauf  an,  das  ebene  Yierseit  9i9^9^g^  als  eine 
in  der  Richtung  der  Achse  eines  Nullsystems  erhaltene  Projection  eines 
räumlichen  Yierseits  g\g\g\g\  darzustellen,  welchem  in  diesem  Nullsjstem 
ein  Yierseit  K'qK\K\K\  conjugirt  ist,  dessen  Projection  das  Kräfte- 
polygon Z^lT^^'s^  ist.  um  dies  zu  erreichen,  betrachten  wir  die  Zeichen- 
ebene als  die  Ebene  des  Grundrisses,  die  dazu  senkrechte  Richtung  als  die 
der  Achse  des  Nullsystems  und  verzeichnen  die  räumlichen  Figuren  im 
umgeklappten  Aufriss.  Um  das  Nullsystem  zu  fixiren,  nehmen  wir  hier- 
nach noch  die  beiden  conjugirten  Geraden  g\  und  h\  sonst  willkflrlioh 
aber  so  an,  dass  g^  und  Jc^^KqK^  ihre  Grundrisse  seien,  wir  nehmen  also 
ihre  Aufrisse  g\  und  h\  ganz  beliebig  an,  wodurch  zugleich  die  Punkte 
K'q  und  K\  bestimmt  sind.  Nun  muss  die  nächste  Seite  g\  des  ersten 
räumlichen  Vierseits  erstens  g^  zum  Grundrisse  haben  und  zweitens  za 
K\K\f=Jc'^  conjugirt  sein  oder  in  der  Nullebene  [K\g\]  von  K\  liegen, 
wonach  g\  leichk  zu  construiren  ist.  Jetzt  ist  h\  umgekehrt  als  die  g\  conjugirte 
Gerade  bestimmt ;  man  findet  daher  k\ ,  falls  g^  und  g^  sich  in  0-^ ,  g\  und 
g\f  sich  also  in  Q\  schneiden,  ttber  Jc^=  ^1^%  als  Grundriss  in  der  Null- 
ebene [ä^'iX;\]  von  G\y  oder,  falls  g^  und  g^,  folglich  auch  g\  und  g\ 
parallel  sind,  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Methode  (vergl. 
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auch  Fig.  2).  In  beiden  Fällen  ist  die  wirkliche  Constrnction  leicht  zu 
bewerkstelligen.  So  kOnnen  wir  fortfahren  und  erhalten  der  Reihe  nach 
K\  über  K^  aus  h\,  dann  g\  über  ^3,  hieraas  h\  über  h^=^  K^K^  und  K\^ 
weiter  s^^  über  ^4,  endlich  k\  über  Jc^^K^Kq^  und  es  fragt  sich  nur,  ob 
A4  wieder  durch  K\  geht. 

Bezeichnen  wir  nun  den  über  Kq  liegenden  Punkt  von  h\  mit  E"q 
und  verstehen  unter  C  irgend  einen  Punkt  über  dem  Pole  C,  so  sind  den 
fünf  Strahlen  von  C'  nach  JT'q,  K\^  Ä"g,  K\j  K'\  fünf  Strahlen  einer 
Ebene  conjugirt,  welche  sich  der  Reihe  nach  in  vier  Punkten  8\y  8\^ 
5*3,  8\  von  g\^  g\^  g\y  g\  schneiden  müssen;  dasselbe  gilt  daher  von  deren 
Projectionen  in  Beziehung  auf  g^^  g^,  ^3,  g^.  Diese  Projectionen  müssen 
also,  da  sie  den  Strahlen  von  0  nach  Kq,  K^^  K^,  K^^  Kq  parallel  sind, 
ein  Seilpolygon  8QS^8^S^8^S^  bilden.  In  diesem  müssen  aber  der  Voraus- 
setzung gemäss  die  erste  und  die  letzte  Seite  zusammenfallen.  Dasselbe 
gilt  daher  auch  von  den  Strahlen^  deren  Projectionen  sie  sind,  da  diese 
in  derselben  Ebene  liegen,  es  gilt  also  schliesslich  auch  von  C^K'q  und  C'K*\^ 
so  dass  auch  K\  und  K"q  zusammenfallen ,  und  folglich  g\  mit  g\  in  der- 
selben K'q  enthaltenden  Ebene  liegen  muss.  Der  erste  Theil  unserer  Auf- 
gabe wäre  also  gelOst,  und  man  sieht  zugleich,  dass  dasselbe  Verfahren 
auch  auf  beliebig  viele  Kräfte  Pj,  ^29  •  •  •>  9n  angewendet  werden  kann. 

Das  Weitere  ergiebt  sich  in  unserem  Falle  sehr  leicht  Auf  den  Seiten 
9\y  /s»  9 ZI  9i  <1®B  ersten  räumlichen  Vierseits  liegen  jetzt  der  Reihe  nach 
die  Punkte  P',,  P'g,  P'g,  P'^,  deren  Projectionen  die  Knoten  Pj,  Pg,  P3,  P^ 
des  Fach  Werks  sind.  Das  aus  den  sechs  Dreiecken  g\g\y  9%9\%  9t9\%  9\9\% 
F\F\F\  und  P'^P'gP'«  bestehende,  im  Allgemeinen  offene  Sechsflach  ist 
nun  die  räumliche  Figur,  deren  Kanten  die  Stäbe  des  Fachwerks  und  die 
wirkenden  Kräfte  zu  Projectionen  haben.  Es  entspricht  ihr  im  Nullsystem  das 
aus  den  Punkten  K\^  K\y  K\^  K'qj  H'^  und  H\  bestehende  Sechseck| 
dessen  Kanten  einerseits  die  Seiten  des  Kräftepolygons  und  andererseits 
die  Spannungen  in  den  Stäben  des  Fachwerks  zu  Projectionen  haben.  Diese 
letzteren  sind  jedesmal  die  Verbindungslinien  derjenigen  beiden  Punkte, 
welche  Projectionen  der  Nullpunkte  der  beiden  Flächen  des  Sechsflachs  sind, 
in  denen  die  zu  dem  betreffenden  Stabe  gehörige  Kante  liegt.  Will  man 
daher  diese  Spannungen  schnell  aus  der  Figur  herausfinden,  so  wird  man 
gut  thun,  in  die  Projectionen  jener  Flächen  die  Buchstaben  K|,  K^^  K^^ 
Kq^  H^  und  H^  einzutragen.  Gerade  in  der  Praxis  liefert  diese  Bezeich- 
nnngsweise  eine  viel  leichtere  üebersicht ,  als  die  sonst  übliche ,  welche  die 
Stäbe  und  die  zugehörigen  Spannungen  mit  denselben  Zahlen  bezeichnet^ 
weil  die  letzteren  Strecken  sich  häufig  theilweise  decken  oder  durch  ein- 
ander gehen. 

in.  Handelt  es  sich  um  ein  complicirteres  Fach  werk,  so  geschieht 
zunächst  die  Bestimmung  des  räumlichen  n-Seits  g\g\*  *  »g'ny  dessen  Pro- 
jectionen   die  Wirkungslinien    der  gegebenen  Kräfte   sind,   auf  ganz  dem- 

4* 
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selben  Wege.  Hiermit  sind  zugleich  die  Baumpunkte  P\T\  . .  .F'u  be- 
stimmt, deren  Projeciionen  die  Angriffspunkte  jener  Kräfte  sind.  Da  wir 
hier  nicht  eine  Discussion  aller  möglichen  Arten  von  Fachwerken  beabsich- 
tigen, so  machen  wir  die  der  Praxis  entsprechende  Annahme,  dass  die 
Angriffspunkte  der  gegebenen  Kräfte  am  Rande  des  Fachwerks  liegen ,  dass 
also  die  diese  Knotenpunkte  verbindenden  Stäbe  immer  nur  einem  Felde  des 
Faohwerks  angehören.  Wir  werden  dann  weiter  die  Annahme  machen  müssen, 
dass  von  den  Knotenpunkten  P^  P^ . . .  Pn  im  Allgemeinen  höchstens  drei  dem- 
selben Felde  des  Fachwerks  angehören;  denn  die  den  Knotenpunkten  eines 
Feldes  zugehörigen  Baumpunkte  müssen  in  einer  Ebene  liegen,  was  ohne 
besondere  Bedingungen  nur  für  je  drei  solcher  Punkte  zutreffen  wird. 
Sollten  nun  am  Bande  noch  weitere  Knotenpunkte  liegen ,  in  welchen  keine 
Kräfte  wirken,  so  denken  wir  uns  dieselben  jedesmal  zwischen  den  zwei 
der  schon  behandelten  Knotenpunkte  P^  und  P^^.i  vertheilt,  zwischen 
welchen  sie  bei  einmaliger  ümlaufung  des  ganzen  Bandes  liegen.  Nun 
haben  wir  uns  in  diesen  Knotenpunkten  die  Kräfte  Null  angebracht  zu 
denken,  welche  im  Kräftepolygon  durch  den  Punkt  Kt  dargestellt  sind, 
so  dass  die  ihnen  entsprechenden  Baumpunkte  sämmtlich  in  der  Ebene 
Wii  P'i+i]  2U  suchen  sind;  ist  j  die  Anzahl  dieser  zwischen  P'i  und  P'f+i 
liegenden  Punkte,  so  bilden  sie  eben  mit  diesen  und  dem  Punkte  {g*u  9i-^i) 
eine  der  ersten  räumlichen  Figur  angehörige  ^' +  3  •  eckige  Seitenfläche. 

Was  nun  die  dem  inneren  Knotenpunkte  entsprechenden  Baumpunkte 
betrifft,  so  lassen  sich  für  deren  Bestimmung  allgemeine  Begeln  kaum 
angeben.  Wir  werden  da  zuerst  zusehen ,  ob  das  Fachwerk  derart  in  Felder 
zerfällt,  dass  jeder  innere  Stab  zwei  und  nur  zwei  Feldern  angehört  resp. 
ob  sich  das  durch  Einführung  idealer  Knotenpunkte*  erreichen  lässt.  Hier- 
unter yerstehen  wir  die  Schnittpunkte  der  solche  Stäbe  darstellenden  Strecken, 
die  in  Wirklichkeit  nur  über  einander  laufen.  Die  den  yier  in  einem 
solchen  idealen  Knotenpunkte  zusammenlaufenden  Stäben  in  dem  Kräfte- 
plane entsprechenden  Strecken  werden  nämlich  ein  Parallelogramm  bilden, 
so  dass  man  für  jeden  Stab  in  den  verschiedenen  Theilen  desselben  die- 
selbe Spannung  erhalten  wird.  Besonderer  Untersuchung  aber  bedarf  der 
Fall,  dass  in  einem  solchen  idealen  Knotenpunkte  mehr  als  zwei  Stäbe 
über  einander  laufen;  hier  stellt  sich  gewöhnlich  eine  Unbestimmtheit 
heraus,  die  durch  die  Bedingung  zu  heben  ist,  dass  die  in  jedem  durch 
den  idealen  Knotenpunkt  durchbrochen  gedachten  Stabe  resultirenden 
Spannungen  entgegengesetzt  gleich  seien. 

Für  die  Bestimmung  der  Baumpunkte,  welche  den  inneren,  wirklichen 
sowohl  wie  idealen  Knotenpunkten  entsprechen,  muss  nun  davon  aus- 
gegangen werden,  dass  die  einem  und  demselben  Felde  des  Fachwerks 
zugehörigen  in  derselben  Ebene  liegen.    Man  sucht  dann  also  nach  Punkten, 


*  S.  1.  0.  Appendice  par  Saviotti  p.  63. 
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welche  mit  drei  schon  bekannten  Banmpankten  in  einer  Ebene  liegen  sollen, 
und  versncht,  so  allmählich  zu  allen  Baumpunkien  der  ersten  Figur  zu 
kommen.  Hierbei  wird  man  oft  nicht  direct  zu  Werke  gehen  können, 
sondern  einen  oder  mehrere  der  unbekannten  Punkte  vorerst  willkürlich 
annehmen  müssen,  um  durch  das  Studium  ihrer  Bewegung  zum  Ziele  zu 
gelangen.  Wir  werden  dies  Verfahren  an  einigen  Beispielen  erläutern  und 
begnügen  uns  hier  mit  der  allgemeinen  Bemerkung,  dass  die  Bestimmung 
der  inneren  Raumpunkte  unmöglich,  das  Fachwerk  also  statisch  unbestimmt 
sein  wird,  wenn  es  beim  Vorhandensein  innerer,  wirklicher  oder  idealer 
Knotenpunkte  nur  aus  dreieckigen  Feldern  besteht. 

IV.  Als  erstes  Beispiel  wählen  wir  das  aus  den  vier  äusseren  Knoten- 
punkten P^...P^  (Fig.  2)  und  dem  inneren  Knotenpunkte  P5  bestehende 
Fach  werk;  es  zerfällt  in  die  beiden  dreieckigen  Felder  P^P^F^  und  P3P4P5 
und  in  das  viereckige  Feld  P^P^P^P^.  In  P^,  P^,  P3  mögen  die  drei 
Kräfte  g^y  g^j  g^  wirken,  deren  Kräftepolygon  KqKiK^Kq*  Dann  bestimmt 
man  nach  der  in  II.  angegebenen  Methode  das  Dreiseit  g\g\g\  (der  Auf- 
riss  wurde  in  der  Figur  nach  der  Seite  umgeklappt)  und  damit  P'^,  P\^P\\ 
femer  ist  P^  dadurch  bestimmt,  dass  er  in  der  Ebene  [^'3,  g^  liegen  muss, 
und  endlich  P\  dadurch,  dass  er  in  der  Ebene  P\P\P\  liegen  muss. 
Somit  ist  die  erste  räumliche  Figur  vollständig  bestimmt. 

Ein  ähnliches  Beispiel  liefert  der  sogenannte  französische  Dach- 
stuhlträger  (Fig.  3),  an  welchem  zugleich  der  Vortheil  unserer  Bezeich- 
nnngsweise  deutlich  wird.  Auf  die  oberen  Knotenpunkte  P,,  P3,...yPg 
mögen  die  gleichen  und  parallelen  Kräfte  g^^  g^,  •••1^8  ^i>^^OQ>  während 

in  Fl  und  Pg  die  Auflager  -  Relationen  ^^  =  ^^  =  —  g-  (^^  -| f.  ^3)  wirksam 

zu  denken  sind;  KqK^.,,K^Kq  ist  das  zugehörige  Kräftepolygon.  Nach 
Annahme  von  g\  und  k\  ergeben  sich  nun  zuerst  wieder  die  Geraden 
ff%9  ...,^9  ^^^  ^^^  ihnen  die  Punkte  P'iP'3,...,P'9,  die  Punkte  P',o»  P'n» 
P',,,  F\^  sind  dann  dadurch  bestimmt,  dass  sie  in  der  Ebene  [p\,  g'g]  liegen 
müssen,  endlich  P\^  und  P\^  dadurch,  dass  sie  in  der  Ebene  P'jP'^  P'jg 
liegen  müssen.  Das  Nullsystem  liefert  also  unmittelbar  als  Projection  des 
dem  räumlichen  Zweiundzwanzigflach  entsprechenden  Zweiundzwanzigecks 
den  zum  Fachwerk  gehörigen  Kräfteplan.  Bekanntlich  kommt  man  hier 
mit  den  gewöhnlichen  Methoden  der  Zerlegung  in  Componenten  nicht  aus, 
sondern  bedarf  noch  irgend  eines  Kunstgriffs.  (In  der  Figur  dachte  man 
sich  H^  auf  der  Parallelen  durch  H^  zu  PgPis  beweglich,  wobei  sich  H^ 
auf  einer  durch  S  gebenden  Geraden  bewegt;  Hq  kann  also  aus  irgend 
einer  Lage  des  beweglichen  Punktes  H'3  gefunden  werden.) 

Als  letztes  Beispiel  behandeln  wir  das  Fachwerk  mit  sechs 
Knotenpunkten  Pi,  P^t  '-MPe  (^^£['  4)>  ^^°  Seiten  und  Diagonalen 
des  von  ihnen  gebildeten  Sechsecks  als  Stäben;  die  letzteren 
laufen  in  drei  Punkten  A^  B,  C  über  einander,  welche  wir  also  als  ideale 
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Knotenpunkte  einführen  müssen.  In  den  sechs  Knotenpunkten  mögen  die 
sechs  Kräfte  g^y  ^2>**-i^6  wirken,  and  KqKi.,,K^Kq  sei  das  zugehörige 
Krfiftepolygon.  Nach  Annahme  von  g\  und  Jc\  finden  wir  wieder  ^',,  '•*jff\i 
und  daraus  P\,  P'g,  ...,P'g.  Die  den  idealen  Knotenpunkten  entsprechenden 
Punkte  A\  S^  (f  können  wir  hier  nicht  direct  angeben.  Nehmen  wir 
aber  einen  dieser  Punkte  willkürlich  über  JL  an,  so  wären  damit  auch 
J^  und  C  bestimmt  als  in  den  Ebenen  F\1P\A'  und  JP'f,F\Ä  gelegen« 
und  es  frftgt  sich  nur,  ob  auch  B'  und  C  mit  P'3  und  P\  in  einer  Ebene 
liegen.  Bei  beliebiger  Annahme  von  A!  wird  das  natürlich  im  Allgemeinen 
nicht  der  Fall  sein.  Wenn  sich  aber  Ä  auf  der  Vertikalen  über  A  bewegt,  so 
beschreiben  P'3  P'^  J5' und  P'3 P'^  CT  zwei  projective  Ebenenbüschel,  welche 
die  verticale  Ebene  durch  P\F\  entsprechend  gemein  haben,  so  dass  man 
im  Allgemeinen  eine  und  nur  eine  Lage  von  Ä  erhalten  wird,  welche  die 
Aufgabe  löst.  Die  weitere  Verfolgung  dieser  Betrachtungen  würde  uns  auch 
zeigen ,  wenn  mehr  als  eine  oder  nur  eine  uneigentliche  Lösung  existirt  Da 
indessen  zum  leichten  Verständnisse  denselben  einige  üebung  in  der  pro- 
jectiven  Geometrie  des  Baumes  gehört,  auch  der  Fall,  dass  die  drei 
Diagonalen  durch  einen  Punkt  laufen,  hierbei  besonders  behandelt  werden 
müsste,  so  ziehen  wir  ein  Verfahren  vor,  welches  sich  auch  dem  bei  der 
wirklichen  Zeichnung  des  Kräfteplanes  zu  befolgenden  Gedankengange 
anschliesst. 

Wir  können  uns  offenbar  jeden  Stab  des  Fachwerks  entfernt  denken, 
wenn  wir  ihn  durch  zwei  in  seinen  Endpunkten  angreifende  und  der  in  ihm 
herrschenden  Spannung  entsprechende  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  er- 
setzen. Denken  wir  uns  dann  das  Fachwerk  durch  Hinzufügung  eines 
idealen  Stabes  befestigt,  so  können  wir  unserem  Probleme  auch  die  Fassung 
geben:  Die  in  den  Endpunkten  des  zu  entfernenden  Stabes  anzubringenden 
Kräfte  ihrer  Grösse  und  ihrem  Sinne  nach  so  zu  bestimmen,  dass  sie  mit 
dem  gegebenen  Kräitesysteme  zusammen  in  dem  idealen  Stabe  die  Spannung 
Null  hervorrufen;*  denn  dann  kann  man  den  idealen  Stab  wieder  ver- 
nachlässigen. Dies  Problem  können  wir  aber  in  zwei  Theile  zerlegen : 
Man  bestimme  zuerst  die  von  dem  gegebenen  Kräftesysteme  herrührende 
Spannung  in  dem  idealen  Stabe,  dann  die  von  irgend  zwei  in  dem  ent- 
fernten Stabe  wirkenden  und  entgegengesetzt  gleichen  Kräften  in  dem 
idealen  Stabe  hervorgerufene  Spannung;  die  Bestimmung  der  in  dem  ent- 
fernten Stabe  wirkenden  Kräfte  entsprechend  der  Forderung  unseres 
Problems  bedarf  dann  nur  noch  der  Aufsuchung  einer  vierten  Proportionale. 
Denn  die  von  den  beiden  Kräftesystemen  für  sich  hervorgerufenen  Spannungen 
Summiren  sich  ja  bei  ihrer  gleichzeitigen  Wirkung,  und  die  durch  die 
beiden  entgegengesetzt  gleichen  Kräfte  hervorgerufenen  Spannungen  ändern 
sich    diesen    proportional.     Die    Aufgabe    wird    offenbar    nur    dann    eine 

*  Siehe  Henneberg:  „Statik  der  starren  Systeme^  Darmstadt  1886,  S.228flg. 
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unbestimmte  oder  liefert  nur  unendliche  Lösungen,  wenn  die  Spannung 
in  dem  idealen  Stabe  bei  jeder  Grösse  der  Kräfte  in  dem  entfernten  Stabe 
Null  wild. 

In  unserem  Falle  entfernen  wir  den  Stab  P^  P^  und  fügen  den  idealen 
Stab  P^P^  ein,  so  dass  nur  noch  der  ideale  Knotenpunkt  B  übrig  bleibt. 
Die  zu  dem  gegebenen  Kräftsejsteme  gehörige  räumliche  Figur  ist  ja  un- 
mittelbar bekannt;  denn  P'  muss  hier  in  der  Ebene  P'3  P'^  P'^  liegen.  Zu 
dem  zweiten  Kräftesysteme  8  und  —5,  das  in  P^P4^  wirkt,  möge  das 
Kräftepolygon  T^T^T^  gehören;  dann  können  wir  s  und  {  beliebig  über 
s  und  TqT^  annehmen,  wodurch  auch  T\  und  T\  bestimmt  sind.  Nun- 
mehr liegen  P', ,  P',,  P\  und  P\  in  der  Nullebene  [T^s]  yon  T\,  P\, 
P'ß,  P'g,  P\  in  der  Nullebene  [^'j«']  yon  T\  und  B'  wieder  in  der  Ebene 
P\P\P\.  In  dem  idealen  Stabe  P%Pß  wird  offenbar  dann  und  nur  dann 
die  Spannung  Null  resultiren,  wenn  die  beiden  Ebenen  P\P\P\  und 
P^^SP\  zusammenfallen,  das  heisst  B^  in,  der  Schnittlinie  der  beiden 
Ebenen  P\  P\  P\  und  P\  P\  P\  oder  in  der  Verbindungslinie  der  beiden 
Punkte  ß'=(P'iP'a,  P\P\)  nnd  /^(P'^Pj,  P\P\)  liegt.  Dann  würden 
aber  auch  die  drei  Punkte  a  =  (PjPjj,  P4P3),  P  =  (PjP5,  P^P^  und 
y  =  (PßP4,  PßPi)  in  einer  Geraden  liegen,  das  Sechseck  PiPa-P6P4P3P6  also 
wäre  ein  Pasc al'sches,  die  gegebenen  sechs  Knotenpunkte  müssten 
auf  einem  Kegelschnitte  liegen*  Liegen  umgekehrt  die  sechs  Knoten- 
punkte auf  einem  Kegelschnitte,  er,  P,  y  also  in  einer  Geraden,  so  liegt 
P*  in  der  Geraden  ay  oder  in  der  Ebene  P'gP/P'j,  es  wird  also  in  dem 
idealen  Stabe  P2P6)  welche  Grösse  auch  s  haben  mag,  stets  die  Spannung 
Null  resultiren.  Ist  daher  das  gegebene  Kräftesystem  nicht  so  beschaffen, 
dass  es  ebenfalls  in  P^P^  die  Spannung  Null  hervorruft ,  so  ruft  es  in  dem 
ursprünglichen  Fachwerke  unendliche  Spannungen  hervor.  Liegen  die  sechs 
Knotenpunkte  auf  einem  Kegelschnitte,  so  ist  demnach  unser  Fachwerk  im 
Allgemeinen  unbrauchbar. 

Diese  Beispiele  werden  genügen,  zu  zeigen,  wie  der  Cremona*sche  Ge- 
danke dazu  benutzt  werden  kann,  um  die  statische  Bestimmtheit  oder 
Brauchbarkeit  gegebener  Fachwerke  zu  untersuchen,  und  die  Benutzung 
des  Nullsystems  bei  der  Construction  von  Kräfteplänen  erhält  hierdurch  den 
Charakter  einer  allgemeinen  Methode. 


*  Yergl.  z.  B.  M  ü  1 1  e  r- Breslau :  „  Die  graphische  Statik  der  Bancoustructionen  'S 
2.  Aufl. ,  Bd.  I  S.  208  flg.    Leipzig  1887. 
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Bezeichnet 

Fig.1. 


I.  Zar  PerBpective  des  Kreises. 
(Fig.  1)    oh    den    Augenpunkt,     gh    den    Distanzpunkt, 
xy    einen    Punkt    der    Grnndebene    und    |i} 
dessen   Perspectivbild,    so   gelten   bekanntlich 
die  Oieicbnngen: 

(Ä-i?)y  =^i?5 
entspricht  hiemach  der  Kegelschnitt 

welcher  für 
oder 


dem  Kreise 


Ä»  =  (6+^)«-.r« 


zu  einem  Kreise   wird.    Die  zugehörige  Gon- 

struction    zeigt    Figur    2,     worin    ^(7  «=  6, 

AB  =s  CD  =s  r  und^Aff  die  beliebig  gewShlte 

Augenhöhe  bedeutet;    schneidet   man  nftmlicb 

auf  BQ  die  Strecke  Bd^BD    ab 

und  nimmt  QH^  Q-d^  so  ist  J7  der 

Distanzpunkt. 

An  dieses  mehrfach  behandelte 
kleine  Problem  knfipft  sich  die,  wie 
es  scheint|  neue  Frage  ^  ob  zwei  ge- 
gebene, aus  den  Mittelpunkten  C^  und 
Cg  mit  den  Radien  C^  Dj  =  r^  und 
OgDg  =  r^  beschriebene  Kreise  (Fig.  3) 
so  projicirt  werden  können,  dass 
die  beiden  Perspectivbilder  gleichzeitig 
Kreise  sind. 

ZunSchst  möge   an  den  Satz  er* 
innert  sein :    Bezeichnet  E  den  Durch- 
schnitt  der   Centrale    CiC^    mit    der 
Potenzlinie    beider    Kreise     und    ist 
CiCi  =  c,    C^E=e^^  Cii7=Cj,  so  bestehen  die  Formeln: 
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f',-r«,  +  c'  _f«,-f»,-c» 


«1 2~c         '    '^'~  2c 

nnd  die  Ereiatangenten  EF^ ,  EF,  haben  den  gemeinschaftlicben  Werth : 


f=.j/e\--r\  =  }/e\-r\. 


Plg.4. 


7n, 


' '     Pli 


V 

*s^ 

/      ^ 

V 
/ 

S'' 

^ 

»z 

A 

f 

^\ 

um  nun  die  Augenhöhe  ÄG^^h  und  die  Distanz  zu  ermitteln,  setze 
man»  dem  anfangs  Gesagten  analog,  JLC^  =  B|Dj  ==  &, ,  ÄC^  =  -^2 A  ==  ^2 
nnd  beachte,  dass  jetzt  die  Bedingung 

ZU  erftlllen  ist     Hieraus  folgt  wegen  h^  —  h^=^C'. 


mithin : 

und  schliesslich: 


r«,-r2g-c«=2c/Ä«  +  r»j,   das  ist   2ce^=:2cj/h^+ r\, 
h^^^^^f^^^f^    oder    h^f 
^  =  e^  —  6j  =  c^  —  &j. 
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Dies  giebt  die  Constrnction  (Fig.  3) :  man  bestimme  zunSchst  den 
Pankt  Ej  lege  die  Gmndlinie  darcb  eineih  beliebigen  Pankt  Ä  der  (reraden 
C^E  senkrecht  m  letzterer  nnd* nehme  die  Strecke  AG=^EFi  =  EF^\ 
dann  ist  G  der  Augenpnnkt  Der  zugehörige  Distanzponkt  findet  sich  da- 
durch y  dass  man  anf  Bi G  und B^ G  die  Strecken  B^ d^  =^B^D^y  B^ d^  =  B^ D^ 
abschneidet;  die  Beste  Gd^  und  Gd^  sind  dann  gleich  und  geben  die  Distanz 
GH^  oder  GtjEZ^»  so  dass  der  Horizont  die  Potenzlinie  der  beiden  Perspectiv- 
bilder  ist  Nimmi  man  GH  =^  GH^  senkrecht  zu  GH^^  so  ist  H  das  in 
die  Bildebene  aufgeklappte  Projectionscentrum. 

In  dem  speciellen  Falle,  wo  A  auf  E  gelegt  wird,  schrumpfen  die 
beiden  Ereisbilder  zu  Punkten  zusammen;  f&r  C^Ä^  C^E  erhalten  die 
Ereisprojectionen  die  entgegengesetzte  Lage  (Fig.  4). 

Zu  der  durch  E  gehenden  Potenzlinie  gehören  bekanntlich  nicht  nur 
die  ursprünglichen  zwei,  sondern  unendlich  viele  Kreise;  diesem  Kreisbüschel 
entspricht  im  Bilde  wieder  eine  Schaar  von  Kreisen ,  von  denen  der  Horizont 
die  gemeinschaftliche  Potenzlinie  ist.  Daran  würden  sich  noch  manche 
coUineare  Beziehungen  knüpfen  lassen.  Schlömilgh. 


n.  CoBstmctionen  der  Krümmnngsmittelpunkte  you  Kegelsehnitteit 

1.  Die  Tangenten  in  den  Schnittpunkten  einer  Geraden  mit 
einer  Schaar  concentrischer,  Shnlicher  und  fthnlich  liegender 
Kegelschnitte  umhüllen  eine  Parabel,  welche  die  Gerade 
berührt. 

Besteht  die  Schaar  aas  Ellipsen,  so  projicire  man  sie  als  concentrische 
Kreise.  Die  Normalen  in  den  Schnittpunkten  mit  der  Geraden  gehen  sSmmt- 
lich  durch  den  Mittelpunkt,  folglich  umhüllen  ihre  zugehörigen  Tangenten 
eine  Parabel,  welche  die  Gerade  berührt.  Somit  umhüllen  auch  die  Tangenten 
in  den  Schnittpunkten  der  Ellipsenschaar  eine  Parabel,  welche  die  schnei- 
dende Gerade  berührt.  Da  diese  Eigenschaft  projectivisch  ist,  so  wird  sie 
auch  für  eine  Hjperbelschaar  gelten. 

2.  Die  Normalen  in  den  Schnittpunkten  einer  Geraden 
mit  einer  Schaar  concentrischer,  Shnlicher  und  Sinnlich 
liegender  Kegelschnitte  umhüllen  eine  Parabel,  welche  die 
Gerade,  sowie  die  Hauptachsen  der  Schaar  berührt. 

Man  polarisire  die  Tangentenparabel  in  Bezug  auf  einen  Kreis,  dessen 
Mittelpunkt  im  Brennpunkt  0  der  Parabel  liegt,  so  ist  die  Polarfigur  ein 
Kreis,  auf  dem  die  Pole  P  der  sämmtlichen  Tangenten,  unter  diesen  ins- 
besondere der  Pol  Ä  der  Schnittgeraden,  sowie  der  Brennpunkt  0  liegen. 
Die  Pole  Q  der  Normalen  liegen  in  den  Schnittpunkten  der  auf  den  Strahlen 
OP  in  0  errichteten  Senkrechten  mit  den  Strahlen  AP.  Da  nun  die 
Strahlbtlschel  0{Q)  und  A{P)  projectivisch  sind,   nämlich  beide  congruent 
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dem  Sirahlbttscbel  0{P)j  so  liegen  ihre  Schnittpunkte  Q  auf  einem  Kegel- 
schnitt, der  dorch  0  und  Ä  geht  und  durch  Rttckpolarisirung  eine  Parabel 
ergiebt,  welche  die  Schnittgerade  berührt  und  den  Brennpunkt  0  hat. 
Endlich  befinden  sich  unter  den  Normalen,  welche  die  Parabel  umhüllen, 
auch  die  Hauptachsen  der  Kegelschnittschaar ,  als  Normalen  von  Kegel- 
schnitten in  den  Schnittpunkten  der  gegebenen  Geraden  mit  den  Haupt- 
achsen. 

Eine  nShere  Betrachtung  der  beiden  ümhüllungsparabeln  der  Tangenten 
und  der  Normalen  ergiebt  manche  sehr  bemerkenswerthe  Eigenschaften  der 
Kegelschnitte,  auf  die  jedoch  hier  nicht  weiter  eingetreten  wird.  Es  sei  nur 
noch  angemerkt ,  dass  die  Achsen  der  beiden  Parabeln  auf  einander  senkrecht 
stehen. 

3.  Greift  man  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  heraus,  so  erhält  man 
aus  2.  den  Satz: 

In  einem  Kegelschnitt  umhüllt  eine  Secante  mit  den  Nor- 
malen des  Kegelschnitts  in  ihren  Schnittpunkten  und  mit 
den  beiden  Hauptachsen  eine  Parabel. 

Lässt  man  endlich  die  Secante  in  eine  Tangente  übergehen,  so  geht 
der  Schnittpunkt  der  beiden  zusammenfallenden  Normalen  in  den  Krümmnngs- 
mittelpunkt  über  und  wird  zugleich  ihr  Berührungspunkt  mit  der  Parabel. 
Demnach : 

Die  Parabel,  welche  die  Tangente  und  die  Normale  eines 
Kegelschnittpunktes  nebst  den  Hauptachsen  umhüllt,  berührt 
die  Normale  im  Krümmungsmittelpunkt,  der  zum  Kegelschitts- 
punkt  gehört.  Der  Durchmesser  des  Kegelschnittpunktes  ist  Leitlinie 
der  Parabel. 

Betrachtet  man  daher  die  Tangente  und  die  Normale  nebst  den  beiden 
Hauptachsen  und  der  unendlich  entfernten  Geraden  als  ein  der  Parabel 
umgeschriebenes  Fünfeck;  so  liefert  der  Brian  cho nasche  Satz  sofort  mehrere 
Constructionen  des  Krümmungsmittelpunktes ,  je  nach  der  Anordnung  dieser 
fünf  Geraden  zu  einem  Fünfeck.  Bei  jeder  dieser  Constructionen  sind 
lediglich  drei  Gerade  zu  ziehen,  nämlich  je  eine  Parallele  zu  zwei  jener 
Geraden  und  eine  Verbindungsgerade. 

Es  sei  nur  die  eine  Construction  erwähnt:  Aus  dem  Schnittpunkt  der 
Normalen  mit  einer  Hauptachse  ziehe  man  die  Parallele  zur  Tangente  und 
aus  dem  Schnittpunkt  derselben  mit  dem  Durchmesser  des  Kegelschnitt- 
punktes die  Parallele  zur  anderen  Hauptachse,  so  wird  die  Normale  von 
ihr  im  Krümmungsmittelpunkt  getroffen. 

Basel,  16.  November  1894.  Prof.  Kinkelin. 
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HL  Der  BniiBeiibreimer. 

In  Eirchboff's  „Vorlesungen  über  die  Theorie  der  WKruie**,  heraus- 
gegeben im  Jahre  1894  von  Planck,  findet  sich  als  Beispiel  (XII,  §  4)  die 
Bunsenlampe  erwfthnt  neben  der  Wasserstrahlpumpe,  als  ob  bei  ihr 
auch  die  Dichte  des  strOmenden  Agens 

wäre.  ^* 

Dieses  Versehen  wäre  unbedeutend  und  würde  von  jedem  aufmerk- 
samen Leser  sogleich  corrigirt  werden.  Allein  im  nächstfolgenden  §  6  wird 
als  zweites  (und  letztes)  Beispiel  der  Anwendung  diese  Lampe  aasfdhrlich, 
soweit  dies  bei  Eirchhoff  denkbar  ist,  behandelt  (eine  Druckseite  als 
Schluss  von  XII)  und  unter  den  Besultaten 


verzeichnet  für  die  Ausflussgeschwindigkeit  des  Gases  aus  dem  Gasbehälter 
vom  Drucke  Pj ,  wo  p^  den  Luftdruck  und  a  eine  kleine  Grösse  bedeutet, 
nämlich  das  Verhältniss  q^ :  q^  der  Ausflussöffnung  des  Ghtses  zur  Einfluss- 
öffnung der  atmosphärischen  Luft. 

Sieht  man  von  a  einstweilen  ab  und  bezeichnet  dafUr  (mit  Eirch- 
hoff) den  vor  der  Oeffnung  gj  stattfindenden  Druck,  der  kleiner  als  p^ 
ist,  mit  p\,  so  käme  ^i/öTZ 77^ 

was  aber  offenbar  gemäss  der  bekannten  Torricelli*schen  Formel  heissen 


«.=/2 


Ist  z.  B.  p^  gleich  einer  Atmosphäre  oder  rand  ICXX).  1000 


-         ^  Centim.  See." 

1        Gramm 
so  ist  fij  =  fyjK-ö  rJ — T — 8  •   ^  ^^  Leuchtgas  ungefähr  halbmal  so  schwer 

ist,  als  die  Luft.  In  den  luftleeren  Baum  (wenn  p\  gleich  Null  wäre) 
strömt  also  das  Leuchtgas  stationär  über  mit  der  Geschwindigkeit  ungefähr 
560  Meter  in  der  Secunde. 

Soviel  wird  genügen,  um  das  Bedürfniss  nach  Ersatz  der  an  den  ge- 
nannten Stellen  mitgetheilten  Formeln  durch  richtigere  zu  rechtfertigen. 
Ich  werde  mich  hierbei  zwar  an  den  unmittelbar  voranstehenden  §  3  mit 
seinen  Bezeichnungen  halten ^  aber  dennoch  die  Darstellung  so  fassen,  dass 
sie  auch  allein,  ohne  Benutzung  jenes  Buches,  verständlich  wird. 

besagt,  dass  in  dem  Baume  vor  gj,  in  welchem  die  Gas-  und  Luftmischnng 
geschieht,  soviel  von  beiden  Stoffen  ein-  als  in  der  gleichen  Zeit  aus- 
strömt; fiQ  ist  in  unserem  Falle  die  Dichte  der  atmosphärischen  Luft, 
welcher  gegenüber  ich  vorhin  fi^  als  halb  so  gross  angeführt  habe;  ft,  ist 
die  Dichte  des  Gemisches. 
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2)  go  ^0  <  +  9i  ^1 A  -  ^i  !««<  +  9oPo  +  Qi  P\  -  ft P  2  =  0 

entspricht  in  der  elementaren  Mechanik  der  Oleichang  von  BewegungsgrOsse 
und  Zeitwirkung  der  Kraft  beim  Ein-  und  Aostritte  in  den  Mischungsranm. 
Denn  die  indizirten  Drücke,  von  denen  p\  schon  oben  erwfthnt  wnrde, 
wirken  als  ErgSnzung  zu  den  BewegangsgrOssen.  um  da  von  Bewegangs- 
grosse  nnd  Zeitwirkung  der  Kraft  reden  zu  können,   darf  man  nur  jedes 

der  drei  u'  zerlegen  in  u  •  --  und  mit  dem  gleichen  t  die  ganze  Gleichung  2) 
mnltipliciren. 

3)  p\  =  p, 

gilt,  wie  bei  der  Dampfstrahlpnmpe  a.  a.  0.,  auch  für  unsere  Lampe. 

4)  P,'  =  p'o 

desgleichen.  (Die  im  Buche  unmittelbar  vorangeschickte  9o  +  9i^?8  S^^^ 
hier  nicht,  oder  wäre  wenigstens  eine  unnOthige  Beschränkung;  sie  ist 
meines  Erachtens  auch  dort  zur  Begründung  von  4)  nicht  nöthig.) 

sind  die  schon  berührten  Gleichungen  der  lebendigen  Kraft  beziehungsweise 
für  das  Gas  und  die  einstrOmende  Luft  (Toricellis  Gesetz), 
üeberdies  gilt  bei  der  Bunsenlampe  speciell 

Po  =  Pi- 

Demnach  rednciren  sich  die  sechs  Gleichungen  auf  die  vier  folgenden: 
1)  bleibt;  2)  wird  zu 

2*)         goN^\  +  Qi Ml <  -  gj  j»2tt%  +  (g'o  +  qi)p\  -  ft i>o  =  0; 
3)  und  4)  sind  schon  benutzt,  wie  auch  Pq  »Ps*,  5)  bleibt  und  6)  wird  zu 
6*)  .«,««0  =  2(1)0-1.',). 

Aus  diesen  vier  Gleichungen   lassen   sich  UqUiU^  und  p\  bestimmen. 
Wie   am    Schlüsse    von   §  4  und  von  §  5  erwähnt  wird,   müssen  die 
gefundenen  Geschwindigkeiten  UqUiU2  der  Ungleichung 

Po^o^o  +  Pi  9'i<*i  -  Pi^i^i  >  t> 
entsprechen,   weil  durch  Reibung  etc.    ein  Theil   der  Arbeit  (in  der  Zeit- 
einheit) im  Mischungsranm  verloren  geht. 

Die  Gleichung  2)  oder  2"*^)  erinnert  an  die  eine  der  beiden  Gleichungen 
des  Stosses  unelastischer  wie  elastischer  KOrper,  die  von  den  Bewegungs- 
grOssen  handelt,  die  letzte  Ungleichung  an  die  zweite  Gleichung  des  ele- 
mentaren Stosses  elastischer  KOrper^  wobei  man  so  hftufig  die  auf  Er-. 
wärmung  und  bleibende  Formänderung  verwandte  lebendige  Kraft  ausser 
Acht  Iftsst,   was  beim  Stosse  der  unelastischen  Körper  von  vornherein  als 
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unthunlich  sich  seigt.  Bei  letzterem  Stosse  bedarf  man  anch  keiner  zweiten 
Gleichung,  da  die  gemeinsame  Geschwindigkeit  beider  Körper  nach  dem 
Stosse  schon  ans  der  ersten  Gleichung  sich  ergiebt  (siehe  ,» Physikalisches 
Repertorium*'  1890  S.  146  nnd  1883  S.  338). 

Ich  will  nnn  auch  noch  die  vier  Gleichungen  zu  einer  numerischen 
Anwendung  benutzen.  Ein  Slterer  Bunsenbrenner  mit  zwei  Luftlöchern 
Yon  je  neun  Millimeter  Durchmesser  (bei  neueren  sind  diese  kleiner)  hat 
als  GasöffnuDg  nicht  viel  mehr  als  einen  Millimeter  Durchmesser,  als  Aus- 
strömungsöfihung  für  das  Gemisch  auch  eine  solche  mit  neun  Millimeter 
Durchmesser.  Deshalb  wird  die  erste  Gleichung,  mit  Weglassung  des  ge- 
meinsamen Factors  -rrrp: —  >  uahezu 
4(X)|iio 

1.)  ,60^+ '^.80^^^. 

wenn,  wie  oben,  die  relative  Gasdichte  zur  Luft  wie  1  zu  2  angenommen 
wird  und  fi,  nahe  gleich  /Hq  gilt.  Es  entspricht  dies  auch  der  Thatsache, 
dass  die  angesaugte  Luft  stets  im  üeberschuss  vorhanden  ist  (siehe  auch 
das  am  Anfange  des  gegenwärtigen  Absatzes  über  die  Querschnitte 
Gesagte). 

In  der   weiter  oben   stehenden  Gleichung  2*)  können  wir  alsdann  g,, 
wo   es  als  Summand  neben  g^  steht,   weglassen,   und  dieselbe  heisst  jetzt, 

nach  Kürzung  mit  dem  gemeinsamen  Factor  -rruz' 

2**)  I60u\  +  s  w»  =  80u%  -  160  ^  +  80^. 

Die  Gleichung  5)  wird  jetzt 
5*)  u\  =  4>^ 


und 

6*)  u«  =2.-?^^^:^. 

Diese  vier  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  UqU^u^p'i  liefern:  die 
erste  angenähert,  mit  Weglassung  des  zweiten  Gliedes, 

ferner  die  dritte  und  vierte,  wenn  man  vorerst  von  dem  geringen  unter- 
schiede zwischen  p^  und  p^,  der  in  der  Wirklichkeit  wenige  Centimeter 
Wasser  betragt,  absieht,  2tt*o  =  t**,. 

Nun  für  t«,  und  U|  in  der  zweiten  Gleichung  Uq  eingeführt,  wobei 
vorerst  auch  das  zweite  Glied  wegen  seiner  Kleinheit  wegfällt,  dann  wird 
aus  ihr  i^'        1  «^ 

>  und  6*)  kann  man  schreiben : 


Kleinere  Mittheilungen. 

Durch  Sobtraction  findet  man 

,       5  5 

Atmosphäre  als  Drock  im  Mischnngaranm.     Alsdann: 

"»-3Vo      ^"3   ,^'     "'-3   ,; 

°^^\  «0=16000,     «,=  23000,     „,=  32000  ^5|B^^' 

fttr  die  Geschwindigkeiten,  nSmlich  der  Ansaugung  der  Luft,  des  Ueber- 
tritts  vom  Leuchtgas  in  den  Mischungsraum  und  des  Austritts  des  Gas- 
gemisches in  die  freie  Atmosph&re. 

In  der  weiter  oben  stehenden  Ungleichung,  welche  auf  6*)  folgte, 
lassen  wir  die  p  und  ebenfalls  das  zweite  Glied  weg  und  finden 

16.16-8.32  =  0; 

aber  mit  HinzufQgung  des  zweiten  Gliedes  wird  doch  die  linke  Seite  grösser 
als  Null,  das  ist  „die  nothwendige  Bedingung  dafür,  dass  eine  Bewegung 
unseren  Gleichungen  gemftss  mOglich  ist^. 

Zweite  Annäherung:  Ich  führe  in  die  vier  letzten  Gleichungen, 
die  zur  Bestimmung  von  UqU^u^p'i  benutzt  wurden,  die  Correcturglieder 
dtto,  (2M|,  dti|,  dp\  ein  und  erhalte: 

1')  160  duo  +  ~dt*i-80dii,= -1.23000, 

20    320. 16000(ltio+23000(lu,-160.32000du,=-g  .23000*- 160^S 


5')  23000dwi  =  2.5^  ^-2^* 

6-)  16000iuo  =  -^ 


Ho 


Dabei  ist  in  der  vorletzten  Gleichung  angenommen  worden,  dass  sich 
der  Druck  jp|  im  Gasbehälter  um  vier  Centimeter  Wasser  höher  stellt,  als 

der  Luftdruck  in  der  freien  Atmosph&re,  das  ist  um  nahe  ^-^^  Atmosphäre, 
so  dass  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  wird: 

2.^2. 10* 
250 
oder  nahe  6.10^. 

Es  entsteht  also  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  durch  Elimination 
von  dp\  _  52000 duo  +  23000duj  =  6 .  10«, 

'^^'*''«  du,-260+l,4duo. 

Dies  in  1')  eingesetzt,   mit  Weglassung  von  0,1  du^  gegen   IGOdu^, 
80  wird  aus  1')  jg  ^^^  .  8  dw,  =  -  1163 ; 


64  Kleinere  Miitheilangen. 

und,  wenn  man   -^  gemäss  ö')  und  dU|  gemäss  der  vorletzten  Gleichung 

f*o 
in  2^)  eliminirty  dann  wird  aus  2'): 

2592itto  -  6120dM,  =  -  27050. 

Aus  diesen  beiden  Oleichungen  fand  ich  zunächst 

duo  =  -    62, 

dann  j  i     oi 

du^  =  +    21, 

und  durch  Einsetzen  von  du^     , l  1 7^ 

und  aus  6-)  J^  ^    j30q[ 

das  ist  von  10^  oder  einer  Atmosphäre  der  nahe  800.  Theil. 
Demnach  sind  die  verbesserten  Werthe: 
t*o  =  16940,    t*,  =  23170,    Ug  =  32020,    p\^q  +  gjy    Atmosphäre, 

welche  von  den  froheren  so  wenig  abweichen,  dass  man  angesichts  der 
Näherang  überhaupt,  die  man  bei  solchen  Problemen  vor  sich  hat,  ganz 
gut  die  frahereu  Werthe  belassen  kann.  Diese  erscheinen  aber  jetzt  durch 
die  zweite  Annäherungsrechnung  gewissermassen  gestützt. 

Zusatz  1.  Auch  die  Verhältnisse  der  Querschnitte  sind,  wie  schon 
gesagt,  oft  derart,  dass  q^  :  q^  nicht  gleich  2  ist,  wie  in  obiger  Rechnung 
angenommen  wurde,  sondern  z.  B.  etwas  über  1,  etwa  1^,  was  zu  einem 
neuen  Bechenbeispieie  Veranlassung  geben  könnte.  Dagegen  ist  ^^  an 
einem  anderen  Brenner  zwar  nicht  der  80.  Theil  wie  oben,  so  doch  der 
60.  Theil  von  q^ ,  also  ein  noch  kleinerer  Theil  von  qQ. 

Zusatz  2.  Die  sechserlei  Drücke  PoPiPiP'oPiP\  rühren  von  der 
Anlehnung  an  Kirchhofes  Formeln  her,  die,  wie  im  Eingange  gesagt 
wurde,  zunächst  anderen  Untersuchungen  als  der  obigen  dienen  sollten;  für 
den  Bunsenbrenner  würden  von  vornherein  i^oP^p'^  genagt  haben,  wie  aus 
den  von  mir  besonders  numerirten  Gleichungen  hervorgeht. 

Anmerkung.  Ich  benutze  diese  Gelegenheit,  um  einige  inzwischen  wahr- 
geuommenen  Korrektaren  meiner  Abhandlungen  vom  vorigen  Jahrgange  dieser  Zeit- 
schrift beizufügen: 

S.  126  Z.  14  u.  15  von  unten  mass  et  stehen  statt  ß,  was  weiter  keinen  Eintrag 
that.  Dagegen  werde  ich  bei  einer  kflnftigen  Gelegenheit  zeigen,  dass  es  bei 
ClausiuB  und  Kirchhoff  IX  für  c  bezw.  h  des  Wassers  gegenüber  dem  Eise 
0,969  heissen  soll  statt  0,946,  wie  auch  auf  meiner  Seite  126  steht. 

S.  191  Z.  9  von  unten  muss  statt  des  zweiten  D  stehen  -D,  was  im  üebrigen 
schon  berücksichtigt  ist. 

Prof,  Dr.  KuBz. 
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Illorxu  BottAscn  Ton  B.  U.  Teubuer  In  Leioxie. 


Soeben  erfc^ien  im  IBerlage  t)on  $B.  ®.  Xeubner  in  fiei))$id: 

mti^M\^t%  SeHrliidi 

ber 
tion 

Dr.  Gustav  Holzm&llePy 

^DireUot  ber  &mnU\^ule  (9iealf(9ule  mit  $a(^naf[en)  su  ^agen  i.  SS. 
aRttflIicb  bCT  Äolf.  ßeop.  ©otol.  atabcmie  bct  9loturforjijct. 

3n  brei  2:eilen.    gr.  8.    3«  Sn».  geb. 
I.  %txl,  nad)  3a!^tgängen  georbnet  unb  big  §ur  5Ib?d^lu6prüfung  bct  öoflanftaltcn 
reic^enb.    3)lit  142  giguren  im  Xejt.    [VIE.  u.  212  ©.]    1894.  n.  uT  2.40. 
II.     »      für  bic  brei  Dbertlaffen  ber  Ijöl^eren  Sej^ronftalten  bcftimmt.   9Rit  210  fjigurcn 

im  Xejt.     [Vn  u.  273  ©.]     1894.     n.  Jf  3.—. 
111.     =      Sel^r=  unb  Übung^ftoff  ifXix  freien  «uSioal^l  filr  bie  ^rirno  realijlife^er  Sott« 
anftalten  unb  ^ö^erer  5ad^f(|ulcn,  nebft  SSorbereitungen  auf  bie  $od&fd^uI= 
SRatl^ematif.    mit  160  Sigurcn  im  Xejt.  [VÜI  u.  224  6.]   1895.  n,  Jf  2.80. 

3)iefed  Sudg  ift  in  Vrettften  fdfdtt  itadft  Hcm  etfdfteitten  dtttdft  SRittifterinU 
ßtlaft  Udot  16.  Seüruar  1894  sut  Sinfftlirung  gelmtgt.  eüettfd  in  anHeren 
Stuaren,  nnb  ^toat  u.  o.  am  (^^mnaftum  Mart.  Cath.  ^u  JBtunnfdftloeig,  an  ber 
9leal}d^ule  ^u  ^tMi^htt^,  an  ber  ©emerbefd^ule  p  0agcn.  cltsi  ^erjogl.  ©c^ullel^rers 
@eminar  ju  $illl]intgMufenr  an  ber  9le!toratf$uIe  ju  pd|ienlimlittrg,  am  $&b:^ 
ogogium  ju  düterüngf,  an  ber  ^Realfd^ute  gu  dneHlinünrg,  am  ^rog^mnafium  mit 
9}eal|d^ule  )u  Kog^i^  <(*  9>j  ^^  ^^ntnaftum  ^vl  Sc||loeil»ttii(,  an  ber  97ealfd^ule  $u 
6eefen  o*  0,,  am  3nftitut  etiielloigge  bei  Sübenfd^eib,  on  ber  9lcolfd^ule  ju  S9o(fens 
h&tttl,  an  ber  ^anton^jd^ule  ^u  3ng  u.  f.  tv.,  to)ä^renb  eine  gro^e  ^njal^I  bon  Sin^ 
pl^rungen  für  ba«  noc^fte  (Bd)ul\ai)t  beborfte^t. 

»elanntlid^  toar  ber  JBerfaffer  9Ritglieb  ber  ©t^ulreform^Äonferenj  ju  ©erlin  unb 
ift,  njie  avL»  feinem  ©utac^ten  ^u  ben  neuen  mat^ematifd^en  Se!5r|)länen  im 
€enttanilatte  Her  pttnk.  ttntetrtidgtdtiermaUttng  1892,  Seite  684  ff.  (abgebrucft 
nebft  Jöemerfungen  bc5  werf,  über  bie  Sel^r^Iäne  in  ber  S^iMt^tift  für  mat^e- 
matifd^en  unb  naturnjiffenfd^aftUd)en  Unterrid^t  1893,  2.  ^eft  unb  in  ber 
Seitfd^rift  für  loteinlofe  l^ö^ere  ©d^ulen  1893,  3anuor=gfebruar)  gefc^toffcn 
werben  barf,  nid^t  ol^ne  ©influß  auf  bie  ©eftaltung  ber  ^reujifd^en  ief^xp\&nt  geblieben. 

Sen  $0.  Sireftdten  nnd  ^üt^Uhtttn  fte^en  Hom  I*  nnH  ll.  Seil  9frei= 
ei:ettMiriitej[nr  Prüfung  üetnfd  etient  ^inf&Qtnng  neüft  am^ffitrlidftem  Segleits 
mort  Hed  Cerf.  m  Sienften. 


Von  demselben  Verfasser  erschien  im  gleichen  Verlage: 

Einf&hrimg  in  das  stereometrische  Zeichnen. 

!Mit  Berücksichtigung  der 

Krystallographie  und  Kartographie. 

Mit  16  lithogr.  Tafeln. 
[VI  u.  102  S.]  gr.  8.  1886.  kart.  J(  4.40. 
Der  Verfasser  hofft  ein  Werkchen  geschrieben  zu  haben,  welches  durch 
Text  und  Zeichnung  dem  Lehrer  und  Schüler  Dienste  leisten  kann,  jedoch  auch 
solchen,  die  sich  in  die  Krystallographie  und  Kartographie  hineinarbeiten  wollen, 
Nutzen  bringen  wird.  Vor  allem  wird  es  auch  dem  denkenden  Zeichenlehrer 
mancherlei  Aufschluß  geben.  Klarheit,  Einfachheit  der  Darstellung  und  Korrekt- 
heit suchte  der  Verfasser  in  erster  Linie  zu  erreichen.  Die  Methode  hielt  er  in 
diesem  Falle   für  wichtiger   als   das  System.    Daß    er  selbst  seine  Methode  im 


V. 

Homocentrisohe  Brechung  des  Lichtes 
durch  das  Prisma. 

Von 

Dr.  L.  BUBMESTEB, 

Profeaior  »n  der  Teohnitohen  Hoohiohule  in  Mttochen. 


Hiena  Tafel  11  und  III  Figur  1*14. 


I.  Vorbemerkungen. 

Bei  der  viel  behandelten  Brecbang  des  Lichtes  darch  das  Prisma 
wurde  der  homocentrisohe  Durchgang  der  Strahlen  noch  nicht  untersucht. 
Es  hat  sich  die  unrichtige  Ansicht  erhalten,  dass  bei  einem  einfallenden 
unendlich  dünnen  Strahlenbündel,  dessen  Strahlen  von  einem  beliebigen 
Punkt  ausgehen  oder  nach  demselben  gerichtet  sind,  nach  dem  Durch- 
gange durch  ein  Prisma  sich  in  einem  Punkte  nicht  wieder  vereinigen 
können.  Nur  in  dem  besonderen  Fall,  in  welchem  der  Durchgang  der 
Strahlen  im  Minimum  der  Ablenkung  erfolgt,  und  so  dicht  an  der 
brechenden  Kante,  dass  die  Strahlenlttnge  im  Prisma  als  unendlich  klein 
betrachtet  werden  kann,  ist  die  Vereinigung  der  austretenden  Strahlen 
erkannt;  aber  dieser  Durchgang  hat  nur  als  Orenzfall  geometrische  Be- 
deutung. 

Wir  werden  in  dieser  Abhandlung  beweisen,  dass  bei  der  Brechung 
der  Strahlen  durch  ein  Prisma  jedem  Punkt,  von  dem  die  Strahlen  eines 
bestimmten  unendlich  dünnen  Strahlenbündels  ausgehen  oder  nach  dem 
sie  gerichtet  sind,  wieder  ein  Punkt  entspricht,  durch  den  die  ent- 
sprechenden austretenden  Strahlen  gehen,  und  dass  dies  auch  bei  beliebig 
vielen  Prismen  gilt,  deren  brechenden  Kanten  parallel  sind. 

Jene  unrichtige  Ansicht  ist  entstanden,  weil  Helmholtz*  zur  Ver- 
einfachung der  allgemeinen  Gleichungen  für  den  Durchgang  der  Lichtstrahlen 
durch  ein  Prisma  die  Strahlenlfinge  im  Prisma  vernachlässigte  gegen  die 
Strahlenlange  von  dem  leuchtenden  Punkt  bis  zum  Prisma. 


^  H.  Helmholtz:  „Physiologische  Optik."    1867.    S.  843;  dessen  „Wissen- 
schaftliche Abhandlangen."   1883.   Bd.  ü.  S.  164. 

Z«itSGhTift  f.  Mathem»tik  n.  PhTSik.  40.  Jahrg.  1866.  9.  Heft  6 
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Zuerst  wollen  wir  die  hekannten  Beziehungen  erwfthnen,  die  bei  der 
Strahlenbrechung  aus  einem  Medium  in  ein  anderes  bestehen ,  um  diese 
Beziehungen  bei  den  nachfolgenden  Betrachtungen  zu  verwenden. 

In  Figur  1  (Taf.  II)  ist  die  Trennungsebene  E  zweier  Medien  durch  die 
Gerade  E  dargestellt.  Tritt  ein  Lichtstrahl  l  im  Punkt  Q  aus  dem  einen 
Medium  in  das  andere  brechende  Medium,  dann  ist  der  gebrochene  Strahl  X 
durch  das  Brechungsgesetz  bestimmt.  Ziehen  wir  durch  Q  auf  die  Trennungs- 
ebene E  das  Loth  ^N;  setzen  wir  den  Einfallswinkel  iQN^e^  den 
Brechungswinkel  AQN  =  e  und  den  Brechnngsindex  gleich  n,  so  ist 

-.  sine 

1)  -: —  =  n 

und  die  Strahlen  ?Q,  XQ  liegen  näit  dem  Lothe  in  einer  Ebene,  die 
Einfallsebene  genannt  wird. 

Hiernach  erhalten  wir  zu  einem  beliebigen  Strahl  IQ  den  gebrochenen 
Strahl  QX,  wenn  wir  um  Q  zwei  Kreise  k^  k  beschreiben,  deren  Radien 
QHy  QH  sich  wie  1  :  n  yerhalten  und  durch  den  Punkt  H  die  Senk- 
rechte HH  auf  E  ziehen,  dann  geht  der  Strahl  QX  durch  den  Punkt  H. 
Ist  umgekehrt  der  Strahl  Qk  gegeben,  so  ziehen  wir  durch  den  Punkt  H  die 
Senkrechte  HH  auf  E^  und  der  Strahl  IQ  geht  dann  durch  den  Punkt  JJ. 

Nehmen  wir  an,  dass  in  Figur  1  durch  einen  Punkt  A  des  Strahles  a&, 
der  die  Trennungsebene  E  im  Punkt  6  trifft»  unendlich  viele  Strahlen 
gehen,  die  mit  dem  Strahl  a&  ringsherum  unendlich  kleine  Winkel  bilden, 
dann  wird  die  Gesammtheit  dieser  Strahlen  ein  unendlich  dünnes 
centrales  Strahlenbündel  und  der  Strahl  aQ  der  Hauptstrahl 
desselben  genannt.  Die  entsprechenden  gebrochenen  Strahlen  gehen,  wie 
die  geometrische  Optik  gelehrt  hat,  durch  zwei  Gerade,  Brennlinien,  von 
denen  die  eine  in  einem  Punkt  A|  des  gebrochenen  Strahles  6  a  senkrecht 
auf  der  Einfallsebene  aQa  steht,  und  die  andere  die  in  der  Einfallsebene 
liegende  Gerade  APi^  ist  und  auf  der  Trennungsebene  E  senkrecht  steht. 
Dieses  von  den  gebrochenen  Strahlen  gebildetes ,  unendlich  dünnes  Strahlen- 
bündel wird  ein  astigmatisches  Strahlenbündel  und  der  Strahl  6a 
der  Hauptstrahl  desselben  genannt. 

Die  Schnittpunkte  A^,  A^  dieses  Hauptstrahles  mit  der  zur  Einfalls- 
ebene senkrechten  Brennlinie  und  mit  der  in  der  Einfallsebene  liegenden 
zur  Trennungsebene  senkrechten  Brennlinie  AA^  heissen  resp.  der  erste 
Brennpunkt  und  der  zweite  Brennpunkt.  Wenn  aber  angenommen 
wird,  dass  sich  in  einem  Punkt  0  des  Hauptstrahles  6a  ein  Auge  be- 
findet, welches  nach  diesen  Punkten  schaut,  dann  werden  die  Punkte  A|, 
A2  Auch  der  erste  Bildpunkt  und  der  zweite  Bildpunkt  des 
Punktes  A  genannt  Die  im  Punkt  A|  auf  der  Einfallsebene  senkrechte 
Brennlinie  heisst  die  erste  Brennlinie  und  die  andere  in  der  Einfalls- 
ebene befindliche  Brennlinie  heisst  die  zweite  Brennlinie.     Die  beiden 
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senkrecht en  Ebenen ,  welche  durch  den  Hanptstrahl  6  ce  gehen  nnd  diese 
Brennlinien  enthalten,  werden  resp.  die  erste  und  die  zweite  Brenn- 
ebene genannt.  Die  zweite  Brennebene  ist  also  identisch  mit  der  Einfalls- 
ebene nnd  die  erste  Brennebene  ist  senkrecht  aaf  derselben. 

Wir  wollen  einen  Pankt,  von  dem  die  einfallenden  Strahlen  eines 
unendlich  dünnen  Strahlenbündels  ausgehen  oder  nach  dem  dieselben  ge- 
richtet sind,  einen  Lichtpunkt  nennen.  Befindet  sich  der  Punkt  im 
Medium  der  einfallenden  Strahlen,  dann  ist  er  ein  wirklicher  Licht- 
punkt; befindet  er  sich  im  Medium  der  gebrochenen  Strahlen,  dann  ist 
er  ein  virtueller  Lichtpunkt. 

Oeht  von  einem  Lichtpunkt  ein  sehr  dünnes  Bündel  homogener  Licht- 
strahlen aus,  so  wird  ein  in  dem  Hauptstrahl  6a  befindliches  Auge  0 
▼ermittelst  eines  auf  den  Punkt  A|  eingestellten  Mikroskopes  an  der  Stelle  Aj 
eine  kurze  Lichtlinie  erblicken,  die  senkrecht  zur  Einfallsebene  ist.  Wird 
hierauf  das  Mikroskop  mit  dem  Auge  0  verschoben  auf  den  Punkt  A^  ein- 
gestellt, dann  verschwindet  diese  Lichtlinie  und  es  erscheint  in  senkrechter 
Bichtung  zu  ihr  eine  andere  kurze  Brennlinie  an  der  Stelle  A2. 

Der  Abstand  der  beiden  Bildpunkte  A|,  A^  heisst  die  homocentrische 
Differenz.  Fallen  diese  beiden  Bildpunkte  in  einem  Punkt  Aq  zusammen, 
ist  also  die  homocentrische  Differenz  gleich  Null,  dann  gehen  alle  ge- 
brochenen Strahlen  durch  diesen  Punkt  Ao )  und  das  astigmatische  Strahlen- 
bündel geht  in  ein  unendlich  dünnes  centrales  Strahlenbündel  über.  Dem 
Punkt  Ä  entspricht  dann  ein  homocentrischer  Bildpunkt  Aq»  das 
heisst  ein  eigentliches  Bild. 

II.  Affine  Besiehnngen  zwischen  den  Lichtpunkten  nnd  den  Bildpnnkten 
bei  der  Brechung  paralleler  Lichtstrahlen. 

Gehen  in  Figur  2  von  einem  Funkt  Ä  die  Strahlen  eines  einfallenden; 
anendlich  dünnen  Strahlenbündels  aus,  so  entspricht  demselben  ein  astig- 
matisches Strahlenbündel,  um  den  ersteo  Bildpunkt  A|  desselben  zu  be- 
stimmen, nehmen  wir  einen  in  der  Einfallsebene  liegenden  Strahl  jl  6' an, 
der  mit  dem  einfallenden  Haaptstrahl  ^16  einen  unendlich  kleinen  Winkel 
de  einschliesst.  Der  entsprechende  gebrochene  Strahl  Q'a  schneidet  dann 
im  ersten  Bildpunkt  A|  den  gebrochenen  Hauptstrahl  6o  und  bildet  mit 
diesem  einen  unendlich  kleinen  Winkel  de.     Hiemach  ist 


und 


de        cose         de 

ee'    ^e  '    ee' ' 

cose 

de  _  A,0  .  cose 

de        ÄQ.cose 

Durch  Differentiation  der  Gleichung 

sine  =  nsine 


ergiebt  sich: 
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eo8e,de=^  ncoss  .de, 
und  demnach  folgt  .  ^  . 

0\  Ajö    _       /C(W€ 


2r  M.-„rf?iiy. 


Hierdnroh  ist  der  erste  BildpunktA,  bestimmt  Da  ferner  der  sweite 
Bildpnnkt  At  durch 

3)  Aje  =  n.4e 

bestimmt  ist,  so  erhalten  wir 

^  A^e      \eo8eJ 

Der  Fall  A^6  =  A^O,  bei  welchem  ein  gebrochenes,  unendlich  dünnes 
centrales  Strahlenbttndel  entsteht ,  tritt  demnach  nur  dann  ein,  wenn  der 
einfallende  Strahl  ^6  senkrecht  zur  Trennungsebene  E  ist.  Nehmen  wir 
in  Figur  3  auf  einem  Hauptstrahl  aQ  eine  Reihe  von  Lichtpunkten 
ÄÄ'Ä'\..  an,  denen  die  ersten  Bildpunkte  AjA\A'\...  und  die  zweiten 
Bildpunkte  A^A^Pi"^,..  auf  dem  gebrochenen  Hauptstrahl  9 a  entsprechen, 
so  sind  nach  2)  die  Verbindungsgeraden  AAi,  ÄA\^  Ä"A"i  parallel 
und  die  Punktreihen  Aä'ä".,.  und  A^A'|A'V*-  ^hi^licb-  Ebenso  sind 
auch  die  Punktreihen  AÄ'Ä"...  und  AjA'jA'V«-  *^lic^»  ^«*1  ^i®  Vö«*- 
bindungsgeraden  AA^^  ÄA\,  A'^A"^^  senkrecht  zur  Trennungsebene  £7  und 
demnach  parallel  sind.  Dasselbe  gilt  yon  den  Punktreihen  auf  allen  zu 
aQ  parallelen  einfallenden  Strahlen  und  den  entsprechenden  Punktreihen 
auf  dem  zugehörigen  zu  6  a  parallelen  Strahlen.  Hiemach  ist  das  in  der 
Einfallsebene  befindliche  ebene  System  8  der  Lichtpunkte  A^  A\..  affin 
zu  den  System  Z^  der  ersten  Bildpnnkte  A^,  A',...  und  dem  System  Z^ 
der  zweiten  Bildpunkte  Ag,  A's***i  folglich  sind  auch  die  Systeme  Z|,  Z^ 
affin   und  die  Gerade  E  ist  für  diese  drei  affinen  Systeme  Affinit&tsachse. 

Denken  wir  uns  die  betrachtete  Einfallsebene  mit  den  in  ihr  befind- 
lichen parallelen  Hauptstrahlen  parallel  zu  sich  selbst  yerlegt,  dann  er- 
halten wir  statt  jener  ebenen  affinen  Systeme  die  rttumlichen  affinen  Systeme 
S^,  Z'*!,  Z''^,  für  welche  die  Trennungsebene  E  die  Affinitätsebene  ist. 

Sind  in  Figur  4  um  den  Punkt  Q  die  beiden  Kreise  x,  Je  beschrieben, 
so  dass  die  Radien  QA],  ^H  in  dem  Yerhftltniss  n  :  1  stehen,  dann  er- 
halten wir  zu  einem  einfallenden  Hauptstrahl  2Q,  der  den  Kreis  h  im  Punkt 
H  schneidet,  durch  die  zur  E  senkrechte  Gerade  J7Z,  welche  den  Kreis  x 
in  dem  Punkt  Ax  trifft,  den  durch  A|  gehenden  gebrochenen  Hauptstrahl  Qil. 
Ziehen  wir  H&  und  A|Y  senkrecht  auf  das  Einfallsloth  QN,  femer  QF 
senkrecht  auf  {Q  und  VO^  senkrecht  auf  Qk,  dann  ist 

^F^  QHcosl^e,    Q0i  =  QA|Cö5*a, 
und  da 

QAi^n.QH 
ist,  so  folgt  _ 

^  <t>,Q_     (cosiV 
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Demnaeb  sind  in  den  beiden  affinen  Systemen  8,  Z|  die  Pankte  E^  0^ 
entsprecbende  Pankte.  Betrachten  wir  F  als  einen  Licbtponkt  auf  dem 
Hanptsirabl  IQ,  so  ist  0|  der  entsprecbende  erste  Bildpunkt  auf  dem 
Haaptsirahl  QL  Zn  einem  beliebigen  Lichtpunkt  L'  auf  dem  Haupt- 
strahl IQ  ergiebt  sich  hiernach  der  entsprechende  erste  Bildpnnkt  A'j  auf 
dem  Hauptstrahl  QX  durch  die  Parallele  Z'A\  zu  FO^.  umgekehrt  er- 
halten  wir  zu  dem  ersten  Bildpunkt  A|  den  zugehörigen  Lichtpunkt  L 
durch  die  Parallele  \L  zu  4>iF. 

Eine  andere  Construction  zweier  entsprechender  Pankte  der  affinen 
S/steme  8^  Z^  ergiebt  sich,  wenn  wir  aaf  \Q  die  Senkrechte  \U  er- 
reichten, welche  die  Gerade  E  im  Pankt  U  schneidet,  ferner  die  Qe» 
rade  UH  ziehen,  die  das  Einfallsloth  QJV  im  Punkt  V  trifft,  und  auf 
IQ  die  Senkrechte  VL  fällen.  Dann  entspricht  dem  Lichtpunkt  L  der  erste 
Bildpunkt  A^. 

um  diese  Construction  zu  beweisen,  bezeichnen  wir  mit  W  den 
Schnittpunkt,  welchen  die  auf  A^Q  Senkrechte  (7Ai  mit  dem  Einfalls- 
loth  QN  bUdet.    Es  ist  dann 


also 


Q0, 

QW 
ÖA, 

QU 
~ZU~ 

Q0, 
~  QF 

QF 
■QG- 

QL 
~QF' 

und  demnach  ist  L\  parallel  F<t>i, 

Die  geometrische  Optik  lehrt,  dass  im  Allgemeinen  einem  einfallenden 
astigmatischen  Strahlenbündel  wieder  ein  gebrochenes  astigmatisches  Strahlen- 
bUndel  entspricht. 

Ist  in  Figur  5  ein  einfallendes  astigmatisches  Strahlenbttndel  mit  dem 
ersten  und  zweiten  Bildpunkt  Aj,  A,  auf  dem  Hauptstrahl  aE  gegeben 
und  ist  die  Einfallsebene  die  zweite  Brennebene,  dann  entsteht  ein  ge- 
brochenes astigmatisches  Strahlenbündel  mit  dem  ersten  und  zweiten  Bild- 
punkt Uli  Stf  auf  den  Hauptstrahl  Ha  and  derselben  zweiten  Brennebene. 
Die  vom  ersten  Bildpunkt  A^  ausgehenden  Strahlen  liegen  in  der  Einfalls- 
ebene,  sie  werden  also  in  derselben  gebrochen  und  vereinigen  sich  in  dem 
ersten  Bildpnnkt  9[|.  Es  besteht  demnach  zwischen  Ai  and  St,  dieselbe  Be- 
ziehung, wie  in  2)  zwischen  Ä  und  A|.  Die  von  dem  zweiten  Bildpunkt  Ag 
ausgehenden  Strahlen  liegen  in  der  ersten  Brennebene,  die  zur  Einfalls- 
ebene senkrecht  ist,  und  die  gebrochenen  Strahlen  liegen  in  der  zur  Ein- 
fidlsebene  senkrechten,  ersten  Brennebene  des  gebrochenen  astigmatischen 
Strahlenbündels;  sie  vereinigen  sich  demnach  in  dem  zweiten  Bildpunkt  ^ 
und  es  ist  die  Gerade  A^S«  zur  Trennungsebene  E  senkrecht 

Nehmen  wir  nun  beliebig  viele  solche  einfallende  astigmatische  Strahlen- 
bdndd  an,  deren  Hauptstrahlen  parallel  sind,  dann  ist  das  System  Z|  der 
ersten  Bildpunkte  A|  •  • .  dem  System  @|  der  ersten  Bildpunkie  Sl^ . . .  affin, 
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und  diese  beiden  Systeme  haben  die  Oerade  E  als  Affinitätsachse.  Ebenso 
ist  das  System  Zg  der  zweiten  Bildpunkte  A^.  • .  dem  System  €,  ^^^  zweiten 
Bildpnnkte  ^i. , .  affin,  und  für  diese  beiden  Systeme  ist  die  Oerade  E 
auch  Affinitfitsachse. 

m.  Homocentrioität  bei  der  Brechung  der  Lichtstrahleii 
durch  das  Prisma  in  der  Normalebene  desselben. 

Wir  nehmen  in  Figur  6  an ,  dass  die  LKngskanten  des  Prismas  senk- 
recht auf  der  Zeichnungsebene  stehen  und  betrachten  den  Oang  der  Haupt- 
strahlen in  der  Zeichnungsebene,  die  also  eine  Normalebene  des  Prismas 
ist.  Durch  den  Punkt  Q  ist  die  brechende  Kante  und  durch  die  Geraden 
QEjf  QEii  sind  die  Seitenflächen  des  Prismas  gegeben,  an  denen  die 
Brechung  erfolgt  Der  Allgemeinheit  wegen  nehmen  wir  an,  dass  die 
einfallenden  Strahlen  und  die  austretenden  Strahlen  sich  in  vergchiedenen 
Medien  befinden;  und  wir  bezeichnen  mit  it},  n^  die  Brechungsindices  an 
den  Ebenen  Q^j,  QEu  gegen  das  Prisma. 

um  zu  einer  gegebenen  Richtung  ISl  eines  einfallenden  Hauptstrahlea 
die  Richtung  des  im  Prisma  gebrochenen  Hauptstrahles  und  die  Richtung 
des  austretenden  Hauptstrahles  zu  construiren,  verfahren  wir  in  der  be- 
kannten Weise.  Wir  beschreiben  um  Q  die  Kreise  x,  A,  t,  deren  Radien 
QA|,  QIT,  QJ  in  dem  Verh&ltniss 

QH:QAi  =  l:»i,  QJ:Q\=^  1  :  ♦», 
stehen,  ziehen  H\  senkrecht  QE  und  \J  senkrecht  QEu.  Dem  in  der 
Orenzlage  befindlichen  Hauptstrahl  2Q,  der  das  Prisma  in  der  brechenden 
Kante  trifft,  entspricht  geometrisch  der  durch  Ax  bestimmte,  im  Prisma 
gebrochene  Hauptstrahl  AQ,  dessen  Strecke  im  Prisma  als  unendlich  klein 
zu  betrachten  ist,  und  femer  der  austretende  Hauptstrahl  IQ,  der  durch 
den  Punkt  J  bestimmt  ist. 

Wenn  nun  ein  beliebiger  zu  2Q  parallel  einfallender  Hauptstrahl  aO 
gegeben  ist,  so  ziehen  wir  6H  parallel  kQ  und  Ea  parallel  IQ;  dann  ist 
6E  der  auch  mit  a  bezeichnete  Hauptstrahl  im  Prisma  und  Ea  der  aus- 
tretende Hauptstrahl.        •> 

Um  zu  dem  Punkt  A|  auf  IQ  den  entsprechenden  Punkt  L  auf^ZQ 
und  ferner  den  entsprechenden  Punkt  2i  auf  IQ  zu  erhalten,  verfahren 
wir  nach  der  S.  69  angegebenen  zweiten  Construction.  Wir  errichten  in 
Ai  auf  AjQ  die  Senkrechte,  welche  QEj,  QEn  resp.  in  den  Punkten  17/, 
Uu  schneidet,  sieben  die  Oerade  UiH^  welche  die  auf  QEj  senkrechte 
Gierade  QVi  in  V^  trifft ,  und  analog  die  Oerade  ZT///,  welche  die  auf 
QEii  senkrechte  Oerade  QF//  in  Vn  trifft;  dann  ergeben  sich  durch  VjL 
senkrecht  HQ  und  F//Si  senkrecht  JQ  die  Punkte  £,  S^.  Befinden  sich 
die  einfallenden  Strahlen  und  die  austretenden  Strahlen  in  demselben  Medium, 
dann  fallen  die  beiden  Kreise  h,  i  zusammen ,  und  die  Construction  der 
Punkte  X,  2|  bleibt  dieselbe  wie  in  dem  allgemeinen  Fall. 
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Nehmen  wir  auf  dem  Haupts trahl  aQ  einen  beliebigen  Lichtpunkt  Ä 
an,  Ton  dem  ein  unendlich  dünnes  Strahlenbündel  ausgeht,  dann  entspri^t 
demselben  ein  im  Prisma  gebrochenes  astigmatisches  Strahlenbündel  mit 
dem  Hauptstrahl  a.  Ziehen  wir  ^A|  parallel  XAi  und  ÄA^  senkrecht  Q£/, 
so  erhalten  wir  auf  dem  Hauptstrahl  a  den  entsprechenden  ersten  Bild- 
punkt A|  und  den  entsprechenden  zweiten  Bildpunkt  Ag.  Diesem  astig- 
matischen Strahlenbündel  entspricht  ein  austretendes  astigmatisches  Strahlen- 
bflndel  mit  dem  Hauptstrahl  Ea.  Auf  diesem  erhalten  wir  vermittelst  der 
Parallelen  Ai$(|  zu  A^Si  und  der  Senkrechten  A^S!«  ^^^  ^^ir  ^^^  ersten 
Bildpnnkt  9li  und  den  zweiten  Bildpnnkt  Sf),  welche  dem  Lichtpunkt  Ä 
entsprechen.  Eine  Beihe  von  Lichtpunkten  Ä. , .  auf  dem  einfallenden 
Hauptstrahl  aQ  entspricht  demnach  eine  ähnliche  Beihe  von  ersten  Bild- 
punkten Xi . . .  und  eine  ähnliche  Reihe  von  zweiten  Bildpunkten  % . . .  auf 
dem  austretenden  Hauptstrahl  E  a.  Betrachten  wir  den  Punkt  9  als  einen 
Lichtpunkt  auf  dem  Hanptstrahl  aQ  und  ziehen  wir  QZi  parallel  A^Si, 
ferner  QZ^  senkrecht  Q£//,  dann  ist  jC|  der  erste  Bildpunkt  und  SC,  der 
zweite  Bildpunkt  auf  den  Hauptstrahl  Ha,  die  dem  Lichtpunkt  6  ent- 
sprechen. Ziehen  wir  durch  den  Schnittpunkt  W  der  Geraden  Pii^i,  A^Sl, 
die  Gerade  TT  6,  welche  den  Hauptstrahl  Ea  in  dem  Punkt  ^o  schneidet; 
dann  ist  %^  der  selbstentsprechende  Punkt  der  ähnlichen  Punktreihen 
9li  3^1  •  • .  und  Slg  St) .  • .  Zur  Construction  dieses  selbstentsprechenden  Punktes  ^, 
in  dem  also  der  erste  Bildpunkt  und  der  zweite  Bildpunkt  zusammenfallen, 
sind  demnach  die  Geraden  6Xi,  QX^  nicht  erforderlich.  Vermittelst  der 
Geraden  3(oAos  senkrecht  QEn  und  der  Geraden  Ao^-^o  senkrecht  QEi  er- 
halten wir  den  entsprechenden  Lichtpunkt  Aq  auf  dem  einfallenden  Hanpt- 
strahl aQ,  Femer  ergiebt  sich  auch  dieser  Punkt  Äq^  indem  wir  die 
Gerade  SIoAqi  parallel  SjAi  nnd  die  Gerade  Aoiilo  P&i^lel  \^  ziehen. 
Der  Punkt  Aq  ist  demnach  auf  den  einfallenden  Hauptstrahl  a  Q  der  einzige 
Lichtpunkt,  dem  ein  homocentrischer  Bildpunkt  ^^  auf  dem  austretenden 
Hanptstrahl  entspricht     Hiernach  erhalten  wir  den  Satz: 

Bei  der  Brechung  der  Lichtstrahlen  durch  ein  Prisma 
giebt  es  auf  jedem  in  einer  Normalebene  einfallenden  Haupt- 
strahl einen  einzigen  Lichtpunkt»  dem  ein  homocentrischer 
Bildpunkt  auf  dem  austretenden  Hauptstrahl  entspricht. 

Betrachten  wir  den  Punkt  9(o  als  Lichtpunkt,  so  entspricht  demselben 
der  Punkt  Aq  als  homocentrischer  Bildpnnkt.  Die  Beziehung;  dass  einem 
Lichtpunkt  ein  homocentrischer  Bildpunkt  entspricht,  nennen  wir  Homo» 
centricität.  Es  kommen  hier  nur  solche  einfallende  Hauptstrahlen  in 
Betracht,  denen  austretende  Hauptstrahlen  entsprechen;  denn  auf  die  totale 
Reflexion  an  QE/i  erstreckt  sich  diese  Beziehung  nicht. 

Nehmen  wir  in  einer  Normaiebene  beliebig  viele  parallele  einfallende 
Hauptstrahlen  an,  dann  liegen  der  ausgeführten  Construction  gemäss  die 
zugehörigen  Lichtpunkte,  denen  homocentrische  Bildpunkte  entsprechen,  in 
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einer  durch  den  Punkt  Q  gehenden  Geraden  Qg^ ,  und  diese  homocentrisehen 
Bildpunkte  befinden  sich  in  einer  entsprechenden  durch  den  Punkt  £1 
gehenden  Geraden  Qg^.     Hieraus  folgt  der  Satz: 

Bei  der  Brechung  der  Lichtstrahlen  durch  ein  Prisma  in 
einer  Normalebene  liegen  die  auf  parallelen  einfallenden 
Hauptstrahlen  befindlichen  Lichtpunkte,  denen  homocen- 
trische Bildpunkte  entsprechen,  in  einer  Geraden  Q^^;  und 
diese  homocentrisehen  Bildpunkte  auf  den  parallelen  aus- 
tretenden Hauptstrahlen  liegen  in  einer  entsprechenden  Ge- 
raden Qg^. 

Um  die  HomocentricitKt  aus  affinen  Beziehungen  abzuleiten,  nehmen 
wir  in  einer  Normalebene  ein  System  8  von  Lichtpunkten  auf  parallelen 
einfallenden  Hauptstrahlen  an,  dann  entspricht  dem  System  iS  dieser  Licht- 
punkte ein  affines  System  Z|  der  zugehörigen  ersten  Bildpunkte  und  ein 
affines  System  Z,  der  zugehörigen  zweiten  Bildpunkte  auf  dem  im  Prisma 
gebrochenen  parallelen  Hauptstrahlen.  Femer  entspricht  dem  System  Zj 
ein  affines  System  @|  der  zugehörigen  ersten  Bildpunkte  auf  den  parallelen 
austretenden  Hauptstrahlen ,  und  ebenso  entspricht  dem  System  Z^  ein  affines 
System  @9  der  zugehörigen  zweiten  Bildpunkte  auf  den  parallelen  aus- 
tretenden Hauptstrahlen.  Da  das  System  S  zu  den  Systemen  Zj,  Z^  und 
zu  den  Systemen  ®|,  &^  affin  ist,  so  sind  auch  die  Systeme  Zj,  Z^  und 
@i,  @2  einander  affin.  Für  die  drei  Systeme  8,  T^^  Z^  ist  die  Gerade 
QEj  gemeinsame  Affinitätsaohse.  FOr  die  beiden  Systeme  Z|,  ®|,  sowie 
für  die  beiden  Systeme  Z^,  €,  ^^^  ^^®  Gerade  QEjt  gemeinsame  Affinitäts- 
achse. Der  Punkt  Q  gehört  allen  fünf  affinen  Systemen  S,  Z|,  Z^,  ®]i  @t 
als  selbstentsprechender  Punkt  an. 

Die  drei  affinen  Systeme  8^  Z|,  @|  sind  in  Figur  6  durch  die  drei 
entsprechenden  Punkte  L,  Aj,  £i  auf  den  drei  entsprechenden  Haupt- 
strahlen 2Q,  XQ,  IQ  bestimmt.  Die  drei  affinen  Systeme  8^  I^^  @^  sind 
durch  die  drei  entsprechenden  Hauptstrahlen  IQ,  XQ,  iQ  bestimmt;  denn 
die  entsprechenden  Punkte  yon  8y  Z^  liegen  in  Senkrechten  zu  QEf  und 
die  entsprechenden  Punkte  von  Z^,  &f  liegen  in  Senkrechten  zu  QEir- 

Da  die  entsprechenden  Punkte  der  beiden  affinen  Systeme  @, ,  @^  auf 
den  parallelen  austretenden  Hauptstrahlen  liegen,  so  haben  diese  Systeme 
eine  Affinitätsachse,  die  durch  Q  geht;  und  dieselbe  enthält  die  selbst- 
entsprechenden  Punkte,  das  sind  die  homocentrisehen  Bildpunkte  auf  den 
parallelen  austretenden  Hauptstrahlen.  Diese  Affinitätsaehse  ist  die  yoriiin 
construirte  Gerade  Q  g^  und  dieser  entspricht  im  System  8  die  Gerade  Q^^, 
welche  die  zugehörigen  Lichtpunkte  enthält.  Die  Affinitätsachse  Qg^  ist 
durch  den  Schnittpunkt  zweier  entsprechender  Geraden  der  Systeme  6| ,  6^ 
bestimmt  und  kann  in  folgender  Weise  construirt  werden.  Die  Torher 
bestimmten  Punkte  St,,  X^  nnd  9[|,  ^  sind  auf  dem  austretenden  Hanpt- 
strahl   Za .  entsprechende   Punkte   in    dem    Systemen  €|,  €,.    Ziehen  wir 
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Doch  XA2  senkrecht  QEj  nnd  AjS^  senkrecht  QE/t,  dann  entspricht  dem 
Pnnkt  £1  im  System  @|  der  Punkt  S^  im  System  €,.  Die  entsprechenden 
Oeraden  SiXi,  ^Z^  schneiden  sich  in  einem  Punkt  ^0  der  Affinitätsachse 
Qg^;  und  ebenso  schneiden  sich  die  entsprechenden  Geraden  Si9l|,  S^Sli  in 
einem  Punkt  Xq  der  Affinitätsachse  Q^. 

Legen  wir  in  Figur  7  in  dem  System  8  der  Lichtpunkte  zu  der  (Ge- 
raden ^g^  eine  Parallele  f^  welche  die  parallelen  einfallenden  Hauptstrahlen 
a,  hj  {, «..  in  den  Lichtpunkten  Ä^  B^  X,...  schneidet,  dann  entsprechen 
dieser  Parallelen  in  den  Systemen  @ii  @|  die  beiden  zu  Qg^  Parallelen 
fi,  f,,  auf  denen  resp.  die  entsprechenden  ersten  Bildpunkte  SI}»  Sj,  Sif. 
und  die  entsprechenden  zweiten  Bildpunkte  91},  SS^,  Sa»***  liegen.  Dem- 
nach sind  die  homocentrischen  Differenzen  ^1%^^  ^\^%j  SiSg,...  der  zu- 
gehörigen austretenden  astigmatischen  Strahlenbttndel  gleich,  und  es  folgt 
der  Satz: 

Allen  auf  parallelen  einfallenden  Hanptstrahlen  befind- 
lichen Lichtpunkten,  die  in  einer  zur  Oeraden  Q^g  Parallelen 
liegen,  entsprechen  in  denaustretendenastigmatischen  Strahlen- 
bflndeln  gleiche  homocentrische  Differenzen. 

Die  OrOsse  dieser  gleichen  homocentrischen  Differenzen  ist  dem  Ab- 
stände der  Parallelen  f  von  der  Geraden  Qg^  proportional  und  wird  gleich 
Null,  wenn  diese  Parallele  mit  der  Oeraden  Q^^  zusammenftllt. 

um  auf  rechnerischem  Wege  die  homocentrische  Differenz  eines  aus- 
tretenden astigmatischen  Strahlenbttndels  zu  erhalten,  welches  einem  ein- 
fallenden^ unendlich  dünnen  centralen  Strahlenbttndel  entspricht,  nehmen 
wir  in  Figur  6  an,  dass  die  Winkel,  welche  der  einfallende  Hauptstrahl  a6, 
und  der  Hauptstrahl  6  a  mit  dem  Lothe  der  Ebene  QJEJ/  bilden  resp.  e^,  Sj 
sind,  dass  femer  die  Winkel,  welche  der  austretende  Hauptstrahl  Ea  und 
der  Hauptstrahl  Zo  mit  dem  Lothe  der  Ebene  QJEJ//  einschliessen  resp. 
e^,  F,  sind. 

Es  ist  dann 

'  Sinti  ^        «tif, 

nnd  nach  den  Gleichungen  2),  3): 

A,e 


6) 


fcost^y     A»e 

%£  ^  1  /coseA^^     a^Z  ^  2 
Aj  H      f»,  \co8  «g/         A|£      »j 

Hiemach  erhalten  wir: 

A,H  =  A,e  +  e=  =  », .  ^e  +  e= 


and  ferner: 
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8)  «,=  =  ![«..  .19 +  e=j; 

folglich  ist  die  homocentnsche  Differenz: 

Fflr  ^6  =  0,  also  für  den  Punkt  6  als  Lichtpunkt  auf  dem  Haupt- 
strahl  a6,  ist  die  entsprechende  homocentrische  Differenz 

•«)  _    «.^=f[(s^)-']- 

FQr  6Z  =  0,  also  fttr  einen  Lichtpunkt  L  auf  dem  Hauptstrahl  2Q, 
ist  die  entsprechende  homocentrische  Differenz 

11)  8,s5,=iQ?.r('^.'^y_i]. 

n^L\co8e^    cose^/        J 
Setzen   wir    die    homocentrisc^ie    Differenz   3(|9l2  =  0|  dann  ist  jener 
Lichtpunkt  Ä  identisch  mit  dem  Lichtpunkt  A^y  dem  der  homocentrische 
Bildpunkt  ^o  entspricht,  und  es  ergiebt  sich: 

\C08  tfj 

(C05£|     COS  ^«y     I 


12)  ^L^^ 


und  da  fi^.iloO  =  AofB  ist, 
13) 


(co8e^  Y 


Durch  die  Ausdrücke  in  10),  11)  folgt  aus  12)  die  Proportion: 

welche  auch  als  Controle  fttr  die  Construotion  des  Lichtpunktes  Ä^  dienen 
kann.  Zur  Feststellung  der  Vorzeichen  nehmen  wir  die  Strecken  in  der 
Richtung  des  Lichtganges  als  positiv. 

Nehmen  wir  eine  andere  Richtung  der  einfallenden  Hauptstrahlen  an, 
so  erhalten  wir  zwei  andere  dieser  Richtung  entsprechende  Gerade  Qg^,  ^9ir 
Besonders  ausgezeichnet  sind  die  parallelen  einfallenden  Hauptstrahlen  bei 
deren  Richtung: 

1ft\  €08  6^    __    C08e^ 

C08  f  I  €08  e^ 

ist;  denn  in  diesem  Falle  coincidiren  die  beiden  Bildpunkte  Si»  S^  anf  dem 
Hauptstrahl  IQ.    Jedem  Lichtpunkt  auf  dem  einfallenden  Hauptstrahl  iQ 
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entspricht  dann  ein  homocentrischer  Bildpankt  auf  dem  austretenden  Hanpt- 
strahl  IQ.  Diese  Beziehung  hat  aber  nur  geometrische  Bedeutung,  weil 
in  dieser  Grenzlage  die  StrahlenlSnge  im  Prisma  verschwindet.  Auf  allen 
anderen  in  dieser  Richtung  einfallenden  Hauptstrahlen  befinden  sich  die 
Lichtpunkte^  denen  homocentrische  Bildpunkte  entsprechen ,  im  unendlichen 
und  die  homocehtrischen  Bildpunkte  liegen  ebenfalls  im  Unendlichen. 

In  diesem  besonderen  Falle  ist  die  Qerade  IQ  die  Affinitfttsachse  der 
Systeme  ®|f  @,  und  da  dieselbe  parallel  ist  zu  den  Verbindungsgeraden 
der  entsprechenden  Punkte  dieser  Systeme,  so  ist  die  homocentrische 
Differenz  auf  einem  austretenden  Hauptstrahl  constant  gleich  der  Strecke  %i%2 ; 
und  diese  Strecke  ist  auf  den  verschiedenen  parallelen  austretenden  Haupt- 
strahlen proportional  dem  Abstände  des  entsprechenden  einfallenden  Haupt* 
Strahles  von  dem  Punkt  Q.  Dies  ergiebt  sich  auch  aus  dem  Ausdruck  für 
die  homocentrische  Differenz  in  9).     Hiemach  folgt: 

Auf  den  parallelen  Hauptstrahlen,  welche  bei  der  Brechung 
durch  ein  Prisma  in  einer  Normalebene  unter  der  Bedingung 

cos  «1  cos  e^ 

einfallen,  giebt  es  im  Endlichen  keinen  Lichtpunkt,  dem  ein 
homocentrischer  Bildpnnkt  entspricht;  einem  jeden  Licht- 
punkt auf  einem  solchen  Hauptstrahl  entspricht  eine  homo- 
centrischeDifferenz  des  austretenden  astigmatischenStrahlen- 
bündeis,  die  unabhängig  von  der  Lage  des  Lichtpunktes  und 
proportional  dem  Abstände  des  Hauptstrahles  von  der 
brechenden  Kante  ist;  und  nur  auf  dem  Hauptstrahl^  der  die 
brechende  Kante  trifft,  entspricht  jedem  Lichtpunkt  geo- 
metrisch ein  homocentrischer  Bildpunkt.  Bei  einem  Prisma, 
welches  von  einem  Medium  umgeben  ist,  tritt  unter  jener 
Bedingung  das  Minimum  der  Ablenkung  auf. 

Jene  Bedingung  15)  führt  bei  der  Berechnung  des  Einfallswinkels  e^ 
auf  eine  Gleichung  achten  Grades;  wenn  aber  das  Prisma  von  einem  Medium 
umgeben  ist,  wird  jene  Bedingung  im  Minimum  der  Ablenkung  erfüllt.  Für 
diesen  speciellen  Fall  wurde  die  erhaltene  Beziehung  von  Herrn  A.  Gleichen 
abgeleitet.* 

Jedem  einfallenden  Hauptstrahl,  sofern  ihm  ein  austretender  Haupt- 
strahl entspricht,  ist  ein  Lichtpunkt  zugeordnet,  zu  dem  ein  homocentrischer 
Bildpunkt  gehört.  Wenn  wir  in  Figur  6  auf  verschiedene  in  dem  Punkt  9 
eintretende  Hauptstrahlen  die  zugeordneten  Lichtpankte  construiren,  dann 
bilden  dieselben  eine  Curve  t,  welche  wir  die  Homocentroide  nennen 
wollen;  vermittelst  der  Homocentroide  können   wir  zu  einem  beliebig  ge- 


*  Siehe  diese  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.    1889.    Bd.  34  S.  176. 
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gebenen  Lichtpunkt  Pq  den  entsprechenden  homocentrischen  Bildponkt  $o 
bestimmen.  Wir  ziehen  durch  Pq  die  Gerade  QPq»  welche  die  Homo* 
centroide  t  in  einem  Punkt  Äq  schneiden  möge,  dann  ist  die  zu  ^^0  paraUeie 
Gerade  Pq  Qp  der  zugehörige  einfallende  Hauptstrahl  p  zu  dem  in  bekannter 
Weise  der  im  Prisma  gebrochene  Hauptstrahl  QpB.p  und  der  austretende 
Hauptstrahl  E^p  bestimmt  wird.  Hierauf  ziehen  wir  Pq  TTgi  senkrecht 
QEj  und  TTo,$o  senkrecht  QEjr. 

Zu  einem  System  8q  von  Lichtpunkten  erhalten  wir  ein  System  @q 
von  entsprechenden  homocentrischen  Bildpunkten.  Die  Beziehung  dieser 
beiden  Systeme  wollen  wir  die  homocentrische  Verwandtschaft  and 
die  Systeme  Sq,  &q  die  homocentrischen  Systeme  nennen.  So  viele 
Schnittpunkte,  als  die  Gerade  QPq  mit  der  Homocentroide  t  bildet,  so  viele 
zugehörige  einfallende  Hauptstrahlen  gehen  im  System  8q  durch  den  Licht- 
punkt P^;  und  es  entsprechen  demselben  ebenso  viele  homocentrische  Bild- 
punkte  im  System  @o.  Die  homocentrische  Verwandtschaft,  welche  analytisch 
sehr  complicirt  ist,  kann  physikalisch  eindeutig  und  mehrdeutig  sein.  Jedem 
unendlich  fernen  Lichtpunkt  im  System  Sq  entspricht,  weil  zu  einem  un- 
endlich dünnen  Bündel  paralleler  einfallender  Strahlen  ein  unendlich  dttnnes 
Bttndel  paralleler  austretender  Strahlen  gehört,  ein  unendlich  femer  homo- 
centrischer  Bildpunkt;  demnach  entsprechen  den  unendlich  fernen  Punkten 
in  einem  der  homocentrischen  Systemen  8q,  @o  unendlich  ferne  Punkte  in 
dem  anderen;  und  der  Punkt  Q  ist  ein  selbstentsprechender  Punkt  dieser 
Systeme. 

Einer  Reihe  von  Lichtpunkten  aaf  einer  durch  Q  gehenden  Geraden  Qg^ 
im  System  8q  entspricht  eine  ähnliche  Reihe  von  homocentrischen  Bild- 
punkten auf  einer  Geraden  Qg^  im  System  &q.  Die  homocentrischen 
Systeme  stehen  in  gleichartiger  Wechselbeziehung.  Wenn  die  Homocentroide  i 
in  Bezug  auf  das  System  8q  construirt  ist,  kann  man  zum  System  8q  das 
entsprechende  System  @o  bestimmen,  und  umgekehrt,  wenn  die  Homo- 
centroide t  in  Bezug  auf  das  System  ©^  construirt  ist,  erhftlt  man  zum 
System  @o  das  entsprechende  System  8q- 

Wir  wollen  noch  auf  den  Weg  hinweisen,  der  zur  Gleichung  der 
Homocentroide  t  führt.  Setzen  wir  die  Strecke  Q  6  =  g  und  den  brechen- 
den Winkel  EjQErr^Wy  so  ist 

q    "~    cosf,  ' 
und  durch  Einsetzung  in  12)  erhalten  wir: 


16)  e^.5L-WiJ^^. 
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Da  ferner 

sin  e%  sin  Cm 

istt  80  kann  man  dnrcb  Elimination  von  e,,  f],  f,,  die  sebr  nmstSndlich 
ist,  die  Polargleichnng  der  Homocentroide  t  erbalten.  Nach  Einführang 
rechtwinkeliger  Coordinaten  ergiebt  sieb  dann  die  Homocentroide  vom 
20.  Orade,  nnd  wenn  n|=  n,  ist»  vom  16.  Grade. 

Ans  der  Gleicbnng  16)  folgt,  dass  A^Q  »  0  wird  ffXr  cos  6^=^  0,  wenn 
der  einftdlende  Hanptstrabl  aQ  in  QEj  liegt.  Demnach  gebt  die  Homo- 
centroide dnrcb  den  Punkt  6  nnd  wird  in  demselben  von  der  Geraden  QJEj 
berflbrt  Dieser  Punkt  6  der  Homocentroide  bildet  eine  Ausnahme;  denn 
ihm  entspricht  als  Lichtpunkt  nur  dann  ein  homocentrischer  Bildpunkt, 
wenn  der  von  ihm  ausgebende  Hauptstrabi  im  Prisma  auf  der  Ebene 
QEij  senkrecht  steht.  Ferner  wird  A^Q  »  0  für  coss^  =  1,  wenn  der  im 
Prisma  gebrochene  Hauptstrahl  senkrecht  auf  QEji  ist 

Es  wird  il^OsBOD  für  cost^^O^  wenn  der  im  Prisma  gebrochene 
Hauptstrahl  zu  QEji  parallel  ist«  Ferner  wird  A^Q  csco  in  dem  vorhin 
betrachteten  Fall ,  wenn  cos  e^  €OSi^  =  cos  i^  cose^  ist. 

Da  dieselben  homocentrischen  Beziehungen  in  jeder  Normalebene  auf- 
treten, so  giebt  es  auf  jedem  einfallenden  Hanptstrahl,  der  parallel  zu  einer 
Normalebene  ist  und  dem  ein  austretender  Hauptstrahl  entspricht,  einen 
Lichtpunkt,  zu  dem  ein  homocentrischer  Bildpunkt  gehört.  Bei  einem  Bflndel 
paralleler  einfaUender  Hauptstrahlen,  die  einer  Normalebene  parallel  sind, 
liegen  auf  diesen  einfi&llenden  Hanptstrahlen  die  Lichtpunkte,  denen  homo- 
centrische  Bildpunkte  entsprechen ,  in  einer  durch  die  brechende  Kante  Q 
gehende  Ebene  Qg^  und  diese  homocentrischen  Bildpunkte  liegen  auch  in 
einer  durch  Q  gehenden  Ebene  Qqq,  Dem  System  Qq  der  Lichtpunkte  in 
der  Ebene  Qg^  entspricht  ein  affines  System  ®o  der  homocentrischen  Bild- 
pnnkte,  weil  das  Bttndel  der  einfallenden  parallelen  Hauptstrahlen  dem 
Bündel  der  austretenden  parallelen  Hauptstrahlen  affin  ist. 

Wir  wollen,  wenn  das  Prisma  sich  in  einem  Medium  befindet,  für 
die  Homocentroide  eine  besondere  Construction  angeben.  In  diesem  wich- 
tigen speoiellen  Fall  ist,  wenn  wir  mit  n  den  Brechungsindex  des  Prismas 
bezeichnen  n  »  fi,  =s  n^;  nnd  demnach 

sinct  sin  Ca 


8%n  Ci  sm  §2 

Durch  Umformung  erhalten  wir  dann  aus  13): 


17) 
und  femer 

18) 


AojG    _    cos^CiSin^e^ 
GH    "^  sin^e^  —  sin^e^ 


6E  ""  tan^Ci  —  tan*  $2  ""  cofie^  —  cofle^ 
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Um  hiernach  die  Homocentroide  in  Figur  8  zu  construiren ,  beschreiben 
wir,  damit  wir  einen  Sirahlengang  erhalten,  um  den  Punkt  0  die  Kreise  Jb,  x 
mit  den  Radien  im  Yerhäliniss  1 :  n;  dann  ergiebt  sich  zu  einem  einfallenden 
Hauptstrahl  a6,  der  den  Kreis  k  im  Punkt  H  schneidet,  vermittelst  J7A| 
senkrecht  QEj  und  \J  senkrecht  QEji  der  im  Prisma  gebrochene,  mit 
a  bezeichnete  Hauptstrahl  AjO  und  der  austretende  Hauptstrahl  Ha  ist 
parallel  JQ. 

Um  nun  auf  dem  einfallenden  Hauptstrahl  aO  den  Lichtpunkt  Ä^ 
nach  18)  zu  erhalten,  dem  ein  homocentrischer  Bildpunkt  Sl^  entspricht, 
ziehen  wir  HHi  senkrecht  HQ  und  HjQ  senkrecht  Q^/,  dann  ist 
HQ  =s  QHcoPei'y  ferner  ziehen  wir  zu  QEn  die  Parallele  QE'ji,  hiernach 
JJn  senkrecht  JQ  und  JnK  senkrecht  QE'u>  dann  ist  JK^  QJcoi^e^ 
Demzufolge  erhalten  wir  durch  die  Proportion 

Ao,9  _        HQ 


0=  JK-HG 

die  Strecke  ^B,  Durch  die  Senkrechte  Aoa-^o  ^^^  ^-^/  ^^S^^^t  sich  der 
Lichtpunkt  ^  und  durch  die  Senkrechte  Aqs^o  ^^^^En  der  entsprechende 
homocentriscbe  Bildpunkt  3(o-  Wenn  wir  in  dieser  Weise  auf  mehreren 
nach  6  gerichteten  einfallenden  Hauptstrahlen  die  zugehörigen  Lichtpunkte 
construiren,  dann  bilden  diese  Lichtpunkte  die  Homocentroide  tutvj  die 
aus  zwei  Theilen  besteht;  denn  dieselbe  ist  nur  für  alle  einfallende  Haupt- 
strahlen, den  austretende  Hauptstrahlen  entsprechen,  construiri  In  ana- 
lytischer Aaffossung  hat  die  Homocentroide  eine  Fortsetzung,  der  aber 
keine  physikalische  Deutung  entsprichi 

Auf  dem  einfallenden  Hauptstrahl,  der  in  EjQ  liegt,  befindet  sich 
der  zugeordnete  Punkt  in  0.  Auf  dem  im  Minimum  der  Ablenkung  ein- 
fallenden Hauptstrahl  m6,  dem  der  im  Prisma  gebrochene  Hauptstrahl  6 Hm 
und  der  austretende  Hauptstrahl  H^7im  entspricht,  befindet  sich  der  Licht- 
punkt Mo  im  Unendlichen.  Für  die  einfallenden  Hauptstrahlen ,  bei  welchen 
der  Winkel  e^  ^  e^  ist,  werden  die  Abstände  der  Lichtpunkte  von  6 
negativ,  und  diesen  Hanptstrahlen  entsprechen  virtuelle  Lichtpunkte. 
Dem  einfallenden  Hauptstrahl  jb? 6  entspricht  im  Prisma  der  Hauptstrahl  OH. 
und  der  in  QErr  liegende  austretende  Hauptstrahl  Hai,  demnach  ist  der 
Winkel  e2  =  90®  und  cote^^^O]  also  —  A^jS  ==  0H».  Durch  die  Senk- 
rechte HsZq  auf  QEj  ergiebt  sich  der  Lichtpunkt  Zq  auf  dem  Haupt- 
strahl eQy  der  die  Grenze  der  in  6  eintretenden  Hauptstrahlen  bildet. 

Der  Theil  tt,  der  Homocentroide  enthftU  die  wirklichen  Lichtpunkte 
und  geht  die  Gerade  QEj  berührend  von  6  aus  nach  dem  unendlich  fernen 
Punkt  Mq  des  im  Minimum  der  Ablenkung  einfallenden  Hauptstrahles  mQ, 
Der  andere  Theil  tp  der  Homocentroide  enthalt  die  virtuellen  Lichtpunkte 
und  geht  von  Zq  nach  dem  unendlich  fernen  Punkt  Mo* 

Ist  ein  beliebiger  Lichtpunkt  Pq  gegeben,  so  erhalten  wir  in  der  an- 
gegebenen Weise    vermittelst    der   Homocentroide   den   zugeordneten   ein- 
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fallenden  Hanptstrahl,  indem  wir  die  (Gerade  QPq  ziehen,  welche  die  Homo- 
centroide  in  einem  Pnnki  Aq  schneidet;  dann  ist  PoQp  parallel  ^6  der 
einfallende  Hanptstrahljp,  su  dem  die  entsprechenden  Hanptstrahlen  O/^Hp) 
£pp  construirt  werden.  Durch  Po^Toi  senkrecht  QEj  und  TTo,^  senk- 
recht QEjT  ergiebt  sich  der  entsprechende  homoeentrische  Bildpnukt  $q. 
So  kann  man  zu  jedem  anderen  Pankt  P^  im  System  Sq  den  entsprechenden 
homocentrischen  Bildpnnkt  $o  ^^  System  @o  bestimmen. 

Es  ist  die  Gerade  m'Qm'  parallel  m6  and  die  Gerade  eQ  parallel 
0Q  gezogen,  um  die  Gebiete  zu  begrenzen,  in  denen  einfallende  Haupt- 
strahlen  mit  wirklichen  Lichtpunkten  oder  mit  virtuellen  Lichtpunkten 
liegen.  Denken  wir  uns  das  Prisma  über  j^/,  Eu  unbegrenzt,  dann  kann 
jeder  Punkt  innerhalb  des  Winkels  EiQm'  ein  wirklicher  Lichtpunkt  und 
jeder  Punkt  innerhalb  des  Winkels  Z^Qm"  als  ein  virtueller  Lichtpunkt 
betrachtet  werden.  Denn  zu  allen  einfallenden  Hauptstrahlen ,  die  einer 
innerhalb  des  Winkels  E/Qm  durch  Q  gehenden  Geraden  parallel  sind, 
gehören  wirkliche  Lichtpunkte  |  und  zu  allen  einfallenden  Hauptetrahlen, 
die  einer  innerhalb  des  Winkels  mQg  durch  Q  gehenden  Geraden  parallel 
sind,  gehören  yirtnelle  Lichtpunkte.  Allen  anderen  einfallenden  Haupt- 
strahlen entsprechen  physikalisch  keine  austretende  Hauptstrahlen  und 
somit  auch  keine  Lichtpunkte.  Hierdurch  ist  das  Gebiet  der  Lichtpunkte 
des  Systems  Sq,  den  homoeentrische  Bildpunkte  des  Systems  &q  entsprechen, 
begrenzt. 

Im  betrachteten  Falle  haben  wir  als  typisches  Beispiel  ein  in  Luft 

befindliches    Glasprisma    mit   dem    brechenden  Winkel   von  60^  und  dem 

3 
Brechungsindex  ft  »  ^  angenommen.     Die  construirte  Homocentroide  tw  tv 

wird  von  jeder  innerhalb  der  Winkel  EjQm  und  Z^Qm'  durch  Q 
gehenden  Geraden  nnr  in  einem  Punkt  geschnitten;  demnach  entspricht 
physikalisch  jedem  Lichtpunkte  im  System  S^^  eindeutig  ein  homocentrischer 
Bildpunkt  im  System  @o  und  umgekehrt. 

Die  experimentelle  Bestätigung  der  Homocentricität  bei  der  Brechung 
der  Lichtstrahlen  durch  ein  Prisma  wurde  in  folgender  Weise  (Figur  9  Taf.  III) 
ausgeführt.  Auf  einem  Block  steht  ein  Glasprisma  EjQEji,  dessen  brechende 
Winkel  60^  und  dessen  Brechungsindex  für  die  Spectrnmlinie  D  gleich  1,7 
ist.  Auf  dem  einfallenden  Hauptstrahl  a  6  ist  der  Lichtpunkt  Aq  nnd  auf 
dem  austretenden  Hauptstrahl  Ea  ist  der  entsprechende  homoeentrische 
Bildpunkt  SKo  construirt;  femer  ist  zu  einem  Lichtpunkt  Ä  auf  diesem 
einfallenden  Hauptstrahl  der  erste  Bildpunkt  ^j  und  der  zweite  Bildpunkt 
^2  construirt.  Ein  Glaswürfel  pqrs  mit  einer  berussten  Seite  pq^  in 
deren  Bussschicht  mit  einer  Nadel  eine  sehr  kleine  Oeffnung  gemacht  ist, 
steht  so  auf  dem  Block ,  dass  diese  Oeffnung  den  Lichtpunkt  Aq  vertritt. 
Vermittelst  der  Natronflamme  F  einer  auf  dem  Block  befindlichen  Lampe 
wird   durch  die  kleine  Oeffnung  ein   sehr  dünnes  Strahlenbündel  erzeugt. 
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Der  Block  mit  Prisma,  Würfel  und  Lampe  ist  in  Parallelfübrung  nach 
Bichtong  der  Geraden  £a  verschiebbar.  Durch  ein  fest^gestelltes  Mikro- 
skop Jf,  ein  Abbe'sches  Focometer,  bei  dem  die  Entfemnngj  eines  deutlich 
sichtbaren  Objectes  von  dem  Objectiy  0  gleich  110  mm  ist,  wurde  nach 
Einstellung  des  verschiebbaren  Blockes  gegen  das  feststehende  Mikroskop 
für  die  Strecke  ^qO=  110  mm  der  homocentrische  Bildpunkt  ^  als 
kleine  helle  Oeffnung  so  deutlich  gesehen,  dass  auch  die  Bauhigkeit  des 
Oeffnungsrandes  in  der  Busssohicht  scharf  erkennbar  war.  Nachdem 
durch  Verschieben  des  Blockes  die  Strecke  ^qO  grösser  oder  kleiner 
als  110mm  gemacht  wurde,  vergrösserte  sich  das  beobachtete,  matter 
werdende  Lichtfeld  und  dadurch  wurde  das  dtLnne  centrale  Strahlenbttndel 
sichtbar. 

Im  Gegensatz  hierzu  wurde  der  Würfel  pqrs  in  gleicher  Weise  nach 
dem  Lichtpunkt  Ä  gestellt  und  der  Block  so  yerschoben,  dass  die  Strecke 
%,0  =  110mm  war,  dann  zeigte  sich  deutlich  eine  kurze  horizontale  Licht- 
linie. Ferner  wurde  der  Block  so  yerschoben,  dass  die  Strecke  S^  0  =  1 10  mm 
war  und  es  erschien  deutlich  eine  kurze  vertikale  Lichtlinie.  In  anderen 
Stellungen  des  Blockes  konnte  die  Gestalt  des  austretenden  astigmatischen 
Strahlenbttndels  beobachtet  werden. 

Wir  wollen  in  Figur  10  (Taf.  III)  als  Beispiel  noch  die  homocentrische 
Brechung  der  Lichtstrahlen  durch  eine  Platte  betrachten,  an  deren  beiden  Seiten 
sich  verschiedene  Medien  befinden.  Weil  die  Ebenen  Ej^  Eu  parallel  sind, 
vereinfachen  sich  die  Constructionen  und  wir  gelangen  zu  anderen  Con- 
structionen,  die  diesem  speciellen  Fall  eigenthttmlich  sind.  Die  Brechungs- 
indices  an  den  Ebenen  Ei^  Ejz  gegen  die  Platte  seien  n^,  n%.  Einen 
Strahlengang  erhalten  wir  in  der  bekannten  Weise.  Wir  beschreiben  um  den 
Punkt  6  die  Kreise  h,  i,  %^  deren  Badien  6  JS*,  6/,  6  A|  in  dem  Verhältniss 

OH:  eA4=l:ni,     QJ:^^^^l:n^ 

stehen,  so  ergeben  sich  zu  einem  einfallenden  Hanptstrahl  aQ  entsprechende 
Hauptstrahlen  9E  resp.  a,  und  z^a^  indem  wir  durch  H  auf  Er  die  Senk- 
rechte c7A|  ziehen.  Nach  der  S.  71  angegebenen  allgemeinen  Construction 
des  auf  aQ  liegenden  Lichtpunktes  ^,  dem  ein  homocentrischer  Bild- 
punkt SIo  entspricht,  ziehen  wir  Aj  {7/ senkrecht  auf  A^B  und  die  Geraden 
UjH^  UjJ,  welche  die  Normale  6JVder  Ebene  JE7/resp.  in  F/,  F/j  schneiden. 
Alsdann  föUen  wir  auf  HQ  die  Senkrechte  YjÄ  und  auf  J6  die  Senk- 
rechte Fj/ttj.  Ferner  ziehen  wir  die  Gerade  ÄW  senkrecht  Ex  und  die 
Gerade  A^äli,  die  sich  im  Punkt  W  treffen;  dann  liefert  die  Gerade  WB 
den  homocentrischen  Bildpnnkt  S^  auf  dem  austretenden  Hauptstrahl  Ha 
und  vermittelst  der  Geraden  Sq-^»  ^^®  ^^  -^z  Bcnkrecht  ist^  ergiebt  sich 
auf  dem  einfallenden  Hanptstrahl  aQ  der  zugehörige  Lichtpunkt  Af^ 

Einfachere  Constructionen  erhalten  wir  durch  Specialisirung  der 
Gleichung  12): 
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,  _  /  cose^Y 

\  COSti         €08  f^  ) 

denn  im  betrachteten  speciellen  Fall  ist  f^  =  ~  i^,  und  demnach 

»1^0  9 \  C08  g,  / 

0E     "^  /  cos  Cg  y     - 

i-    =   4*.  -         i.    ==  M 


Da  ferner 


n 


i> 


ist,  80  folgt: 

^®  —    ^%  —  ^      /  C08  g,  y 

\  C05  «1  / 


6=        w,(n^-n«,) 
Hiernach  kann  man  die  Strecke  il^  6  construiren,  wenn  man  die  con- 


stante  Grösse  n*  —  1 


vorher  berechnet.  *^    *         ^' 

Zweckmässiger  aber  ist  es,  wenn  wir  in  die  Gleichung  die  Dicke  d 
der  Platte,  also  den  Abstand  der  beiden  Ebenen  £/,  En  einführen.  Es 
ist  dann  ^ 

65  = 


und 

^  e  =    ^(^%-^)  .  ^^!?i., 

oder 

Hiernach  erhalten  wir,  nachdem  in  Figur  11  auf  NQ  die  Strecke 
6^=  d.^  gemacht  ist,  die  folgende  Coustruction.  Wir  ziehen  von  dem  Schnitt- 
punkt H^  des  Hauptstrahles  aQ  und  des  Kreises  x  die  Gerade  H^H'J^  N&j 
H'H''±  QH,  dann  ist  OH' =  QE^co^e^-,  ferner  A^  YX  NO,  TY'±  A^G, 
r'  r"JL  ^9,  dann  ist  QY"=  6  AiC05*«i.  Hiernach  ergiebt  sich,  indem  wir 
zu  Y" B"  die  Parallele  "NA^  ziehen,  der  Lichtpunkt  A^  auf  den  einfallenden 
Hauptstrahl  aO.  Auf  den  zu  c76  parallelen,  austretenden  Hauptstrahl  Ha 
erhalten  wir  durch  ilo^o  senkrecht  auf  £/  den  entsprechenden  homo- 
centrischen  Bildpunkt  {(q. 

Bezeichnet  Z  den  Schnittpunkt »  welchen  der  Kreis  h  mit  A|9  bildet, 
dann  ist  nj.ZG  =  Ai9,  nnd  da  ferner  nach  6) 

A|9  _      /  C08  hy  y 

lQ'^^^\co8eJ 
ist,  80  folgt: 
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^6       \cose 
und  demnach  erhalten  wir 

ÄQe^d.k 


X6  __  /cQgfi  V 
ä6 


XQ.COSFy 


Hierans  ergiebt  sich  die  folgende  Construction  des  Punktes  Aq  in 
Figur  11.  Wir  ziehen  auf  A,0  die  Senkrechie  A,  17/,  dann  die  Gerade 
UjH  bis  Vi  und  ViÄ  senkrecht  HO]  ferner  ziehen  wir  die  Senkrechte  XX' 
auf  Ne  und  NA^  parallel  X'A. 

In  Figur  10  sind  für  mehrere  im  Punkt  6  eintretende  Hauptstrahlen 
die  Lichtpunkte  Aq...  construirt,  welche  die  gezeichnete  Homocentroide  t 
bilden.    Die  Polargleichung  derselben  ist,  wenn  wir  AqQ  ^  r  setzen: 

Durch  Umwandlung   in  rechtwinkelige  Coordinaten  ergiebt  sich,   dass 

3 

diese   Homocentroide   vom   6.  Grade    ist.     In  der  Zeichnung  ist  tii  =  5 1 

4  "^ 

«12=^*0  genommen  und  es  besteht  diese  Homocentroide,  so  weit  sie  physi- 
kalisch zur  Geltung  kommt,  aus  einem  Oyal,  welches  von  dem  senkrecht 
zur  Platte  einfallenden  Hauptstrahl  NQ  symmetrisch  getheilt  wird.  In 
geometrischer  Auffassung  gehört  zu  der  Homocentroide  noch  ein  zweites 
nicht  gezeichnetes  Oval^  welches  bezüglich  der  Geraden  E/  zu  dem  Oval  t 
symmetrisch  ist.  Wenn  n|  <C  1  ist,  dann  wird  für  sin  e^  =  n^  der  Radius 
▼ector  r  s=  00  und  die  Homocentroide  hat  in  diesem  Falle  zwei  unendlich 
ferne  reelle  Punkte. 

Ziehen  wir  durch  einen  angenommenen  Lichtpunkt  Pq  im  System  S^ 
zu  Ei  eine  Parallele  g^y  welche  die  Homocentroide  t  schneidet,  z.  B.  in 
den  beiden  Punkten  Aq,  A\^  so  sind  dem  Lichtpunkt  Pq  ^^e  beiden 
einfallenden  Hauptstrahlen  jpöp,  jp'6p  zugeordnet,  die  resp.  zu  A^Qy 
A\Q  parallel  sind;  und  diesen  Hauptstrahlen  entsprechen  die  aus- 
tretenden Hauptstrahlen  Zp)>,  ^'pVf  ^^^  denen  wir  durch  Po$o  s^n^' 
recht  zu  Ej  den  zugehörigen  gemeinsamen,  homocentrischen  Bildpunkt 
!ßo  erhalten.  Es  entspricht  demnach  einem  im  System  8^^  befindlichen 
Lichtpunkt  Tq,  obwohl  demselben  zwei  einfallende  Hauptstrahlen  zugeord- 
net sind ,  ein  einziger  homocentrischer  Bildpunkt  $0  ^™  System  Sq*  BSiner 
Reihe  von  Lichtpunkten  A^P^...  auf  einer  zu  Ej  Parallelen  Qq  im  System  8^ 
entspricht  eine  congruente  Reihe  von  homocentrischen  Bildpnnkten  9(3 $o-" 
auf  einer  zu  Ej  Parallelen  ^  im  System  6^.  Das  System  ^q  der  Licht- 
punkte, denen  zwei  einfallende  Hauptstrahlen  zugeordnet  sind  und  homo- 
centrische ßildpunkte  entsprechen,  ist  von  der  Geraden  Ej  und  von  der 
zu  ihr  parallelen  Geraden  iIq,  die  durch  N  geht,  begrenzt. 
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Bei  der  Brechung  der  Lichtstrahlen  durch  eine  Platte  besitzt  jeder 
Hauptstrahl,  der  senkrecht  zur  Platte  einfallt ,  also  ohne  Brechung  durch- 
geht, die  Eigenthttmlichkeit,  dass  jedem  Lichtpunkt  auf  demselben  ein 
homocentrischer  Bildpnnkt  entspricht.  Demzufolge  entspricht  einem  System 
8  Yon  Lichtpunkten  auf  senkrecht  einfallenden  Hauptstrahlen  ein  System  @2 
von  homocentrischen  Bildpunkten. 

Nehmen  wir  auf  den  senkrecht  einfallenden  Hauptstrahl  ^0  einen  be- 
liebigen Lichtpunkt  F  an,  dem  der  homocentrische  Bildpunkt  %^  ent- 
bpricht,  so  ist  analog  der  Gleichung  8) 

5.H  =  ^[ti,F0+eEJ, 

und ,  wenn  wir  0  E  =  d  einsetzen ,  ergiebt  sich 

Die  Systeme  S^,  Si  sind  a{^n  und  ihre  Affinitfttsachse  v^  welche  durch 
den  selbstentsprechenden  Punkt  D  des  Hauptstrahles  NO  geht,  ist  parallel 
zu  Ej.  Setzen  wir  %^Q  =  FQ  =s  DQ^  so  wird  der  selbstentsprechende 
Punkt  D  durch  /i      ^  \  ^ 

bestimmt.    Hieraus  folgt:  ^        ' 

Jedem  Lichtpunkt  in  der  Geraden  v  auf  einem  senkrecht 
einfallenden  Hauptstrahl  entspricht  ein  mit  diesem  Licht- 
punkt coincidirender  homocentrischer  Bildpunkt. 

Betrachten  wir  z.  B.  jenen  Lichtpunkt  Po  auch  zum  System  8  ge- 
hörend, so  ist  $2  ^^^  entsprechende  homocentrische  Bildpunkt  im  System  @j. 
EQernach  entsprechen  jedem  Lichtpunkt  Pq,  der  zwischen  den  beiden  Parallelen 
JET/,  Uq  liegt 9  zwei  homocentrische  Bildpunkte  ^q,  $^.  Im  Raum  bilden  die 
Yon  einem  Lichtpnnkf  Fq  ausgehenden  Hauptstrahlen  pp\ . .  eine  Rotations- 
kegelflfiche^  deren  Basiskreis  in  der  Ebene  Ex  den  Durchmesser  QpQ'p 
besitzt ;  und  die  zugehörigen  austretenden  Hauptstrahlen  vereinigen  sich  in 
dem  entsprechenden  Bildpunkt  ^q. 

lY.  Homocentricität  bei  der  Brechung  schräg  einfallender  Licht- 
strahlen durch  das  Prisma. 

Nachdem  wir  die  homocentrischen  Beziehungen  bei  der  Brechung  der 
Lichtstrahlen  durch  das  Prisma  in  der  Normalebene  erkannt  haben ,  wollen 
wir  auch  die  homocentrischen  Beziehungen  aufsuchen,  welche  bei  schräg 
einfallenden  Hauptstrahleu  auftreten,  die  gegen  eine  Normalebene  des 
Prisma  geneigt  sind,  also  nicht  in  einer  Normalebene  liegen. 

Ist  in  Figur  12  ein  schräg  einfallender  Hauptstrahl  aO  angenommen, 
dem  der  im  Prisma  gebrochene  Hauptstrahl  9E  resp.  a,  und  der  austretende 
Hauptstrahl  Ea  entspricht,  dann  sind  die  Einfallsebene  aQu  und  die  Aus- 

6* 
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fallsebene  aHa  gegen  einander  geneigt.  Diese  beiden  Ebenen  fallen 
nur  dann  zusammen,  wenn  der  einfallende  Hauptstrahl  aQ  in  einer 
Normalebene  des  Prismas  liegt.  Denken  wir  uns  auf  dem  Haupt- 
strahl aQ  einen  Lichtpunkt  Aq  angenommen,  von  dem  ein  unendlich 
dttnnes  Strahlenblindel  ausgeht,  so  entspricht  diesem  StrahlenbOndel  ein  im 
Prisma  gebrochenes  astigmatisches  Strahlenbündel,  dessen  Hauptstrahl  o 
ist,  und  welches  a  heissen  möge.  Die  zweite  Brennebene  dieses  astig- 
matischen Strahlenbündels  a  ist  die  Ebene  a  6  er  und  die  erste  Brennebene 
desselben  steht  im  Hauptstrahl  cc  senkrecht  auf  der  Ebene  aQa.  Denken 
wir  uns  ebenso  auf  dem  Hauptstrahl  aE  einen  Punkt  ^  angenommen ,  in 
dem  sich  die  austretenden  Strahlen  eines  unendlich  dünnen  Strahlenbündels 
vereinigen,  so  entstammt  dasselbe  einem  im  Prisma  gebrochenen  astig- 
matischen Strahlenbündel,  dessen  Hauptstrahl  a  ist,  und  welches  a"  heissen 
möge.  Die  zweite  Brennebene  dieses  astigmatischen  Strahlenbündels  a'  ist 
die  Ebene  aHo  und  die  erste  Brennebene  desselben  steht  im  Hauptstrahl  a 
senkrecht  auf  der  Ebene  aEor.  Wftren  i^un  die  beiden  astigmatischen 
Strahlenbttndel  a\  a"  identisch,  dann  wKre  Aq  ein  Lichtpunkt,  dem  der 
homocentrische  Bildpunkt  tt^  entspricht.  Damit  aber  diese  beiden  astig- 
matischen Strahlenbüudel  identisch  werden,  ist  zunächst  erforderlich,  dass 
die  Brennebenen  des  astigmatischen  Strahlenbündels  a  mit  den  Brennebenen 
des  astigmatischen  Strahlenbttndels  a'  zusammenfallen.  Dies  ist  nur  mög- 
lich, erstens,  wenn  die  beiden  ersten  Brennebenen  und  die  beiden  zweiten 
Brennebenen  der  astigmatischen  Strahlenbündel  «',  a"  identisch  sind,  und 
wir  erhalten  dann  den  schon  betrachteten  Fall,  der  bei  dem  Strahlengang 
in  einer  Normalebene  eintritt;  zweitens,  wenn  bei  den  astigmatischen 
Strahlenbündeln  a\  a"  die  erste  Brennebene  von  a  mit  der  zweiten  Brenn- 
ebene Yon  a"  und  die  zweite  Brennebene  von  a  mit  der  ersten  Brennebene 
von  a"  zusammenfällt  Ist  ferner  in  diesem  Fall  der  erste  Bildpunkt  von  a 
mit  dem  zweiten  Bildpunkt  von  a'  und  der  zweite  Bildpnnkt  von  er'  mit 
dem  ersten  Bildpunkt  von  a"  vereint,  dann  sind  die  beiden  astigmatischen 
Strahlenbündel  a\  a"  identisch.  Die  Neigung  der  Brennlinien  gegen  den 
Hauptstrahl  eines  astigmatischen  Strahlenbündels  bedingt  dasselbe  nur  in 
unendlich  kleiner  Grösse  höherer  Ordnung ,  und  deshalb  kommt  diese  Neigung 
hier  nicht  in  Betracht.  Damit  also  bei  einem  schräg  einfallenden  Haupt- 
strahl aQ  einem  Lichtpunkt  J^  auf  demselben  ein  homocentrischer  Bild- 
pnnkt %i  auf  dem  austretenden  Hauptstrahl  Ea  entspricht,  muss  die  Strecke 
OE  im  Prisma  so  liegen,  dass  die  durch  sie  gehenden  Ebenen  a9E,  aEO 
senkrecht  zu  einander  sind. 

Behufs  der  Construction  einer  solchen  Strecke  GE  ist  in  Figur  12  das 
Prisma  mit  der  vertikalen  brechenden  Kante  Q  in  schiefer  PanQlelprojection 
so  dargestellt,  dass  die  Prismaseite  QEji  in  der  Bildebene  liegt  und  die 
Parallelprojection  60  der  von  einem  Punkt  6  der  Prismaseite  QE/ auf 
die  Bildebene  geilten  Senkrechten  gleich  der  Hälfte  ihrer  wahren  Grösse 
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ist.  Im  Punkt  6  ist  anf  der  Prismaseite  QEj  die  Senkrechte  ON  er- 
richtet, welche  die  Prismaseite  QEri  im  Pankt  N  trifft  Beschreiben  wir 
nnn  Aber  ON  als  Durchmesser  in  der  Ebene  QEn  einen  Kreis  §  und 
nehmen  wir  auf  demselben  einen  Punkt  E  an,  dann  ist  die  Ebene  6H0 
senkrecht  auf  der  Ebene  QE.N.  Jede  Strecke,  di^  von  dem  Punkt  9  nach 
einem  Punkt  E,  des  Kreises  i  geht,  hat  also  eine  solche  Lage,  dass  die 
durch  sie  gelegten  beiden  Ebenen  9Z^  und  6E0;  von  denen  die  erste 
senkrecht  auf  der  Ebene  QEj,  die  zweite  senkrecht  auf  der  Ebene  QEji 
ist,  zu  einander  senkrecht  stehen.  Es  ist  dann  die  Ebene  QEN  die  Ein- 
fallsebene für  einen  einfallenden  Hauptstrahl  a6,  dem  der  im  Prisma  ge- 
brochene Hauptstrahl  QE  entspricht;  und  die  Ebene  6Z0  ist  die  Ausfalls- 
ebene für  den  zugehörigen  austretenden  Hanptstrahl  H  a.  Die  Gesammtheit 
der  von  0  ausgehenden  Hauptstrahlen  9H  bilden  eine  Kegelfiäche  9$, 
dessen  Spitze  9  und  dessen  Basis  der  Kreis  |  ist. 

um  nun  zu  einem  angenommenen,  im  Prisma  gebrochenen  Haupt- 
strahl 9H  den  zugehörigen  einfollenden  Hauptstrahl  aQ  und  den  zugehörigen 
austretenden  Hauptstrahl  Ea  darzustellen,  nehmen  wir  der  Allgemeinheit 
wegen  an,  dass  an  den  Prismaseiten  QJE?/,  QEjj  sich  verschiedene  Medien 
befinden  und  fij ,  n^  die  Brechungsindices  an  diesen  Seiten  gegen  das  Prisma 
sind.  Legen  wir  die  Einfallsebene  OEN  gedreht  um  E^in  die  Bildebene, 
dann  gelangt  der  Punkt  9  nach  9'  in  die  Gerade  OE^  und  ^9'  ist  gleich 
der  wahren  Grösse  von  ^9.     Ziehen  wir  nun  zu  JN9'  die  Parallele  EO, 

welche  den  um  9  mit  dem  Radius  —  9'E  beschriebenen  Kreis  im  Punkt  <I> 

trifft,  und  femer  die  Gerade  9'0,  die  NE.  im  Punkt  E«  schneidet,  so  ist 
die  Gerade  9Ea  der  einfallende  Hauptstrahl  a9.  Dieser  Hauptstrahl  aQ 
bildet  mit  der  Normalen  ON  der  Ebene  QEj  den  Winkel  e^  =  Ea9'E  und 
der  Hauptstrahl  o9  bildet  mit  dieser  Normalen  den  Winkel  t^^EQ'N 

Legen  wir  die  Ausfallsebene  9E0  gedreht  um  OE  in  die  Bildebene, 
dann  gelangt  9  nach  9"  in  die  auf  OE  Senkrechte  09",  welche  gleich 
der  wahren  Grösse  von  09  ist,   und  es  ist  E9"s  E9'.     Wir  beschreiben 

hierauf  um  E  mit  dem  Badius  —E 9"  einen  Kreis,  der  09''  im  Punkt  V 

schneidet.  Diesem  Punkt  Y'  in  der  Umlegung  entspricht  der  Punkt  V 
auf  der  Geraden  09  und  es  ist  dann  VE  der  austretende  Hauptstrahl  Ea. 
Dieser  Hanptstrahl  Ea  bildet  mit  der  Normalen  90  der  Ebene  QEn  den 
Winkel  e^  s=  OY'E  und  der  Hauptstrahl  a  E  bildet  mit  dieser  Normalen 
den  Winkel  c,»  09''E.  Damit  ist  ein  Gang  der  Hauptstrahlen  a9,  9E, 
resp.  er,  und  Ea  dargestellt,  bei  dem  die  Ebenen  a9E,  9Ea  zu  einander 
senkrecht  sind. 

Nehmen  wir  auf  dem  einfallenden  Hauptstrahl  aO  einen  Punkt  il  an, 
von  dem  ein  unendlich  dünnes  Strahlenbündel  ausgeht,  und  bestimmen  auf 
dem  Hauptstrahl  «9  im  Raum  den  Punkt  A^,  so  dass: 


86  Homocentrische  Brechung  des  Lichtes  durch  das  Prisma. 


ist,  und  ziehen  wir  die  Gerade  ^A^  bis  an  den  Hauptstrahl  06  senkrecht 
zur  Ebene  QjE7/,  also  parallel  zu  QN^  dann  entsprechen  dem  Lichtpunkt  A 
auf  dem  einfallenden  Hauptstrahl  aO  der  erste  und  zweite  Bildpunkt  Aj,  Ag 
auf  dem  Hanptstrahl  a  6  des  im  Prisma  gebrochenen  astigmatischen  Strahlen- 
bttndels.  Bestimmen  wir  ferner  auf  dem  austretenden  Hauptstrahl  Ee  im 
Raum  den  Punkt  8[|^  so  dass 

AjH       ng\co5fjj/ 

ist,  und  ziehen  wir  die  Gerade  A^S^  senkrecht  zur  Ebene  Q JE?//,  also  parallel 
zu  90  bis  an  den  Hauptstrahl  Ha,  dann  entsprechen  dem  Lichtpunkt  A 
der  erste  und  zweite  Bildpunkt  9,,  {^  auf  dem. Hauptstrahl  Ha  des  aus- 
tretenden astigmatischen  Strahlenblindels.  In  dem  astigmatischen  Strahlen- 
hündel,  welches  in  dem  Prisma  gebrochen  wird,  geht  von  dem  Punkt  Af 
ein  in  der  Ebene  6Z0  liegender  Strahlenföcher  aus,  welcher  an  der  in  der 
Ebene  Q^//  liegenden  Geraden  HO  gebrochen  wird  und  dessen  gebrochene 
Strahlen  sich  im  Punkt  %^  vereinigen;  und  ferner  geht  von  dem  Punkt  Ai 
ein  in  der  Ebene  6H^  liegender  Strahlenföcher  aus,  welcher  an  der 
in  der  Ebene  QEn  liegenden  Geraden  H^  gebrochen  wird  und  dessen 
gebrochene  Strahlen  sich  in  dem  Punkt  K^  yereinen. 

Einer  Reihe  von  Lichtpunkten  A,,,  auf  dem  einfallenden  Haupt«trahl a 6 
entsprechen  demnach  ähnliche  Reihen  der  Punkte  9(|...  und  SH^..,  auf  dem 
austretenden  Hauptstrahl  Ha.  Den  selbstentsprechenden  Punkt  0^  dieser 
beiden  ähnlichen  Punktreihen  erhalten  wir,  wie  oben  gezeigt  wurde«  indem 
wir  durch  den  Schnittpunkt  W  der  Geraden  Ai^^t  A^Si  und  den  Punkt  6 
die  Gerade  WQ  ziehen,  welche  den  Hauptstrahl  Ha  im  Punkt  Hq  trifft 
Ziehen  wir  SloAoi  parallel  60  und  Aoi'^o  P&ntllel  A^^i,  so  erhalten  wir 
auf  aQ  den  Lichtpunkt  ^,  dem  der  homocentrische  Bildpunkt  %^  ent- 
spricht.   Hiernach  ergiebt  sich  der  Satz: 

Bei  der  Brechung  der  Lichtstrahlen  durch  ein  Prisma  giebt 
es  auf  jedem  schräg  einfallenden  Hauptstrahl,  dessen  im 
Prisma  gebrochener  Hauptstrahl  einer  Mantellinie  derEegel- 
fläche  Ql  parallel  ist,  einen  einzigen  Lichtpunkt,  dem  ein- 
homocentrischer  Bildpunkt  auf  dem  austretenden  Hauptstrahl 
entspricht. 

Hierbei   ist   aber   zu  beachten,    dass  die  Eegelfläche  9£  nur  soweit 

physikalisch  zur  Geltung  kommt;  als  einem  Hauptstrahl  6H  ein  einfallender 

und  ein  austretender  Hauptstrahl  entspricht 

Nehmen  wir  in  Figur  13  beispielsweise  ein  Glasprisma  mit  dem  brechenden 

3 
Winkel  von  45^  an ,  umgeben  von  Luft ,  dann  ist  n^  =  n^  ea  ^*     Für  diesen 
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Fall  sind  zu  den  Punkten  H...  des  Kreises  |  die  ensprecbenden  Pnnkte  Ha  ••> 
wie  vorhin  angegeben  warde,  constrairt.  Durch  die  Punkte  Ea*.*  erhalten 
wir  eine  Cur^e  1« ,  die  dem  Kreise  |  entspricht  Von  diesem  Kreise  kommen 
aber  nur  die  beiden  zu  ON  symmetrisch  liegenden  Bogenstücke  H'Z^, 
E'E^  physikalisch  zur  Geltung;  denn  den  Hauptstrahlen  6Z',  65^  ent- 
sprechen die  einfallenden  Hauptstrahlen  £l6,  Ha  6,  die  in  der  Ebene  QJEj 
liegen,  und  den  Hauptstrahlen  6H^  6H^  entsprechen  austretende  Haupt- 
strahlen ,  die  in  der  Ebene  fl  Ejr  liegen.  Demnach  kommen  in  diesem  Falle 
von  der  Cnrve  g«  nur  die  beiden  Stücke  E.n^i  ^^ly  welche  jenen  Bogen- 
stücken  entsprechen,  in  Betracht.  Mit  Beachtung  dieser  eventnelleii  Begrenzung 
entspricht  der  Kegelfläche  9£  eine  Kegelfiäche  6£a.  Auf  jedem  einfallenden 
Hauptstrahl  a6,  der  einer  Mantellinie  der  so  begrenzten  Kegelfl&che  6$a 
parallel  ist,  giebt  es  einen  Lichtpunkt  Aq^  dem  ein  homocentrischer  Bild- 
punkt So  entspricht. 

Nehmen  wir  ein  Bündel  von  einfallenden  Hauptstrahlen  an,  die  zu 
einer  Mantellinie  der  eventaell  so  begrenzten  KegelflSche  6  £a  parallel  sind, 
dann  liegen  die  auf  diesen  Hauptstrahlen  befindlichen  Lichtpunkte,  denen 
homocentrische  Bildpunkte  entsprechen,  in  einer  durch  die  brechende  Kante  Q 
gehenden  Ebene  Qg^,  und  ebenso  liegen  auch  diese  homocentrischen  Bild- 
punkte in  einer  durch  die  brechende  Kante  Q  gehenden  Ebene  Qgg.  Da 
einem  Bündel  paralleler  einfallender  Hauptstrahlen  ein  affines  Bündel  paralleler 
austretender  Hanptstrahlen  entspricht^  so  ist  das  System  Gq  der  Lichtpunkte 
in  der  Ebene  Qg^  affin  dem  System  ®o  der  entsprechenden  homocentrischen 
Bildpunkte  in  der  Ebene  Sl^, 

Die  Gesammtheit  der  Lichtpunkte  Aq...  auf  der  Kegelfläche  6^«  bilden 
auf  derselben  eine  Curye  T,  die  wir  die  räumliche  Homocentroide 
nennen  wollen.  Nehmen  wir  nun  einen  beliebigen  Lichtpunkt  Pq  an ,  und 
legen  wir  durch  die  brechende  Kante  Q  und  diesen  Lichtpunkt  Pq  eine 
Ebene  QPo,  welche  die  räumliche  Homocentroide  ^  in  einem  Punkt  Aq 
schneiden  möge,  so  erhalten  wir  den  einfallenden  Hauptstrahl  p,  der  dem 
Lichtpunkt  Po  zugeordnet  ist  als  Parallele  m  AqQ^  und  dem  Lichtpunkt  Pq 
entspricht  ein  homocentrischer  Bildpunkt  $0  auf  dem  austretenden  Haupt- 
strahl p.  Wir  bekommen  so  zu  einem  räumlichen  System  8^  von  Licht- 
punkten ein  entsprechendes  räumliches  System  ®^  von  homocentrischen 
Bildpunkten.  Wenn  aber  jene  Ebene  QPq  die  räumliche  Homocentroide  in 
mehreren  Punkten  schneidet,  so  ist  das  Entsprechen  der  Systeme  i8j^,  ®|j 
mehrdeutig. 

Für  einen  Lichtpunkt  A  auf  dem  einfallenden  Hauptstrahl  aO  ist  in 
Figur  12  die  Strecke  !Cj9j  die  homocentrische  Differenz,  welche  wir  noch 
rechnerisch  bestimmen  wollen. 

Es  ist 


AO  ^""'KT^J' 


A,0 


^8  Homooentrische  Brechung  des  Lichtes  durch  das  Prisma. 

a,=  ^  1  /co8e,Y    a,=  ^  1 
ferner  '^»-      "»V<»»*t/'     A,=      «,' 

A,E  =  A,e  +  e=  =  n^^ie  +  e= , 

HierDOch  ergiebt  sich  für  die  homooentrische  Differenz 

und  fttr  «,SI,  =  0  folgt: 

1  _  (S^^h>\ 
n,  .^  0  V  cos  f ,  / 


e= 


Hieraus  kann  man  die  Gleichung  für  die  rttumliche  Homocentroide 
ableiten;  aber  die  Rechnung  ist  sehr  umständlich. 

V.  Homooentrioität  bei  der  Brechung  der  Lichtstrahlen 
durch  beliebig  viele  Prismen. 

Die  homooentrische  Brechung  der  Lichtstrahlen  durch  beliebig  viele 
Prismen  tritt  ein ,  wenn  die  brechenden  Kanten  derselben  parallel  sind  und 
der  Durchgang  der  Lichtstrahlen  in  einer  Normalebene  erfolgt  Der 
Allgemeinheit  wegen  nehmen  wir  an,  dass  die  Medien  an  den  beiden  Seiten 
eines  jeden  Prisma  verschieden  sind;  demnach  können  die  zwischen  den 
Prismen  befindlichen  Medien  auch  als  Prismen  betrachtet  werden.  Es  bilden 
dann  die  Prismen  und  die  zwischen  liegenden  Medien  eine  Reihe  von  Prismen, 
die  mit  berührenden  Seiten  an  einander  stehen. 

Wir  betrachten  in  Fignr  14  ^  zunächst  nur  zwei  Prismen  Ei  Q  Ejf^ 
EmQ'EiVt  deren  brechenden  Kanten  Q,  Q'  parallel  sind,  und  bezeichnen 
die  Brechungsindices  an  den  Ebenen  QEi^  QEjj^  QE/n,  QEjr  gegen 
die  Prismen  resp.  mit  n^,  14,  fi,,  n^.  Bei  dem  ersten  Prisma  sind  fQr 
eine  angenommene  Richtung  der  parallelen  einfallenden  Hauptstrahlen 
durch  die  Brechungsindices  n|,  n,  die  Hauptstrahlen  IQ,  AQ,  IQ  mit  den 
entsprechenden  Punkten  Xr ,  A^ ,  fi|  in  bekannter  Weise  construirt  Bei  dem 
zweiten  Prisma  ist  die  Richtung  TQ'  der  einfallenden  Hauptstrahlen  zu  IQ 
parallel  und  es  sind  in  gleicher  Weise  die  Hauptstrahlen  tQ',  X'Q\  TS' 
mit  den  entsprechenden  Punkten  L\  A'i»  L\  bestimmt. 

Ein  Oang  der  Hauptstrahlen  a,  a,  a,  o*,  a*'  ergiebt  sich,  indem  wir 
dieselben  resp.  parallel  zu  Z,  A,  l,  X\  t  ziehen.  Nehmen  wir  nun  auf  dem 
Hauptstrahl  a  einen  beliebigen  Lichtpunkt  Ä  an  und  ziehen  wir  die  Geraden  Ä  Ai« 
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AjSli,  9li^)  A[9t[  bis  an  die  betre£fenden  Hanptstrahlen  resp.  parallel  zu 
XrAj,  A,2|,  Zr'A'i,  A\£'|,  so  erhalten  wir  dadurch  zu  dem  Lichtpnnkt  A 
den  entsprechenden  ersten  Bildponkt  ^l  auf  dem  zugehörigen  austretenden 
Hauptstrahl  a''.  Ziehen  wir  ferner  ^Ag»  A^^t  ^sAJ,  AjSl;  bis  an  die 
betreffenden  Hauptstrahlen  resp.  senkrecht  auf  QjE)/,  Q^//,  Q'Em^  Q'EiVj 
so  ergiebt  sich  zu  dem  Lichtpunkt  A  der  entsprechende  zweite  Bildpunkt  SlJ 
auf  dem  austretenden  Hauptstrahl  a*'.  In  gleicher  Weise  erhalten  wir  zu 
den  Lichtpunkten  B^  Cauf  den  parallel  zu  a  einfallenden  Hauptstrahlen  b,  c 
die  entsprechenden  ersten  und  zweiten  Bildpunkte  93]^,  SJ,  sowie  S][,  SJ 
auf  den  austretenden  Hauptstrahlen  b^  c*'. 

Den  Lichtpunkten  ^jBC  im  System  i8  entsprechen  demnach  die  ersten 
Bildpunkte  9{;ä3;@;  im  System  @l  und  die  zweiten  Bildpunkte  9l;8;iS:;  im 
System  @;.  Diese  Systeme  8,  @][,  &l  sind  affin.  Die  Affinittttsachse  gj 
der  Systeme  @][,  ®J,  die  durch  die  drei  Paare  entsprechender  Punkte 
^1^1(^1  und  9If  iBJ'GJ^  bestimmt  sind,  ergiebt  sich  durch  die  Schnittpunkte 
entsprechender  Geraden.  Dieser  Affinitfttsachse  gjf,  welche  die  austretenden 
Hauptstrahlen  in  den  Punkten  %o  ^o  ^o*«  •  schneidet,  entspricht  im  System  S 
die  Gerade  g^^  welche  die  einfallenden  Hauptstrahlen  in  den  Lichtpunkten 
A^^BqCq..,  schneidet,  zu  denen  die  homocentrische  Bildpunkte  SlJfSjfSjf... 
gehören;  und  diese  beiden  Punktreihen  sind  ähnlich. 

Anstatt  zu  jenen  Lichtpunkten  B^  C  die  entsprechenden  ersten  und 
zweiten  Bildpunkte  zu  construiren,  erhalten  wir  einfacher  zu  den  Punkten  Q 
und  6,  wenn  wir  dieselben  als  Lichtpunkte  im  System  8  betrachten,  die 
entsprechenden  Lichtpunktpaare  O^^OJ^,  StJ'StJf.  Wir  ziehen,  weil  fi  auf  dem 
in  das  zweite  Prisma  einfallenden  Hauptstrahl  I  liegt,  die  Gerade  QQ*  parallel 
i'A'i  bis  an  X^  und  QjOf  parallel  A'i£\  bis  an  l*';  ferner  QQJ,  QjOJ  resp. 
senkrecht  Q'^///,  Q'Err»  Zu  dem  Punkt  6,  in  welchem  der  Hauptstrahl  a 
das  erste  Prisma  trifft,  erhalten  wir  die  entsprechenden  Bildpunkte,  weil 
in  6  drei  entsprechende  Punkte  T,  T],  Tg  zusammenfallen,  indem  wir 
ÖSC,,  a:,Tj,  TflJ  resp.  parallel  A,S,,  X'A'j,  A',r,  und  61,,  5t, T;,  Tjf  IJ 
resp.  senkrecht  fiJBJ//,  Q'Em,  Q'Ejv  ziehen.  Die  affinen  Systeme  8^  @i ,  @8 
sind  dann  auch  durch  die  entsprechenden  Punkte  ^Qe,  V,![D\Z\,  äiJOJS:? 
bestimmt,  und  die  Affinitfttsachse  9^  der  Systeme  @|[,  @|  ergiebt  sich  durch 
die  Schnittpunkte  zweier  Paare  entsprechender  Geraden.  Es  schneiden  sich  die 
entsprechenden  Geraden  Stf  Df,  Z%£>^  im  Punkt  UJ[  und  die  entsprechenden 
Geraden  ^^O^,  aj^Oj'  im  Punkt  ^Jf  auf  der  Affinitfttsachse.  Nehmen  wir 
fOr  die  parallelen  einfallenden  Hauptstrahlen  a,  h^  c  eine  andere  Richtung, 
dann  entspricht  derselben  eine  andere  Affinitfttsachse  gjf  und  eine  andere 
Gerade  g^. 

Sind  nun  statt  der  zwei  betrachteten  Prismen  mehrere  Prismen  gegeben, 
deren  brechenden  Kanten  parallel  sind,  so  erhalten  wir  bei  einer  Anzahl 
von  V  Prismen  durch  die  weitere  Fortsetzung  der  für  jene  zwei  Prismen 
ausgeführten  Construction  in  analoger  Weise  die  Affinitfttsachse  g^  der  beiden 
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letzten  entsprechenden  affinen  Systeme  ®}^,  @jf  und  die  entsprechende 
Gerade  gQ  in  dem  affinen  System  S  der  Lichtpunkte.  Die  Gerade  g^  ent- 
hftlt  die  auf  den  parallelen  einfallenden  Hauptstrahlen  liegende  Lichtpunkte, 
denen  homocentrische  Hildpankte  entsprechen,  die  sich  in  der  Affinitftts- 
achse  gj[  befinden.     Hiernach  ergiebt  sich  der  Satz: 

Bei  der  Brechung  der  Lichtstrahlen  durch  beliebig  yiele 
Prismen,  deren  brechende  Kanten  parallel  sind,  liegen  die 
auf  parallelen,  in  einer  Normalebene  einfallenden  Haupt- 
strahlen befindlichen  Lichtpunkte,  denen  homocentrische 
Bildpunkte  entsprechen,  in  einer  Geraden  jir^;  und  diese  homo- 
centrischen  Bildpunkte  auf  den  letzten  parallelen  austreten- 
den Hauptstrahlen  liegen  in  einer  entsprechenden  Geraden  gj[. 

Einer  zu  g^  Parallelen  im  System  8  entsprechen  in  den  Systemen  &l,  @| 
Parallele  zu  gj[;  demnach  entsprechen  den  Lichtpunkten  auf  einer  zu  g^ 
Parallelen  gleiche  homocentrische  Differenzen. 

Wenn  insbesondere  die  Affinitätsachse  gj[  zu  den  letzten  ausiretenden 
Hauptstrahlen  parallel  ist,  dann  entspricht  derselben  im  System  8  eine 
Gerade  g^j  die  parallel  zu  den  einfallenden  Hanptstrahlen  ist  Liegt  die 
Geradeso  ^^i  ^^^  ^^^f  ^^^  einen  einfallenden  Hauptstrahl  betrachtet,  einw 
durch  alle  Prismen  gehenden  Strahlengang  liefert,  dann  entspricht  in  diesem 
Falle  jedem  Lichtpunkt  auf  dem  einfallenden  Hauptstrahl  g^  ein  homocentrischer 
Bildpunkt  auf  dem  zugehörigen  austretenden  Hauptstrahl  q^.  Auf  allen 
anderen  zu  gQ  parallelen  einfallenden  Hanptstrahlen  giebt  es  keinen  im  End- 
lichen befindlichen  Lichtpunkt,  dem  ein  homocentrischer  Bildpunkt  entspricht. 
In  den  affinen  Systemen  Q^^  @|  ist  dann  auf  jedem  austretenden  Haupt- 
strahl der  Abstand  zweier  entsprechender  Punkte  constant;  die  homo- 
centrische Differenz  ist  demnach  in  diesem  Falle  unabhängig  von  der  Lage 
des  Lichtpunktes  auf  dem  einfallenden  Hauptstrahl  und  proportional  dem 
Abstände  dieses  Hauptstrahles  von  dem  Hauptstrahl  g^.  Wenn  die  Prismen 
sich  in  demselben  Medium  befinden,  tritt  dieser  Fall  beim  Minimum  der 
Ablenkung  ein,  wie  Herr  A.  Gleichen  a.  a.  0.  bewiesen  hat. 

Die  im  obigen  Satze  enthaltenen  Beziehungen  sind  in  jeder  Normal- 
ebene vorhanden  und  demnach  liegen  die  Lichtpunkte  auf  allen  parallelen 
einfallenden  Hanptstrahlen,  die  zu  einer  Normalebene  parallel  sind,  in 
einer  Ebene  g^  und  die  zugehörigen  homocentrischen  Bildpunkte  in  einer 
Ebene  gj^.  Das  System  G^  der  Lichtpunkte  in  der  Ebene  g^  und  System  @o 
der  entsprechenden  homocentrischen  Bildpnnkte  in  der  Ebene  (jjf  sind  affin, 
weil  dem  Bündel  der  parallelen  einfallenden  Hauptstrahlen  das  Bttndel  der 
parallelen  austretenden  Hauptstrahlen  affin  entspricht 

Die  Untersuchung  der  homocentrischen  Brechung  durch  die  Linse,  bei 
der  zweien  Lichtpunkten  eines  einfallenden,  die  Linsenachse  schneidenden 
Hauptstrahles  homocentrische  Bildpnnkte  entsprechen,  wollen  wir  in  einer 
anderen  Abhandlung  mittheilen. 


VI. 
Ueber  die  Wendepole  einer  kinematischen  Kette. 

Von 

Prof.  F.  WiTTENBAÜER 

In  Otab. 


HierEU  Taf.  IV  Fig.  1—12. 


Für  das  Stadinm  der  gegenseitigen  Bewegungen  der  Glieder  einer 
ebenen  kinematisohen  Kette  erscheint  es  von  Bedeutung,  Constructionen 
für  die  Wendepole  dieser  Bewegungen  zu  kennen.  Denn  neben  den  Dreh- 
polen  der  momentanen  Bewegung  spielen  die  genannten  Punkte  eine  wich- 
tige Bolle.  Zunächst  in  rein  geometrischer  Hinsicht»  denn  die  Eenntniss 
des  Wendepoles  führt  bekanntlich  mit  Hilfe  einer  sehr  einfachen  Con- 
stmction  zu  den  Erttmmungsmittelpnnkten  den  Bahnen,  welche  die  Punkte 
des  einen  Gliedes  in  Bezug  auf  ein  anderes  beschreiben. 

In  zweiter  Linie  aber  dient  der  Wendepol  mit  zur  Bestimmung  des 
Beschleunigungszustandes,  in  welchem  sich  zwei  Glieder  gegen  einander  be- 
finden; denn  der  Kreis,  der  über  der  Verbindungslinie  des  Drehpoles  mit 
dem  Wendepol  als  Durchmesser  gezogen  wird,  enthält  bereits  den  Be- 
schleunigungspol jener  relativen  Bewegung. 

Während  es  Aufgabe  der  vorliegenden  Arbeit  ist,  die  Construction 
der  Wendepole  einer  kinematischen  Kette  zu  lehren,  soll  die  Anwendung 
auf  die  Ermittelung  der  Beschleunigungspole  einer  Kette  in  einer  späteren 
Abhandlung  gezeigt  werden. 

I.  In  meiner  Untersuchung  über:  „Die  Wendepole  der  absoluten  und 
der  relativen  Bewegung**  *  habe  ich  die  Construction  des  Wendepoles  ftlr  die 
resnltirende  aus  zwei  Bewegungen  eines  ebenen  Systems,  der  führenden  und 
der  geführten  Bewegung,  gelehrt.  Hierbei  wurde  zunächst  die  Annahme  ge- 
macht, dass  die  Winkelgeschwindigkeiten  beider  Bewegungen  in  den  beiden 
auf  einander  folgenden  Zeitelementen  unveränderlich  bleiben.  Des  besseren 
Verständnisses  halber  müge  die  dort  mit  Hilfe  des  barycentrischen  Calculs 
begründete  Construction  nochmals  kurz  erwähnt  werden. 

*  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  86.  Bd. 
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Bezeichnen  O^^O^^,  <^i8<^ss  ^^^  Drehpole  and  die  Wendepole  der 
führenden  Bewegung  des  Sjstemes  2  in  dem  (als  fest  zu  denkenden)  System  1, 
beziehungsweise  der  geführten  Bewegung  des  Sjstemes  3  im  Systeme  2,  so 
ergiebt  sich  unter  Zugrundelegung  obiger  Voraussetzung  der  resultirende 
Wendepol  J^^^  aus  dem  resultirenden  Drehpole  Ojj,  durch  folgende  einfache 
Construction  (Taf.  IV,  Fig.  1): 

Man  ziehe  die  Linien  O^^J^^^  ^J8«^i2>  ^13 «^«s»  fer^ei^  Ojg-BT  ||  O,,/,,, 
0,5X^11  OgjJjg,  iJtf  II  O^jOgg,  JVJöjjlliJT,  so  giebt  der  Schnitt  der  Linien 
MK  und  NJ^^^  den  gesuchten  Wendepol  tP^y 

Kehrt  man  die  beiden  gegebenen  Bewegungen  um ,  so  ändern  zwar 
die  Drehpole  ihre  Lage  nicht,  die  Wendepole  J^Jf^  hingegen  gehen  über 
in  JiiJ^ij  wobei  Oi«  ==  Ogi  die  Strecke  J^J^  und  O^^^O^  die  Strecke 
<^88*^88  ^fl'lbirt.  Fuhrt  man  fUr  diese  umgekehrten  Bewegungen  die  Con- 
struction des  Wendepoles  wieder  durch  (Fig.  2),  wobei  jetzt  J32  den  Wende- 
pol der  führenden  y  J^i  jenen  der  geführten  Bewegung  bedeutet,  so  ergiebt 
sich  der  Wendepol  J^g^  des  Sjstemes  1  in  Bezug  auf  das  als  fest  gedachte 
Sjstem  3.  Da  diese  Bewegung  die  ümkehrung  der  vorhin  resultirenden 
ist,  so  muss  der  Punkt  0,3—03^  die  Strecke  J^i^J^^i  halbiren. 

Man  beachte  also  folgende  Regel:  Aus  dem  Wendepol  Jmn  der  führenden 
und  jenem  J„p  der  geführten  Bewegung  liefert  die  angegebene  Construction 
den  Wendepol  J^mp» 

(3eht  die  Bewegung  des  führenden  Sjstemes  in  eine  durch  zwei  Zeit- 
elemente dauernde  Rotation  um  denselben  Drehpol  über,  so  fallen  für  diese 
Bewegung  Drehpol  und  Wendepol  zusammen  und  die  Construction  ver- 
einfacht sich  wesentlich  (Fig.  3).     Man  ziehe  dann  O^s^^is*  mache 

so    ergiebt   der   Schnitt   von    Of^Ji^    mit    O^^J^iz   den    gesuchten   Wende- 
pol J«,3. 

Sind  die  Bewegungen  beider  Sjsteme  dauernde  Rotationen,  so  fallen 
Ji2<^s8  beziehungsweise  mit  O^^O^^  zusammen;  man  verbinde  dann  (Fig.  4} 
0^3  O23  0^3  mit  einem  beliebigen  Punkt  JET,  ziehe 

0.,i  II  0„2C,     LJOJIKO^, 

SO  giebt  der  Schnitt  der   Linien  LJ^^  und  O13O33   den  gesuchten  Wende- 
pol J«,3. 

Für  die  ümkehrung  der  Bewegungen  vertauschen  die  führende  und 
die  geführte  Bewegung  ihre  Rollen;  die  Construction  von  «7^31  erfordert 
dann  die  Linien  0,,L' \\0„K,    L'J^,,\\KO,,. 

2.  Allerdings  sind  alle  diese  Constructionen ,  wenige  Ausnahmen  ab- 
gerechnet, nur  für  den  Fall  richtig,  dass  die  Winkelgeschwindigkeiten 
beider  Sjsteme  während  beider  Zeitelemente  keine  Aenderung  erleiden. 
Allein  ich  habe  in  der  früher  erwähnten  Abhandlung   bereits  angegeben. 
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wie  man  bei  beliebiger  Veränderlichkeit  der  Winkelgeschwindigkeiten  den 
Wendepol  J^^  findet,  wenn  derjenige  J^,,  für  nn veränderliche  Winkel- 
geschwindigkeiten bereits  constrnirt  ist.  Die  beiden  Wendepole  J^^  and  J^j, 
liegen  nämlich  in  einer  Senkrechten  anf  die  Polgerade  O^^O^  und  zwar 
sind  sie  von  einander  am  die  Strecke 


ö' 
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entfernt  Hierin  bedeutet  w^^  die  resoltirende  Winkelgeschwindigkeit ,  k^^  die 
resultirende  Winkelbeschlennigung  und  h  die  Entfernung  der  Punkte  0^^ 
und  ^19,  wobei  B^^  durch  den  barycentrischen  Ausdruck 

gegeben  ist.  ^»  •  ^w  **  *»  •  ^12  +  *w  ^ts 

Von  grOsster  Wichtigkeit  für  yorliegenden  Zweck  ist  nun  der  aus 
obiger  Bemerkung  flies^ende  Satz: 

Alle  Wendepole  Jig,  die  zu  fünf  Punkten  O^^O^O^^^  ^i%^tz 
gehören^  liegen  in  einer  zur  Polgeraden  senkrechten  Geraden. 

Denn,  ohne  die  Strecke  ß  zu  construiren,  wird  es  nach  obigem  Satze 
in  den  meisten  Fällen,  wo  es  sich  um  die  Bewegungen  der  Qlieder  einer 
kinematischen  Kette  handelt,  möglich  sein,  zwei  Gerade  anzugeben,  in 
denen  der  resultirende  Wendepol  liegen  muss.  Hierbei  ist  nach  folgendem 
Schema  zu  yerfahren: 

Sind  Yon  vier  bewegten  Systemen  mnpq  ausser  den  Drehpolen 

noch  die  yier  Wendepole  JmnJnpJmqJpq  gegeben,  so  findet  man  den 
fünften  Wendepol  Jmp  nach  demselben  Schema,  das  heisst,  es  ist 

JtnnJnp 

T        T       ^  «/m^. 
vmq  ^qp 

Man  sucht  nämlich  aus  JmnJnp  Qftch  Construction  Figur  1  den  Punkt 
c7^m;,und  fällt  von  diesem  Punkte  eine  Senkrechte  auf  die  Polgerade  OmnPnpy 
sodann  führt  man  dasselbe  mit  den  Wendepolen  JmqJqp  in  Bezug  auf  die 
Polgerade  O^qOqp  durch;  wo  die  beiden  Senkrechten  sich  schneiden,  be- 
findet sich  der  resultirende  Wendepol  Jmp» 

3.  Eine  Anwendung  dieses  Vorganges  auf  die  Wendepole  des  Eurbel- 
Tier^kes  wird  ihn  völlig  klar  machen. 

Behufs  Construction  des  Wendepoles  Ji^  des  Gliedes  3  in  Bezug  auf 
das  als  ruhend  gedachte  Glied  l  (Fig.  ö)  construire  man  auf  den  Pol- 
geraden O12O28  und  OJ4O43  nach  Figur  4  die  Punkte  J^,3,  wobei  der 
Punkt  K  im  Schnitte  der  Glieder  1  und  3  gewählt  wurde.  Man  ziehe  also 
die  Linien  0,,L\\0,,0,„    LJ^,,\\KO,, 

und    errichte    in    den   beiden  Punkten  J^^,    die  Senkrechten   auf  die  Pol- 
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geraden  0^2  O2S  °°^  ^14^43*  ^^^  Schnitt  beider  Senkrechten  ist  der  ge- 
suchte Wendepol  J^^,* 

Figar  6  zeigt  die  Construction  des  Wendepoles  J^^  für  die  umgekehrte 
Bewegung,  das  heisst  bei  festgehaltenem  Gliede  3.  Es  muss  wieder  Oj, 
in  der  Mitte  zwischen  J,,  und  J^^  liegen. 

In  ebenso  einfacher  Weise  sind  die  Wendepole  der  meisten  kinematischen 
Ketten  zu  bestimmen  und  zwar  lässt  sich  im  Allgemeinen  sagen ,  dass  oben 
erwtthntes  Verfahren  stets  in  allen  jenen  Fällen  zur  Kenntniss  der  Wende- 
pole führen  wird»  in  welchen  sich  die  Configuration  der  Drehpole  durch 
einfaches  Ziehen  von  Polgeraden  ergiebt.  Es  kann  fGLr  diese  Constrnctionen 
sogar  dasselbe  Zifferschema  dienen,  welches  zur  Ermittelung  der  Drehpole 
benützt  wird,  nur  muss  hier  auf  die  Reihenfolge  der  Ziffern  sorgfältig 
geachtet  werden,  da  die  Yertauschung  derselben  eine  Umkehrung  der 
Bewegung  bedeutet 

Um  z.  B.  in  der  von  Burmester  als  Watt'scher  Mechanismus  be- 
zeichneten Kette  (Fig.  7)  den  Wendepol  J^^  zu  construiren,  ermittle  man 
zunächst  durch  Ziehen  von  Polgeraden  den  Drehpol  Og^,  sodann  nach 
Figur  5  die  Wendepole  J^^  und  J^  und  hieraus  nach  dem  Schema 

T    r  ^    *> 

«'64  «'41 

mit  Benützung  der  Constrnctionen  Figur  1  und  3  den  Wendepol  «Tg,. 
Hierbei  sind  die  Wendepole  J^  und  J^^  identisch  mit  den  Drehpolen  O53 
und  O4,. 

Behufs  Ermittelung  des  Wendepoles  J^^  in  der  durch  Figur  8  dar- 
gestellten Kette  suche  man  zunächst  nach  Figur  5  die  Wendepole  J^^  und 
(7*23;  dann  liefert  das  Schema 

«^12  «^88         _ 

T    r  ^  *'»8 

«'14«' 43 

den  gesuchten  Wendepol  J^g  im  Schnitt  der  durch  die  Punkte  J^j,  auf  die 
zugehörigen  Polgeraden  O^^O^^  ^14^43  errichteten  Senkrechten.  Hierbei 
sind  wieder  die  Gonstructionen  Figur  1  und  3  zu  verwenden. 

4.  In  jenen  Fällen^  in  welchen  sich  die  Polconfiguration  nicht  durch 
einfaches  Ziehen  von  Polgeraden  erreichen  lässt,  versagt  auch  die  so  ein- 
fache Construction  der  Wendepole  zum  Theile,  das  heisst',  sie  liefert  ge- 
wöhnlich nur  eine  Gerade,  in  der  der  gesuchte  Wendepol  liegt. 

Hier  muss  nnn  wenigstens  ein  Wendepol  mit  Hilfe  anderer  Mittel 
gefunden  werden,  die  jetzt  besprochen  werden  sollen.  Die  Mittheilong 
derselben  giebt  Gelegenheit,  einige  interessante  Eigenschaften  der  Wende - 
pole  zu  erwähnen. 

*  VergLL.  Burmester:  „Lehrbuch  der  Kinemalik'S  I.  Bd.  S.  1S3. 
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Wir  betrachten  wieder  drei  ebene  Systeme:  das  als  rnhend  gedachte 
System  1,  das  fOhrende  2  and  das  yon  diesem  geführte  3.  Oi^O^O^^  seien 
die  Drehpole,  JitJnJ^i$  die  zugehörigen  Wendepole,  letzterer  nach  Pigar  1 
constrnirt,  also  ohne  Berücksichtigung  der  Winkelbeschlennignngen.  Dieser 
Wendepol  «7^,,  hat,  wie  ich  in  der  oben  erwfthntei^  Abhandlung  gezeigt 
habe,  den  barycentrischen  Ausdruck 

worin  (Ofi^n^n  ^^^  Winkelgeschwindigkeiten  der  drei  Systeme  um  die 
betreffenden  Drehpole  bedeuten.  Es  ist  also  /®,3  der  Schwerpunkt  der 
drei  Punkte  «7*1 ,  «7,3  O^s,  wenn  in  ihnen  die  Gewichte  go',,,  co',,  und2a),2»s, 
angebracht  werden. 

Kennt  man  nun  eine  Gerade  t|3  (Pig.  9),  auf  welcher  der  Wendepol  «7*13 
liegt,  so  gewinnt  man  diesen  durch  Ziehen  der  Geraden  J^^J^i^  senkrecht 
zu  0„0,3. 

YerSndem  wir  jetzt  die  Lage  des  Wendepoles  J,,,  wfthrend  «7,3  und 
0^3  dieselben  bleiben ,  so  yerftndert  auch  J^^^  seine  Lage  und  zwar  nach  den 
Gesetzen  des  Schwerpunktes  in  ähnlicher  Weise  wie  J,,.  Beschreibt  ins- 
besondere /jg  eine  Gerade  ii,,  so  durchschreitet  J^|3  eine  parallele  Gerade  t^|3 
in  Shnlichor  Punktreihe.  Zwei  entsprechende  Punkte  J^^  und  «7^,3  liegen 
auf  demselben  Strahl  eines  Bttschels,  dessen  Scheitel  8  auf  der  Linie  0^3/23 
liegt  nnd  den  barycentrischen  Ausdruck  hat: 

8  =  0)43. 7,3  +  20)13.033; 

denn  der  oben  angeführte  Ausdruck  für  cT^jg  kann  auch  geschrieben  werden: 

As  ^  ®*i«  «^1«  +  (o>*«3  +  2  »12  »ts)  •  S. 

Da  die  entsprechenden  Punkte  17*13  und  t7^j3  in  Strahlen  0]3  senkrecht 
zu  O13O13  liegen,  so  durchschreitet  auch  /13  gleichzeitig  eine  Punktreihe 
auf  f|3,  welche  den  von  J^jj  und  J^^  beschriebenen  ähnlich  ist 

Sucht  man  nun  umgekehrt  aus  «7,3  und  «7*33  den  Wendepol  J^^  der 
resultirenden  Bewegung,  so  findet  man  durch  Gonstruction  nach  Pigur  l 
zunächst  den  Punkt  J^^^^  der  mit  J^^  in  einer  Senkrechten  a^^  auf  der 
Polgeraden  liegen  muss. 

«7^,3  hat  den  barycentrischen  Ausdruck: 

Beschreibt  somit  J^^  eine  Gerade  »13,  so  durchschreitet  J^j,  die  parallele 
Gerade  t^i,  in  ähnlicher  Punktreihe.     Da 

J3,  =s  2  Oj3  —  t728 

ist,  so  kann  obiger  Ausdruck  auch  geschrieben  werden: 
worin  8  denselben  Ausdruck  hat  wie  oben. 
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Zwei  entsprechende  Punkte  J^i,  and  J^^  liegen  Somit  auf  demselben 
Strahl  eines  Büschels»  das  seinen  Scheitel  wieder  in  8  hat. 

Hieraus  folgt  nun  eine  einfache  Construction  des  WendepoleS|  wenn 
der  Punkt  8  und  von  den  yier  Geraden  ijsi^isht^^is  ^^^^  bekannt  sind.  Um 
z.  B.  zu  Jj2  den  zugehörigen  Punkt  Jj,  zu  bestimmen ,  ziehe  man  den 
Strahl  fi^cTis,  der  die  Gerade  i^,,  in  J^j,  schneidet,  und  durch  diesen  Punkt 
den  Strahl  o^^  bis  zum  Schnitte  J*,,  mit  i^y  Oder  man  zieht  durch  J^^  den 
Strahl  a^o  bis  zum  Schnitte  cT^i,  mit  i^^, ;  sodann  schneidet  der  Strahl  SJ^^^ 
die  Gerade  i^^  in  J^^ 

Von  Wichtigkeit  ist  femer  die  Bemerkung ,  dass  die  yon  den  Strahlen 
019  und  tf|3  gebildeten  ParallelbtLschel  ähnlich  sind.  Ihr  im  Endlichen 
liegender  Doppelstrahl  geht  durch  8f  er  schneidet  die  Geraden  i^^  und  t^s 
in  zwei  entsprechenden  Wendepolen  J^^  und  J^^ 

Lässt  man  statt  J^^  den  Wendepol  J^^  der  geführten  Bewegung  seinen 
Ort  auf  einer  Geraden  ig,  verändern,  so  gelangt  man  auf  demselben  Wege 
zu  ganz  analogen  Besultaten.  Nur  liegt  jetzt  der  Scheitel  8^  der  beiden 
Strahlenbüschel  nicht  mehr  auf  einem  Durchmesser  des  Wendekreises,  wie 
früher,  sondern  auf  der  Geraden  O^Jy^^  und  hat  den  Ausdruck: 

5.  Die  Besultate  des  vorigen  Artikels  führen  nun  zur  Lösung  einer 
Aufgabe,  welche  für  die  Construction  der  Wendepole  von  principieller 
Wichtigkeit  ist. 

Es  seien  (Fig.  10)  von  vier  Systemen  1,  2,  3,  4  sftmmüiche  Drehpole 
und  die  Wendepole  der  ersten  drei  Systeme  Ji^J^%Jii  gegeben;  von  den 
Wendepolen  des  vierten  Systemes  741/42  *^i%  ^^^  ^^^  bekannt,  dass  sie 
beziehungsweise  auf  den  Geraden  «41  «42^43  liegen.   Man  suche  diese  Wendepole. 

Um  einen  derselben,  z.  B.  J^^^  zu  ermitteln,  nehme  man  auf  «42  zunächst 
einen  beliebigen  Punkt  W^  an,  betrachte  ihn  als  Wendepol  und  bestimme 
mit  Hilfe  der  Punkte  O42  O21  ^41»  ^A%^%i  ^°^  ^^^  Geraden  i^y  den  auf  derselben 
liegenden  Wendepol  W^i\  sodann  suche  man  auf  dieselbe  Weise  mit  Hilfe 
der  Punkte  O4,  O13O43,  W^y^J^^  und  der  Geraden  »43  den  auf  dieser  liegenden 
Wendepol  W^\  endlich  aus  O43O32O42,  W^^J^i^  und  der  Geraden  {42  den 
auf  ihr  liegenden  Wendepol  {W^,^. 

Nun  nehme  man  auf  »43  einen  zweiten  beliebigen  Punkt  Tr'42  an  und 
ermittle  in  analoger  Weise  auf  den  Geraden  «41^43  «42  die  entsprechenden 
Punkte  Tr«Tr'«(TF'„). 

Nach  Artikel  4  sind  die  auf  den  Geraden  i  liegenden  Punktreihen 
Tr43Tf'42,  W^JiT^y,  Tr43Tr'43.  {Wa){W'^  ähnlich.  Die  erste  und  letzte 
dieser  Punktreihen  liegen  auf  derselben  Geraden  »42*,  ihr  im  Endlichen  ge- 
legener Doppelpunkt  wird  der  gesuchte  Wendepol  J^  sein. 

Die  Parallelstrahlenbüschel  a,  welche  die  beiden  ähnlichen  Punktreihen 
anf  «43  projiciren,   schneiden  sich  in   einer  Geraden  ;r,  welche  durch  den 
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Doppelpunkt  geht  und  somit  in  ihrem  Schnitte  mit  i^g  den  Wendepol  J^ 
bestimmt. 

Da  die  Punktreihen  J^iW^^W^^,  JuT^axW^i,  J4sW^W\^  ähnlich 
sind,  80  ergeben  sich  jetzt  die  beiden  anderen  Wendepole  (7*41 /^s  in  ein- 
fachster Weise. 

Die  hier  auszuführenden  Constructionen  sind  einfach  und  übersichtlich ; 
sie  können  durch  die  Benützung  der  im  vorigen  Artikel  gewonnenen 
Resultate,  insbesondere  der  Eigenschaften  des  Punktes  8,  in  yortheilhafter 
Weise  abgekürzt  werden. 

6.  Die  soeben  behandelte  Aufgabe  gestaltet  sich  viel  einfacher,  wenn 
von  den  drei  Systemen  1,  2,  3  zwei  Paare  derselben  dauernde  Rotationen 
gegen  einander  ausführen.  Es  würde  z.  B.  (Fig.  11)  unter  Beibehaltung 
der  sonstigen  Verhältnisse  J^^  mit  O^^j  Jgs  mit  0^  zusammenfallen. 

Errichtet  man  jetzt  in  0^^  eine  Senkrechte  auf  O^^O^^  so  schneidet 
dieselbe  die  Geraden  i4i»4s  bereits  in  entsprechenden  Punkten,  da  der 
Punkt  S  (Artikel  4)  hier  mit  0^^  zusammenfällt 

Bei  der  Construction  yon  W^  aus  W^^  ergiebt  sich  zunächst  nach 
Figur  1  T7^4s,  sodann  durch  Ziehen  der  Linie  TP^jTT^JL  O^jO^j  bis  zum 
Schnitte  mit  i^^  der  Punkt  W^^,  Mit  Hilfe  dieses  Punktes  wird  hierauf 
der  auf  i^^  gelegö^ö  Punkt  (W^^)  construirt. 

Eine  zweite  Gruppe  entsprechender  Punkte  W  kann  zweckmässig  in 
folgender  Weise  ermittelt  werden: 

Verbindet  man  W^  mit  W^^^^  so  schneidet  diese  Gerade  den  Wende- 
durchmesser Oi8<^i8  ^°  ^  (Artikel  4).  Die  Senkrechte  durch  S  auf  O^^O^ 
schneidet  die  Geraden  i^^i^  in  entsprechenden  Punkten  W'^^W^^]  aus  diesen 
wurden  dann  mit  Benützung  der  Figur  3  die  Punkte  W'4^  und  {W\f) 
bestimmt. 

Der  Schnitt  der  auf  diese  Weise  gefundenen  vier  Strahlen  tf,  die 
Gerade  n,  schneidet  »42  ^^  Wendepol  J'4,. 

Die  beiden  anderen  Wendepole  J'4iJ'48  können  in  zweifacher  Weise 
gefunden  werden :  entweder  durch  üebertragen  des  Aehnlichkeitsverhältnisaes 
auf  die  Geraden  «4,143  oder  durch  Benützung  der  Construction  Figur  3. 

7.  Der  soeben  beschriebene  Vorgang  kann  für  die  Bestimmung  der  Wende- 
pole mancher  kinematischen  Kette  verwendet  werden,  für  welche  die  Anfangs 
erwähnten  einfachen  Constructionen  nicht  oder  nur  zum  Theile  anwendbar  sind. 

Hierher  gehört  z.  B.  die  yon  Burmester  als  Dreispannmechanismus 
bezeichnete  kinematische  Kette  (Figur  12).  um  hier  die  Wendepole  des 
Sjstemes  4  in  Bezug  auf  die  Systeme  1,  2,  3  zu  ermitteln,  bestimme 
man  zunächst  nach  dem  von  Burmester  angegebenen  Verfahren*  die 
Drehpole  O41O42O43,  sodann  nach  Figur  5  den  Wendepol  t^^s;   die  Wende- 


*  Vergl.  Burmester:  „Lehrbuch  der  Kinematik",  I.  Bd.  8.  466. 

ZaitMlizift  f.  Mathematik  n.  Physik.  40.  Jahrg.  1896.  S.  Heft.  7 
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pole  J22  ^^^  «^ss  ^^^^^T^   i°it  den  Drehpolen   0^^  und  0^  zusammen.     Die 
Geraden  Uiii^iis  erhftlt  man  mit  Constraction  (Fig.  4)  aus: 

^AsOßiO^i »41, 

^46^68^42 *42i 

^47073043 »48. 

Sodann  kann  die  im  vorigen  Artikel  beschriebene  Constmctioa  der 
Wendepole  «^41  ^42  «^43  durchgeführt  werden. 

Ausser  den  zehn  gegebenen  Drehpolen,  die  zugleich  Wendepole  sind, 
den  Wendepolen  /j 3*^28«  <leren  Construction  Figur  5  lehrt,  und  endlich  den 
soeben  gefundenen  Wendepolen  •/4i*/4a/js  giebt  es  in  dieser  Kette  noch  13 
unbekannte  Wendepole  (von  den  Wendepolen  der  umgekehrten  Bewegung 
abgesehen).  Die  Bestimmung  derselben  kann  entweder  direct  mit  Hilfe 
des  oben  geschilderten  Vorganges  oder  aus  den  bereits  bekannten  Wende- 
polen geschehen,  um  z.  B.  den  Wendepol  ^51  zu  finden,  suche  man  die 
Drehpole  O^^O^O^y  die  Wendepole  J^^  und  /jg,  sodann  die  Geraden  159^53 %g 
nach  dem  Schema:        n    n    n 

^61  ^12  ^02 *62  » 

^61  ^13  ^63 »    As      •       •       •      *68  > 
^61  0,8  Oßg «58 

und  führe  nun  wieder  die  Constraction  des  vorigen  Artikels  durch. 

Oder  auf  indirectem  Wege:  man  ermittle  die  Linien  i^^  und  i'^^  nach 
dem  Schema:  n    n    n 

^64  Ö48  O52,    ^42.       .       .       152. 

Ihr  Schnittpunkt  ist  der  gesuchte  Wendepol  Z^,. 

8.  C.  Bodenberg  hat  in  einer  ausgezeichneten  Arbeit:  „Die  Be- 
stimmung der  quadratischen  Verwandtschaft  der  Krümmungs- Mittelpunkte 
zweier  Glieder  einer  ebenen  kinematischen  Kette''*  gelehrt.  Obwohl  unsere 
Arbeiten  von  völlig  verschiedenen  Gesichtspunkten  ausgehen  und  auch  die 
Methode  der  Untersuchung  eine  andere  ist,  so  dürften  die  Resultate  beider 
doch  geeignet  sein,  sich  zu  ergänzen.  Man  kann  mit  Hilfe  der  bekannten 
quadratischen  Verwandtschaft  der  Krümmungs  -  Mittelpunkte  ebenso  leicht 
die  Wendepole  bestimmen,  als  man  umgekehrt  aus  den  Wendepolen  die 
quadratische  Verwandtschaft  ermitteln  kann.  Welche  Methode  rascher  znm 
Ziele  fahrt,  lässt  sich  nicht  allgemein  entscheiden.  So  ist  z.  B.  für  die  in 
Figur  8  gezeichnete  Kette  der  Wendepol  einfacher  zu  finden  wie  die  qua- 
dratische Verwandtschaft  nach  Rodenberg's  Methode;  beim  Dreispann- 
mechanismus (Figur  12)  dürfte  das  Gegentheil  eintreten. 


*  Zeitschrift  des  Architekten-  und  Ingenieur -Vereins  zu  Hannover,  1890. 


VII. 

Constructionen  der  Curven  dritter  Ordnung  aus 

neun  gegebenen  Punkten  und  Construction  des 

neunten   Punktes   zu   acht  Orundpunkten  eines 

Büschels  von  Curven  dritter  Ordnung. 

Von 

Dr.  Chr.  Beyel 

in  Zdriob. 


Hierzu  Tafel  V  Figur  1—8. 

Wir  haben  gezeigt*,  wie  zwei  bestimmte  Reciprocitäten  (Nullsjsteme) 
der  Ebene  zu  einer  Curve  dritter  Ordnung  führen.  Die  Curve  erscheint 
gleichsam  als  Leitlinie  dieser  Reciprocitäten.  Damit  tritt  ihre  Darstellung 
in  Analogie  mit  derjenigen  der  Kegelschnitte  aus  dem  Polarsjsteme. 

Wir  wollen  nun  beweisen,  dass  jede  beliebige  Curve  dritter  Ordnung 
durch  zwei  Nullsjsteme  dargestellt  werden  kann.  Der  Beweis  ist  erbracht, 
wenn  wir  neun  in  allgemeiner  Lage  befindliche  Puukte  einer  Curve  dritter 
Ordnung  geben  und  aus  ihnen  zwei  Reciprocitäten  ableiten,  durch  welche 
sich  diese  Curve  hervorbringen  lässt. 

1.  XTZy  AB^  A\Bi^  M,  N  seien  die  neun  in  allgemeiner  Lage 
gegebenen  Punkte  der  Curve  dritter  Ordnung  C^.  Wir  wählen  zwei  von 
ihnen  —  AB  —  als  Grundpunkte  der  einen  Reciprocität  und  zwei  weitere 
—  AiBi  —  als  Grundpunkte  der  anderen.  XYZ  sei  ein  Punktetripel  der 
zwei  Reciprocitäten.  Legen  wir  dann  durch  AB  XYZ  einen  Kegelschnitt  K^ 
und  durch  Ai  Bx  X  YZ  einen  Kegelschnitt  K^^  >  so  treffen  sich  diese  Kegel- 
schnitte in  einem  vierten  Punkte  P,  zu  dem  das  Tripel  XYZ  zugeordnet 
ist.**  Der  Kegelschnitt  K^  schneidet  C  in  einem  sechsten  Punkte  C 
K^  trifft  C^  in  einem  sechsten  Punkte  C7,.  Diese  zwei  Puukte  C7C7,  bilden 
resp.  mit  AB^  AxBx  die  Grundpunktdreiecke  der  zwei  Reciprocitäten 
(^J9CA)(J,B,C,A|).    Wir  suchen  CC,. 

*  In  der  Abhandlung:  „Darstellung  der  Curven  dritter  Ordnung  und  Klasse 
ans  zwei  Reciprocitäten."  S c hl ö milch,  Zeitschrift  fQr  Mathematik  und  Physik 
Bd.  88,  1893,  S.  65  flg.    An  jene  Abhandlung  schliesst  sich  die  folgende  als  0  au. 

♦*  Loco  citato  pag.  68. 
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Zu  diesem  Zwecke  gehen  wir  von  einem-  beliebigen  Punkte  H  auf  K^ 
aus.  Dieser  bestimmt  im  Allgemeinen  mit  den  acht  Punkten  X  TZ^  Ä  B^ 
A^B^^  M  eine  Curve  dritter  Ordnung  C^m*  Sie  lässt  sich  durch  zwei 
Reciprocitftten  Bmj  -Rm  i  darstellen ,  in  denen  das  Tripel  X  TZ  dem  Punkte  P 
zugeordnet  ist.  ABH  sind  die  drei  Grundpunkte  der  einen  BeciprocitSt. 
AiBi  sind  zwei  Grundpunkte  der  anderen.  Der  dritte  H\m  liegt  auf  K^^ 
und   wird   durch   folgenden  Gedankengang  gefunden: 

Wir  suchen  in  der  ersten  Reciprocität  zu  M  die  entsprechende  Linie  m. 

Wir     benutzen     dazu     den Kegelschnitt    durch    AB  HM    und    X      Er 

schneidet  aus  der  Geraden  XP  —  sie  sei  mit  p  bezeichnet  —  einen  Punkt  8m 
von  m.*  Construiren  wir  jetzt  auf  allen  Geraden  durch  8m  die  entsprechenden 
Punkte  in  der  Beciprocität  i^mi»  so  liegen  diese  Punkte  auf  einem  Kegel- 
schnitt durch  AiB^Hxm  and  8m'  Nun  entsprechen  die  Geraden  m,  j)  den 
resp.  Punkten  Jlf,  X  in  beiden  Beciprocitäten  BmBmi*  weil  die  Punkte 
My  X  auf  C^m  liegen.  Daraus  folgt,  dass  der  zuletzt  erwähnte  Kegel- 
schnitt auch  durch  M  und  X  geht.  Folglich  ist  er  durch  A^B^Sm^  und 
X  bestimmt  und  schneidet  aus  K*^  den  Punkt  Hxm- 

Lassen  wir  an  Stelle  von  M  den  Punkt  N  treten,  so  wird  durch 
XTZy  ABHy  AiBiN  eine  Curve  C\  festgelegt.  Auch  diese  lässt  sich 
durch  zwei  Beciprocitäten  BnBni  darstellen.  Die  eine  hat  ^BH  zu  Grund- 
punkten; die  andere  A^Bi  und  einen  auf  K\  liegenden  Punkt  Hm.  Zu 
seiner  Construction  legen  wir  durch  ABHX  und  N  einen  Kegelschnitt. 
Er  schneide  p  zum  zweiten  Male  in  8if  Dann  geht  dxiToh  SiiXA^B^N  ein 
Kegelschnitt,  der  K\  in  Hin  trifft. 

Durchläuft  nun  der  Punkt  H  den  Kegelschnitt  K^,  so  gehört  zu  jeder 
Lage  von  H  ein  Punkt  Htm  und  ein  Punkt  Hm.  Diese  Punkte  bilden 
zwei  projectivische  Reihen  auf  E\.  P  ist  ein  Doppelpunkt  der  Beihen« 
Der  andere  ist  der  gesuchte  Grundpunkt  C^  der  Beciprocität  (J|P,(7|A|). 
In  ihm  schneiden  sich  nämlich  zwei  Curven  dritter  Ordnung  (7^»,  C«,  von 
denen  wir  nachweisen  können,  dass  sie  zusammenfallen.  Beide  Curven 
haben  neun  Punkte  gemeinsam.  Diese  sind  XFZ,  A^B^C^,  AB  und  ein 
Punkt  C  auf  K^.  Es  wäre  nun  denkbar,  dass  C  der  neunte  Punkt  sei, 
durch  den  alle  Curven  dritter  Ordnung  gehen  müssen,  welche  die  acht 
Punkte  XTZj  ABj  A^B^Ci  gemeinsam  haben.  Von  diesen  acht  Punkten 
liegen  aber  sechs  —  X  YZA^  B^  C^  —  auf  einem  Kegelschnitt  Also  musa 
nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Theorie  der  Curven  dritter  Ordnung  der 
neunte  Punkt  auf  der  Verbindungslinie  AB  der  zwei  übrigen  Punkte  liegen. 
Er  kann  also  nicht  C  sein.  In  analoger  Weise  schliessen  wir,  dass  alle 
Curven,  welche  durch  die  acht  Punkte  XYZABCAiBi  gehen,  einen 
neunten  Punkt  auf  der  Geraden  ^ii^i  gemeinsam  haben.  Folglich  kann 
(7|  dieser  neunte  Punkt  nicht  sein. 

•  L.  c.  pag.  66. 
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Damit  ist  bewiesen,  dass  durch  die  Punkte  XTZ^  A^B^C^^  ABC 
nur  eine  Curve  dritter  Ordnung  geht  und  diese  muss  mit  der  gegebenen 
Cnrye  C  identisch  sein.  Haben  wir  Ci  als  Doppelpunkt  der  erwähnten 
ProjectiYitftt  gefunden ,  so  legen  wir  durch  A^B^C^X  und  M  (oder  N) 
einen  Kegelschnitt  und  suchen  seinen  zweiten  Schnittpunkt  Sm{Si^  mit  p. 
Durch  ihn,  ABX  und  M  (resp.  ^)  geht  ein  Kegelschnitt,  welcher  aus 
K^  den  Punkt  C  schneidet. 

2.  Die  Durchführung  der  Construction  giebt  uns  den  ezacten 
Nachweis  für  die  Projectivität  der  Reihen  H]  „,■&!«• 

Wir  beginnen  damit,  dass  wir  in  bekannter  Weise*  den  yierten  ge- 
meinsamen Punkt  P  der  Kegelschnitte  K^{XYZAB)  und  K\{XYZA^B;) 
suchen  (Fig.  1).**  Sodann  wählen  wir  auf  f  zwei  beliebige  Punkte  HH*, 
Wir  legen  durch  ABXMH  und  ABXMH*  zwei  Kegelschnitte  und  zeich- 
nen ihre  Schnittpunkte  8m  8%,  tnit  p.  Zu  dieser  Construction  benutzen  wir 
den  Satz  von  Pascal.  Wir  bringen  also  p  mit  AB  zum  Schnitte.  Der 
Schnittpunkt  T  liegt  auf  den  zwei  Pascallinien.  Die  Gerade  BM  schnei- 
det aus  Zjff,  XH*  je  einen  weiteren  Punkt  F^F^.  Polglich  sind  TJP«, 
TFm  die  Pascallinien.  Sie  treffen  resp.  AH^  AH*  in  zwei  Punkten  GmOm» 
Indem  wir  diese  aus  M  auf  j)  projiciren,  erhalten  wir  Sm<Sm*  ^ 

Jetzt  legen  wir  durch  A^B^XMSm  und  durch  A^B^XM8m  zwei 
Kegelschnitte  und  zeichnen  ihre  vierten  Schnittpunkte  H^imHfm  mit  JET V 

Der  erste  dieser  Kegelschnitte  und  K\  werden  von  der  Linie  MSm  in 
zwei  Paaren  einer  Involution  geschnitten.  Suchen  wir  in  dieser  zum  Schnitt- 
punkte Jm  von  MSm  mit  A^Bi  den  entsprechenden  Punkt,  so  geht  durch 
ihn  und  X  eine  Gerade  9  welche  Hx^  enthält.  Wir  projiciren  am  besten 
diese  Involution  aus  X  auf  K^^  Die  Projection  von  M  sei  Mx»  Die  Pro- 
jection  von  Sm  ist  P.  Folglich  liegt  der  Pol  Lm  der  Involution  auf  der 
Linie  Ms  F.  Er  ist  der  Schnittpunkt  dieser  Geraden  mit  MSm*  Projiciren 
wir  schliesslich  /,„  aus  X  auf  K^^  und  sei  0^  die  Projection ,  so  schneidet 
OmLm   den  Kegelschnitt  JET'^  ein  zweites  Mal  in  H\m' 

*  Wir  führen  hier  die  Form  der  Construction  vonP  an,  welche  für  unsere 
weitere  Darstellung  zweckmässig  erscheiut.  Wir  gehen  dabei  von  dem  Satze  aus, 
dass  eine  beliebige  Gerade  die  Kegelschnitte  K*K\  und  die  gegenüber  liegenden 
Seiten  des  Vierecks  T  YZF  in  Paaren  einer  Involution  trifft  Als  solche  beliebige 
Gerade  sei  die  Verbindungslinie  von  zwei  Punkten  —  etwa  AB  —  des  einen  Kegel- 
schnittes gewählt.  Dann  projiciren  wir  die  Involution  aus  einem  der  gemeinsamen 
Punkte  —  etwa  aus  X  —  auf  den  anderen  Kegelschnitt.  Wir  zeichnen  ihren 
Pol  und  suchen  zu  dem  Strahle,  welcher  X  mit  dem  Schnittpunkte  cT  der  Geraden 
AB  und  YZ  verbindet,  den  entsprechenden  Strahl.  Auf  ihm  liegt  P.  Wir  ziehen 
also  folgende  Linien;  XA^  XB,  XJ,  Ihre  zweiten  Schnittpunkte  mit  K\  seien 
A*B*J*,  -4* -B*  trifft  ^-B  im  Pole  L  der  Involution.  LJ*  schneidet  K\  in  P. 
**  Die  Figuren  sind  sämmtlich  für  drcnlare  Curven  dritter  Ordnung  gezeichnet. 
YZ  siud  als  imag^äre  Kreispunkte  gewählt,  so  dass  die  Kegelschnitte  K^K\ 
Kreise  werden. 
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In  analoger  Weise  wird  Htm  gefunden.  Die  Linie  M8m  trifft  A^B^ 
und  P2f«  in  zwei  Punkten  Jm  and  Lm-  Den  ersten  Punkt  projiciren  wir 
aus  X  auf  K^y  Die  Projection  0«  verbinden  wir  mit  Lm^  Diese  Ver- 
bindungslinie schneidet  K\  ein  zweites  Mal  in  Hfm* 

Lassen  wir  in  der  erklärten  Construetion  an  Stelle  von  M  den  Punkt  N 
treten^  so  erbalten  wir  zuHIP  die  zugehörigen  Punkte  Hia^  H^i^n.  Dann 
sind  HimHinf  H\ntH\n  zwei  Paare  einer  Projectivität,  welche  P,  (7,  zu 
Doppelpunkten  hat  Folglich  geht  durch  P  und  den  Schnittpunkt  der 
Geraden  jffi„ iZ"*«,  HimHm  eine  Linie,  welche  K\  in  C,  trifft 

3,  Ein  üeberblick  über  die  projectivischen  Reihen,  welche  bei  der 
oben  dargelegten  Construetion  auftreten,  führt  uns  zu  einer  einfacheren 
Darstellung  des  Zusammenhanges  zwischen  den  Punkten  H 
und  Hy 

Bewegt  sich  H  auf  K*  (Pig.  1),  so  durchlauft  Fm  auf  Jf^  eine  Reihe, 
welche  zu  dem  Büschel  der  Strahlen  XH  perspectivisch  liegt.  Zu  dieser 
Reihe  Fm  ist  das  Büschel  der  Pascallinien  aus  T  perspectivisch.  Das  Büschel 
der  Linien  AH  liegt  zum  Büschel  der  Qeraden  XH  projectivisch.  Also 
ist  das  erstere  Büschel  auch  zum  Büschel  der  Pascallinien  projectivisch. 
In  beiden  Büscheln  entspricht  sich  der  Strahl  AT  selbst.  Die  Büschel 
sind  daher  perspectivisch.  Ihre  entsprechenden  Strahlen  schneiden  sich  in 
der  Reihe  der  Punkte  Gm'  Mithin  liegen  diese  Punkte  auf  einer  Geraden  ^a. 
Sie  geht  durch  P  und  den  Punkt  Mt,  in  welchem  die  Linie  MB  den 
Kegelschnitt  f  zum  zweiten  Male  schneidet. 

Das  Analoge  gilt  ftlr  die  Punkte  &n.  Sie  liegen  ebenfalls  auf  einer 
Geraden  ^r.  Diese  geht  durch  P  und  den  Funkt  Nt,  in  dem  die  Linie 
NB  den  Kegelschnitt  K^  zum  zweiten  Male  trifft. 

Zwei  Punkte  GmG-n)  welche  zu  demselben  Punkte  H  auf  K^  gehören, 
liegen  auf  einer  Geraden  durch  A  und  H.  Damit  sind  die  Punkte  Gm&m 
einander  perspectivisch  zugeordnet.  A  ist  Perspectivcentrum.  Benutzen  wir 
diese  Punkte  an  Stelle  der  Punkte  H,  so  gestaltet  sich  die  Construetion 
eines  entsprechenden  Paares  Hm  Hm  in  folgender  Weise  (Fig.  2):  Wir 
suchen  die  zweiten  Schnittpunkte  Jlf^^^  der  Linien  BM^  BN  mit  JET'. 
Die  Verbindungslinien  dieser  Punkte  mit  P  sind  die  Geraden  gm  i  ffn*  Dann 
zeichnen  wir  die  zweiten  Schnittpunkte  M^Nj.  der  Linien  Züf,  XN  mitK\, 
Die  Verbindungslinien  dieser  Punkte  mit  P  seien  Zm,  l».  Eine  beliebige 
Linie  m  durch  M  schneide  ^m,  2^,  AiB^  in  den  resp.  Punkten  Gmy  2^«, 
«i^iii(Fig.  1).  Wir  projiciren  Jm  aus  X  auf  K\.  Die  Projection  0«,  ver- 
binden  wir  mit  Lm»  Diese  Verbindungslinie  trifft  JT'i  in  Him»  Sodann 
projiciren  wir  (Fig.  2)  den  Punkt  Gm  aus  A  auf  g^  und  verbinden  die  er- 
haltene Projection  Gn  mit  N  Diese  Verbindungslinie  n  treffe  A^B^y  In  resp. 
in  JnLn»  Wir  ziehen  JnX,  schneiden  mit  dieser  Linie  K\  und  verbinden 
den  Schnittpunkt  On  mit  X«.     0„Xn  trifft  K*^  in  Hin. 
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Eine  zweite  beliebige  Gerade  durch  M  führt  zu  einem  Punktepaar  H\mf 
Htn  der  Projeotivitftt  auf  K^^  und  damit  ist  die  Projectiyität  bestimmt. 

Diese  Darstellung  zeigt  uns,  wie  durch  eine  Reihe  von  Schnitt •  und 
Soheinbildungen  aus  der  Reihe  der  Punkte  H  die  zu  ihnen  projectiyischen 
Reihen  der  Punkte  H\m^  Hin  hervorgehen. 

Wir  bemerken  noch,  dass  eine  weitere  Vereinfachung  der  Con- 
struction  erreicht  wird,  wenn  wir  die  Geraden  durch  M  resp.  N  nicht 
beliebig  wfthlen.  Wir  ziehen  vielmehr  durch  M  eine  Gerade  m,  welche 
den  Schnittpunkt  Lmi  der  Linien  Im  nnd  A^B^  enthält  (Fig.  2).  Zu 
dieser  Linie  m  gehört  ein  Punkt  JETimi  der  mit  X  zusammenfällt.  Eine 
zweite  Gerade  n*  wählen  wir  so,  dass  sie  N  mit  dem  Schnittpunkte  Lni 
der  Linien  {„  und  A^B^  verbindet.  Auch  dieser  Geraden  entspricht  ein 
Punkt  j5f„,  der  in  X  liegt.  Wir  suchen  nun  Hin  und  Htm*  Diese  Punkte 
correspondiren  den  in  X  zusammenfallenden  Punkten  JETi m »  Hin .  Ziehen 
wir  folglich  in  X  die  Tangente  an  f  ,,  so  schneidet  sie  die  Gerade  HimBin 
in  einem  Punkte  der  Perspectivachse.  Verbinden  wir  diesen  mit  dem  Doppel- 
punkt P  der  Projectivität,  so  ist  damit  die  Perspectivachse  gefunden.  Sie 
trifft  K\  zum  zweiten  Male  im  anderen  Doppelpunkte  der  Projectivität,  das 
heisst  in  (7^. 

4.  Wir  ziehen  einige  Schlüsse,  welche  uns  zu  neuen  Formen  der 
Gonstruction  aus  neun  Punkten  führen.  Wir  knüpfen  dabei  an  die 
Projectivität  an,  welche  zwischen  den  Punkten  H  des  Kegelschnittes  K^ 
und  den  Punkten  Htm  ▼on  K\  besteht.  Diese  Projectivität  wird  durch 
die  Linie  gm  tind  die  Geraden  m  aus  M  vermittelt.  Wir  haben  gesehen, 
wie  zu  einer  beliebigen  Linie  m  der  Punkt  Hm  gefunden  werden  kann. 
Jetzt  suchen  wir  zu  einem  beliebigen  Punkte  Him  die  entsprechende  Linie  m. 

Eine  Gerade  durch  H\m  schneide  K\  zum  zweiten  Male  in  Om  (Fig.  1). 
Sie  treffe  Im  in  Xm.  Projiciren  wir  Om  aus  X  auf  AiBi^  so  erhalten  wir 
einen  Punkt  Jm»  Drehen  wir  nun  die  Gerade  um  Htm  und  zeichnen  wir  zu 
jeder  ihrer  Lagen  die  zugehörigen  Punkte  Lmy  •^mi  so  erkennen  wir,  dass 
diese  Punkte  zwei  projectivische  Reihen  auf  Im  und  A^Bi  beschreiben. 
Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  dieser  Reihen  umhüllen  also 
einen  Kegelschnitt.  Im  nnd  AiB^  sind  zwei  Tangenten  dieses  Kegelschnittes. 
Die  Specialisirung  der  Gonstruction  zeigt  uns,  dass  auch  die  Linien  ZP, 
JfX,  HimA^j  HimB^  den  Kegelschnitt  berühren.  Duch  M  geht  an  den- 
selben eine  zweite  Tangente.  Diese  entspricht  dem  Punkte  Him>  Nehmen 
wir  umgekehrt  eine  beliebige  Gerade  durch  j|£  an ,  so  bestimmt  sie  mit  Im^ 
AiB^^  XF  und  IfX  einen  Kegelschnitt.  Construiren  wir  an  ihn  die  zweite 
Tangente  durch  A^  oder  P^,  so  schneidet  diese  K*i  zum  zweiten  Male  in 
dem  entsprechenden  Punkte  H\m* 

Führen  wir  diese  Tangentenconstructionen  mit  Hilfe  des  Satzes  von 
Brianchon  durch,  so  können  wir  den  Schnittpunkt  Bm  der  Linien  J.^X  und 
MLmi  (Fig.  1)  als  gemeinsamen  Brianchonpunkt  aller  Kegelschnitte  auffassen, 
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welche  Im^  A^i*  ^^  ^^^  ^^  ^^  Tangenten  haben.  Dann  schneiden  sich 
auf  der  Linie  PBm  —  sie  sei  mit  Tm  bezeichnet  —  diejenigen  Tangenten  je 
eines  Kegelschnittes,  welche  durch  A^  und  M  gehen.     Daraus  folgt: 

Das  Büschel  der  Linien  durch  M  ist  perspectivisch  zu  dem 
Strahlenbüschel  ausJli  nach  den  entsprechenden  Punkten  jffm. 
Tm  ist  die  Perspectivachse  beider  Büschel. 

Zur  Construction  von  fm  erwähnen  wir  noch,  dass  die  Tangenten  aus 
Ä^  und  B^  an  einen  Kegelschnitt  der  erwähnten  Sohaar  sich  in  einem 
Punkte  Him  von  K\  treffen.  Zu  den  Kegelschnitten  der  Schaar  gehOrt 
auch  derjenige,  welcher  MBi  berührt.  Durch  den  zweiten  Schnittpunkt  i2» i 
dieser  Tangente  mit  K'^^  geht  also  eine  Tangente  aus  A^,  Folglich  muss 
Bti  auf  Tm  liegen.  Mit  anderen  Worten  heisst  dies:  Projiciren  wir  den 
Punkt  Bi  aus  M  auf  K\y  so  liegt  diese  Projection  auf  fm. 

Die  analogen  Schlüsse  gelten  für  N.  Jeder  Geraden  durch  2f  ent- 
spricht ein  Punkt  Hm*  Das  Büschel  aus  A^  nach  diesen  Punkten  ist 
perspectivisch  zum  Büschel  der  Geraden  durch  N.  Die  Perspectivachse  r« 
geht  durch  F.  Ein  zweiter  Punkt  derselben  wird  erhalten,  wenn  wir  B^ 
aus  N  auf  K\  projiciren. 

6.  Wir  zeigen  jetzt,  wie  die  Linien  rmt  fn  zur  Construction  der  C  aus 
neun  Punkten  benutzt  werden  können. 

Zu  jedem  Punkte  H  von  K^  gehört  —  wie  wir  oben  sahen  —  eine 
Gerade  m  durch  M  und  eine  Gerade  n  durch  N^  m  schneidet  aus  fm,  n  aus 
Tn  einen  Punkt.  Verbinden  wir  dieses  Pucktepaar  mit  A^ ,  so  treffen  diese 
Gerade  den  Kegelschnitt  JT^j  zum  zweiten  Male  in  den  Punkten  jETim»  ^i«, 
welche  dem  Punkte  H  correspondiren.  Es  entstehen  folglich  um  A^  zwei 
Strahlenbüschel,  welche  zu  den  Reihen  der  H^  perspectivisch  liegen.  A.lso 
sind  diese  Büschel  zu  einander  projeotivisch.  Einer  der  Doppelstrahlen  geht 
durch  P.  Auf  dem  anderen  liegt  der  gesuchte  Punkt  (7^.  Um  ihn  zu 
construiren,  zeigen  wir  zuerst,  dass  die  Beihen  auf  fm^nf  welche  durch  die 
entsprechenden  Linien  mn  einander  zugeordnet  werden,  perspectivisch  sind. 
Dreht  sich  nämlich  m  um  If ,  so  beschreibt  diese  Gerade  auf  gm  und  r^ 
perspectivische  Reihen  &„>  -Bm*  Wir  projiciren  die  erste  dieser  Reihen 
aus  A  auf  ^„.  Die  hierdurch  entstehende  Reihe  wird  mit  N  verbunden. 
Dann  schneidet  r»  aus  diesem  Strahlenbüschel  eine  zu  ihm  perspectivische 
Reihe  Bn.  Sie  ist  also  zur  Reihe  der  Punkte  B^  projeotivisch.  Weil  in 
beiden  Reihen  der  Schnittpunkt  der  Träger  sich  selbst  entspricht,  geht  die 
Projectivität  in  perspectivische  Lage  über.  Die  Reihen  haben  ein  Per- 
spectivcentrum  8»  Durch  dieses  geht  der  gesuchte  Doppelstrahl  der  pro- 
jectivischen  Büschel  aus  ^|,  welcher  C^  enthält. 

Damit  sind  wir  zu  einer  zweiten  Construction  der  C^  aus  neun 
Punkten  gelangt.    Sie  erfordert  nach  dem  Gesagten  folgende  Linien  (Fig.  3) : 

Wir  suchen  P  und  projiciren  aus  M  und  N  den  Punkt  B 
auf  jK'  und  B^  f^xxi  K\,    Durch  diese  Projectionen  und  P  ziehen 


Von  Dr.  Chr.  Bbtbl.  105 


wir  die  resp.  Linien  gm9n^  fmrn»  Dann  wählen  wir  durch  A 
zwei  beliebige  Gerade  aal^^  welche  ^m^»  resp.  in  OmG*m^  0-nCr\ 
schneiden.  Die  zwei  ersten  Punkte  projiciren  wir  aus  M  auf  rmi 
die  zwei  anderen  aus  N  auf  Tn»  Sind  Bmli*m9  BnB^n  die  resp. 
Projectionen,  so  schneidet  die  Gerade  BmRn  aus  S^m^n  einen 
Punkt /9|  den  wir  mit  ^^  verbinden.  ^^/9  trifft  JT',  zum  zweiten 
Male  in  C^.  Wir  finden  aus  C^  den  Punkt  (7,  indem  wir  den 
Schnittpunkt  Yon  A^ 8  mit  rm(rn)  suchen.  Diesen  projiciren  wir 
aus  M{N)  auf  gmiSn)»  Dann  liegt  auf  der  Geraden,  welche 
durch  diese  Projection  und  A  geht,  der  Punkt  C. 

Die  Construction  wird  dadurch  noch  etwas  vereinfacht,  dass  wir  an 
Stelle  der  beliebigen  Linien  aa*  die  Geraden  AM  und  AN  wählen.  Sie 
schneiden  sofort  rm^n  in  den  Punkten  Rm^^n  tind  wir  müssen  nur  noch 
W^mRn  construiren. 

6.  Eine  dritte  Construction  der  C^  geht  von  den  Linien  m  und  n 
aus  y  welche  durch  die  resp.  Punkte  M  und  N  gehen.  Zu  jedem  Punkte  H  von 
K*  gehört  ein  solches  Linienpaar.  Es  stellt  die  Geraden  vor,  welche  den 
Punkten  M  und  N  in  der  Beciprocität  {ABH^)  entsprechen.  Die  Zu- 
ordnung dieser  Linien  wird  durch  A^  gmj  g^  vermittelt.  Jede  Gerade 
durch  A  schneidet  aus  gm  und  gn  zwei  Punkte,  durch  welche  zwei  Linien 
m,  n  gehen.  Folglich  bilden  diese  Linien  projectivische  Büschel.  Die 
Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  liegen  also  auf  einem  Kegelschnitt  B*. 

Vertauschen  wir  nun  den  Kegelschnitt  K^miiK*^^  das  heisst,  lassen 
wir  einen  Punkt  JET^  den  Kegelschnitt  JT'i  durchlaufen,  so  wird  durch  jede 
Lage  von  jET^  eine  Beciprocität  (AiB^C^A^)  festgelegt.  Wir  finden  in  dieser 
Beciprocität  die  entsprechenden  Linien  fn^n^  zu  üf,  N,  indem  wir  zwei 
Linien  gmi9ni  benutzen.  Sie  gehen  durch  P  und  die  zweiten  Schnitt- 
punkte der  Geraden  üfJ^j,  NB^.  mit  K\.  Die  Gerade  A^H^  trifft  gmi9ni 
in  zwei  Punkten,  durch  welche  resp.  fn^n^  gehen.  Folglich  werden  auch 
diese  Linien  durch  A^^  gmi,  ffm  einander  projectivisch  zugeordnet  und  er- 
zeugen einen  Kegelschnitt  B\> 

Jeder  der  zwei  Kegelschnitte  B^B^i  geht  durch  die  drei  Punkte  iftf, 
N  und  P.  Folglich  schneiden  sich  diese  Kegelschnitte  in  einem  vierten 
Punkte  U.  Die  Geraden ,  welche  durch  U  und  M  resp.  N  gehen ,  ent« 
sprechen  den  Punkten  MN  in  zweiBeciprocitäten(J.^CA)  und  {A^B^C^A^). 
Wir  können  daher  MU  und  NU  benutzen,  um  von  diesen  Beciproci täten 
die  Grundpunkte  CC^  zu  finden.  Sie  liegen  auf  der  gegebenen  Curve  dritter 
Ordnung. 

Die  bequeme  Ausführung  der  Construction  hängt  von  der  Bestimmung 
der  Kegelschnitte  J3^,  B^^  ab.  Wir  bemerken  daher  zu  dieser  Bestimmung 
Folgendes:  Nach  dem  oben  Gesagten  wird  ein  Punkt  von  B*  gefunden, 
indem  wir  gm9n  mit  einer  beliebigen  Geraden  durch  A  schneiden.  Ver- 
binden wir   diese  Schnittpunkte  resp.  mit  M  und  IT,   so  treffen  sich  diese 
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Verbindungslinien  in  einem  Punkte  von  22^.  Specialisiren  wir  diese  Con- 
struction  für  die  Geraden  AM  und  AN»  so  folgt,  dass  AM  9.na  gn  und 
AN  aus  gm  je  einen  Punkt  von  B^  schneidet.  Diese  zwei  Punkte  und 
MNP  bestimmen  i?.     In  analoger  Weise  wird  B^^  bestimmt. 

Fassen  wir  schliesslich  die  Constructionslinien  zusammen,  so  ergiebt 
sich  (Pig.  4) : 

Wir  suchen  P  und  projiciren  M  und  N  aus  B  auf  K*  und 
aus  Bi  auf  K^^  (wie  bei  5).  Durch  P  und  diese  Projectionen 
gehen  die  resp.  Linien  ^m^«;  gmignu  Sodann  schneiden  wir 
gm  mit  AN  und  gn  mit  AM;  ferner  gmi  mit  A^N  und  gni  mit  A^M. 
Die  Punkte  PMN  bestimmen  mit  den  ersten  zwei  Schnitt- 
punkten einen  Kegelschnitt  JS' und  mit  den  letzten  zwei  einen 
Kegelschnitt  B\.  Wir  construiren  den  vierten  gemeinsamen 
Punkt  U.  MU  schneidet  aus  gm{gmi)  and  NU  aus  gmiffni)  Punkte, 
welche  auf  einer  Geraden  durch  A{Ai)  liegen.  Diese  trifft 
K*{K*i)  zum  zweiten  Male  in  C(C|). 

7.  Im  Zusammenhange  mit  der  Construction  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung aus  neun  Punkten  steht  die  Aufgabe,  den  neunten  Punkt  aller 
Curven  dritter  Ordnung  zu  finden,  welche  durch  acht  in  all- 
gemeiner Lage  gegebene  Punkte  gehen. 

Wir  entwickeln  eine  LOsung  dieser  Aufgabe. 

XYZy  AB^  -^1-^1  ^^^  ^  s^^^Q  eil®  ^^^^  gegebenen  Punkte.  Wir 
legen  wieder,  wie  oben,  durch  XYZAB  und  XTZA^B^  zwei  Kegel- 
schnitte K^K\  und  zeichnen  den  vierten  gemeinsamen  Punkt  P  und  die 
Linien  gmfm  (Fig.  5).  Durch  jeden  Punkt  H  von  K*  wird  eine  Gnrve  des 
BOschels  fizirt  Sie  schneide  K^^  in  Hi.  Dann  wird  die  Projectivität  der 
Punkte  HH^  durch  gmfm  vermittelt  (6). 

Jede  Curve  des  Büschels  trifft  die  Linie  A^B^  in  einem  dritten 
Punkte  Ty  Er  entspricht  dieser  Linie  in  einer  Reciprocitftt  (AB HA).* 
Wir  erhalten  diese  Punkte  jT^,  indem  wir  durch  AB  EX  und  den  Schnitt- 
punkt 8  von  A^Bj  mit  XP  Kegelschnitte  legen.  Ihre  zweiten  Schnitt- 
punkte mit  AiBi  sind  die  gesuchten  Punkte  Tj.  Benutzen  wir  zu  dieser 
Construction  den  Satz  von  Pascal,  so  können  wir  die  Anordnung  der 
Punkte  so  festsetzen,  dass  alle  Pascallinien  durch  den  Schnittpunkt  0  der 
Linien  AB,  ^,J&i  gehen.  Die  Linien  HA  treffen  XP  je  in  einem  zweiten 
Punkte  U  einer  Pascallinie.  Schneiden  wir  diese  Pascallinien  mit  BX^  so 
gehen  durch  die  Schnittpunkte  L  und  die  resp.  H  gerade  Linien ,  auf  denen 
die  Punkte  I\  liegen. 

Eine  Linie  HT^  schneidet  K^  ausser  in  H  noch  in  einem  zweiten 
Punkte  F.  Suchen  wir  F  mit  Hilfe  des  Sechsecks  PXBAHF^  so  finden 
wir,   dass  0{7  die  Pascallinie  ist,  und  dass  F  auf  der  Geraden  PO  liegt. 


Vergl.  die  oben  citirte  Abhandlung  S.  70  Nr.  4. 
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Daraus  ergiebt  sich  aber^  dass  alle  Linien  HT^  durch  den  Punkt  F 
gehen. 

Das  Resultat  dieser  Untersuchung  Iftsst  sich  allgemein  als  Satz  so  fassen : 

Der  Kegelschnitt,  welcher  durch  fünf  Grundpunkte  eines 
Büschels  von  Curyen  dritter  Ordnung  geht,  und  die  Gerade, 
welche  zwei  weitere  Qrundpunkte  verbindet,  werden  von  jeder 
Gurve  des  Büschels  in  einem  Punktepaar  geschnitten.  Diese 
Punktepaare  liegen  auf  Geraden  durch  einen  Punkt  des 
Kegelschnittes. 

Wenden  wir  diesen  Satz  auf  den  Kegelschnitt  K*^  und  die  Gerade  A  B 
an,  so  folgt,  dass  jede  Curve  des  Büschels  aus  K^^  und  AB  zwei  Punkte 
H^T  schneidet,  welche  auf  einer  Geraden  durch  einen  Punkt  F^  von  K*^ 
liegen.    F^  ist  der  Schnittpunkt  der  Linie  OF  mit  K\. 

Die  Projectivität,  welche  zwischen  den  Punkten  HH^  besteht,  über- 
tragt sich  auf  die  Strahlen  FH^  ^i^v  ^^^^^  bilden  —  weil  der  Strahl  FF^ 
sich  selbst  entspricht  —  perspectivische  Büschel.  Folglich  schneiden  sich 
entsprechende  Strahlen  der  Büschel  auf  Punkten  einer  Geraden  m.  Die 
Bedeutung  von  m  ergiebt  sich  aus  der  Bemerkung,  dass  TT^  Sternpunkte 
anf  AB^  A-^i  ^^  ^^^^  zusammengehörigen  Reciprocitäten  {AB HA) 
{AiB^H^A^)  sind.  Daraus  folgt*,  dass  sich  die  Linien  HT^t  H^T  in 
einem  Punkte  E  derjenigen  Curve  C  schneiden,  welche  durch  die  er- 
w&hnten  Reciprocitäten  dargestellt  wird.  Wir  schliessen  daher;  Jede 
Gerade  durch  F{Fj)  schneidet  aus  m,  A^B^^  £'(*»}  AB,  K^^)  drei 
Punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung  des  Büschels. 

8.  Auf  ffi  muss  der  neunte  Punkt  Jfj  des  Büschels  liegen.  Soll  nttm* 
lieh  Ml  allen  Curven  des  Büschels  gemeinsam  sein ,  so  muss  M^  auch  der- 
jenigen Curve  angehören,  für  welche  die  Gerade  FM^  aus  m,  il|jB^,  K* 
drei  Punkte  schneidet.  Einer  dieser  Punkte  muss  Jlf,  sein;  denn  sonst 
würden  auf  FM^  vier  Punkte  einer  C  liegen  und  diese  Curve  zerfiele  in 
eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt.  Dies  ist  unmöglich,  wenn  die  acht 
Qrundpunkte  —  wie  vorausgesetzt  —  in  allgemeiner  Lage  gegeben  sind. 
Derselben  Voraussetzung  widerspricht  es,  dass  M^  auf  K*  oder  auf  A^B^ 
liegt  Im  ersten  Falle  enthielte  K^  sechs ;  im  zweiten  Falle  A^Bi  drei 
Ornndpunkte  des  Büschels.  In  beiden  Fällen  könnten  die  acht  gegebenen 
Grundpunkte  sich  nicht  in  allgemeiner  Lage  befinden.  Es  bleibt  also  nur 
die  Möglichkeit,  dass  M^  auf  m  liegt.** 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Construction  von  n^  und  My 

M  ist  ein  Punkt  von  m;  denn  läge  M  nicht  in  fti,  so  müsste  die 
Gerade  FM  vier  Funkte  einer  Curve  des  Büschels  enthalten.  Wir  haben 
oben  gesehen,  dass  dies  unmöglich  ist.     Ein  zweiter  Punkt  E  von  m  wird 

*  Loco  citato  p.  70  No.  4  und  p.  71  Nr.  5. 

**  Dass  m  zwei  Gmndpunkte  enthält,  folgt  auch  aus  der  Umkehrong  des  in 
7  bewiesenen  Satzes. 
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gefunden,  indem  wir  ein  entsprechendes  Paar  HH^  construiren  und  FH 
mit  FiBi^  zum  Schnitte  bringen.  Wir  wählen  am  besten  an  Stelle  von 
H  den  zweiten  Schnittpunkt  von  AM  mit  K*.  Durch  diese  Wahl  wird  die 
Construction  von  gm  überflüssig. 

Um  üf  j  auf  m  zu  finden ,  bemerken  wir ,  dass  jede  Curve  des  Büschels 
aus  JSr'(ÜL\)  und  m  ein  Punktepaar  schneidet,  welches  auf  einer  Geraden 
durch  F(F^)  liegt.  Es  gilt  also  für  diese  Punkte,  was  wir  im  Satze  von 
7  bewiesen  haben.  Wir  können  daher  in  ümkehrung  der  Beihenfolge  die  Figur 
construiren,  welche  zu  diesem  Satze  führte.  Dann  folgt,  dass  eine  Gerade 
durch  F{F^  und  den  Schnittpunkt  von  m  mit  AB{Ay^  jB,)  aus  K^{K^^  einen 
Punkt  Pm(imi)  schneidet,  welcher  mit  XYZMM^  auf  einem  Kegelschnitt 
liegt.  Derselbe  wird  durch  XYZMFm(Fm\)  bestimmt  und  trifft  m  in  Jtf^. 
Fassen  wir  schliesslich  nochmals  die  nöthigen  Constructionslinien  zusammen, 
so  ergiebt  sich  für  die  Construction  des  neunten  Punktes  Folgendes  (Fig.  6) : 

Wir  suchen  P,  projiciren  M  aus  Pj  auf  K*^  und  ziehen 
durch  P  und  diese  Projection  die  Gerade  r^-  Dann  verbinden 
wir  P  mit  dem  Schnittpunkte  0  der  Linien  AB^  -^x^i  ^°^  con- 
struiren die  Schnittpunkte  FF^  dieser  Verbindungslinie  mit 
JT^  K^y  Hierauf  suchen  wir  den  zweiten  Schnittpunkt  H  von 
MA  mit  K^  und  den  Schnittpunkt  B  von  MA  mit  tm.  BA^  schnei* 
det  K^^  zum  zweiten  Male  in  ^|.  Wir  ziehen  durch  üf  und  den 
Schnittpunkt  JE7  der  Linien  ^JET,  F^H^  die  Gerade  m  und  suchen 
ihren  Schnittpunkt  Om{Om\)  mit  AB{A^B^).  FOmiF^Omx)  trifft 
K^{K^^)  ein  zweites  Mal  in  Pm(Pfiii)*  Endlich  construiren  wir  den 
neunten  Punkt  M^  als  den  zweiten  Schnittpunkt  der  Linie  tn 
mit  einem  Kegelschnitt,   welcher   durch   XY ZMPm{Bm\)  geht** 

In  Figur  6  ist  die  Curve  C^h  des  Büschels  eingezeichnet,  welche  durch 
das  Punktepaar  HH^  bestimmt  wird.  Sie  geht  durch  E  und  die  Schnitt- 
punkte T,  Tj  von  Ib  mit  F\H^  und  1^,  mit  J\ff. 

10.  Die  Construction  des  neunten  Punktes  zu  den  acht  Grnndpnnkten 
eines  Büschels  von C  lässt  sich  anwenden,  um  eine  Curve  dritter  Ord- 
nung aus  neun  Punkten  zu  zeichnen.  Wir  fassen  je  acht  dieser  neun  Punkte 
als  Grundpunkte  eines  Büschels  auf  und  construiren  den  neunten  Punkt. 
Alle  diese  neunten  Punkte  liegen  auf  C^ 

Der  Gedanke,  welcher  zur  Construction  des  neunten  Punktes  führte, 
lässt  sich  aber  noch  in  anderer  Weise  für  eine  vierte  Construction 
der  C  aus  neun  Punkten  verwerthen. 

Wir  suchen  wieder  zwei  Reciprocitfiten ,  durch  welche  sich  C*  dar- 
stellen lässt  und  gehen  dabei  von^  zwei  Curvenbüscheln  aus,  welche 
XYZABA^By^   und   M  resp.  JV  zu    Grundpunkten   haben.    Wir  zeichnen 

*  In  Figur  6  ist  dieser  Kegelschnitt  ein  Kreis,  weil  YZ  die  imaginären 
Kreispunkte  sind. 
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für  das  erste  Büschel  die  Linie  itf,  welche  m  mit  dem  nennten  Punkte  itf^ 
verbindet.  Ferner  suchen  wir  für  das  zweite  Büschel  die  Linie  n^  welche 
durch  N  und  den  neunten  Punkt  J^7,  dieses  Büschels  geht.  Der  Schnitt- 
punkt E  der  Linien  m  und  n  muss  auf  der  gegebenen  C^  liegen.  Die 
Gerade  FE  schneidet  nämlich  aus  K^  und  J.|jB|  zwei  Punkte,  welche  einer 
Curve  des  einen  und  einer  Curve  des  anderen  Büschels  angehören.  Keiner 
dieser  zwei  Punkte  kann  Gruudpunkt  eines  der  zwei  Büschel  sein,  weil 
acht  Grundpunkte  jedes  Büschels  in  allgemeiner  Lage  gegeben  sind.  Folg- 
lich müssen  die  in  Rede  stehenden  zwei  Curven  dritter  Ordnung  mit  der 
gegebenen  C^  zusammenfallen.  CT^  sind  zwei  ihrer  Punkte.  Ein  dritter 
ist  E.  Die  Gerade  i^^ ^  schneidet  aus  j^'^  und  AB  zwei  weitere  Punkte  C^  T. 
ABCy  Ä^B^Ci  sind  die  Grundpunkte  der  gesuchten  Reciprocitäten. 

Zur  Erklärung  der  Figur  7,  welche  die  entwickelten  Gedanken  dar- 
stellt;  fassen  wir  die  nöthigen  Cunstructionslinien  nochmals  zusammen. 

Wir  suchen  P,  JP,  jP^,  r«  und  m  wie  oben  (9  und  Fig.  6).  Dann 
projiciren  wir  N  aus  B^  auf  JT^,  und  ziehen  durch  P  und  diese 
Projection  die  Gerade  r„.  AN  schneide  K^  in  JET,,  und  Tn  in  Rn. 
Wir  construiren  den  zweiten  Schnittpunkt  Hin  YonA^Bn  mit  K^^, 
Die  Verbindungslinie  vonJVmitdem  Schnittpunkte  der  Geraden 
FHnt  E^Hm  ißt  n.  m  trifft  n  in  einem  Punkte  E  von  C^  FE, 
F^E  schneiden  E^K\  resp.  in  C,  C^  und  AB,  A^B^  resp.  in  TT^. 

Schliesslich  sei  bemerkt,  dass  in  der  Figur  auch  die  neunten  Punkte  iftf^i^i 
gezeichnet  sind.  Wir  projiciren  die  Schnittpunkte  der  Geraden  AB^A^B^ 
mit  ni  und  n  aus  F(F^  auf  K^{K^^).  Die  Projectionen  bestimmen  resp. 
mit  XTZMf  XYZN  zwei  Kegelschnitte.  Der  eine  trifft  m  in  üf^,  der 
andere  n  in  J^|. 

11.  Die  erklärten  Constructionen  der  C^  aus  neun  Punkten  behalten 
für  eine  Reihe  von  Special  fällen  ihre  Giltigkeit. 

Zunächst  sehen  wir,  dass  je  die  Punkte  XTZ,  AB,  A^B^,  MN 
dieselbe  Rolle  spielen.  Wir  dürfen  daher  die  Punkte  von  jeder  dieser  vier 
Gruppen  unter  einander  vertauschen. 

Femer  können  wir  die  Punkte  der  drei  ersten  Gruppen  einander  unendlich 
nahe  rücken  lassen.  Nehmen  wir  an^  dass  die  drei  Punkte  XTZ  auf  einer 
Geraden  unendlich  benachbart  liegen;  so  ist  C^  durch  eine  Inflexionstangente, 
ihren  Berührungspunkt  und  sechs  Punkte  gegeben.  Die  Aenderung,  welche 
hierdurch  in  der  allgemeinen  Construction  eintritt,  beschränkt  sich  darauf, 
dass  sich  die  Kegelschnitte  JT'iC',  in  X  osculiren.  Ebenso  einfach  gestalten 
sich  die  Constructionen,  wenn  zwei  oder  drei  Punkte  XY,  oder  wenn  die 
Punkte  AB,  A^Bi  als  Berührungspunkte  je  einer  Tangente  zusammen- 
fallen. Wir  erhalten  dann  Constructionen  für  Curven  dritter  Ordnung, 
welche  durch  acht  Punkte  und  die  Tangente  in  einem ,  durch  sieben  Punkte 
und  die  Tangenten  in  zweien  oder  durch  sechs  Punkte  und  die  Tangenten 
in  drei  dieser  Punkte  gehen. 
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Lassen  wir  aber  M  and  N  als  Berührungspunkte  einer  Tangente  xu- 
sammenfallen,  so  versagen  die  bis  jetzt  abgeleiteten  Constructionen.  Die 
Linien  rmTn^  ffiugw'  fallen  zusammen  und  es  tritt  eine  gewisse  Unbestimmt- 
heit ein. 

Wir  leiten  daher  eine  fünfte  Construction  einer  Curve  0'  aus 
neun  Punkten  ab. 

Wir  werden  sehen ,  dass  diese  Construction  auch  dann  Oiltigkeit  hat, 
wenn  C^  durch  fünf  Punkte  und  die  Tangenten  in  vier  derselben  gegeben 
ist.  Zugleich  löst  die  Construction  die  allgemeine  Aufgabe,  den 
dritten  Schnittpunkt  einer  Qeraden  mit  C^  zu  finden^  wenn 
diese  Gerade  durch  zwei  gegebene  Punkte  der  C^  geht 

12.  Für  die  Erklttrung  der  neuen  Construction  ist  es  bequem, 
die  nenn  gegebenen  Punkte  der  C^  mit  XTZ,  -^i-^n  -^-^s«  -^s^s  '^ 
bezeichnen.  Die  Geraden  Ä^B^^  ^-^29  -^3-^3  ^^^^^  resp.  q,  c,,  c^  Wir 
legen  nun  drei  Kegelschnitte  Z^^x-^S-^'s*  ^el<^^6  die  Punkte  ZYZ  gemein 
haben  und  resp.  durch  Ä^B^,  -^B^^  ^^B^  gehen.*  Wir  suchen  hierauf 
den  vierten  gemeinsamen  Punkt  P3  zwischen  K^^K\  und  den  vierten  ge- 
meinsamen Punkt  Pi  zwischen  K\K*^, 

Durch  die  acht  Punkte  XTZ^  Ä^B^^  -^B^  und  Ä^  wird  ein  Büschel 
(7',g  von  Curven  dritter  Ordnung  bestimmt.  Jeder  Punkt  E^  auf  K*^ 
fixirt  eine  Curve  des  Büschels.  Sie  schneidet  K\  in  einem  sechsten 
Punkte  H^  und  die  Gerade  c^  in  einem  dritten  Punkte  T,.  Die  Reihe  der 
Punkte  H^  ist  perspectivisch  zur  Reihe  der  Punkte  T^  (Satz  von  7).  Das 
Perspectivcentrum  ist  ein  Punkt  Fj  auf  K^y  Femer  ist  die  Reihe  der 
H^  projectivisch  zur  Reihe  der  H^.  Die  Projectivität  wird  durch  zwei 
Gerade  g^r^  vermittelt,  welche  durch  P3  und  die  zwei  Schnittpunkte  der 
Linien  J.1J.3,  Ä^Ä^  mit  den  resp.  Kegelschnitten  K\K\  gehen  (5). 

Wir  führen  jetzt  den  analogen  Gedankengang  für  ein  zweites  Büschel 
von  Curven  dritter  Ordnung  C\^  aus,  welches  XTZ^  -^B^^  -^s-^s  ^^^ 
Äi  zu  Grundpunkten  hat.  Die  Curven  dieses  Büschels  schneiden  aus  ^'2-^*3 
und  aus  c^  Reihen  von  Punkten  H^,  H^,  T\  Die  ersten  dieser  zwei 
Reihen  sind  zu  einander  projectivisch.  Entsprechende  Punkte  werden 
mit  Hilfe  von  zwei  Geraden  g^r^  gefunden,  welche  durch  P^  und  die 
zweiten  Schnittpunkte  der  Geraden  A^Ä^,  A^Ä^  mit  den  resp.  Kegel- 
schnitten K\y  K\  gehen.  Die  Reihe  der  H^  liegt  perspectivisch  zur  Reihe 
der  r%.    Perspectivcentrum  ist  ein  in  K\  liegender  Punkt  P,. 

Wir  ordnen  nun  die  Reihen  T^T*^  einander  projectivisch  zu.  Durch 
jeden  Punkt  H^  von  K^i  geht  eine  Curve  C*,g,  welche  K\  in  einem  Punkte 
H2  schneidet.  Durch  ihn  geht  eine  bestimmte  Curve  C\^^  welche  K\  in 
einem  sechsten  Punkte  H^  trifft.  Auf  diese  Weise  wird  jedem  Punkte  S^ 
ein  Punkt  Ä,,    und    somit  jedem    Punkte    T^   ein   Punkt  T\  zugeordnet. 

*  In  Figur  8  sind  K*iK\K^z  Kreise,  weil  die  Curve  C  drcular  gew&hlt  iat. 
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Diese  Pankte  bilden  also  projecüvische  Reihen.  Die  zwei  Doppelpunkte 
der  Reihen  haben  verschiedene  Bedeutnng. 

Je  zwei  durch  einen  Punkt  H^  einander  zugeordnete  Curren  dritter 
Ordnung  C\^j  C\  bestimmen  ein  Büschel  von  C,  denn  sie  haben  die 
Punkte  XTZ^  -^i-^st  -^s«  -^  und  einen  Punkt  H^  auf  K\  gemeinsam. 
Bekanntlich  gehen  die  Curven  eines  solchen  Bttschels  durch  einen  neunten 
Punkt.  In  unserem  Falle  liegen  sechs  der  acht  gemeinsamen  Punkte  auf 
dem  Kegelschnitt  E\  Mithin  müssen  die  zwei  anderen  gemeinsamen 
Punkte  mit  dem  neunten  Punkte  auf  einer  Geraden  liegen.  Diese  ist  die 
Linie  Äi  Ä^.  Sie  enthftlt  alle  neunten  Punkte  der  erwähnten  Curvenbüschel. 
Folglich  wird  sie  die  Linie  c^  in  einem.  Punkte  V  treffen,  welcher  ein 
neunter  Punkt  für  eines  dieser  Curvenbüschel  ist.  In  ihm  schneidet  also 
eine  bestimmte  Curve  C^,,  ihre  entsprechende  Curve  C^^.  Folglich  ist  V 
einer  der  Doppelpunkte  für  die  projeotiven  Reihen  T^T\.  Zum  anderen 
Doppelpunkte  W  gehören  zwei  Curven  C\2y  ^^s«  welche  neun  Punkte  in 
allgemeiner  Lage  gemein  haben.  Daraus  folgt,  dass  diese  zwei  Curven 
mit  derjenigen  G^  zusammenfallen ,  welche  durch  die  neun  gegebenen  Punkte 
geht     W  liegt  also  auf  dieser  C^. 

Verbinden  wir  W  mit  F^F^y  so  schneiden  diese  Oeraden  resp.  aus 
K^Kl  zwei  weitere  Punkte  C^C^.  Sie  bestimmen  mit  -ä^iJ^^,  Ä^B^  zwei 
Reciprocitäten,  durch  welche  C^  dargestellt  werden  kann. 

13«  Indem  wir  die  Ausführung  dieser  Construction  besprechen, 
gelangen  wir  noch  zu  einigen  Abkürzungen. 

Wir  verfolgen  zuerst  den  Linienzug,  welcher  von  einem  Punkte  ^^  zu 
dem  entsprechenden  Punkte  H^  führt.  Kennen  wir  g^ff^,  g^r^^  so  ziehen 
wir  JJtJ?|(5).  Diese  Gerade  schneide  g^  in  ffj.  G^Ä^  treffe  r^  in  JB3. 
Wir  ziehen  B^B^,  Diese  Linie  schneidet  K^^  ^^^  zweiten  Male  in  H^. 
Sie  treffe  ^j  in  Cr,.  G^Ä^  schneide  r^  in  2?,.  Verbinden  wir  schliesslich 
Bi  mit  ^3,  so  schneidet  diese  Verbindungslinie  den  Kegelschnitt  K*^  zum 
zweiten  Male  in  H^,     Die  Blcken  des  Linienzuges  sind  also: 

fli  —  B,  —  ©3  —  ilj  —  JB3  —  ^j  —  ö,  —  il,  —  2?i  —  B3  — 1/3. 

Dieser  Linienzug  wird  abgekürzt,  wenn  wir  einmal  an  Stelle  von  H^ 
den  Punkt  P3  und  dann  an  Stelle  von  H^  den  Punkt  P,  setzen.  Im  ersten 
Falle  deckt  sich  H^  mit  H^.     Im  zweiten  Falle  liegt  H^  in  ^3. 

Zur  Construction  von  W  bemerken  wir,  dass  die  Büschel  aus  i^j-Fs 
nach  den  resp.  Punkten  H^H^^  ^i^*i  zu  einander  projectivisch  sind.  Sie 
erzeugen  also  einen  Kegelschnitt  £^^  Er  schneidet  c^  in  V  und  W.  F^F^V 
sind  drei  bekannte  Punkte  vod  KK  Zeichnen  wir  noch  zwei  weitere 
Punkte  auf  den  Linien  F^P^^  F^P^t  so  ist  damit  der  Kegelschnitt  bestimmt. 
Sein  zweiter  Schnittpunkt  mit  c^  ist  TT. 

Fassen  wir  schliesslich  die  Constructionslinien ,  wie  sie  in  Figur  8  dar- 
gestellt sind,  zusammen,  so  ergiebt  sich  Folgendes: 
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Wir  construiren  P3P,,  g^r^^  g^r^.  Dann  verbinden  wir  den 
Schnittpunkt  0^  der  Linien  c^e^  mit  P3.  Diese  Verbindungs- 
linie trifft  K\  zum  zweiten  Male  in  F^  Ferner  ziehen  wir 
durch  P,  eine  Gerade  nach  dem  Schnittpunkte  O3  der  Linien  c^c^, 
Sie  schneidet  £^'3  zum  zweiten  Male  inJF",.  Hierauf  construiren 
wir  zu  P3  den  entsprechenden  Punkt  ^3  durch  den  Linienzug 
P3  — J?2  — 6r,— -ij— 2?i— J?g— H3.  ZttPi  finden  wir  den  entsprechen- 
den Punkt  H^  durch  den  Linienzug  Pi^B^—B^  —  Ä^'-Oj^—Bi-'Hy 
F^P^  schneide  F^H^  in  8^.  F^^  treffe  F^H^  in  S^.  Ä^^  schnei- 
det c^  in  F.  Construiren  wir  endlich  den  zweiten  Schnittpunkt 
▼  on  c,  mit  dem  Kegelschnitt,  welcher  durch  F^F^YSiS^  geht,  so 
erhalten  wir  W.  Die  Linien  F^W,  F^W  schneiden  resp.  Z^j-BT*, 
zum  zweiten  Male  in  C^C^.     Durch  den  Linienzug 

Ci  —  Pj  —  ©3  —  ilj  -  ZJj  —  Bj  —  Cj 
""    """  C3-P3-P,-^3-e^-P,-Ci 

wird  C,  gefunden,  das  heisst,  der  sechste  Schnittpunkt  der  ge- 
gebenen C  mit  K\. 

Lassen  wir  in  der  erklärten  Construction  FmitZ,  Ä^  mit  P^,  A^  mit 
P2,  Ä^  mit  P3  als  Berührungspunkte  von  Tangenten  zusammenfallen ,  so 
finden  wir  die  Curve  dritter  Ordnung,  welche  durch  fünf  Funkte  und  die 
Tangenten  in  vier  dieser  Punkte  geht. 

unsere  üeberlegungen  haben  nun  gezeigt ,  dass  jiede  beliebige  Curve 
dritter  Ordnung  durch  zwei  Reciprocitttten  dargestellt  werden  kann.  Wir 
haben  die  Grundpunkte  von  zwei  solchen  Reciprocitttten  in  mancherlei  Weise 
und  zwar  stets  mit  dem  Lineal  allein*  construirt.  Die  Beziehungen 
dieser  Reciprocitttten  zu  einander  und  die  Untersuchung  ihrer  A  wird  uns 
zu  den  Singularitäten  der  C^  und  zu  ihren  speciellen  Formen  führen.  Wir 
treten  jetzt  auf  diese  Relationen  nicht  näher  ein. 


«  Alle  oben  mit  Kegelschnitten  ausgeführten  Constructionen  sind  linear. 
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IT.  Zur  Theorie  der  Determinanten  höheren  Ranges. 

Eine  Determinante  r^^  Ranges  und  n\®^  Orades  besitzt  bekanntlich 
n''- Elemente  und  (n!)*"""^- Glieder.  Ein  Element  wird  mit  r-Indices  versehen 
und  durch  das  Symbol  von  der  Form  aa^,a^.,,mr  dargestellt,  wobei  jeder 
Zeiger  irgend  eine  der  Zahlen  1 ,  2  . . .  n  bedeuten  kann.  Wir  nennen  Ä;- Ele- 
mente, bei  welchen  die  gleichstelligen  Zeiger  eine  Variation  h^^  Klasse  o.W. 
aus  den  Elementen  1,  2.,.n  bilden,  Ä;- transversale  Elemente,  dann 
bilden  die  n- Elemente  irgend  eines  Gliedes,  also  auch  des  Anfangsgliedes 
«1, !,.. !,<»«, ... »f- •  •«»...»,»  n- transversale  Elemente. 

Die  adjungirte  Unterdeterminante  eines  jeden  Elementes  ist  bekannt- 
lich eine  Determinante  r****  Ranges  und  (n  — l)*«^  Grades. 

r  r 

Es  beseichne  A^^  und  Slj^'^Mie  Anzahl  der  verschwindenden  bezw.der  nicht 
verschwindenden  Glieder  —  also  die  Gliederzahl  —  einer  Determinante 
f*^  Ranges  und  n^*^  Grades  mit  k  transversalen  Nallelementen ,  so  bedeuten 

r  r 

die   Symbole  A^^^  und   %^^  die  Anzahl   der    ersteren    bezw.  der  letzteren 
Glieder  dieser  Determinante  ohne  Nullelemente. 
Es  bestehen  dann  die  Gleichungen: 


1) 

ii"'=o, 

2) 

5ai-)=[n !]'-«, 

3) 
giltig  fOr  ifc  =  ü,  1...«. 

4-) +  Äif  )=[«!]-», 

r 

Die  Grösse  A^^  kann  durch  den  Ausdruck  dargestellt  werden 

i(n)  =  im)^  +  a, 

wenn  o  die  Anzahl  der  Glieder  bezeichnet,  deren  Verschwinden  durch  das 
Jc^  Nullelement  hk  bewirkt  wird.  Die  Grösse  c  ist  also  gleich  der  Glieder- 
zabl  der  ac^ungirten  üuterdeterminante  Bk  des  Elementes  hk^  Bk  ist  aber 
eine  Determinante  r*®»*  Ranges  und  (n  -  l)*®**  Grades,  welche  die  (Ä-1) 
ersten  Nullelemente  enthalt,   mithin  wird  die  Gliederzahl  a  von  Bk  durch 

r 

das  Symbol  ^Ij^^^j",^)  ausgedrückt;  es  ist  also 

4)  i]J'>=ij'l,  +  airi'> 

giltig  fftr  A;  =  1 ,  . .  .  n. 

Zeiitohrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  40.  Jahrg.  1895.  2.  Heft  g 
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Ersetzt  man  in  4)   die  OrOssen  Ä  mit  Hilfe  der  Gleichung  3)  durch 
die  entsprechenden  Grössen  ^,  so  ist 

5)  aV  =  «(^»i,-«t»r,*), 

giltig  fttr  Jfc  =  1 ,  .  .  .  «. 

Schreibt  man  in  5)  t  für  Je  und  bildet  daraus  die  für 

r  =  (j)  +  l),  {p  +  2)...k 

—  wobei  p  =  0,  1  ...  (Ä  —  1)  ist  —  sich  ergebenden  Ausdrücke ,  so  er- 
hKlt  man  nach  Addition  der  letzteren  folgende  Formel: 

6)  i(;)=ai'')+2^?'^ 

giltig  für  ÄJ  =  1 ,  .  .  •  n  und  |?  =  0,  1  ...  (äj  -  1), 
Für  1)  e=  0  folgt  ans  6)  mit  Bücksicht  auf  2): 

7)  [n!]-^  =  SlJ•)+2^1?'"'^ 

giltig  für  &=  1,  2  .  .  .n. 

Ersetzt  man  in  7)  die  Grösse  ^J^")  durch  ihren  aus  3)  folgenden  Werth, 
so  folgt:  ^         t=k-lr 

giltig  für  *=1,  2,...n.  *7 

um   den  Fundamentalsatz  für  Sl^")  zu  erhalten,   bilden  wir  die  Beihe 
Bq,  deren  Glieder  aus  ihrem  allgemeinen  Gliede 

für  A  s=  1  y  2  .  .  .  (n  +  v)  .  •  •  erhalten  werden. 

Bildet  man  aus  der  Gleichung  5)  für  n  =  q  +  k^  1  und  ks=q  die 
Formel;  r  r  r 

so  sieht  man,  dass  das  allgemeine  Glied 

der  ersten  Differenzreihe  von  der  für  qs=  q^l  entstehenden  Beihe  Bq^i 

r 

durch  den  Ausdruck:  3I<9+1-^)  dargestellt  wird ,  daher  mit  dem  allgemeinen 
Gliede  r 

der  für  q  ^=  q  erhaltenen  Beihe  Eg  identisch  ist,  woraus  folgt,  dass  die 
Beihe  Bq  die  erste  Differenzreihe  der  Beihe  JB^.i  ist»  mithin  Bq  die 
(^_])t«  Differenzreihe  der  für  ^  =  1  erhaltenen  Beihe  i?^  bildet.  Man 
erkennt  ferner,   dass   die  Beihe  B^  die  erste  Differenzreihe  der  für  ^  =  0 
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hervorgehenden  Reihe  B^  darstellt,  so  dass  die  Reihe  2?,  die  q^  Differenz- 
reihe der  Reihe  Rq  ist;  man  hat  also  den  Satz: 

Die  aas  ihrem   allgemeinen   Qliede:  2l^+*-0  für 

A  =  1  .  .  .  (n  +  v)  . .  . 
hervorgehende  Reihe: 

deren  auf  einander  folgende  Glieder  die  Oliederzahlen  der 
Determinanten  r****  Ranges  von  demÄ**"  his  zum  n**°...  Grade 
mit  je  ^-transversalen  Nnllelementen  bedeuten,  bildet  die 
k*^  Differenzreihe  von  der  Reihe: 

r 

welche    aus    ihrem   allgemeinen    Gliede    9lj^^"'>=  [(A  — l)!]''"^    für 

X  =  1 , .  . .  n  erhalten  wird;  wobei  31J»)=  (0!/-^=  1. 

Es  folgt  femer: 

Die  Gliederzahl  31^*+')  einer  Determinante  r*®°  Ranges  und 
(k  +  x)^^^  Qr^des  mit  ^-transversalen  Nullelementen  ist  das 
(«  +  !)*•  Glied  der  **•"  Differenzreihe  von  der  Reihe: 

(Oir-S     (l!)--^..(nir"^.., 

welche  ans  ihrem  allgemeinen  Gliede  Sl^^"'^)^  [(X  —  1)1]'""^  für 
A  =  1 ,  2  .  ,  .n  erhalten  wird. 

In  der  Theorie  der  Differenzreihen  erhttlt  man  für  eine  aus  (n  +  1) 
Gliedern  bestehende  Haup treibe  die  folgenden  Gleichungen: 

giltig  ftlrft  =  l,  2..,n;  1  =  1,  2...  («+l-*)5i» -0,  ...(*- 1); 


11)  Dfgr^i=^{l)t .  Dt^^g, 


<=o 


gütig  für  *=:0,1...(«-1);  r=l,  2...(r+A-l);  i=l,  2  ..(n+l-*-f); 

111)  >'-^*fl''+«=^^(*+^)*-^*+*-i^'-' 

giltig  ftr  *  =  0.1...(n-l);r  =  l,2...(n-ifc);A  =  l,2...(«+l-Ä;-r); 


IV) 


giliig  für  ÄJ  =  1,  2...n. 
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In   diesen   Oleichnngen    bedeutet   allgemein   {q)t  den    t^^    Binomial- 
coefficienten  der  q^^  Potenz»  and  mit: 

V)  D«^i=a«-»=[(A-1)!]-» 

das  allgemeine  Glied  der  Haaptreibe,  mit 

VI)  D,g,=^i[^+^'^) 

das  allgemeine  Glied  der  h^^  Differenzreihe  bezeichnet  ist 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  könnte  man  yersehiedene   Formeln  fttr 

r  r 

die  Grössen  %^^  und  Ä^^^  herleiten,  es  soll  aber  nur  die  independente  Form 
derselben  bestimmt  werden. 

Aus  der  Gleichung  I)  folgt  fttr  A  =  n+1— Ä: 

9)  i[-)  =2^-  !)'•  (^  -p)^  ■  %" "  '^ 

giltig  für  ÄJ  !=  1 ,  2  .  .  .  n  und  p  =  0,  1  .  .  .  (&- 1). 

Aus  9)   erhttlt  man  fttr  p  =  0  die  independente  Form   von  %j^"); 
es  ist:  ^        t^k 

10)  ^n)=.^(-  1)*.  W,.[(n-t)!]-', 

giltig   für  ^  =  0,  1  • . .  n;   der  Werth  X;  =  0  ist  zulässig,    weil  dafür  die 

r 

Gleichung  10)   den  richtigen  Werth   31^"^=  (n!)'"-*  liefert. 

Aus  3)    und   10)  erhftlt   man   die   independente   Form   von  A^^; 
es  ist:  ^  «»a 

11)  4") 2'^-l)^(*)..[(n-r)I]-S 

giltig  für  A;  «  1 ,  2  .  .  .  n. 

Für  k^n  folgt  aus  den  Gleichungen  10)  und  11): 


und 

.  13)  Alf)^-^(-\y.  {n),.[{n-x)lY-  • n! .  V(-l)*-  K^TÄI!. 

r  r 

Bezeichnet  man  mit  F]["}  und  J^J^"^)  die  Anzahl  der  Glieder  einer  Deter- 
minante r^^  Banges  und  n^*'^  Grades,  welche  Elemente  eines  gegebenen 
Systems  k  ^  n- transversaler  Elemente  als  Factor  enthalten  bezw.  nicht  ent- 
halten, so  bestehen  die  Gleichungen: 

14)  F[«)+F[-^^[n\Y'\ 

15)  J'i")  =  ij^«), 

16)  hi^m 
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giltig  für  X;  s=  0,  1  .  • .  n;  die  Annahme  ft  =  0  ist  in  dem  Sinne  zu 
definiren,    dass,  wenn  alle  Elemente  des  gegebenen  Systems   den  Wertb 

r  r  TT 

Null  haben,  die  Symbole  F^^^  und  W^^  bezw.  ^J»>  und  Ä^^^  dieselbe  Be- 
deutung haben.  ^ 

Infolge    der    Gleichungen  15)   und  16)    haben    alle    für   A^^^  giltigen 

r  r  r 

Formeln  auch  für  I^jp,  und  die  für  SIJ")  auch  für  J<»>  Giltigkeit. 

Ordnet  man  die  betrachteten  transversalen  Elemente  in  einer  bestimmten 
sonst  aber  ganz  beliebigen  Beihenfolge,  so  ist  die  Anzahl  derjenigen  Glieder 

r 

JEf'^^y  in  welchen  keines  der  (A— 1)  ersten  Elemente  vorkommt,  dabei 
aber  jedes  dieser  Glieder  das  X^  Element  enthält,  durch  den  Ausdruck 
gegeben : 

17)  i^;o==./Y>-i?\"2t=4"^-^ili  =  fe 

giltig  für  A=l,  2.  .  .n. 

Die  Gleichung  17)  enthält  den  Satz: 

Ordnet  man  die  betrachteten  transversalen  Elemente  einer 
Determinante  r*®'^ Banges  und  n^^'^Grades  in  einer  bestimmten, 
sonst  aber  beliebigen  Reihenfolge,  so  ist  die  Anzahl  der 
Glieder,  in  welchen  keines  der  (iL^-l)  ersten  Elemente  vor- 
kommt, dabei  a1i>er  jedes  dieser  Glieder  das  l^*  Element  ent- 
halt, gleich  der  Gliederzahl  einer  Determinante  r^^^  Banges 
und  (n—l)*«"  Grades  mit  (1  —  1)  transversalen  Nullelementen. 

r 

Substituirt  man  den  aus  10}  dadurch  sich  ergebenden  Werth  von  9^"J7]l)) 
dass  darin  (»—  1)  für  r  und  (A  —  1)  für  Ä  gesetzt  wird ,  in  die  Gleichung  17), 

r 

80  erhält  man  I}^^  in  independenter  Form: 

18)  k-^^{-\Y.  (A-l)..  [(„-1-.)!]-., 

«  =  0 

giltig  für  A  =s  1 ,  2  • «  .  n. 

Setzt  man  in  17)  für  A  die  successiven  Werthe  1,2..«%  und  addirt 
die  erhaltenen  Ausdrücke,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  8)  die  Formel: 

19)  i!t">=-Pi">  =  5^ii»>, 

giltig  für  %  =  1 ,  2  ...  n. 

Ertheilt  man  den  betrachteten  transversalen  Elementen  den  Werth  Null, 

so  ist  in  19)  die  Grösse  A^jf^  durch  die  Anzahl  der  Glieder  ausgedrückt, 
deren  Verschwinden  durch  die  einzelnen ,  in  bestimmter  Reihenfolge  geord- 
neten Nullelemente  bewirkt  wird. 

Die  entwickelten  Gleichungen  sind  insbesondere  giltig  bei  r  =  2  für 
die  quadratischen,  bei  r  =  3  für  die  cubischen  Determinanten. 

Budapest  Nicolaus  von  Szöts« 
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V.  lieber  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  PrimsaUen  bis  xa 

einer  gegebenen  Zahl  N  mit  Hilfe  der  Primzahlen,  welche 
kleiner  als  j/N  sind. 

Die  Aufgabe,  die  Anzahl  der  Primzahlen  za  bestimmen,  welche  kleiner 
sind  als  eine  gegebene  Zahl  N^  wird  gewissermassen  mechanisch  gelOst 
durch  das  sogenannte  Sieb  des  Eratosthenes  und  durch  directes  Abzfthlen 
der  nicht  weggestrichenen  Zahlen.  Um  diese  Frage  durch  Rechnung  zu 
beantworten,  erscheint  es  der  einfachste  Weg,  diese  Methode  der  Aus- 
schliessung der  zusammengesetzten  Zahlen  in  Bechnungen  umzusetzen. 

Hat  man  bei  einer  beliebigen  Orenzzahl  N  die  Anzahl  Ä  der  auf- 
zuschreibenden ungeraden  Zahlen  im  Zahlenraum  von  1  bis  N  einschliess- 
lich bestimmt,  so  sacht  man  zunSchst  für  jede  dabei  in  Betracht  kommende 
ungerade  Primzahl       3^  5^  7^  ^^^       ^^^  p^<yN 

die  Anzahl  (g^,,  95,  g^,  9if*2py)  cl®^  ungeraden  Vielfachen  derselben  bis 
zur  Grenze  N^  berechnet  sodann  für  jede  dieser  Primzahlen  pg  die  Menge 
derjenigen  Vielfachen,  welche  bereits  als  Vielfache  der  kleineren  Primzahlen 

3,  5,  7,  lly..,pM-i 

in  Wegfall  gekommisn  sind  und  zieht  sie  von  qg  ab  und  subtrahirt  zuletzt 
Ton  A  die   Summe  der  übriggebliebenen   Vielfachen   der  einzelnen  Prim- 
zahlen. ^  j^     j 
Ist  N  gerade,  so  ist  J.  =  -j^;    fElr  ein  ungerades  ^  ist  J.  =  — ^ — • 

Betrachten  wir  die  Zahl  1  nicht  als  Primzahl,  so  sind  ii— 1  ungerade 
Zahlen  zu  berücksichtigen;  addiren  wir  za  denselben  gleich  hier  die  einzige 
gerade  Primzahl  2,  so  sind  die  in  Abzug  zu  bringenden  Vielfachen  der 
ungeraden  Primzahlen  von  Ä  abzuziehen. 

In  der  Beihe  der  ungeraden  Zahlen  kOnnen  von  jeder  ungeraden  Prim- 
zahl nur  die  ungeraden  Vielfachen  TOrkommen  und  jede  ungerade  Zahl  p 

P+  !*• 
nimmt  in  dieser  Beihe  die  '=— ^ —  Stelle  ein.    Um  das  Hinwegstreichen  der 

aufeinander  folgenden  Vielfachen  der  einzelnen  Primzahlen  als  ein  Dividiren 
betrachten   zu   können,    denken   wir   bei  jeder  Primzahl  p   die  Beihe  der 

ungeraden  Zahlen  rückwärts  über  die  Zahl  1  11m  ^-5 —  Stellen  erweitert; 
dann  ist  1^  ~  1   .   P+1 - 

denn,  um  diese  Berechnung  mit  den  spftteren  in  üebereinstimmung  zu 
bringen,  denken  wir  uns  zunftchst  jede  Primzahl  selbst  mit  weggestrichen, 
müssen  jedoch  zum  Schlassresultat  die  Anzahl  der  in  Betracht  kommenden 
ungeraden  Primzahlen  addiren.  Es  sind  also,  um  die  Anzahl  (g,,  ^, 
97«  9n'"Qpp)  der  bei  jeder  Primzahl  in  Wegfall  kommenden  ungeraden 
Zahlen  zu  finden,  durch  die  aufeinander  folgenden  Primzahlen: 
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3,  5,  7.  11,. ..p^ 
die  Sammen  «9—1 

4  +  1.    Ä  +  2,  il  +  3,  A  +  5,...A+^, 


2 

zn  dividiren;  die  bei  diesen  Divisionen  sich  ergebenden  ganzen  Zahlen  sind 
die  gesuchten  Zahlen  q^j  q^,  g^,  Ql^^^'9p9' 

Die  schwierigere  Frage  ist  nun  die,  wieviel  von  den  bei  der  Prim- 
zahl pg  zu  sireichenden  Zahlen  schon  früher  als  Vielfache  der  kleineren 
Primzahlen  3^  5^  7^  u\...l>«.i 

in  Wegfall  gekommen  sind.  Die  Zahl  qg  giebt  die  Anzahl  der  Glieder  in 
der  Reihe  der  ungeraden  Vielfachen  von  p«  an.  Verfolgen  wir  den  weiteren 
Verlauf  der  Untersuchung  in  der  Reihenfolge  der  Primzahlen,   so  ergiebt 

U  +  l):3  =  g, 
die  Anzahl  der  in  der  Zahlenreihe  von  1  bis  N  vorkommenden  ungeraden 
Vielfachen  von  3,  von  denen  noch  keine  weggestrichen  waren, 

(A  +  2):b  =  q, 
die  Anzahl  der  in  demselben  Zahlenraume  vorkommenden  ungeraden  Viel* 
fachen  von  5,  das  heisst  des  1,  3,  5,  7,  9... (75 fachen;  von  dem  Dreifachen 
dieser  Reihe  an  mnss  jedes  dritte  Glied  derselben  den  Factor  3  enthalten ; 
es  sind  also  entsprechend  unserer  ersten  Ueberlegung  von  den  q^  Vielfachen 
von  5  bereits  (ft+l):3 

ungerade  Zahlen  als  Vielfache  von  3  in  Abzug  gebracht  worden,  so  dass 
bei  der  Primzahl  5  nicht  95,  sondern  nur 

&-((?6+l)--3. 
Zahlen  zum  ersten  Male  weggestrichen  werden. 

Die  Division  (Ä^  +1):1  ^q^  ergiebt  die  Anzahl  der  in  dem  betreffenden 
Zahlenraume  vorkommenden    ungeraden  Vielfachen  von  7,   das   heisst  des 

1.,  3.,  5.,  7.,...g/«; 
unter  diesen  q^  Zahlen  enthalten  (q^  + 1)  :  3  den  Factor  3  und  {q^  +  2) :  5 
den  Factor  5.    Von  den  letzteren  Fünffachen  der  Primzahl  7,  nttmlich  dem 

1,  3,  5,  7,  9...{qj  +  2)  ;6fachen 
sind  unter  den  {q^  -f  1)  :  3  Zahlen  der  Dreifachen  von  7  schon 

[(«7  +  2):5  +  l]:3 
Zahlen  als  Dreifache  des  Fünffachen  von  7  enthalten,  so  dass  als  Fünffache  nur 

(g,  +  2):5-[(«,  +  2):5+l]:3 
Zahlen,  im  Ganzen  also  für  die  Primzahl  7  nur 

?7-{te7  +  l)^3  +  [((Z,  +  2):6^((g,  +  2):6+l):3]} 
Zahlen  zu  subtrahiren  sind. 

Die  Division  (Ä  +  5)  illssq^^  ergiebt  die  ungeraden  Vielfachen  von  1 1 ; 
unter  diesen  g|,  Zahlen  enthalten  (g^|  + 1) :  3  den  Factor  3,  (q^i  +  2)  :  5 
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den  Factor  5,  (ö'n  +  3)  :  7  den  Factor  7;   von  den  (q^^  +2)  :  5  gehen  als 
Vielfache  von  3   weiter   [(ä'n +  2) :  5+ 1]  :3   Zahlen  in  Absug;   von  den 
toi  +  3) :  7  fallen  noch  fort 
(toi+3):7+l):3  +  [(((Z,,+3):7+2):5-{((g,,+3):7+2):6+l|:3]^ 

Bei  allen  diesen  Divisionen  gilt  als  Besaltat  die  sich  ergebende  ganze  Zahl. 

Bezeichnen  wir  allgemein 

1^1=3,    ft=5>    Ps^'^y    1^4=  llf-JPy 
die  v^  ungerade  Primzahl  und  verstehen  wir  unter  dem  Zeichen  ^(Ny  v) 
die  Menge  detjenigen  nngeraden  Zahlen ,  welche  in  der  Beihe  der  nngeraden 
Zahlen  von  1  bis  N  einschliesslich  durch  keine  der  Primzahlen 

Pii  Ä>  Pt>"Pv 
theilbar  sind,  so  haben  wir  in  der  angegebenen  Weise  für  jeden  Quotienten  g« 
den  Werth  des  Zeichens  ^(2g«,  x— 1)  zu  berechnen,  um  zu  finden,  wie- 
viel  von    den    bei   der  Primzahl  pn   in  Abzug   zu   bringenden   Zahlen  qg 
bereits  durch  die  kleineren  Primzahlen 

Pif   ft»    Pz'-'Pm^i 
in  Wegfall  gekommen  sind;  denn  da  der  Quotient  q,  die  Anzahl  der  Olieder 
in   der  Beihe  der  aufeinander  folgenden  ungeraden  Zahlen  angiebt,  so  ist 
die  letzte  ungerade  Zahl  2g«— 1. 

Bei  diesen  letzteren  Berechnungen  bieten  uns  einige  bekannte,  ein- 
fache Ueberlegungen  bedeutende  Yortheile.  Gelangen  wir  bei  der  Berech- 
nung der  durch  eine  kleinere  Primzahl  pn  schon  in  Abzug  gebrachten  Zahlen 
auf  einen  Quotienten  Q^,  dessen  Doppeltes  kleiner  ist  als  das  Quadrat  der 
vorhergehenden  Primzahl  2  ^a  <  (jp*  « i)*, 

so  sind  von  den  ungeraden  Zahlen  im  Zahlenraume  von  1  bis  2Qk  s^s 
Vielfache  der  Primzahlen  3,  5,  7,  11...^a.i  &Ue  ausgeschlossen  mit 
Ausnahme  der  1  und  der  Primzahlen,  welche  grösser  als  Ph-i  und  kleiner 
als  2Qh  sind.  Hierbei  wird  2Qk  stets  kleiner  als  die  grOsste,  bei  der 
ganzen  Berechnung  zu  berQcksichtigende  Primzahl  pp  sein,  so  dass  wir 
nur  die  Tafel  der  unbedingt  nothwendigen  Primzahlen  zu  benutzen  brauchen. 
Unter  Anwendung  des  Zeichens  9>(ni),  welches  die  Menge  der  Primzahlen 
<Cw  bedeutet,  kOnnen  wir  diesen  Satz  folgendermassen  schreiben: 
W{2Qh,  ä-1)«1  +  9>(2Cä)-(ä-1), 

wenn  {pa  - 1)*  >  2  ©a  >  Pa  ist. 

Erhalten  wir  femer  bei  einer  solchen  kleineren  Primzahl  pk  einen 
Quotienten  Qny  dessen  Doppeltes  kleiner  als  pjk  und  grOsser  als  pk^t  ist, 
so  sind  alle  Zahlen  ausser  der  Einheit  ausgeschlossen;  es  ist 

Bei  noch  kleineren  Quotienten  Qa^  so  dass  2Qh<Pk--t  ist,  bedeutet 
das  Zeichen  ^,  es  soll  die  Menge  der  ungeraden  Zahlen  im  Zahlenraume 
von  l  bis  2Qa  gesucht    werden,   die    durch  keine  aller  ungeraden  Prim- 
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zahlen  zwischen  1  bis  2Qa)  j&  selbst  durch  keine  grössere  als  2Qa  theilbar 
sind;  es  kann  in  diesem  Falle  erst  recht  nur  die  Einheit  übrig  bleiben 
and  es  ist  ^[2Q,,,  a  +  ip{2QM)]  =  l, 

WO  a  ^  0  und  eine  ganze  Zahl  ist. 

Einige  Beispiele  werden  sofort  die  Einfachheit  und  Kürze  der  Berech- 
nungen erkennen  lassen. 


J\r=500;  1/5ÖÖ   :  22. 

3  500  :  2  =  250 

5     (250+1):  3=    83 

7     (250  +  2):  5=    50;  50-17  =  33 
11  (50  +  1):  3  =17 

13 

17     (250  +  3):7=    36;  36 -(12  +  5)  =  19 
19  (36+1):  3  =  12 

— 7  (36 +  2):  5=    7;  7-2  =  5 

(7  +  1)  :  3  =  2 

256  :  11  =  23;  23- (8  +  3  +1)  =  11 
24  :  3  =  8 
25:5  =  5;  5-2=3 

6:3=2 
26  :  7  =  3  =1 

2.3  =  6<5» 

..6:13  =  19;  19-(6  +  3  +  l4l)=   8 
20  :  3  =  6 
.1:6  =  4;  =3 

2.4  =  8  <  3» 
um  80  mehr  für    7       =1 

„11       =1 

..8:17  =  15;     15-10  =5 

.6:3  =  6 

7:5  =  3;  6  =2 

7,  11,  13  =3 

. .  9  :  19  =  13  =3 

.4:3  =  4 

5:5  =  3,  6  =2 

7,  11,  13,  17  =4 


16  2 

250  -  162  =  88 

7 

95 


3 
5 
7 
11 
13 
17 
19 
23 
29 
31 


^"=1000;  1/1000  =  31. 

1000:2  =  500 
(600  +  1) :  3  =  167 

502:5  =  100;  100-33  =  67 
101 :  3  =  33 

603:7  =  71;  71 -(24 +  9)  =38 
72:    3  =  24 
73:    5  =  14  =9 

15:3  =  5 

..5:11  =  45  =21 

lÖ  .  6  :  3  =  15 

.7:5=    9      =6 
10:3  =  8 
8:7  =  6,  12        =3 

6:13  =  38  =17 

9:    3  =  13 
40:    5=    8-3=5 
1:    7=    5,  10     =2 
3:11=    3,     6     =1 
8:17  =  29  =11 

30:    3  =  10 
1:    5=    6-2  =  4 
2:    7=    4,     8     =2 
4:11=    3  =1 

13  =1 

9  :  19  =  26  =9 

7:3  =  9 

8:5  =  6-2  =  3 
9:7  =  4,    8     =2 
11,  13,  17     =8 
511 :  23  =  22  =7 

-5-  3:3  =  7 

4:5  =  4,    8     =3 
5:7  =  8,     6     =1 
11,  13,  17,  19     =4 
514  :  29  =  17  =3 

22  8:3  =  6 

9:5  =  3,     6     =2 
7,11,13,17,19,  23     =6 
615  :  31  =  16  =2 

20  7:3  =  6 

8:5  =  3,   6  =  2 

7     

342 
500  -  342  =  168 
10 
168 
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JY=  10000;  V 

=  100. 

^10000 

3 

10000:2  =  6000 

5016 :  31  =  161 

=  67 

5 

6001:3  =  1667 

162:    8=    64 

7 

...2:6  =  1000       =  667 

3:    5=    32-11 

=  21 

11 

...  1 :  3  =  333 

4:    7=    23-    8 

-    3 

=  12 

13 

6:11=    15 

80 

7 

17 

3  :  7  =  714 

881 

7:13=    12 

24 

5 

19 

5  :  3  =  238 

9:17=      9 

18 

2 

23 

6:5=143    48  =  96 

19,  23,  29 

3 

29 

6005  :  11  =  456 

208 

5018  :  37  =  135 

«:47 

31 

466:    3  =  162 

136:    3=    46 

37 

7:    6=    91-30  =  61 

7:    5=    27-9  = 

•18 

41 

8  :    7  =    66                      =34 

8  :    7  =    19  -  6  - 

3  = 

10 

43 

6  :  3  =  22 

140:11=    12 

24 

6 

47 

7:5  =  13-4  =  9 

1:13=    10 

20 

4 

53 

8  :  17  =      8 

16 

1 

59 

5006  :  18  =  385 

160 

19,  28,  29,  81 

4 

61 

386:    3=128 

67 

7  :    5  =    77  -  26  =  61 

5020  :  41  =  122 

=  42 

71 

8:    7=    56                       «30 

128:    3=    41 

73 

6  :  3  =  18 

4  :    5  =    24  -  8  r 

16 

79 

7:5  =  11-4  =  7 

6:    7=    17-6- 

2  = 

9 

88 

90:11=    35                       =16 

7:11=    11 

22 

6 

89 

6:3=12 

8:18=      9 

18 

3 

97 

7:5=    7  -  2  =  6 

6 

24                         8:7=.    5,10  =  2 

5021 :  43  =  116 

=  38 

117:    3=    89 

6008  :  17  =  294 

111 

8:    6=    23-8  = 

15 

295:    3=    98 

9:    7=    17-6- 

2  = 

:9 

6:    5=    69-20  =  39 

120:11=    10 

5 

7:    7=    42-14-    5  =  23 

1 :  18  =      9 

3 

9:11=    27-9-3-2:^13 

7 

800:13=    23,    46           =10 

5028  :  47  =  106 
107:    8=    36 

=  34 

6009  :  19  =  263 

95 

8:    6=    21-7  = 

14 

264:    3=    88 

9  :    7  =    16  -  5  - 

2  = 

:8 

5:    5=    63-18  =  35 

111:11=    10    20 

5 

6:    7=    38-13-    6  =  20 

2:13=      8    16 

2 

8:11=    24,    48           =12 

8 

9:i3=    20,    40                8 

6026:53=    94 

=  28 

271:17=    16,    30                 5 

95:    3=    31 
6:    6=    19-6  = 

13 

5011 :  23  =  217 

77 

7:    7=    13-4- 

2  = 

7 

218:    3=   72 

9:11=      9    18 

4 

9:    5=    43-14  =  29 

100:13=      7    14 

2 

220  :    7  =    81  -  10  -  4  =  17 

9 

2:11=    20     40               9 

5029:69=    85 

=  24 

3:13=    17     34               7 

86:    3=    28 

6:17=    13     26               4 

7:    5=    17-    6: 

=  11 

6:19=    11     22               2 

8:    7=    12      24 
90 :  11  =      8      16 

7 
3 

5014  :  29  =  172 

60 

1:13=      7      14 

2 

173:    3=    57 

10 

4:    5=    34-11=23 

6080 

61  =  82 

=  22 

6:    7=    25        8-    3-=  14 

88 

8  =  27 

7:11=    16     32                 8 

4 

6  =  16-    5. 

=  11 

8:13=    13     26                 6 

5 

7  =  12      24 

7 

180:17=    10     20                 3 

7 

11=    7      14 

8 

1:19=      9     18                 1 

8 

13=    6      12 

1 

8:23=      7      14                 1 

11 

E[l6inere  Mittheilangen.  123 


6083  :  67  =  76 

76:  3  =  26 

7:  6=16- 

-  6  = 

10 

8:  7  =  11 

22 

6 

80:11=  7 

14 

3 
13 

5036  :  71  =  70 

71:  3  =  23 

2:  6=14- 

-  6  = 

:  9 

3:  7  =  10 

20 

6 

6:11=  6 

12 

2 
14 

6036  :  73  =  68 

69:  3  =  23 

70:  6  =  14- 

-  6  = 

:  9 

1:  7  =  10 

6 

3:11=  6 

2 
16 

6039  :  79  =  63 

64:  3  =  21 

6:  6  =  13- 

-  4  = 

:  9 

6:  7=  9 

18 

6 

8:11=  6 

12 

2 
16 

Baatcen. 

=  18 


16 


=  13 


=  10 


6041: 

61: 

2: 

8: 

6: 

88  =  60 
8  =  20 
6  =  12- 
7=  9 

11=  6 

-  4=  8 

18    6 

10    1 

17 

=  9 

6044: 

67: 

8: 

9: 

89  =  66 
3  =  19 
6  =  11- 
7=  8 

-  4=  7 

16    4 

19 

=  7 

6048: 

63: 

4: 

6: 

97  =  62 
3=17 
6  =  10- 

7=  7 

-  3=  7 

14    4 

20 

=  4 

3796 

6000- 

3796  =  1205 
24 

1229 
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VI.  BeweiB  eineB  Satses  von  Jacob  Steiner  ttber  die  ErttmmniigBkreiBe 

einer  EllipBe. 
Jacob  Steiner  stellte  den  nachstehenden  Satz  über  die  KrfimmungskreiBe 
einer  Ellipse  auf,  den  wir  in  Folgendem  auf  einfache  Art  beweisen  werden. 
„Durch   jeden    Pnnkt  q  einer    Ellipse    gehen   drei 
Erttmmnngskreise    der   Ellipsee    und   zwar   liegen   die 
Oscalationspankte  a,  6,  c  dieser  Kreise  mit  dem  Punkt  9 
.   auf  einem  Kreise  und  sind  die  Ecken   eines  grössten, 
der  Ellipse  einbeschriebenen  Dreiecks. ** 
In   den  Ecken   eines  beliebigen  einem  Kreise  einbeschriebenen  gleich- 
seitigen Dreiecks  ABC  seien  an  den  Kreis  die  Tangenten  gezogen ;  welche  einen 
beliebigen  Durchmesser  D  dieses  Kreises  in  den  Punkten  Äi,  B^  und  C^  treffen, 
um  Äy  B^  0  seien  mit  den  Längen  AA^^  BB^  und  CO^  Kreisbögen  be- 
schrieben ,  die  den  Durchmesser  D  ein  zweites  Mal  in  den  Punkten  A^ ,  B^ 
und  0^  treffen.     Es  Iftsst  sich  dann  auf  elementare  Weise  zeigen,  dass 

^)  AAft  BB^  und  CO^  sich  in  einem  Pankte  Q  auf  dem  Kreise 
schneiden;  und 

ß)  die  Oeradenpaare  AB^  CQ^  AC^  BQ  und  BC  und  AQ  gegen  den 
Durchmesser  D  gleich  geneigt  sind. 

Drehen  wir  den  Kreis  um  den  Durchmesser  D  und  projiciren  die 
ganze  Figur  auf  die  ursprüngliche  Kreisebene,  oder  aber  verkürzen  wir 
die  Entfernungen  aller  Punkte  vom  Durchmesser  2)  in  bestimmtem  Ver- 
hftltniss ,  so  sind ,  wenn  wir  die  Projectionen  der  Punkte  mit  den  gleichen, 


124  Kleinere  Mittheilnngen. 

jedoch   kleinen  Buchstaben  bezeichnen,  allemal  auch   in  der  nenen  Figar 

a)  ab  und  qc  und  ac  und  qb  und  ebenso  bc  und  aq  gegen  den 
Durchmesser  D  gleich  geneigt; 

ß)  ebenso  bilden  die  Geradenpaare  aa^^  aa^;  hh^^  hh^  und  cc^^  cc^ 
mit  dem  Durchmesser  D  gleiche  Winkel.  Es  folgt  daraus  aber  unmittelbar, 
dass  auch  die  Punkte  a,  b,  c  und  q  auf  einem  Kreise  liegen;  denn  bilden 
zwei  Oegenseiten  eines  Vierecks,  das  einer  Ellipse  einbescbrieben  ist,  mit 
einer  Achse  der  Ellipse,  also  hier  mit  2),  gleiche  Winkel»  so  ist  das 
Viereck  ein  Kreis  Viereck. 

Da  weiter  das  Dreieck  ABC  ein  dem  Kreise  einbeschriebenes  grOsstes 
Dreieck  ist,  so  ist  auch  ahe  ein  solches  in  Bezug  auf  die  Projection  des 
Kreises,  also  in  Bezug  auf  die  Ellipse.  Da  femer  z.  B.  die  Geraden  aa^ 
und  aq  auch  in  Bezug  auf  die  Gerade  D,  die  Hauptachse  der  Ellipse, 
gleich  geneigt  sind,  so  geht  der  Krümmungskreis  der  Ellipse  im  Punkte  a 
durch  den  Punkt  g,  womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

Weingarten  (Württemberg).  Bbnedikt  Sporbr. 

vn.  CombinatoriBcher  Beweis  des  Wilson'söhen  Lehrsaties. 

Die  in  der  Zahl  {p  —  1)\  enthaltenen  Einheiten  lassen  sich  durch  die 
sSmmtlichen  Permutationen  von  p  verschiedenen  Elementen  1,  2,...p  dar- 
stellen, wenn  die  nur  durch  cyklische  Verschiebung  ihrer  Elemente  von 
einander  verschiedenen  Permutationen  als  identisch  betrachtet  werden.  Es 
kann  ja  unter  dieser  Bedingung  jede  Permutation  so  umgestellt  werden, 
dass  sie  mit  einem  bestimmten  Elemente,  etwa  mit  1,  beginnt,  so  dass 
alle  wesentlich  von  einander  verschiedenen  Anordnungen  nur  durch  den 
Platzwechsel  der  (p  —  1)  übrigen  Elemente  entstehen. 

Leitet  man  nun  aus  irgend  einer  Permutation  a,  5, ..•!>, ...A  dadurch 
eine  andere  (a+1),  {b  +  l)^..A,,,.{k+l)  ab,  dass  man  jedes  Element 
durch  das  ihm  nach  der  ursprünglichen  Anordnung  (1,  2,  ...p)  folgende 
ersetzt;  wobei  natürlich  1  als  auf  p  folgend  gilt,  und  wendet  man  auf  die 
erhaltene  Permutation  immer  wieder  dieselbe  Operation  an,  so  muss  man 
endlich  einmal,  spätestens  nach  p maliger  Ausführung  dieses  Verfahrens, 
wieder  diejenige  Anordnung  erhalten,  von  der  man  ausgegangen  isi 
Geschieht  dies  nun  zum  ersten  Male  nach  m  Operationen,  so  wird  es 
immer  wieder  und  nicht  früher  als  nach  m  weiteren,  das  heisst,  es  wird 
nach  mt  2ni,  dm...  Verwandlungen  stattfinden.  Demnach  muss  m  ein 
Theiler  von  p  sein. 

SSmmtliche  (p— 1)1  Permutationen  werden  durch  dieses  Verfahren 
in  geschlossene  Gruppen  zusammengefasst,  von  denen  keine  zwei  irgend 
eine  Permutation  gemeinsam  haben  können ,  da  die  Ableitung  der  übrigen 
zu  einer  Gruppe  gehörigen  Permutationen  aus  einer  derselben  duroh  eine 
eindeutige  Operation  erfolgt. 
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Ißt  nun  p  eine  Primzahl,  so  bleiben  ftlr  m  nar  die  beiden  Werthe 
1  nnd  p  mOglich,  das  heisst,  es  kann  in  diesem  Falle  nnr  solche  Per- 
mataiionen  geben,  die  durch  die  geschilderte  Verwandlang  tingeftndert 
bleiben,  und  solche,  die  zu  j^gliedrigen  Oruppen  zusammentreten.  Die 
Anzahl  der  ersteren  ist  leicht  zu  bestimmen.  In  der  cyklisch  angeordneten 
Elementenreihe  mnss  bei  ihnen  der  Abstand  von  a  bis  (a  +  1)  derselbe 
sein,  wie  der  von  (a  +  1)  bis  {a  +  2)  u.  s.  w.,  da  sonst  a...,  (a  +  1)**-» 
(a  +  2)...  nicht  mit  (a+l).-,  (a  +  2)...,  (a  +  3)...  übereinstimmen 
konnte.  Es  sind  daher  nur  die  (p— 1)  Fälle  möglich,  in  denen  dieser  Abstand 
1,  2,  3...  oder  (p— 1)  Intervalle  aasmacht,  and  diese  Fälle  kommen 
ihatsftchlich  sämmtlich  vor,  da  die  genannten  Zahlen  alle  relativ  prim  za 
p  sind,  so  dass  jedesmal  gerade  ein  Element  auf  jeden  Platz  entföllt. 

Die(j7  — 1)!  vorhandenen  Permatationen  zerfallen  also  in  (p^  1) 
einzelstehende  and  in  Orappen  von  je  p  zasammengehörigen.  Demnach 
ist  (p— 1)!  in  Bezog  auf  den  Modal  p  mit  (p— 1)  oder  (—1)  congraent. 

Ein  einfaches  Beispiel  m5ge  das  (übrigens  leicht  geometrisch  za  ver- 
anschaalichende)  Beweisverfahren  erläatem.  Für  pa=5  hat  man  die 
Permutationen : 


12    3    4    5 

3    5    2    4 

4    2    5 

3 

5    4 

3    2 

1    2    3    ö    4 

5    2    3    4 

3    4    5 

2 

3    2 

4    5 

12    4    3    5 

12    4    5    3 

4    2    3    5 

2    5    3 

4 

4    5 

2    3 

13    4    2    5 

12    5    4    3 

5    4    2    3 

5    3    4 

2 

4    5 

3    2 

14    3    2    5 

13    6    4    2 

5    3    2    4 

4    3    5 

2 

3    2 

5    4 

15    2    4    3 

Gotha. 

_ 

Dr. 

Ad.  Schmidt. 

ym.  lieber  einen  zahlenfheoretiBchen  Satz  von  Legendre. 

Wie  auf  8. 221  der  Historisch-  literarischen  Abtheilang  des  39.  Jahrganges 
der  vorliegenden  Zeitschrift  angegeben  ist,  hat  Herr  Dr.  Sehe  ff  1er  den 
folgenden,  von  Legendre  ausgesprochenen  Satz  zu  beweisen  versucht: 

Ist  eine  Folge  von  h  beliebigen  ungeraden  Primzahlen  i>i , . .  .pk 
gegeben,  und  versteht  man  unter  m  das  i^  Glied  in  der  natür- 
lichen Beihe  der  Primzahlen  3^  5,  7,  1  !,..•,  so  giebt  es  unter 
nk^i    aufeinander    folgenden    Gliedern    einer    arithmetischen    Pro- 
gression,    deren    Anfangsglied    und    Differenz   relativ    prim    sind, 
mindestens  eines,  das  darch  keine  der  Primzahlen  Pi^^'^Pk  theil- 
bar  ist. 
Nach  einer  brieflichen  Mittheilung  des  Herrn  Dr.  K.  Th.  Vahlen  in 
Berlin   hat  zuerst  Herr  Dr.  Piltz  die  Unrichtigkeit  dieser  Behauptung  in 
seiner  Habilitationsschrift  (Jena  1884)  nachgewiesen;  auf  dem  von  Dr.  Piltz 
angegebenen  Wege    hat  nachher  Herr  Prof.  Bachmann  (Zahlentheorie, 
II.  Bd.  Anhang)  an  einem  Beispiele  die  Unrichtigkeit  des  Legendr e'schen 
Satzes  gezeigt.  Schlömilch. 
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IX.  üeber  eine  Verallgemeinernng  der  Enler'sohen  gp  Funktion. 

Es   seien    a    nnd    ß   beliebige   positive,    n  eine  positive  ganze  Zahl, 
F  eine  beliebige,  fOr  positive  Brttche  eindeutig  definirte  Function. 
Wir  definiren  eine  Function  ^«^(n)  durch  die  Gleichung: 

I)  q>aß{ny=:  £F\-—y         (m,  n  theilerfremd) 

in  welcher  die  Summation  über  alle  irreductibeln,  zwischen  o  und  ß  ge- 
legenen Brüche  —  zu  erstrecken  ist. 
n 

Setzt  man  in  I)  für  n  alle  Divisoren  d  von  n  und  summirt,  so  erhält  man : 

II)  ^^^v.ß(.^=^F{^y 

Hl 

wo  die  Summation  rechts  über  alle  reductibeln  und  irreductibeln  Brüche  — 

n 

zwischen  a  und  ß  zu  erstrecken  ist. 

Setzt  man  in  II)  für  n  alle  ganze  Zahlen  bis  n  und  summirt,   so  er- 
giebt  sich: 

ni)  yj  ßj^a/jW^yK«  -  «*]^ ß)'    (».  *  theilerfwmd); 

hier  bezieht  sich  rechts  die  Summation  auf  alle  zwischen  a  und  ß  gelegenen 
irreductibeln  Brüche ,  deren  Nenner  n  nicht  übersteigen. 

Für  i^(— j  =  1   bedeutet  q>aß{ff)  die   Anzahl  der  zwischen  a  und  ß 

gelegenen  irreductibeln  Brüche  mit  dem  Nenner  n. 
Aus  II)  und  III)  folgt  dann: 

IV)  y^«fi{d)=^[{a-ß)n], 


^^  2'[^]9'./»w=_^[(«-«*]. 


Für  a~l,  j3  =  0  ist  9>i,o(^)  die  Anzahl  der  zwischen  1  und  0  ge- 
legenen  irreductibeln   Brüche    mit   dem  Nenner  fi,  also  9>i,o(m)  =  <p(*»)« 
Dann  folgt  aus  IV)  und  V): 
VI)  2^(e«)-n, 

dF=n 

von  denen  die  erste  Gleichung  bekanntlich  Gauss*,  die  zweite  Sylvester** 
aufgestellt  hat 


*  Gauss,  Disquisitiones  arithmeticae  Art.  \ 
**  Sylvester,  Comptes  rendns  XCVI. 
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Eine  von  Eisenstein*  and  Stern**  betrachtete  Function  ergiebt 
sich  aus  I)  fttr  ^(  — )  = — ;  einc(  Gleichnng  ^on  Lagaerre***  aas  IV)  für 

Berlin.  K-  Th.  Vahlbn. 

X.  Die  Transformation  der  quadratischen  Formen. 

Die  Transformation  der  quadratischen  Formen  lässt  sich  auf  Grund  der 
Ton  Enklid  zur  Auflösung  der  quadratischen  Oleichungen  benutzten  Methode 
der  quadratischen  Ergänzung  in  folgender  Weise  ausftlhren. 

^^  "^^  f-^£aikXiXk  (t,  fc  =  l,  2,...,n) 

die  zu  transformirende  Form.     Giebt  man  ihr  die  Gestalt: 

»11 
und  ergftnzt  den  ersten  Theil  zum  Quadrat,  so  erhält  man: 

;  = h  --  ZatkXiXk,    (*,  *  =  J,...,n) 

«II  «11 

wo  a'ik'^aiiaik-auaik  gesetzt  ist. 

Ebenso  wird: 


XiXk  =  — =^-= =^-^-7 h  ~^^^  ik^i^kt 


(f,fc  =  3,...,H) 

wo  a'ik^='C^^aik'^ci'n(*\k  ist;  a.  s.  w. 
Schliesslich  wird  also: 

(g^gi  +  '-'  +  aiagn)*  ,   {a\2Xi  +  '"  +  a\mXnY 

wo  a"\A=  «"sa^^A  — o^aiö'sfc  u,  s.  w.  ist. 

um  jetzt  auf  die  bei  der  Transformation  einer  quadratischen  Form 
auf  eine  Summe  von  Quadraten  übliche  Form  zu  kommen,  ist  die  An- 
wendung eines  einfachen  Determinantensatzes  nothwendig. 


*  Eisenstein,  Monatsberichte  der  kOnigLpreass.  Akademie  d.  Wissenschaften, 
Berlin  1850;  Jonmal  für  d.  r.  n.  a.  Mathematik  Bd.  89. 
**  Stern,  Jonmal  fSr  d.  r.  u.  a.  Mathematik  Bd  65. 
*^  Lagnerre,  Bulletin  de  la  socidt^  mathdmatiqae  Bd.  1. 
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Die  folgende  Oleichnng: 

«u,  0,  0,  ...,  0 

«ist         Ö||Ö«2""Ö*1«;  «ll««8""^i«18»    .••»0||fl2»— «i«fliw 


«Im;      «1102111  — «ijölifi)      «iiÖ3m  — OjjaiDi,  •  •  •  i  «iiO«m  — fl*lw 
«1«        «II «rt        «11  «i3    •••  01102  m 

WO  a{ifc=aib<  iat, 

Oim      a]ja2iii      ajiGSM**«  Oiiamm 

die  man  erh&lt,  wenn  man  in  der  ersten  Determinante  die  mit  atk  molti- 
plicirte  erste  Colonne  zur  Jc*^^  addirt,  (für  X;c=2,3, ...m),  liefert  den  Satz: 

I  o'a  I  =  Oll"*~*-  \^ik\* 
I,  it  =  2,.  .  .,  m  'i  A=:  1,  2, . .  .,  m 

Die  successive  Anwendung  desselben  ergiebt: 

OtfA  =  Oll'|Of«r  I, 
A  =  1,2,A 

«^&  =  o»  •  I  «'<*  I  =  o*ii  •  I  OfA  i  •  \<Hk\, 

'  =  2,5,^  <  =  1,2     <^1,2.8,^ 

*  =  2,3,A  *  =  1,2    ir  =  l,2,3,& 

^  =  «'«•1  «'<*  I  •  I  ö'ifc  1  =  0*11. 1  o<*  !*•  I  «••*  I   •  I  «<*  1? 

<  =  2.3      /  =  2,8,4,^  i=l,2      1  =  1,2.8    <=l,2,3,4,^ 

ir  =  2,S     *  =  2,8,4,A  *  =  1,2      *  =  1,2,3   fc=:l,2,S,4,A 

durch  Indnotion  findet  man,  dass  allgemein 

ist,  wenn  \        \       a  a  a  a  a 

<  =  l,2,..-,v-l,P 

gesetzt  wird.      *  =  i,2»...ir-i»* 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  ftlr  c^''^^^  in  die  transformirte  Form  f  ein, 
und  beachtet^  dass 

wird,  so  dass  sich  aus  dem  Z&hler  und  Nenner  des  v^^^  Oliedes  der  Factor 
^f^ilf'"'.^^*''"*.  ..-4;_2  forthebt,  so  bekommt  man  die  quadratische 
Form  in  der  gewünschten  Gestalt: 

(|^-  (|^  (|^     ^^_^_^_ 

/""  A  "»"  A     A  "»"  A     A  T*"T- 


A^  A^A^  A^A^  Am^\An 


*  Derselbe  ist  ein  besonderer  Fall  des  Sabdeterminantensatses,  welchen 
Herr  G.  Laiidsberg  in  der  Arbeit:  „lieber  relatiy  adjungirte  Minoren*' (Bd.  10* 
des  Journals  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik)  aufgestellt  hat 

Berlin.  K.  Th.  Vablkr. 
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Teufel  V. 


Neuester  Verlas;  Ton  B,  iu  Ttnibner  in  Leipzig* 

Ihm. 

BSberhnrd,  iJr,  T,,  Prof*  an  der  liniveraiitflfc  tu  Kömgthexg  L  Vt,.  die  Qruntl- 
gpbUde  4er  «beiie£i  Oüomeirte.  In  2  BäacSeu,  L  Hand.  Mit  t  Fi^mtiii- 
inff-lö,    tSLVni  IL  302  S.j    gr-  B.    18tß.    ^k  n.  -J^  II*— 

—  ftlier  ilie  Zk'lt*  und  GrtiiiUlagett  der  Haanjlriire,  Sepftriitab druck 
atjs  d^r  Vocreile  »u  „clje  Onmdgebilde  iler  Oeomt!t^k'^  [:if9  8]  gr,  S,  1^95 
gek  n,  ^  IX'Ü- 

Ouöd^lfiji^er,  Sigmund,  VürlesuD^eu  ay«  der  imal^tiKclieii  Geometrie 
dwr  K         '      '         '         "  '  '^^icMJricli    Diiig^elde^f.     Mit  lai 

den    f  f^K**t    fBtLuUend  Aat'iriibeii  imd 

HraliAkj  Josef,  k.  k.  Oberberi^'mth  und  Prc»fe«aor,  practiöche  Hilfatabelleo 

filT  1  ^        '        f'he  und  andere  Zahlorufeebmmg^ö.    DnUe,  abgekürzie  Äuj^gaW, 

(V  ij  jfr  ö.     im'*,    tr^b.  n.  .#  :i.- 

iMutli}   l'r,  F,,   L»  rund  läge  II   fdr   di*?   geotuotn'riche  Anwendung  der   1  n- 

f       variantentiiei^ri*?     Mit   ein^m  Beglaifwcirtt»  \im  M*  F*aae.h-     [TT  u.  152  8,| 

8ob1e8in|E:ef  j  I*iof  Dr.  Iiudwjgj  PriviiUlozont  an  der  Ünivereitit  üu  ßt?rliw, 
n  '  h    iler   Tbcorie   der   liniaten   Diffi^reiitialgloichungen,     lu 

■  1    IJiind.     [XX  n.  487  S,J     gi.  8,     im&.     n,  -4  MV.— 

WÜilöer.  Adolph,  Lcbrl>ijch  der  Exp^rimental^thyaik.  Fn  vier  Blinde. 
I,  Barjrl'  \  1lL*^wf*in(:r  rbysik  und  Akustik.  5.  vielfach  umgearl leitete  iLud 
verhf  Mit  321  in  den  l'ext  gedruckten  Abbild iingen  und  Figirion 
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V.  Homocitntrijsclm  Bredjwng  de«  Liebt««  durcii  das  l*risjna,    Ton  VtüL  Ür 

L.  BiniriciiTiJin  in  Mdnriicri  i Tafel  XI  twid  TB i  ,*.-,,     ,  Ö6 

Vi,  Heber  die  Wemiepolt^  einer  kinenjatiicljen  Kette.    Von  Prüf.  F.  Wittk^t- 

mriot  in  GriiÄ  (Tufttl  IVi    .     ,     ,         .     .         .     .  .     ,     .     .     .  S*l 

m.  ConÄfmcüiinr'ii  iler  Ctjrvk'ii  dritter  Urda  an  g  au«  tjf?iiii  l-ol^'I^^iku  PiiTildj^n 
on^i  t    des   nenuieu   Funktöa    zn   uclil  i**« 

Bii:  V  ►>«  dritter  Ordiiujig,  Vnn  Dr  C((iiji  V)      1*9 

Kleinere  5f ittbeilungeu. 
IV,  Zttf  Theorie  der  Detemiinanten  höheren  Ranges,  Voa Nio*»LiU8  vom Sssi^r»     IIJI 
V.  öeber   die  Beetimmimg   der  Anzahl   der  Priinzalilen  bis   zn  eiaer  ge- 

fübenen  Zahl  N  mit  Hilfe  der  l'nnatthleü,  welche  kleiner  als  y'N  sind 
ÜB  Dr   H.  VoLLi'tticuT  ,....,*.- ,     .  1 18 

V},  Beweis  ^ineti  Batzeir  von  Jacob  Steinex  Ober  die  Erümmangskreifle  einer 

Ellin«e.    Von  Bknicoimt  SntKKH   ,    .     *    ,    , ,     .     ,     ,         l'iiJ 

Vll.  Conibiniitühscber  Bawei»  de»  Wilion*Bchen  Lehraataes,  Von  Dr.  An^ScrtmiuT     124 
VIIL  tJebor  einen  aahlen theoretischen  Satz  Ton  Legendre.    Von  SciiLfiMLLcn     Tlö 
IX,  Üeber    L^ine    Vendlgenieinenrng    der    Euler*ecben    (p  Funktion.      Von 

K.  TiL  VAömjf    -/......,.. .    .         im 

X,  Die  Tnuiafi>rmatiün  der  quadratiflcbeii  Formen.    Von  K.  Th.  Vaulek  1*i7 

Historisch-literarische  AbtheilttOg  {besondera  paginirt). 
If  ncccisionen: 

IkuLiH,  Fei*ii,  The  Evanaion  CoUoquinm,    Von  R  FtncKK  tl 

HKBunsB,  Dr.  Bek^oiaiib  ,  Lebrbnch  der  Geomi^trie  zum  Qebrduch  iiu 
Ojmnasien.  —  Leiirbnch  der  analjtischen  Geomtätrie  der 

;    M.  MlITSB    . 


GitilBfriiöif 
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Die  Grumllviiren  iler  ebejieu  O^melne*   ?im 


l! 


.Ton., 


■  iitrir-.cij  -  i;.i"i;;oi]imnT.,riKrrn'     i  lirrni    iiif 

l^ctmitte   in  rtnn  projectiter  DehantlltiDg. 


Fkjino,  VvoL  U.^  Notittiuiie  de  l<igi<|ue  mutht^matiqn«.     Von  Cawi^ol 

BrülUC-KvIlTI,    Prof.  (1,    f.^tn'rj     ^T:^^tM1|;lUt^U:,      ViHl    T.A 


AN'Tnit 
•ISO.       ViiU    CAXKilt     , 


der  Natur- 

BüßTUüLt»,  l^r^r    Mr!j:fht*^r    Jobatm    Fi*bncius    tiud    »Üf» 

Btictciiti ,  n  *  KntwT  f*  ff ol  uTi^  rl^w  f »  R  ?t  ite  ^  r  • 

Von  Caähiü  , 

||aa\,   D.  BikitLXft  i»ic,  BöciwstdflVn.     Von  CjLarrtm 


'^^ 


OiLLi  ,     I  r'*T.   1  ^r.  ,p.   n, ,     i  ri>ii''jd<.ii-    i  vvmh.       \  \ju   ' 

iivTjuK  h\mn}iJLsi\  ErmmTiiiig"  au  M  hattiSlerti    V> 

Ki^tjusiu^TN,   Ik,  KvpMi.*-,  Sy«toiuHtirtchc8  Veraeii^liniai  der  Ätib&atl^ 

biiigeij.     Von  i\xiun  .     ,  ...... 

Ri»iiHT5A*  a,  Hr  pliil.  C,  Vii^THtcllige  loganthnüach-trigooomtjtmctie 

Tnfoin.     Von  Cjlntoh      ^     .     .  ....  Aft 

K**nAi.j>j   I>r,  E.,    UeLuiT   das   Verdcherungimreaeii   drr   Bcoi^^ttK!*- 

ßruderlftden.    Vou  (Umüh      .     ,  US 

Hau»?.,  JoitÄSS  U.,  8y»op&b  «ittr  höher^a  M 
TrTAji?fA«Aiti,  Jfis,,  Hprechnnn^vriji  RontMiiUii'' 

Aiiantiirö  du  Bu  >« ».     Von  Oxxti>u    .    ,  t 

Fn-s-P.ii-mi^K,  J.,  aad  Ciü^viuL^  ÜKuMtfR»,  EtamBes  d'tLriihcätitiiiui 

Vim  r%^-Titif       ,     .     ,  ... 

l.'  •         '  "  Jtiim  »fiati'   •       "  ^'  ■!](    , 

L  o    \lV»or    .  rnit    ^r* 

ÖoüHHAT,     '  *lie    InttgTutioii    der    i 

[  nun^Hii  erster  ördwimg,  Von  W  1 

KittmAXit«    '  -  ujid    Ürenni  mutete   i'ines  Linin 

ÜAHTi,  Hjiiucvjis,  Die  BmcUtmg  Jes  licblee  üüier Ebene,  Vtxn  B,a%Bmii 

Lühuimu,  Fjuxz,  Daa  NivelÜreii     Von  B.  Nköki, 7ö  ' 

WjtTUDK,   Heitiiy  Wtr,LiAi*,    A  Ti-eatise   od   tixL*  Ein^ik   lliftory   of 

Gattf».     Vc*ii  B.  NiiiiKi.  , ,    .     .     , 
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Conforme  Abbildungen,  welche  von  der  g'-Funotion 
vermittelt  werden. 

Von 

J.  C.  Kluyveb, 

Professor  an  der  UniTersitftt  Leiden. 

HierEQ  Tafel  VI  Fig.  1—6. 


^Wie  ans  den  Untersnchangen  des  Herrn  Schwarz  hervorgeht,  be- 
wirkt das  elliptische  Integral  erster  Gattung  oder  dessen  Umkehrung  die 
J7- Function,  die  Abbildung  der  inneren  «^-Fläche  eines  Rechtecks,  in  ein- 
zelnen Fällen  auch  eines  geradlinigen  Dreiecks  auf  die  positive  jer- Halb- 
ebene.* 

Ausserdem  aber  zeigte  Herr  Schwarz,  dass  ein  solches  Integral 
zweiter  Gattung  das  Innere  eines  Kreises  auf  das  Aeussere  eines  Quadrates 
abbildet.  Dies  veranlasste  mich  zu  näherer  Beschäftigung  mit  der  Auf- 
gabe der  conformen  Abbildung  einer  Süsseren  Poljgonsflttche ,  insofern  fUr 
deren  Lösung  die  {;- Function  Verwerthang  findet. 

Die  Herleitung  der  betreffenden  Abbildungsformeln  bildet  den  Gegen- 
stand der  nachfolgenden  Seiten. 

§  1.  Die  Function  w=^f{e),  welche  die  äussere  tc; -Fläche 
eines  g^eradlinig^en  n-Ecks  auf  die  positive  ^er- Halbebene 

abbildet. 

Im  Anschluss  an  die  Schwarz'sche  Lösung  der  Abbildungsaufgabe 
fttr  die  innere  Poljgonsfläche  bildet  auch  im  vorliegenden  Falle  die  Unter- 
suchung der  Function: 


*  Ausser  der  Abhandlang  des  Herrn  Schwarz:   „Ueber  einige  Abbildung^- 
aufgaben**,  Qes.  W.  II  8.  66,  mOgen  hier  angefahrt  werden: 

„Love,  Vertex  Motion  in  ceitain  Triangles,  American  Jonm.  of  Math.  XI 

S.  158  (1889)  *S 
„Bnrnside,  On  a  Problem  of  conformal  Representation,  Proo.  of  the  London 

Math.  Soc.  XXIV  S.  187  (1893). 
Zeitoohrift  f.  Mftfhenuitik  u.  Phytik.  40.  Jahrg.  1806.  S.  H«ft.  9 
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d        dw 

den  Ausgangspunkt  Unmittelbar  erkennt  man,  dass  die  von  Herrn 
Schwarz  nachgewiesenen  Eigenschaften  dieser  Function  theils  ySUig  nn- 
ge&ndert  bleiben;  theils  nur  sehr  unwesentliche  üm&nderungen  erfahren, 
so  dass  wir ,  ohne  darauf  weiter  einzugehen ,  nachstehende  S&tze  aufstellen 
können. 

1.  In  der  Umgebung  eines  beliebigen  Punktes  w  =  w^  der  ftusseren 
PolygonsflSche  gilt  die  Entwickelung 

2.  In  der  Umgebung  eines  beliebigen  Punktes  w^w^  der  Begrenzung 

3.  In  der  Umgebung    eines    Eckpunktes    w^^h    mit   dem   inneren 
Polygons  Winkel  In  ist 

falls  der  entsprechende  reelle  Punkt  jer  &=  a  im   Endlichen   liegt. 
Ist  dagegen  a  e=  oo,  so  hat  man  zu  setzen: 


.,,._B^+',(l). 


4.  Ist  dem  Punkte  jer  s=  oo  ein  gewöhnlicher  Punkt  w  des  Umfanges 
zugeordnet,  so  gilt  in  der  Umgebung  des  letzteren  die  Entwickelung: 


.,,..i^.,(i). 


Die  Potenzreihen  P(jir  — jerj),  pifi^ü^  sind  für  5  =  jer^  von  Null  yer- 
schieden;  sSmmtliche  Coefficienten  der  Beihen  p  sind  reell. 

Die  in  diesen  Stttzen  zusammengestellten  wesentlichen  Eigenschaften 
der  Function  J{ß)  genügen  fast  vollständig  zu  ihrer  expliciten  Darstellung. 
Man  hat  nur  noch,  wie  wir  jetzt  thun  wollen,  das  Verhalten  von  J{g)  in 
der  Umgebung  von  w^s^co  näher  in  Betracht  zu  ziehen. 

Vorausgesetzt  tr  =  oo  entspricht  der  complexe  jer-Werth  5  s=  X;,  so  er- 
fordert die  Aehnlichkeit  der  Stellen  f<;='00;   jer  =  X;,   dass  die  Ableitung 

—  (— j  für  jerssj;  endlich  und  von  Null  verschieden  ist.*  Demzufolge 
lässt  sich  —  im  Bereiche  des  Punktes  jer  =  k  entwickeln  in  eine  Beihe  von 
der  Gestalt  -  «  (5  -  lc)P{g  -  fc), 

wo  in  der  Potenzreihe  P(0  —  h)  das  constante  Anfangsglied  nicht  fehlen  darf. 


*  Wir  betrachten  nur  solche  Polygone,  welche  keinen  unendlich  weit  ent- 
fernten Eckpunkt  haben. 
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Man  erhttlt  hieraus: 


1)  J(«)  =  -  ^+  (5  -  fc)P(»  -  *). 

Es  hat  also  die  Function  J{g)  ausser  den  Unstetigkeitspunkten  ß^  a, 
welche  den  Eckpunkten  des  Polygons  entsprechen,  im  Punkte  g^h  einen 
einfachen  Pol. 

Wir  haben  jetzt  zu  zeigen,  dass  J{ß)  in  die  negative  jer- Halbebene 
fortzusetzen  ist  und  im  Punkte  g^sh^^  wo  h  und  h^  conjugirt  compleze 
Werthe  sind,  sich  ganz  wie  im  Punkte  ß  =  k  verhält. 

In  dieser  Absicht  grenzen  wir  einen  Theil  U  der  positiven  jer- Halb- 
ebene so  ab,  dass  die  vollständige  Begrenzung  dieses  einfach  zusammen- 
hfingenden  Stückes  gebildet  wird,  erstens  von  einer  Strecke  iiJ?  der  Achse 
des  Beeilen,  welche  keinen  der  Unstetigkeitspunkte  jer  &=  a  enthält,  zweitens 
von  einer  sich  nicht  schneidenden  Curve  ACB^  die  in  der  Umgebung  von 
0=zh  verläuft,  ohne  den  Punkt  0  =  h  selbst  einzuschliessen. 

In  dem  so  erhaltenen  Gebiete  ü  ist  J{e)  definirt  als  einwerthige 
und  stetige  Function  von  ir,  wobei  hervorzuheben  ist,  dass  ftir  die  reellen 
Werthe,  welche  0  auf  AB  annimmt,  J{0)  eine  stetige  Folge  ebenfalls 
reeller  Werthe  aufweist  Man  kann  somit  den  bekannten  Schwarz 'sehen 
Satz  anwenden  und  schliessen,  dass  die  fttr  U  erklärte  Function  cTCjer)  über 
AB  hinaus  in  das  coigugirte  Gebiet  Uq  derart  fortzusetzen  ist,  dass  zu 
conjugirt  complexen  jer-Werthen  auch  conjugirt  compleze  Functionswerthe 
gehören.  Insbesondere  nimmt  daher  fnodj{0)  für  entsprechende  Punkte  der 
beiden  Umgebungen  von  0^k  und  5  »  X:^  gleich  grosse  Werthe  an. 

Durch  diese  Betrachtungen  ist  nun  J{0)  charakterisirt  als  eine  in  der 
ganzen  jer- Ebene  einwerthige  und  bis  auf  einzelne  jetzt  völlig  bekannten 
Pole  stetige  reelle  Function ,  welche  für  jP  =  oo  verschwindet  und  die  des- 
halb nur  ein  rationaler  Ausdruck  sein  kann,  dessen  Darstellung  sich  ohne 
Weiteres  aus  den  vorhergehenden  Erwägungen  ergiebt. 

Für  den  Fall,  dass  alle  den  n- Eckpunkten  zugehörigen  i? -Werthe 
endlich  sind,  hat  man  offenbar 


2)  J(«) 


_Vl-A<  _ 


^  JBT  — a<       0^h      5  — Äo 


Gehört  aber  zum  Punkte  0  =  00  der  Eckpunkt  w  =  hn  mit  dem  inneren 

i  —  ln 

Polygonswinkel  Xnn,  so  bleibt  in  der  Summe  der  Bruch  einfach 

weg.  Da^^Afssn  — 2,  erhält  man,   wie  es  sein  muss,  fßr  sehr  grosse 
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2  3  — A» 

jBf-Werthe  in  der  ersten  Yoranssetzang 1  im  zweiten  Falle als 

Hauptglied  von  J{fi). 

Aus  1)  folgt  noch,  dass  das  geschlossene  Integral 


J 


0  —  k 


-dg^ 


genommen  längs  eines  kleinen  Kreises  um  den  Punkt  h  hemm,  ver- 
schwindet. Indem  wir  in  dasselbe  für  J{g)  die  rechte  Seite  von  2)  ein- 
tragen,  ergiebt  sich  das  wichtige  Resultat: 

3)  ^l-ü^  —      ^      _  0 

Namentlich  ist  durch  diese  Oleichung  der  Pol  h  festgelegt,  so  bald 
man  die  reellen  x?-Werthe  a<  als  bekannt  ansieht.  In  Bezug  auf  dieses 
0  Bekanntsein  **  der  Grössen  at  wollen  wir  beilSufig  bemerken ,  dass  drei 
nnter  ihnen  die  übrigen  bestimmen,  wenn  man  nicht  blos  die  Winkel  Ik 
als  gegeben  betrachtet,  sondern  die  Abbildung  eines  Polygons  von  vor- 
geschriebener Form  verlangt. 

Die  Gleichung  3)  für  h  ist  ziemlich  verwickelt  und  ihre  directe  Auf- 
lösung möchte  manche  Schwierigkeiten  darbieten.  Sie  ist,  wie  zu  erwarten 
war,  gegenüber  beliebigen  linearen  Transformationen  invariant  und  Ifisst 
sich  auf  verschiedene  Weisen  umformen.  So  z.  B.  ist  sie  zu  schreiben  in 
der  Gestalt:  i»n  , 


oder  in  ^    ^ 


woraus   man,    indem    mit   at  die  Amplitude   von  k^üi   bezeichnet   wird, 
weiter  ableitet  die  reellen  Belationen: 

y]{l-Xi)c082ai  =  0,      V(l-  X<)Äi»2a,  =  0. 

Indessen  kann  man  unschwer  die  Gleichung  3)    geometrisch  deuten. 
Die  Anwendung  der  Substitution 

IG  —  a<  = 


liefert  , ^ 


und  damit  gewinnt  man  den  Satz: 


Von  J.  C.  Kluyveb.  133 

Spiegelt  man  die  Punkte  ai  an  einem  Kreise,  der  h  zum  Mittelpunkt 
und  die  Strecke  kk^^  zum  Radius  hat,  so  liegen  die  Spiegelbilder  a\  auf 
einem  Kreise  mit  k^  als  Mittelpunkt  derart,  dass  A^  den  Schwerpunkt 
bilde  der  Massen  1  — X^,  welche  in  den  Punkten  0*4  enthalten  sind« 

Besonders  für  den  Falles 3  Ist  diese  Aussage  von  Interesse ,  da  wir 
mit  ihrer  Hilfe  zu  der  folgenden  einfachen  Gonstruction  des  Punktes  k 
geführt  werden. 

Um  ein  Dreieck  PQB^  dessen  Seiten  sich  wie  die  (Grössen  1— X^  Ter- 
halten,  beschreiben  wir  einen  Kreis,  auf  welchem  die  Mitten  ii^,  A^^  A^ 
der  Bogen  QjR,  SP,  PQ  verzeichnet  werden.  Wie  man  nun  durch  ele- 
mentargeometrische üeberlegung  zeigt,  werden- die  Massen  1  — A^,  in  den 
Punkten  Ai  angebracht,  den  Mittelpunkt  des  Kreises  zum  Schwerpunkt 
haben.  Denken  wir  uns  jetzt  die  gegebenen  Punkte  a^  auf  der  Achse  des 
Reellen  so,  dass  a^  auf  die  endliche  Strecke  a^a^  fKllt,  dann  folgert  man 
leicht,  dass  die  Winkel  LoikOf  und  L<h^<^i  i'^sP'  ^^^  Winkeln  A^  und  il| 
des  Dreiecks  AiA^A^  einfach  gleich  zu  machen  sind.  Durch  letztere  Gon- 
struction aber  ist  k  unzweideutig  bestimmt. 

Nachdem  wir  hiermit  die  Eigenschaften  der  Function  J{ß)  und  die 
Beziehung  des  Poles  k  zum  Punktsysteme  der  a<  erörtert  haben,  wenden 
wir  uns  nunmehr  zu  der  Darstellung  der  Function  ir. 

Offenbar  erhalten  wir  dieselbe  aus  2)  durch  zweifache  Integration, 
wobei  zwei  beliebige  Constanten  A  und  B  eingeführt  werden;  dann  ent- 
steht das  Integral* 


4) 


welches,  weil  wir  Xi<2  voraussetzten ,  nur  in  den  Punkten  k  und  k^ 
unendlich  wird.  Wie  wir  aber  sahen ,  sind  diese  ünendlichkeitsstellen  ein- 
fache Pole,  wenn  nur  k  die  Bedingung  3)  erfüllt.  Die  Eindeutigkeit  der 
durch  4)  definirten  Function  to  unterliegt  daher  keinem  Zweifel,  so  lange 
0  sich  in  der  positiven  Halbebene  bewegt.  Für  rationale  Werthe  der  A< 
ist  das  Integral  4)  algebraisch  und  zwar  von  der  zweiten  Gattung;  daneben 
erscheint  dann  als  zugehöriges  Integral  erster  Gattung: 


5) 


Au  +  B  ^  jdgYl{ß--ai)h''K 


Dasselbe   bildet,    wie    bekannt   genug,    das  Innere  eines  n-Ecks  auf 
die  IT -Halbebene  ab;   folglich  bewirkt  die  aus  4)  und  5)  resultirende  Be- 


*  In  seiner  Arbeit:  „üeber  gewisse  geradlinig  begrenzte  Stücke  Riemann- 
Bcher  Fl&chen«'  (GOttinger  Nachrichten  1892  S.  258,  Note)  benutzt  Herr  Schön- 
flies  dieses  Integral  in  sehr  allgemeiner  Gestalt  Die  Abbildangsformel  ist, 
wie  er  mittheilt,  von  Herrn  Klein  in  Vorlesungen  dargelegt. 
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Ziehung  zwischen  w  und  n  die  Abbildung  einer  äusseren  PolygonsflSche 
auf  das  Innere  eines  zweiten  n-Ecks,  welche  beide  Polygone  entsprechend 
gleiche  Winkel  besitzen. 

Inzwischen  hat  auch  die  Frage  nach  den  Bedingungen ,  unter  welchen 
die  {;- Function  für  die  Lösung  unserer  Aufgabe  ausreicht,  ihre  Erledigung 
gefunden ,  und  können  wir  auf  bekannte  Resultate  Bezug  nehmen.  So  findet 
man,  z.B.  von  Briot  und  Bouquet  (Theorie  des  Fonctions  ellipüques, 
1875  8.  390)  angegeben*,  dass  nur  in  den  folgenden  vier  Fällen  die 
Gleichung  5)  eine  einwerthige  doppelperiodische  Function  von  n  definirt: 

J^  A     1         1       ^      1       1  TTT^  o    1        1      1      i 

I)    »  =  4,  A,=  ^»   gl   gl    ^;       III)   n  =  3,  A|  =  gi   gi  g; 

II)   »  =  3,  A|  =  j.>  I»   g;  IV)  n  =  3,  Xf  =  g,  gt  g- 

Dazu  kommt  noch  der  Fall  Y),  in  welchem  0  zwar  doppelperiodisch 
in  u.  aber  zugleich  zweideutig  wird: 

v)  »  =  ö,  *<=3^»  g-»  g^- 

Wir  werden  nun  in  den  folgenden  Paragraphen  daran  gehen,  diese 
speciellen  Fälle  nach  einander  zu  discutiren. 

§  2.    Das  Bechteck. 

Im  Falle  I)  handelt  es  sich  um  die  äussere  Fläche  irgend  eines 
Rechtecks  B.  Wir  wollen  zuvörderst  das  Seitenverhältniss  nicht  als  ge- 
geben betrachten,  vielmehr  werden  wir  fdr  sämmtliche  vier  Punkte  Of  auf 
der  Achse  des  Beeilen  eine  bestimmte  Wahl  treffen.  Aus  der  fertigen 
Abbildungsformel  wird  sich  alsdann  die  Gestalt  des  Rechtecks  ergeben. 

Da  ftlr  alle  Ecken  A^  =  ^  ist,  erscheint  das  Abbildungsintegral  §  1(4) 

sofort  als  ein  elliptisches.    Wir  nehmen  nun,  wie  es  angemessen  sdieinti 
fdr  Ol,  0],  03  die  mit  dem  negativen  Zeichen  versehenen  Wurzeln  ^i>  c^,  ^ 
irgend   einer  p- Function,   lassen   aber  a^  ins  unendliche  rücken,    sodass 
der  Factor  (e  —  aji  im  Integranden  wegzulassen  ist. 
Substituiren  wir  ausserdem  noch 

1)  je?  =  -i)tt, 
so  erhalten  wir  schliesslich 

2)  Adw^du  ^  ^ 


{pu  +  hnpu  +  k^)^ 


*  Man  vergleiche  auch  die  citirten  Schriften  der  Henen  Love  und  Bnrn- 
aide,  oder:  Appell-Goursat,  Theorie  des  Fonctions  algäbriqaes  et  de  lenn 
Integrales  (1894)  S.  246. 
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Einerseits  wird  nan  durch  1)  die  positive  ir- Halbebene  abgebildet  auf 
die  innere  u-FlSche  eines  zweiten  Bechtecks  12'  mit  den  vier  Eckponkten 
&'iss0,  tt,  o>'\  m\  andererseits  wird  dnrch  2)  eine  analoge  Beziehung 
zwisdien  dieser  «-Fl&ehe  und  der  Süsseren  ir-Flftche  des  Bechteoks  B 
hergestellt,  derart,  dass  die  Ecken  h'i  von  JB"  mit  dexyenigen  ft|  yon  JR 
übereinstimmen. 

Es  erübrigt  noch  die  Auffindung  des  Poles  h.  Dazu  kann  man  yer- 
schiedene  Wege  einschlagen.  Entweder  kann  man  nach  Einsetzung  der 
Werthe  der  o^  und  der  U  die  Lösung  yersnchen  einer  der  in  §  1  für  ft 
abgeleiteten  Gleichungen,  oder  man  kann,  was  auf  dasselbe  hinauslauft, 
die  Bedingungen  aufstellen,  unter  welchen  die  Besiduen  der  rechten  Seite 
von  2)  fttr  die  Pole  j?t«  =  — Ä?,  ptt  =  — *o  einzeln  zum  Verschwinden  ge- 
bracht werden  kOnnen.  Am  einfachsten  verf&hrt  man  jedoch,  indem  man 
den  in  §  1  bewiesenen  Satz  benutzt 

Weil  A  in  allen  Ecken  denselben  Werth  hat,  werden  jetzt  diesem 
Satze  zufolge  die  Spiegelbilder  a'i  der  ai  an  einem  Kreise  mit  h  als  Mittel- 
punkt in  die  Ecken  eines  Bechtecks  ?erlegi  Das  aber  erfordert,  dass  die 
Strecken  a^a^  und  a^a^  aus  h  durch  rechte  Winkel  projicirt  werden,  wo- 
mit ersichtlich  "k  den  Werth 


erhSlt.  Dem  ünendlichkeitspunkte  der  ic^- Ebene  ist  also  in  der  t«- Ebene 
der  Mittelpunkt  des  Bechtecks  K  zugewiesen,  wie  mit  Bücksicht  auf  die 
Symmetrie  zu  erwarten  war  (Fig.  1). 

Die  Gleichung  2)  Iftsst  sich   nun  ohne  Mühe  integriren.    Ersichtlich 
besitzt  die  Function  rechter  Hand,  jetzt  von  der  Gestalt 


CO  ,      CO  -^  DO 


die  vier  zweifachen  Pole  +  -g-i  + — ^ —  ^'^^  ^w  viör  zweifachen  Null- 
steilen  0,  (»,  o',  m,  folglich  unterscheidet  dieselbe  sich  nur  um  einen 
Constanten  Factor  von  dem  Ausdrucke 

i^(2tt-a)")-ej. 

Indem  wir  der  willkürlichen  Constanten  A  einen  geeigneten   Werth 
ertheilen,  erhalten  wir  demnach 


-  — =l,{2«-.)-e,. 


und  schliesslich: 
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Dieses  particnläre  Integral  liefert  in  Verbindung  mit  1)  die  vollstSn- 
dige  Lösung  der  gestellten  Aufgabe. 

Die  Frage  nach  der  Beschaffenheit  des  Rechtecks  B  wird  nun  dadurch 
erledigt,  dass  man  durch  Substitution  aus  1)  und  3)  die  den  Edten  zu- 
kommenden ir-Werthe  hi  bestimmt.  Das  Resultat  ist  in  nachstehendem 
Schema  enthalten: 

£r-Ebene:  j8r  =  a,- s=  — «I,  ~^i  •~^8>  °^> 

tt-Ebene:  u  es  &'j=a),  w",  w',  o, 

IT-Ebene:  «;  =  6^  =  n+e^m^    ff'+  «gw",     ff+  e^ju',     o. 
Bei  dieser  Folge  der  Ecken  werden  die  Ränder  von  B  und    R  im 
positiven    Sinne   durchlaufen.     Sind  also^  wie  üblich,  «o  und  -r  reell  und 
positiv,    so    können    wir   beilftufig   schliessen,    dass   fär  jede  |)- Function 
positiver  Discriminante  die  reellen  Grössen   i^  +  e^m  und   -zii^'+e^m')  eni- 

gegengesetzte  Vorzeichen    besitzen.     ThatsSchlich    aber  ist  fi  +  e^m  stets 
positiv,  die  Seitenlängen  {|,   Z,  des  Rechtecks  erhalten  somit  die  Werthe: 

Z,  =  -l(V+e,öi'). 

Dem  entsprechend  hat  man  vorab  die  |)- Function  zu  bestimmen,  falls 
ein  gegebenes  Rechteck  zur  Abbildung  vorgelegt  ist. 
Das  geschieht  mit  Benutzung  der  beiden  Formeln*: 


2«»'^      3*f           2«»    ,  , 

Dieselben  führen  zu  den  Gleichungen 

(4^^+^(,)-4»J' 

2»»     ,, 

4) 


welche   zur  Auswerthung  von   q   und   cd  und   damit   zur   endgiltigen   Be- 
stinunung  der  p -Function  dienen  können. 

Es  fragt  sich ,  ob  unter  umständen  die  Rechtecke  JS  und  B^  einander 
ähnlich  werden.     Alsdann  würde    eine  einzige  Formel  3)   —   wenigstens, 


*  Schwarz:  „Formeln  und  Lehrsätze"  S.  86  Formel  12. 
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wenn  man  darin  w  durch  den  mit  einem  passenden  Factor  mnltiplicirten  eon- 
jngirt  complezen  Werth  Wq  ereetst  —  ohne  Weiteres  genügen ,  nm  eine  in- 
direot  conftHrme  Abbildung  der  äusseren  Flftche  B  auf  das  Innere  desselben 
Rechtecks  darzustellen. 

Man  könnte  diese  Beziehung  gewissermassen  eine  j,  Spiegelung  am 
Rechtecke"  nennen.  Selbstverstftndlich  ist  bei  jedem  Rechtecke  eine  der- 
artige Spiegelung  zu  erreichen,  jedoch  ist  dabei  dann  eine  vermittelnde 
Abbildung  der  äusseren  wie  der  inneren  Fläche  auf  die  ir- Halbebene  un- 
umgänglich. 

Wir  sichern  nun  die  Aehnlichkeit  der  beiden  Rechtecke,  indem  wir 
setzen:  •,  j.  i»  «»        m 

iy  T"  Cj  CO  CD 

—  — 7-, r*=  ~~rt 

V+  ««^  ö> 

oder  ,     ,        /  i  o 

o  =  aiiy-t-  mti  +  de^»m. 

Etwas  einfacher  gestaltet  sich  diese  Bedingung,  wenn  man  von  der 
Legendre'schen  Bezeichnung  Gebrauch  macht    Wir  setzen  also 


K^»y;r^,    i;--^±^ 


*«-^i:^. 
«1-^ 


und  bestttigen  daa&  leicht,  daas  obige  Gleiohnng  casammengesogan  werden 
kann  in  djKK')       „ 

Die  im  Intervalle  0<^^<^1  stets  positive  Function  KK\  unendlich 
sowohl  für  h^ssO  als  auch  ifirJf^l^  besitzt  muthmasslioh  daselbst  nur  ein 
einziges  Minimum,   welches   auf  Orund   der  Symmetrie  in  der  Mitte  des 

Intervalles,  also  bei  %>  =  -^f  zu  suchen  ist  Hieraus  würde  aber  folgen,  dass 

nur  für  e,  B=  0,  too  =  »'  die  Forderung  der  Aehnlichkeit  erfüllt  wird,  und  dass 
daher  lediglich  beim  Quadrate  eine  einzige  Abbildungsformel  die  Spiegelung 
unmittelbar  bewirkt. 

Am  Ende  wollen  wir  noch  nebenbei  bemerken,  dass  die  hergeleiteten 
Abbildungsformeln  im  Orenzfalle,  wo  die  Discriminante  der  elliptischen 
Functionen  verschwindet,  nicht  länger  anwendbar  sind,  weil  wir  die 
sämmtlichen  K^-Werthe  bi  endlich  voraussetzten.  Die  Ergebnisse  dieses 
Paragraphen  zusammenfassend,  lautet  das  Resultat: 

Die  Gleichungen 

stellen  die  conforme  Abbildung   dar  der   positiven  f- Halbebene  auf  die 
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äussere  K^-Flftche  eines  Rechtecks  H  mit  den  Seitenlängen  2|  und  l^  unter 
der  Bedingung,  dass  die  Veränderliche  u  sich  bewegt  im  Innern  eines 
Rechteckes  B'  mit  den  Eckpunkten  0,  cd,  m'\  w'.  Die  Bestimmungsstfioke 
q  und  CD  der  p- Function  genügen  den  Gleichungen  4). 

§  3.    Das  rechtwinkelige  gleiohschenkelige  Dreieck. 
Im  Falle  II)  ist  111 

^'=4'  4'  r 

Für  die  drei  willkürlichen  reellen  Grössen  Oj  machen  wir  die  Annahme: 

01=1,    -1,     0. 
Die  allgemeine  Abbildnngsformel  erscheint  hiermit  in  der  Form: 

1)  ^,«,^ifM!Eil^ 

Bevor  wir  das  Differential  zu  reduoiren  versuchen,  wollen  wir  den 
Werth  von  k  mittelst  der  in  §  1  angegebenen  Construction  bestimmen. 
Demgemäss  construiren  wir  ein  Dreieck  PQB  mit  den  Seiten 

p(l  -  X,)  =  3,  3,  2, 

und  halbiren  die  Bogen  QBf  JBP,  PQ  des  umgeschriebenen  Kreises  durch 
die  Punkte  Ä^^  A^^  Ä^.    Weil  jetzt  a^  den  Mittelpunkt  bildet  der  end- 
liehen  Strecke  0^0^   sind  die  Winkel  La^kti^j  La^küi  resp.  den  Winkeln 
A^y  A^  des  Dreiecks  A^A^A^  gleich  zu  machen  (Fig.  2). 
Aus  dieser  Construction  erhellt  sofort 

dgLa^ka^  =  dgLa^ka^  =  '^g^^'* r  2 ' 
sodass  man  einfach  findet  k^^iy  -^' 

unter  Einführung  dieses  Werthes  für  k^  setzen  wir  nunmehr 


wodurch  die  Bifferentialgleichung  1)  die  Oestalt  annimmt: 

Adt 1^ 

j/üTTii     (3^-1)« 

Hiermit  ist  schon  auf  die  lemniscatische  j7- Function  mit  den  reeUen 
Wurzeln  1,  0,  —1  hingewiesen.  Demnach  ersetzen  wir  t  durch  pu  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  durch  pu-^e^^  woraus  hervorgeht: 


2) 

3)  A 
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dz  _ 

dic         pu 


du       p'^u 

Die  Gleiehnng  2)  definirt,  wie  wir  einstweilen  hervorheben ,  die 
Variable  b  als  eindeutige  Function  des  complexen  Argumentes  u. 

In  Betreff  der  geometrischen  Bedeutung  der  Gleichungen  2)  und  3)  er- 
kennt mau  leicht  folgendes.  Durchläuft  ß  die  positive  Halbebene,  so  giebt 
es  einen  eindeutig  bestimmten  Werth  des  Argumentes  m,  der  sich  bewegt 
im  Inneren  eines  Dreiecks  D'  mit  den  Eckpunkten  b'j  =  0,  2a>,  m'  resp. 
den  reellen  «-Werthen  o^s^l,  —1,  0  entsprechend.  Die  Gleichung  2) 
bildet  also  die  ir- Halbebene  auf  das  Innere  von  2/  ab,  während  3)  eine 
ähnliche  Beziehung  zwischen  letzterer  Fläche  und  der  äusseren  k;- Fläche 
eines  Dreiecks  D  vermittelt  (Fig.  2). 

Wir  werden  diese  letztere  Beziehung  endgiltig  festsetzen,  indem  wir 
3)  integriren.  Das  erfordert  die  vorhergehende  Zerlegung  der  doppel- 
periodischen Function  rechter  Hand: 

^  '  p  ^u 
Diese  Function  ist  sicherlich,  weil  iv  ein  elliptisches  Integral  zweiter 
Gattung  vorstellt,  durch  eine  Summe  von  |)* Functionen  darstellbar,  mit 
anderen  Worten,  sie  besitzt  nur  zweifache  Pole  und  für  jeden  Pol  ver- 
schwindet das  Residuum.  Ersichtlich  sind  diese  Pole  der  vier  Wurzeln 
+  a,  +ß  der  Gleichung  p"us=sO  und  eine  kurze  üeberlegung  genügt 
sonach,  um  zu  zeigen,  dass  F{u)  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit  der 

Summe  f(u-a)+p(u  + «) +p{u- ß) +p{u  + ß) 

identisch  ist. 

Indem  wir  für  Ä  einen  geeigneten  Werth  wählen,  können  wir  daher 
setzen         _^  ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ß^^^^^^ ß^^ 

eine  Gleichung,  deren  particuläres  Integral 

f0^i{u^a)  +  i{u  +  a)  +  i{u^ß)  +  i{u  +  ß)^Hu+^ 

wir  als  Abbildungsformel  benutzen  wollen. 

Durch  Substitution  der  u-Werthe  &'<==0,  2»,  o»'  findet  man  für  die 
entsprechenden  Ecken  des  Dreiecks  D  die  w-Werthe  ^«»O,  817,  ^f{\ 
Hieraus  ersieht  man  ohne  Mühe,  dass  dieses  Dreieck  D  in  der  That  recht- 
winkelig gleichschenkelig  ist«  Offenbar  gehört  nun  zum  ünendliohkeits- 
punkte  der  ic^-Ebene  diejenige  Wurzel  a  der  Gleichung  p"u^  0,  welche  im 
Inneren  des  Dreiecks  If  liegt    Dieser  1« -Werth  ist  also   bestimmt  durch 

jia  =  +  2/^0 '  ^A8  heissty  der  Punkt  a  befindet  sich  auf  der  Strecke  cott". 
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Den  bisherigen  Betrachtungen  entnehmen  wir  jetzt  folgenden  Satz: 
Die  Gleichungen 

pu  ^(pu-e,)(pu-«3) 

(|>'*M  =  4|>^u  —  4|>u) 

stellen  eine  conforme  Abbildung  der  positiven  ler- Halbebene  dar  auf  die 
Süssere  w-Fl&che  eines  rechtwinkeligen  gleichschenkeligen  Dreiecks  2>  unter 
der  Bedingung,  dass  die  Veränderliche  u  sich  bewegt  im  Inneren  eines 
Dreiecks  D'  mit  den  Eckpunkten  0,  2»,  an". 


§  4.    Das  gleichseitige  Dreieck. 

Wir  wiederholen  in  Kurzem  für  den  Fall  III)  die  Rechnung  des  vorigen 
Paragraphen.    ZunSchst  setzen  wir  in  die  allgemeine  Abbildungsformel 

a,=  -l,    0,    +1, 


wodurch  wir  erhalten 


Die  schon  mehrfach  benutzte  Construetion  des  Poles  h  lehrt  hier  un- 
mittelbar,   dass   aus   diesem  Punkte   die   Strecken   a^a^  and  c^o,  durch 

Winkel  von  60^  projioirt  werden,  dass  also  fOr  h  den  Werth  iy^    ^^~ 
zutragen  ist 

Wir  reduciren  weiter  das  Differential  in  der  letztgefundenen  Gleichung 
unter  Benutzung  einer  p- Function  negativer  Discriminante,  bestimmt  durch 

mit  den  beiden  Perioden  2cd2  and  2io\y  zwischen  welchen  die  Relation 
a>,t  =  »3 1/3  stattfindet 

In  dieser  Absicht  setzen  wir 

'                                                    p  u 
und  mithin  

_6 
wodaroh  wir  eine  Gleichung  von  der  Form 
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'^  ^d« -(!,'««  + 3)»       (^,.„_p,,2«.y 

erhalten. 

unschwer  sieht  man  ein,   dass  die  Oleichnng  1)  die  eindentige  Ab- 
bildnng  der  positiven  5 -Halbebene  auf  die  innere  u-Flftche  eines  gleich- 

seitigen  Dreiecks  D'  vermittelt,  dessen  Eckpunkte  h'i  =  2€9^ 0*^9   0,   -^ 

resp.  den  reellen  jjr-Werthen  a<  =  — I,  0,  +1  entsprechen  (Pig.  3). 

Die  Gleichung  2)  wird  wiederum   das  Innere   von  B'  auf  die  Süssere 
«^-Fiftche  eines  gleichseitigen  Dreiecks  D  abbilden.     Dem  Werthe  to^co 

/T  2m 

gehört  iBT  =  Ä;=3f T/5-1    und   deshalb    auch    der  u-Werth   «  =  — ^^idas 

heisst  der  Mittelpunkt  des  Dreiecks  D\ 

Es    erübrigt  nur  noch  die  Integration  von  2).    Die  zu  integrirende 

2  m'  2  m  2  f» 

Function  besitzt   die  sechs  zweifachen  Pole  i  — ^-^-i     +  -s^»     ±  —^ 

2»  0  6 

und  die  drei  vierfachen  Nullstellen  0,  +  — g-^*     unter  Berttcksiohtigang  der 

speciellen  Eigenschaften  der  hier  gebrauchten  elliptischen  Functionen  — 
wir  erinnern  hier  insbesondere  an  die  Relationen 

piu=sipu,    ptu^pu^    J;ius=«>ftt  — 

zeigt  man  mühelos,  weil  für  alle  Pole  das  Besiduum  verschwindet,  dass 
die  Function  der  rechten  Seite  von  Gleichung  2)  bis  auf  einen  constanten 
Factor  durch  den  Ausdruck 

za  ersetzen  ist. 

Sonach  ist  es  gestattet,  die  Gleichung 

als  die  gesuchte  Abbildungsformel  zu  betrachten. 

Eine  leichte  Umrechnung  giebt  indessen  dieser  Formel   die  einfachere 
Gestalt:  ^  3p*upu    ' 
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Hieraus  erbSlt  man  durch  die  Substitutionen 

u  =  6,=  2(»3 ^,    0,    -^ 


unmittelbar  io=^hi^  -- 4sij^^  0,  4^7,,    welche    Functionswerthe,    wie   es 
sein  muss,    in  der  «r- Ebene  ein  gleichseitiges   Dreieck  bestimmen.     Für 
ein  solches  Dreieck  gilt  also  der  Satz: 
Die  Gleichungen 

stellen  eine  conforme  Abbildung  dar  der  positiven  ir- Halbebene  auf  die 
äussere  I9- Fläche  eines  gleichseitigen  Dreiecks  D  unter  der  Bedingung, 
dass  die  Veränderliche  u  sich  bewegt  im  Inneren  eines  Dreiecks  1/  mit 

den  Eckpunkten  2m^ 5-^1  0,    -w^' 


§  5.   Bas  Dreieck  mit  den  Winkeln  -g-i  -^>  ^* 

Nur  wenig  umständlicher  gestaltet  sich  die  Rechnung  im  Falle  lYX 
wo  man  hat  «  —  n         J.         1 

**=2*     6*    3' 
and  wo  es  sich  handelt  nm  die  Oleiehong 

Zur  Bestimmung  des  Poles  h  auf  geometrischem  Wege  construiren 
wir  das  Dreieck  PQB  mit  den  Seitenlängen  ^(1  — Aj)  =  3;  5,  4  im  Kreise 
(Fig.  4).     Das  Dreieck  Ä^A^Ä^   der  Bogenhalbirungspunkte  erhält  erstens 

einen  Winkel  ^,  =  -j ;  ein  zweiter  Winkel  Äi  ist  offenbar  bestimmt  durch 

Es  wird  hier  sber  La^ha^s=:  A^,  I'd^^^^'  Ä^^  mithin  ergiebt  sieb 
sofort  Ä  =  —  1  +  ». 

Wir  verwerthen  wiederum  hier  die  p- Function  des  §4  zurBeduetion 
der  Differentialgleichung,  indem  wir  setzen: 

1)  .     ,==__^!!L_, 

1  +  P  *^ 

und  somit: 
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d0 


3     „_/_ 


r+4)»(»+l)* 

Zugleich  {Qhren  wir  statt  des  Poles  k  das  Argament  a  ein ,  bestimmt 
darch  die  Gleiohang: 

und  gelangen  schUeBslich  zu  einer  Oleichnng  Yon  der  Form: 

o^  A^^ p*up*u 

^  rftt        (p  *tt-y»«)»(p'«t«-i>'»«o)" 

in  welcher  wir  nnter  a^  den  zu  a  conjngirten  complezen  Werth  verstehen. 
Es   geht  nunmehr  aus  einer  einfachen  üeberlegung  henror,   dass  die 
Gleichung  1)  eine  beiderseitig  eindeutige  Abbildung  der  positiven  ir- Halb- 
ebene bewirkt  auf  die  innere  n-Flftche  eines  Dreiecks  D'  mit  den  Ecken 

&\=  »3,  0,  -^  und  den  inneren  Winkeln    ^»    g«    ^>    so  dass  also  die 

Gleichung  2)  in  analoger  Weise  das  Innere  von  D'  auf  das  Aeussere  des 
Dreiecks  D  in  der  icr- Ebene  bezieht. 

Letztere  Beziehung  ist  nun  durch  Integration  von  2)  zweckm&ssig  zu 
fiziren. 

Von  der  doppeltperiodischen  Function  rechter  Hand,  welche  offenbar 
die  zw01f  zweifachen  Pole  +  «,  ±  ««,  d:  «*«f  ±  «o»  i  '^o*  ±  ***o  ^ 
sitzt,  ist  von  vornherein  bekannt »  dass  die  Residuen  sämmtlicher  Pole  ver- 
schwinden. Eine  sehr  leichte  Rechnung  genflgt  daher,  zu  zeigen,  dass 
die  Function  bis  auf  einen  Constanten  Factor  einfach  durch  die  Summe 
der  zwOif  p- Functionen:  p{u^a)^  P(^  +  «)  Q«  8.  w.  dargestellt  werden 
kann. 

Wir  können  also  die  Gleichung 

1   -»-j;(t*-«o)+f(«+«o)+£(«-««o)  +  Uw+««o)  +  f(«*-«*«o)+{;(t«+«"«o) 

ansehen  als  ein  particulftres  Integral  von  2),  welches  sich  auch  in  der  be- 
quemeren  Form:  pup''u{\0p^u^6) 

schreiben  lasst  ^  " 

Für  iis=5'i  =  o)3,  0,  — ^r-^  folgt  aus  dieser  Abbildungsformel 

w  =  6^=4iy^(l-c),  0,  81;,; 

den  Ecken  des  Dreiecks  2/  sind  also  diejenigen  eines  ihm  indirect  ähnlichen 
Dreiecks  D  in  der  19 -Ebene  zugefttgt 
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Hiermit    ist   nun  für  das  vorliegende  Problem  folgende  Löenng  ge- 
funden : 

Die  Oleichungen 

(p'»M  =  4i>«u+l) 
stellen   eine   conforme  Abbildung   dar   der  positiven  i?- Halbebene  auf  die 

9K  9B  9E 

äussere  tr-Fl&che  eines  Dreiecks  D  mit  den  Winkeln  -^f  -^1  -0-  unter 
der  Bedingung,  dass  die  Veränderliche  u  sich  bewegt  im  Inneren  eines 
Dreiecks  D'  mit  den  Eckpunkten  (»s»  0,  — ^* 


§  6.    Das  Dreieck  mit  den  Winkeln  ^>  ^    |^- 

Wie  schon  gesagt,  unterscheidet  sich  der  Fall  V)  von  den  übrigai 
dadurch,  dass  es  nicht  gelingt,  die  YerSnderliöhe  0  als  eine  in  der  ganzen 
u- Ebene  eindeutige  Function  des  Argumentes  u  darzustellen. 

Wir  setzen  in  die  Grundformel  ein: 

a,  =  0,    +1,    -1, 

^'3'     6'     6' 
wodurch  die  Olmchung  entsteht: 

Zur  Bestimmung  von  %  haben  wir  jetzt  im  Kreise  ein  Dreieck  PQR 
zu  construiren  mit  den  Seitenlangen  p(l--il<)  s=  2,  5,  5  (Fig.  5).  Das 
Dreieck  ^jil^ils  der  Bogenhalbirungspunkte  wird  gleichschenkelig ,  ftr  den 
Winkel  A^  gilt  offenbar  ^ 

^^         sinQ        Y    o 
Man  hat  hier  aber  /.Os^^i^-^t    La^^a^^A^^  das   hat  mithin  zur 
Folge  Ä;s=  tl/-5-' 

Die  Beduction  des  Differentials  gelingt  jetzt  durch  die  Subatitution 

1)  ,=  2V^. 

wo  noch  immer 

p'*us=  4j>^M  +  1. 
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Man  findet  auf  diesem  Wege: 


3        _  A        de    


und  schliesslich  erscheinen,  indem  noch: 

_l _3 

1  -*«  ~  5 


p'»«  = 


gesetzt  wird,  die  Variabein  u  and  w  verbanden  darch  eine  Gleichung  von 
der  Form:  , 

^'  ^  du~  {p'*u-p'*a)* 

Wir  betrachten  zanichst  die  Gleichung  1).    Sie  definirt  e  als  zwei- 
deutige Function  von  u  mit  den  Verzweigungspunkten 

Diese  Zweideutigkeit  aber   wird   g&nzlich   aufgehoben,    wenn   wir  das 

Gebiet  der  Veränderlichen  u  beschränken  auf  das  Innere  eines  Dreiecks  If 

2(0 
mit  den  Eckpunkten  }>i^= — 0^*  203,    0,    weil  innerhalb   D'  kein  Ver- 

zweigungsponkt  angetroffen  wird.  Wenn  wir  nnn  überdies  festsetzen,  dass 
für  alle  reellen  t«-Werthe  auf  der  Dreiecksseite  "b^b'^  der  Veränderlichen 
a  die  Amplitude  +n  zukommen  soll,  ist  dadurch  e  eindeutig  und  völlig 
bestimmt.  „ 

Dieser  Voraussetzung  gemäss  erhält  i;  für  u  =  h't  =■  — 0^'    ^oos»    0 

die   reellen  Werthe   a<s=0,   +1)    -"l*     Sine    eindeutige  Abbildung   des 

2ä     it     « 
Inneren    des   Dreiecks   D'  mit   den    Winkeln    ~o->  -?>  7-    ist    dabei  er- 

000 

reicht  worden,  indem  es  aus  den  besonderen  Eigenschaften  der  p- Function 
sofort  erhellt,  dass  immer  ein,  aber  auch  nur  ein  einziges  Argument  u 
innerhalb  D'  einem  gegebenen  positiv  complezen  iP- Werthe  entspricht.  So 
z.  B.  gehört  zu  dem  Pole  A;  das  Argument  o ,  wofür  wir  jetzt  in  ganz  be- 
stimmter Weise  finden  können.: 


'"=-tÄ'    ^'« — V\' 


Nach  diesen  Erörterungen  kehren  wir  zu  der  Gleichung  2)  zurück, 
welche  die  Abbildung  der  äusseren  ir- Fläche  des  Dreiecks  J)  auf  das  Innere 
von  D'  bewirken  soll.  Die  rechte  Seite  besitzt  die  sechs  zweifachen  Pole 
±  a^    ±€o,    ±  s*<^9    für  welche   die   Residuen  verschwinden.     Letzterem 

Zeitmhrift  f.  Mathematik  n.  Phyiik.  40.  Jahrg.  1895.  S.Heft  10 
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umstände  Rechnung  tragend,  überzeugt  man  sich  bald  davon,  dass  die 
Function,  ungerechnet  einen  constanten  Factor,  sich  auf  die  einfache 
Summe  der  sechs  jp  -  Functionen  p(u  —  o),  p{u  +  a)  u.  s.  w.  reduciren  Iftsst. 
Indem  wir  daher  der  Constanten  Ä  einen  passenden  Werth  ertheilen,  er- 
balten wir  das  particulftre  Integral: 

IT  =  J:(f»-«)  +  ((u  +  a)  +  f(t*- 6«) +  t(t#  +  e«)  +  f(u-e««)  +  f  (!#  +  «««). 
oder  auch  SOp'up'u 

lOp^u+1 
Aus  dieser  Abbildungsformel  ersieht  man  sofort,  dass  to  die  Werthe 
hi  =  4fi^j  4iyj(l— «),  0  resp.  annimmt  fdr  «  =  &'<=s-^,   2w^,  0,   dass 

also  das  Dreieck  D  der  ir- Ebene  dem  Dreiecke  D'  indirect  fthnlich  ist. 
In  Betreff  dieses  Dreiecks  D  lautet  mithin  das  Schlussresultat: 
Die  Gleichungen 


w 


au     .    30p«wpw  2j/p^u    ,  ,^        .  g     ,  ,, 


stellen  eine  conforme   Abbildung  dar  der  positiven  ;?- Halbebene  auf  die 
äussere  «r-Flftche  eines  Dreiecks  D  mit  den  Winkeln  -~q-'  ^'  ?    unter  der 

Bedingung,  dass  die  Veränderliche  u  sich  bewegt  im  Inneren  eines  Dreiecks 

2a> 
D' mit  den  Eckpunkten  —^t   2m^^   0.    Für  reelle  u -Werthe  ist  dabei  m 

die  Amplitude  +n  zuzuweisen. 

§  7.    Zuiammengesetzte  Figuren. 

Herr  Burnside*  hat  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  aus  jeder 
Lösung  der  Abbildungsaufgabe  für  eine  innere  PoljgonsflSche  einfach  dureh 
algebraische  Elimination  neue  Abbildungsformeln  hergeleitet  werden  können. 
Letztere  beziehen  sich  alsdann  auf  die  Figuren ,  welche  aus  dem  Ursprung- 
liehen  Polygone  entstehen  durch  Anlegung  von  Spiegelbildern  an  den  Seiten. 
So  z.  B.  betrachtet  Herr  Burnside  das  Dreieck  AB'ä  mit  den  Winkeln 

-^—9  ^'  ^  als  hervorgegangen  aus  dem  Dreiecke  ABC  mit  den  Winkeln 
o         OD 

•H-»  -^>  -o  indem  er  an  der  kürzesten  Seite  AC  des  letzteren  das  Spiegel- 
o     o     ^ 

bild  ACJß  anlegt.    Diese  Betrachtung  gestattet  nun  sofort  aus  der  Ab- 

biidungsformel  des  Dreiecks  ABC  diejenige  für  AB  ff  zu  ermitteln. 

Gleiches  gilt  gewissermassen  für  äussere  Polygonsflächen,  was  hier  an 

dem  Beispiele  des  regelmässigen  Sechsecks  8  dargelegt  werden  möge. 

*  Man  sehe  die  citirte  Schrift  S.  194. 
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In  der  «-Ebene  lassen  wir  das  Sechseck  8'  durch  eine  fünfmal 
wiederholte  Spiegelung  und  Anlegung  entstehen  aus  dem  gleichseitigen 
Dreiecke  I  mit  den  Ecken: 

e>i  =  0,     &,  =  Jw3 g-»     a  =  -^, 

derart,  dass  nach  einander  zum  Ausgangsdreiecke  I  die  Dreiecke  II  bis 
VI  hinzugefügt  werden  (Fig.  6). 

Das  Dreieck  I  wurde  durch  die  Gleichung  ler  = r-  auf  die  positive 

i;- Halbebene  abgebildet  (§  4),  den  Ecken  h\y  b'^i  ^  entsprachen  die  reellen 
5-Werthe  aj  ==  0,  o,  =  —  1 ,  *=»+!. 

Es  fragt  sich,  welche  Erweiterung  das  j9- Gebiet  erfährt,  wenn  das 
Gebiet  von  u  zufolge  der  erwtthnten  Construction  sich  allmählich  über  die 
ganze  Flftche  von  ff  ausdehnt. 

Ersichtlich  überschreitet  0  die  Achse  des  Beeilen  zwischen  den  Punkten 
+  1  und  —  1  bei  jedem  Durchgange  von  u  durch  die  Radien  ab'fu  ah\^ 
ah\;  überschreitet  aber  u  die  Radien  cch\i  ob'g,  ah\i  so  geht  0  zwischen 
den  Punkten  + 1  und  0  aus  der  negativen  in  die  positive  Halbebene  über. 

Die  innere  «-Fläche  von  5"  findet  daher  ihre  Abbildung  auf  sechs  zu- 
sammenhängende Halbebenen;  drei  unter  ihnen,  die  positiven,  entsprechen 
den  Dreiecken  I,  III,  V,  die  drei  negativen  sind  den  Dreiecken  II,  IV, 
VI  zugewiesen. 

Man  überzeugt  sich  nun  bald  davon,  dass  dieses  System  von  Halb- 
ebenen eine  dreiblättrige  Windungsfläche  B^  bildet  mit  dem  Windungspunkte 
iP  s  +  !•  Alle  üebergangslinien  fallen  zusammen  in  die  Strecke  0,  +  1, 
längs  welcher  also  die  Blätter  cyklisch  an  einander  geheftet  sind;  der 
Band  der  Fläche  JSg  aber  besteht  aus  den  drei  Doppelgeraden  0,  —  1. 
um  letzteren  Umstand  zu  veranschaulichen  ist  auf  B^  eine  in  sich  selber 
zurücklaufende  Linie  gezeichnet,  welche  die  Abbildung  vorstellt  einer  hart 
am  inneren  Bande  von  8'  verlaufenden  geschlossenen  Curve  (Fig.  6). 

Man  ersieht  hieraus,  dass  die  den  Ecken  h\  von  ff  entsprechenden 
Punkte  Oi  sich  zu  dreien  über  einander  lagern,  dass  also  01=^053=05  =  0, 
ag  =  04  =  Oe  =  — 1. 

Wir  erreichen  nun  unser  nächstes  Ziel,  die  conforme  Abbildung  auf 
eine  Halbebene  der  inneren  «-Fläche  ff,  indem  wir  die  ir- Fläche  B^  ein- 
deutig auf  diese  f- Halbebene  beziehen. 

Letztere  Beziehung  findet  ihren  analytischen  Ausdruck  in  einer 
algebraischen,  in  0  linearen  Gleichung  f{tf  0)caO^  in  welcher  nur  reelle 
Coefficienten  vorkommen,  da  e  fQr  jeden  reellen  ^-Werth  einen  ebenfalls 
reellen,  zwischen  —  1  und  0  gelegenen  Werth  annimmt.  Wie  am  Ende 
diese  Gleichung  sich  gestaltet,  geht  aus  der  folgenden  üeberlegung  hervor. 

Wir  überdecken  B^  mit  einer  zweiten  ihr  congruenten  Fläche  B^  und 
yerbinden  beide  längs  der  Strecke  —  1,  0,  je  ein  Blatt  von  B^  mit  einem 

10* 
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von  JT,  verknflpfend.  So  entsteht  eine  geschlossene  seehsblftttrige  Fliehe  B^ 
mit  Ewei  in  5  =  +  1  flbereinander  liegenden  Windungspnnkten  zweiter  Ord- 
nung, während  in  jer  =  0  und  5  =  —  1  je  drei  einfache  Windungspnnkte 
auftreten  (Fig.  6).  Diese  Fläche  i^  ist  nun  der  .T- Fläche  JB'q,  welche  Yon 
der  Diederirrationalität*: 


*('^)=«(r  ri'-O 


auf  die  X- Ebene  conform  abgebildet  wird,  vollkommen  ähnlich.  Die  Aus- 
nahmepunkte Yon  iS'g  aber,  die  auf  B^  den  Punkten  «»+  1,  0,-1 
entsprechen,  sind  /=  0,  +  1>  ^\  folglich  geht  B^^  durch  die  Substitution 

in  B^  über,  woraus  wir  schliessen,  dass  die  Function  X  (  j  die  Fläche 

Sg  auf  die  lückenlose  X- Ebene  eindeutig  bezieht.  Die  positive  X- Halbebene 
kann  offenbar  dabei  als  das  Abbild  unserer  ursprünglichen  Fläche  B^  an- 
gesehen werden.  Indem  wir  noch  die  sehr  unwesentliche  Substitution 
2k  =  t+l  in  der  bekannten  Gleichung  der  Irrationalität  l  vornehmen, 
ergiebt  sich  nunmehr  die  Relation  f{0^  Q  =  0  in  der  Form: 

1)  1  -  i?  :  -  25  :  i?  +  1  =  (^'+  3)»  ;  <«(*«-  9)«:  27(<«--  1)«. 

Jeder  der  sechs  Halbebenen  von  B^  entspricht  jetzt  ein  beetimmies 
von  Geraden  und  Kreisbogen  begrenztes  Stück  der  ^- Halbebene.  Den 
f-Werthen  Ot  gehören  nach  einander  die  ^-Werthe  c^  =  0,  —1,  —3,  x>, 
+  3,  +  1 ;  der  Windungspunkt  j?  =  +  1  ist  in  ^  =  t }/3^  verlegt.  Wir  er- 
setzen in  der  Gleichung  1)  0  durch -, —  und  erhalten  als  Abbildungs- 
formel** für  die  innere  u- Fläche  des  regelmässigen  Sechsecks  S'i 

2)  1  +p'u  :  -f  2  : p'f»  -  1  =  ((«  +  3)«  :  fi{fi^9)*:  27(<»-  1)*. 

Damit  jedoch  die  Beziehung  zwischen  u  und  t  eine  beiderseitig  ein- 
deutige sei,  hat  man  stete  Bttcksicht  zu  nehmen  auf  die  Eintheilung  der 
beiden  Flächen  in  entsprechende  Bereiche  (Fig.  6). 

Ausgerüstet  mit  dem  oben  gewonnenen  Resultate  können  wir  nun  end- 
lich die  Abbildungsfrage  für  die  äussere  tc;- Fläche  eines  regelmässigen 
Sechsecks  8  ohne  Mühe  lösen* 

Wir  gehen  dabei  aus  von  der  Bemerkung,  dass  die  Gleichung  2)  und 
die  Abbildungsformel:  ^ 

3.  Au  +  B  +  f .  ^^     

*  Klein- Fricke:    ,, Theorie  der  elliptischen  Modnlfanctionen *'  I,  8.  65—71. 
*'  In  etwas  abweichender  Form  von  Herrn  BnrnBide  angegeben. 
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gleichbedeutend   sein  müssen.    Betrachten   wir   nun   zu   gleicher  Zeit  das 
Integral 


4)  Aw  +  B^f^'^'^^-^^^'^-^y 


welches  die  Abbildung  bewirkt  der  äusseren  K^-Fl&cbe  eines  bestimmten 
gleichwinkeligen ,  aber  nicht  nothwendig  gleichseitigen  Sechsecks  8^  so  liegt 
die  Vermuthung  nahe,  das  dieses  Integral  4)  unter  Zuhilfenahme  von  2) 
auf  ein  elliptisches  reducirt  werden  kann. 

Ehe  wir  jedoch  diese  Beduction  versuchen  können,  haben  wir  wie 
früher  den  Pol  %  zu  ermitteln.  Alle  Bechnung  Ittsst  sich  dabei  vermeiden, 
indem  wir  bemerken,  dass  die  Punkte  ef  =  0,  —1,  —3,  oo,  +3,  +1 
durch  Spiegelung  an  einem  Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  »j/S  und  dem 
Radius  2%}/%  in  die  Ecken  e'i  eines  regelmässigen  Sechsecks  übergehen, 
dessen  Mittelpunkt  den  ^-Werth  —  t  ^3  zukommt.  Die  Anwendung  des  in 
§  1  bewiesenen  Satzes  ergiebt  dann  unmittelbar  das  Besultat: 

Es  handelt  sich  also  um  die  Einführung  von  u  in  die  Gleichung 

Aus  2)  und  3)  findet  man: 

d^  =  -  1  dtt  ^<(<«-l)(f»-9), 


yfi{i^-\)\fi-9Y     2    pu 


(<«  +  3)«  ■"  3  \+pu 

so  dass  wir  in  der  That  w  durch  u  ausdrücken  können  und  zu  der  Gleichung 

,du)  2pu  (         2w- \ 

du  1  +  p  u         \  o     / 

gelangen.     Die  gesuchte  Abbildungsformel  ist  also: 

/         2a),\    .2 

oder:  , 

^    ^2       pw 

Substitution   der  sechs   u-Werthe  Vi  liefert  für  die  Ecken  des  Sechs- 
ecks S:                                  2                       4  2 

«7  =  ^=0,     2i?3-gij,,      21^3,      -gl?,,  2i;i,     2iyi—  g-1/,; 

das   Sechseck  8  erweist   sich   also  als   regelmttssig,   womit   wir    den  Satz 
gewonnen  haben: 
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1+pu  :  +  2  :/w  -  1  =  (/«+  3)»:  *«(<»- 9)«:  27(^-1)«, 

(i>'«u  =  4p»w+  l) 

stellen  die  conforme  Abbildung  dar  der  äusseren  tr-Flftche  eines  regel- 
mässigen Sechsecks  8  auf  die  positive  ^- Halbebene  unter  der  Bedingung, 
dass  die  Veränderliche  u  sich  bewegt  im  Inneren  des  Sechsecks  S^  mit 
den  Eckpunkten 

0,    2w8 ^,    2fl)3,  ^wj,,    2«!,     2«! ^. 


IX. 

Ueber  den  Besohleiinigungspol  der  zusammengesetzten 

Bewegung. 

Von 

Prof.  F.  WiTTENBAüEB 

in  Oras. 


Hierzu  Taf.  Vü  Fig.  1—7. 


Der  Beschleunigungspol  ist  fQr  die  Eenntniss  des  Beschleunigungs- 
zustandes  eines  in  ebener  Bewegung  begriffenen  starren  Systems  von  hervor- 
ragender Bedeutung;  um  ihn  gruppiren  sich  die  Beschleunigungen  aller 
Sjstempunkte  sowohl  der  Grösse  wie  auch  der  Richtung  nach  in  so  über- 
sichtlicher Weise,  dass  man  sagen  kann:  mit  der  Angabe  dieses  Punktes 
gewinnt  man  mit  einem  Schlage  einen  üeberblick  über  den  Beschleunigungs- 
zustand des  Systems. 

Zu  dem  kommt,  dass,  wenn  ausser  dem  Beschleunigungspol  die  Be- 
schleunigung eines  Systempunktes  gegeben  ist,  die  Beschleunigung  jedes 
anderen  Systempunktes  in  sehr  einfacher  Weise  construirt  werden  kann. 

Die  Lösung  des  wichtigen  und  für  die  Zukunft  der  Kinematik  be- 
deutungsvollen Problems:  die  Beschleunigung  jedes  Punktes  einer 
kinematischen  Kette  in  Bezug  auf  jedes  beliebige  Olied  der- 
selben zu  construiren,  lässt  sich  vom  allgemeinen  Gesichtspunkte  aus 
nur  so  erreichen,  dass  man  zunächst  zeigt ,  wie  der  Beschleunigungs- 
pol jedes  Gliedes  in  Bezug  auf  jedes  andere  Glied  der  Kette 
construirt  werden  kann. 

Die  folgenden  Untersuchungen  sollen  die  Lösung  dieser  Frage  vor- 
bereiten; sie  sollen  zeigen,  wie  man  den  resultirenden  Beschleunigungspol 
eines  Systems  finden  kann,  das  eine  bekannte  Eigenbewegung  besitzt  und 
überdies  gezwungen  wird,  die  Bewegung  eines  fremden  Systems  mitzu- 
machen. 

].  Der  BeweguDgszustand  eines  ebenen  Systems  £^  sei  darch  Angabe 
des  Drehpoles  0^,   des  Wendepoles  Ogi   ^^  Beschleunigungspoles  GFj,  der 

Winkelgeschwindigkeit  »g  und  der  Winkelbeschleunigung  A,  =  --r-^  vollständig 
bekannt  (Fig.  1). 
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Dieses  System,   das  gefUhrte,  werde  gezwungen,  die  Bewegung  eines 

anderen  Systems  £^y   des  führenden,  mitzumachen.     Die  Bewegung  dieses 

letzteren    sei   durch    die   Angabe    der   analogen    Punkte   und   Intensitäten 

(2  CO. 
^1  «^1  ö^i  >  '^'i  >  ^1  ^  T*    volls^i^^ig  bestimmt. 

Es  sei  der  Beschleunigungspol  Q-  der  resultirenden  Bewegung  des 
Systems  £2  ^^  bestimmen.  Die  Lösung  ist  folgende:  Man  suche  zuerst 
den  Drehpol  0  und  den  Wendepol  J  der  resultirenden  Bewegung,  ziehe 
über  OJ  als  Durchmesser  den  Wendekreis  und  construire  den  Winkel 
JOG  sa  qf'  im  Schnitte  der  Linie  OQ  mit  dem  Wendekreise  liegt  der  ge- 
suchte Beschleunigungspol  Q  (vergl.  Fig.  3). 

Die  Bestimmung  des  Wendepoles  J  habe  ich  in  meiner  Abhandlung: 
,,Die  Wendepole  der  absoluten  und  relativen  Bewegung^  gelehrt*  Man 
ziehe  die  Linien  O^J^,  O^J^j  OJ^^  femer 

02r||0,Ji,     OLWO^J^.    LMN\\0,0,,    Njo\\KL, 

dann  liefert  der  Schnitt  der  Linien  MK  und  NJ^  den  Punkt  J^,  das  ist 
den  resultirenden  Wendepol  bei  Ausserachtlassung  der  Winkelbeschleunig- 
ungen  l^  und  Xy  Der  wirkliche  Wendepol  J  liegt  mit  J^  in  einer  Senk- 
rechten auf  0^0^  und  zwar  ist,  wie  ich  a.  a.  0.  gezeigt  habe, 

ß  =^  JJ^  =:  h'  -^^  h.tang<p, 

worin  co  =  m^  +  to^  die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit,  it  =  A|  +  A, 
die  resultirende  Winkelbeschleunigung  und  5  die  Strecke  OB  bedeutet 
(Fig.  4) ,  wobei  die  Punkte  0  und  B  die  barycentrisohen  Ausdrücke  besitzen : 

wO=  (ö,0,  +  »gOj,     AjB=iliOi  +  X,Oj 
Beachtet  man  die  aus  Obigem  folgenden  Relationen: 

«1+  &  •  flg— &  :  a  =  A3:  Aj :  A, 

worin  0^0=:  a^^  00^=^  a^^  0^0^^  a  bedeuten ;  femer  die  bekannten 
Beziehungen:       1  1  1 

worin  fp(pi<Pfi  die  Winkel  JOG,  JiO^Q^,  «^a^^ö^j  bezeichnen,  so  ergeben 
sich  die  Oleichungen: 

1)  fxflta/ng  9  =  afii^tang  (p^  +  m\.tang  (p^^ 

2)  b .  fxfltang  q>  =  a^  m\  iang^p^  +  a,  ia\tang  fp^ , 
oder: 


*  Zeitschrift  fflr  Mathematik  und  Physik  36.  Bd. 
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3)  a*.  iangtp  =  a^.tangfp^  +  a\.tangip^y 

4)  h .  a*.  tang  9  =  aj  a\  tang  g>i  +  »j  a'^  tow^  ^j. 

Diese  Relationen  können  zur  Constraction  von  5  nnd  q>  zweckmässig 
in  folgender  Weise  verwendet  werden  (Fig.  1).  Man  übertrage  die  Bögen 
F^Ei=^  G^Jii  ^2^2=  ^8 «^2  ^^^  ziehe  die  Linien  E^O^  nnd  E^O^  bis  zu 
den  Schnitten  1  und  2  mit  einer  Geraden,  die  im  Punkte  V  auf  OjOg 
senkrecht  errichtet  wird,  7  ist  der  Vertauschungspunkt  der  Strecke  0^0 02^ 
das  heisst.  es  ist:  O.V^a,,     VO.^a,. 

Es  ist  dann         -.  ^  ^o 

und 

Fläche  0, 1 2  Og  =  -g-  a*,  tett^  ^1  "1"  o"  **i  •  '^^"^  9*8' 

Zieht  man  nun  23  ||  0,1 ,  34  ||  0^0^,  so  ist  nach  3) 
Fläche  40^0^  =  '^ä^iang(p^ 

«^™*  <  (40,0,)  =  9. 

Zieht  man  ferner  25||02  0|,  5jB||40,  so  erhält  man  auf  0^0^  den 
Punkt  B  und  damit  die  Strecke  5. 

Errichtet  man  nun  CB±0^0^  und  zieht  C0J?||40,,  so  ist 
BC^h.tangq>^ß  =  JJ\ 

Hierdurch  ist  der  resultirende  Wendepol  J  bekannt.  Beschreibt  man 
über  OJ  als  Durchmesser  einen  Kreis  und  überträgt  den  Bogen  FE^sJO-^ 
80  hat  man  damit  den  resultirenden  Beschleunigungspol  G  gefunden. 

2,  Die  im  vorigen  Artikel  angegebene  Construction  des  Beschleunigungs- 
poles  ist  zwar  sehr  einfach,  verlangt  aber  die  üebertragung  von  Winkeln, 
was  wohl  umgangen  werden  kann. 

Es  soll  deshalb  hier  noch  eine  andere  Construction  des  Beschleunigungs- 
poles  mitgetheilt  werden,  welche  diese  üebertragung  überflüssig  macht 
und  bei  welcher  auch  die  Construction  des  Wendepoles  J^  nnd  der 
Strecke  h  vermieden  werden  kann. 

Zieht  man  (Fig.  2)  ^i  J*!  «^i  ||  OjO,  und  bringt  diese  Gerade  zum 
Schnitte  E^  mit  F^Qi,  der  Linie,  welche  den  Beschleunigungspol  Q^  mit 
dem  zweiten  Schnittpunkte  Fj  des  Wendekreises  mit  der  Polgeraden  0^0^ 
verbindet ,  ftllt  E^  «i  J.  il|  0  bis  zum  Schnitte  «i  mit  der  Geraden  J|  F^  ±.  0^  0„ 

Führt  man  dieselbe  Construction  am  zweiten  Wendekreise  durch,  so  ist 
«/jtg  =  a^.tangfp^. 

Es  kann  nun  gezeigt  werden,  dass  der  resultirende  Wendepol  J  den 
barycentrischen  Ausdruck  besitzt: 
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das  heisst«  dass  er  aas  den  Punkten  iii^O^  durch  dieselbe  Constmetion 
gefunden  werden  kann,  wie  J^  aus  JiJ^O^  gefunden  wurde.  Beachtet 
man  nämlich,  daäs  J^  den  barycentrischen  Ausdruck  besitzt 

und  bezeichnet  die  Abstände  der  Punkte  J'itTgeT'^  *iH<^  ^^^  der  Polgeraden 
0^0^  mit  PiPsP»   ^i^a^y   so  liefert  die  Differenz  obenstehender  Ausdrücke: 

oder,  da  _- 

g— !>  = //"=  b.iangq}y    ffi  — l>i  =  Jiii  =  öitofi^g>i, 

welche  Gleichung  mit  2)  übereinstimmt. 

Man  construirt  also  zunächst  die  Punkte  i^i^  und  aus  ihnen  anf  ge- 
wöhnlichem Wege  den  Wendepol  JT;  die  Constmetion  der  Strecke  JJ^ 
entflKlli 

um  den  Beschleunigungspol  G  zweckmässig  zu  construiren,  beachte 
man  nun  folgenden  Hilfssatz,  auf  den  ich  schon  bei  anderer  Gelegenheit 
aufmerksam  gemacht  habe:* 

Bewegen  sich  n  mit  den  Gewichten  |>| . .  ,p»  behaftete  Punkte  in 
einer  Ebene  derart,  dass  sie  stets  in  einer  parallel  zu  sich  fortrückenden 
Geraden  verbleiben,  jeder  derselben  aber  eine  beliebige,  gegen  die  erst- 
genannte unter  dem  Winkel  a„  geneigte  Gerade  beschreibt^  so  bewegt  sich 
der  Schwerpunkt  dieser  Punkte  ebenfalls  in  einer  Geraden,  fCbr  deren 
Neigung  a  zur  fortrückenden  Geraden  die  Beziehung  besteht: 
cotctnga.Zpn  =  Z.pn.cotangun*, 

Dieser  Hilfssatz  gestattet  im  vorliegenden  Falle  eine  bemerkenswerthe 
Anwendung.  Bezeichnet  man  (Fig.  2)  mit  FF^F^  die  zweiten  Schnittpnnkte 
der  Wendekreise  mit  der  Polgeraden  0^0^^  so  ist  F  der  Schwerpunkt  der 
Punkte  F^F^O^y  wenn  in  ihnen  die  Gewichte  co^i,  od',,  2o>|Cd^  aogebracht 
werden;  denn  zu  allen  Wendepolen  J^J^y  die  beziehungsweise  auf  den  Geraden 
JiF^y  J^F^  angenommen  werden,  liegt  der  resultirende  Wendepol  auf  der 
Geraden  JF. 

Zieht  man  nun  die  Geraden  F^GF^,  F^G^^  O^A^  und  lässt  die  Pol- 
gerade 0^0^  parallel  zu  sich  fortrttcken,  sucht  in  irgend  einer  neuen  Lokge 
derselben  ihre  Schnittpunkte  D^B^Dq  mit  den  eben  erwähnten  Geraden  und 
bringt  in  ihnen  die  Gewichte  (o\y  co',«  2o()ia)g  an,  so  gilt  für  die  Gerade, 
in  welcher  der  Schwerpunkt  D  dieser  drei  Punkte  liegen  muss,  nach  obigem 
Hilfssatze  die  Gleichung: 

*  „Ueber  gleichzeitige  Bewegungen  eines  ebenen  Systems",  Zeitschrift  für 
Mathematik  und  Physik  33.  Bd. 
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m*cctangas=  cü\€Otanga^+  af^,€oianga^+  2<Oim^cotangaQ^ 
oder: 

Vergleicht  man  hiermit  Gleichung  1),  so  folgt  er  »  90  — 9),  das  heisst, 
die  Grerade  DJP,  in  der  sich  der  Schwerpunkt  D  bewegt,  geht  durch  den 
Beschleunigungspol  Q. 

Die  Bestimmung  des  Punktes  B  aus  D^B^B^  kann  in  folgender  Weise 
vorgenommen  werden  (Fig  5) : 

Man  suche  die  Schnittpunkte: 

Äj  von  O^B^  und  O^B^, 


8t 

n     0,J), 

»     O^Dt, 

Äi 

n      08, 

n      AA. 

B. 

n       OS, 

n      AA. 

T 

n     0,S, 

.     0,Bt, 

D 

,     OT 

.     DtDt, 

dann  ist  B  der  gesuchte  Schwerpunkt;  denn  es  bestehen  zwischen  den 
Punkten  die  barjcentrischen  Ausdrücke: 

somit  a)«D=  co«,2),+  a,\B^+ 2a>^ü^BQ. 

Diese  Construction  wird  besonders  einfach,  wenn  man  die  Polgerade 
bis  zum  Schnitte  von  zweien  jener  drei  Geraden  BiF^^  -2)22^21  -^0^2  ^^^' 
schiebt»  z.  B.  bis  C^C^  (Fig.  2);  hier  fallen  CqC^B^  zusammen  und  es  ge* 
nügt|  folgende  Schnittpunkte  zu  bestimmen: 

5,  von  OjCi  und  O^Cq, 

C      ^    OT     „     C,C,, 

dann  ist  C  ein  Punkt  der  Linie  BF^  die  durch  den  Beschleunigungs- 
pol Q  geht. 

Die  Construction  dieses  Poles  nimmt  also  folgenden  Verlauf:  Man 
suche  zuerst  die  Punkte  i^i^^  sodann  den  Wendepol  /  und  ziehe  den  Wende- 
kreis ttber  OJ.  Hierauf  ermittle  man  den  Punkt  0  (oder  allgemein  B) 
und  verbinde  ihn  mit  F^  dem  zweiten  Schnittpunkt  des  Wendekreises  mit 
der  Polgeraden ;  dann  schneidet  OF  diesen  Kreis  im  Beschleunigungspol  G. 

3.  Ausser  dem  Wendekreis,  dessen  Punkte  keine  Normalbeschleunigung 
besitzen  und  deshalb  Wendepunkte  ihrer  Bahnen  durchlaufen,  dient  noch 
ein  anderer  Kreis  dazu,  den  Bewegungszustand  eines  ebenen  Systems  in 
ganz    ausgezeichneter    Weise    darzustellen.     Es    ist    dies    der  zweite    der 
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Bresse'schen  Kreise  (Gleichenkreis  nach  Burmester*,  Tangentialkreis  nach 
Proell**).  Die  Punkte  dieses  Kreises  besitzen  keine  Tangentialbeschleunig- 
ung und  legen  somit  in  zwei  aufeinander  folgenden  Zeitelementen  gleiche 
Wegelemente  zurück. 

Der  Tangentialkreis  enthält  den  Drehpol  0  und  den  Beschleunigungs- 
pol  Q  (Fig.  3) ;  sein  Mittelpunkt  liegt  auf  der  Poltangente  und  schneidet 
diese  ausser  in  0  in  einem  zweiten  Punkte  H,  den  wir  Tangentialpol 
nennen  wollen. 

Zwischen  den  Durchmessern  des  Wendekreises  d  und  des  Tangential- 
kreises  e  besteht  die  Beziehung: 

5)  dta^^eX. 

Der  Tangentialpol  spielt  bei  der  Bestimmung  des  Beschleunigungspoles 
eine  ähnlich  wichtige  Bolle,  wie  der  Wendepol.  Auf  diesen  Punkt  hat  zuerst 
W.  Schell  aufmerksam  gemacht***;  er  nennt  ihn  Mittelpunkt  der  Winkel- 
beschleunigung. 

Es  soll  hier  die  Aufgabe  gelöst  werden,  den  Tangentialpol  H  der 
resultirenden  Bewegung  zu  finden,  wenn  die  Tangentialpole  Hi  und  E^ 
der  fahrenden  und  der  gefUhrten  Bewegung  gegeben  sind. 

Der  Tangentialpol  ist  jener  Punkt^  um  welchen  die  augenblicklich 
auftretende  Winkelbeschleunigung  zu  drehen  sucht. 

Die  um  H^  auftretende  Winkelbeschleunigung  X^  (Fig.  6)  kann  in 
folgender  Weise  ersetzt  werden: 

a)  durch  eine  Translationsbeschleunigung  e^l^  in    der  Richtung  des 
Wendedurchmessers  O^Ji^^^  d^  und 

b)  durch  eine  Winkelbeschleunigung  X^  um  0^ 

Ebenso  kann  die  um  H^  auftretende  Winkelbeschleunigung  X^  ersetzt 
werden : 

c)  durch   eine  Translationsbeschleunigung  e^X^  in  der  Richtung   des 
Wendedurchmessers  0^J^=^  d^  und 

d)  durch  eine  Winkelbeschleunigung  A,  um  0,. 

Anderseits  sind  beide  Winkelbeschleunigungen  X^  und  X^  zusammen 
einer  dritten  iL  =  A^  +  ^  ^^i  «^  äquivalent,  wobei  A  den  barjcentrischen 
Ausdruck  hat:  XA=X,H,+  X^H^. 

Die  Winkelbeschleunigung  A  um  ^  kann  in  folgender  Weise  ersetzt 
m: 

e)  durch  eine  Translationsbeschleunigung  --y.X  senkrecht  zu  ^JEr  =  y, 

f)  durch   eine    Translationsbeschleunigung  eX    in    der  Bicbtang  des 
Wendedurchmessers  Oj=d, 


*  Lehrbuch  der  Kinematik  S.  809. 
**  Givilingenieur  1872. 
***  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  19.  Jahrgang. 
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g)  durch  eine  Translationebeschlennigung  hl,  senkrecht  zu  OBs^h  nnd 
h)  durch  eine  Winkelbeschleunigung  X  um  B. 

Die  unter  a)  bis  d)  angeftthrten  Beschleunigungen  müssen  den  unter 
e)  bis  h)  aufgezfthlten  ftquivalent  sein;   nun  sind  aber  in  Folge  des  Aus- 

^'^®^®«  IB  =  X,0,+  X^0^ 

die  unter  b)  und  d)  erwShnten  ohnedies  der  unter  h)  angeführten  Be- 
schleunigung äquivalent;  es  müssen  also  auch  die  Translationsbeschleunig- 
ungen a)  und  c)  jenen  e),  f)  und  g)  fiquivalent  sein,  das  heisst,  es 
muss  die  Gleichheit  der  geometrischen  Summen  bestehen: 

ei.Aj-f  ^.l,=  e.A  +  S.A  — y.A. 

Benützt  man  die  imaginäre  Einheit  «,  um  anzudeuten,  dass  die 
Strecke  ih  durch  Drehung  der  Strecke  h  um  90^  im  Sinne  der  Winkel- 
beschleunigung iL  entsteht,  so  ist  mit  Berufung  auf  Gleichung  5) : 

Vergleicht  man  hiermit  die  in  meiner  Abhandlung:  „Die  Wendepole 
der  absoluten  und  relativen  Bewegung'^  gegebene  Gleichung  2): 

so  folgt  unmittelbar:  ^      _??i®L  _  ^^    ^^ 

und  zwar  ist  diese  Strecke  senkrecht  zur  Polgeraden  0^  0^  =^  cl» 
Hieraus  folgt  der  Satz: 

Der    Tangentialpol  H   der    resultirenden    Bewegung 
liegt  in  einer  Senkrechten,   die  man  aus  dem  Theilungs- 
punkte^  der  Geraden  H^H^  auf  die  Polgerade  0^0^  fällt. 
Der  Theilungspunkt  Ä  theilt  die  Strecke^iH^  im  um- 
gekehrten Verhftltniss  der  Winkelbeschlennigungen  XjAg. 
Dieser  Satz  kann  mit  Vortheil  zur  Construction  des  Beschleunigungs- 
poles  verwendet  werden. 

Zieht  man  nSmlich  in  Figur  1  BI)\\OiH^  bis  zum  Schnitte  mit 
O^Hij  sodann  DäWO^H^  bis  zum  Schnitte  mit  H^H^^  so  ist  A  der 
Theilungspunkt  und  die  von  ihm  auf  0^0^  gefällte  Senkrechte  trifft  die 
Poltangente  OHl^Oj  im  Tangentialpol  H  der  resultirenden  Bewegung. 
Sind  beide  Bewegungen,  die  führende  wie  die  geführte,  dauernde 
Botationen,  so  fallen  die  Wendepole  und  Tangentialpole  mit  den  zu- 
gehörigen Drehpolen  zusammen.  Der  Theilungspunkt  A  fällt  dann  nach  B. 
Dieser  Specialfall  hat  insbesondere  Bedeutung  für  kinematische  Ketten ; 
wie  hier  die  Tangentialpole  zu  construiren  sind,  soll  in  einer  folgenden 
Arbeit  gezeigt  werden. 

4.  Zum  Schlüsse  möge  noch  der  Beweis  erbracht  werden,  dass  die 
angegebene  Construction  des  Beschleunignngspoles  einer  zusammengesetzten 
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Bewegung    in  völliger   üebereinstimmong  steht  mit  dem  Coriolis'scheii 
Satze  über  die  Beschleunigong  der  relativen  Bewegung  eines  Ponktes. 

Es  seien  wieder  (Fig.  7)  O^O^O^  J^J^J,  Q-^Q-^Q  die  Drehpole,  Wende- 
pole nnd  Besohleonigungspole  dreier  Bewegungen:  der  führenden,  der  ge- 
führten und  der  resuitirenden  aus  beiden. 

Nennt  man  die  Abstände  eines  beliebigen  Punktes  M  der  Ebene  von 
den  drei  Drehpolen  q^Q^q^  von  den  drei  Beschleunigungspolen  r^r^r^  so 
ist  die  Beschleunigung  y  des  Punktes  M  zusammengesetzt  aus  reo*  in  der 
Sichtung  MQ  und  aus  rl  senkrecht  zu  MQ^  oder 

y  =  ?.(»•  — i.rA. 

Diese  beiden  Beschleunigangen  können  in  folgender  Weise  in  Com- 
ponenten  zerlegt  werden:  

somit  _  

y^Qio^+ddf+ja.Gf-i.MB.X  +  ihX-i.Oa.l. 

Nm  ist  ja==i.OG.tangg>^i.OO'\^ 

ar 

Femer  ist  lu-©    ,  i  _i_     i 

^flj*  =  (o(pjO)i  +  9,0^)  =  (>j  m\  +  (>ja>*  +  »1  (»i(pi  +  ^2); 
endlich  nach  vorigem  Artikel: 

Die  geometrische  Summe,  welche  y  darstellt,  geht  somit  über  in: 
y  =  ?i  «0*1  +  9t  o>*j  +  «1  a>j(5|  +  92  +  5)  +  ^1  a*i  +  ^o)%— «?i  ^1  —  »?t^ 
und  da  die  Strecke  a  die  Richtung  0^0^  besitzt: 

7  =  (^1^*1  +  dyfo\  -t^iA,)  +  (^,Q)«2  +  ^ö)*2-»?a^)  +  2^2  «1  «8- 
Nun  ist  aber  die  Beschleunigung  des  Punktes  M  in  Bezug  auf  das 
führende  System:    ' 

y\  =  n  o>^  -^^ih  =  ^Xi  +  ^Xi+  /iffi  w*i-«ei*i— ♦•Ol©!  -Xi 
und  da  auch  hier  gilt:     =r-pz       ,     .  jr^    ,       ^ 

71  =  e,  »1*  +  d^  ««1  -i?.Aj. 
Ebenso  ergiebt  sich  für  die  Beschleunigung  des  Punktes  im  geftLhrten 
System:  -     t    i~^    %        -    1 

somit  bleibt  -    ,  -    ,  o- 

y  =  yi+ys+2?2-»iw»» 

der  bekannte  Satz  von  Coriolis. 


X. 

Deber  einige  besondere  Curven  des  dritten  Grades 
und  solche  der  dritten  Klasse. 

Von 

Benedikt  Spobeb 

«  in  Ulm  a.  D. 


I. 

1.  Sind  die  Eegelfichnitte  C*  eines  BttBchels  von  Kegelschnitten, 
B(C^  durch  vier  Qrundponkte  p^  p^^  p^  and  p^  and  zwei  beliebige  Ge- 
raden Q  and  H  gegeben,  so  bestimmt  jeder  Kegelschnitt  C^  auf  der 
Geraden  Q  zwei  Punkte  x^  und  x^  und  auf  der  Geraden  H  zwei  Punkte  y^ 
und  y,*  I^arch  irgend  einen  Kegelschnitt  C^  sind  dadurch  vier  Gerade  xy^ 
nKmlich  die  Geraden  a;,y|,  Xj^g,  x^y^  und  x^y^^  bestimmt»  und  zwar  gehen 
durch  jeden  Punkt  x  auf  der  Geraden  Q  zwei  Gerade  xy^  die  im  All- 
gemeinen Yon  Q  verschieden  sind;  die  Gerade  xy  fällt  aber  auch  einmal 
auf  die  Gerade  Q  selbst  und  zwar  für  den  Punkt  x^x^j  den  der  Kegel- 
schnitt C\  des  Büschels  durch  den  Schnittpunkt  a^^o  ^®'  Geraden  Q 
und  H  mit  Q  ausserdem  gemein  hat.  Ebenso  f&Ut  xy  auch  einmal  auf 
die  Gerade  ff,  oder  wir  erhalten: 

Der  Ort  der  Geradena;y  ist  eine  Curve  der  dritten  Klasse, 
jEC',  mit  G  und  H  als  einfachen  Tangenten,  und  zwar  werden 
die  letzteren  von  der  Curve  K^  in  den  Punkten  berührt,  in 
denen  der  Kegelschnitt  C\  des  Büschels,  der  durch  den 
Schnittpunkt  a  der  Geraden  Q  und  H  geht,  diese  nochmals 
schneidet. 

2.  Yon  der  Curve  K^  lassen  sich  (ausser  den  Geraden  Q  und  H)  eine 
Beihe  von  Tangenten  angeben  oder  leicht  zeichnen,  so  z.  B.: 

o)  Die  Tangente  des  Kegelschnitts  C^q  im  Paukte  a. 

/})  Die  sechs  Verbindungslinien   der  vier  Grundpunkte  Pi^  Pt^  p^ 

und  p^. 
y)  Die  Geraden  xy^  die   durch  die  zerfallenden  drei  Kegelschnitte 
des  Büschels  bestimmt  sind, 
üeberdies  können  die  Schnittpunkte   der  Ortscurve  K^  mit  jeder  der 
Geraden  Q  und  H  bestimmt  werden.    Die  mit  der  Geraden  Q  sind  die  vier 
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Punkte,  in  denen  die  zwei  Kegelschnitte  des  Büschels >  welche  die  Gerade 
H  berühren ,  die  Gerade  Q  schneiden.  Für  jeden  dieser  vier  Schnittpunkte 
fallen  nämlich  zwei  Geraden  xy  auf  einander  und  die  Tangenten  in  diesen 
Punkten  an  f  schneiden  sich  also  zu  zweimal  zwei  auf  Gr,  oder  wir  finden, 
dass  die  Tangenten  in  diesen  Punkten  an  K^  paarweise  durch  die  Doppelpunkte 
der  Involution  auf  H  gehen ,  die  auf  H  durch  die  Schnittpunkte  der  Kegel- 
schnitte  C^  bestimmt  ist     Gleiches  gilt  auch  für  die  Gerade  IT. 

3.  Irgend  zwei  Kegelschnitte  (7*  bestimmen  im  Ganzen  acht  Geraden 
xy^  welche  mit  den  Geraden  0  und  H  zusammen  zehn  Tangenten  der 
Curve  f  sind  und  wir  schliessen  daraus,  das  wir  dieselbe  Curve  K^  er- 
halten, wenn  wir  durch  die  vier  Punkte  2x  und  2y  auf  dem  ersten  Kegel- 
schnitt C^  einen  beliebigen  Kegelschnitt  M*^  und  ebenso  durch  die  vier 
Punkte  2x  und  2y  auf  dem  zweiten  Kegelschnitt  einen  beliebigen  Kegel- 
schnitt M\  legen  und  an  Stelle  des  Kegelschnittbüschels  JB  (C^  das  durch 
die  Kegelschnitte  M^^  und  M\  bestimmte  Büschel  setzen.  Die  Curve  K^ 
ist  also  nichts  Anderes,  als  die  Einhüllende  der  zerfallenden  Kegelschnitte 
des  Netzes,  das  durch  zwei  Kegelschnitte  (7*  und  die  Geraden  Q  und  E^ 
zusammen  als  Kegelschnitt  angesehen,  bestimmt  ist;  K^  ist  also  die 
Caylej'sche  Curve  dieses  Netzes. 

4.  Die  Kegelschnitte  irgend  eines  Büschels  B{C?)  bestimmen  auf  einem 
Kegelschnitt  N^^  der  dem  Büschel  nicht  angehört,  Gruppen  von  via* 
Punkten  z,  deren  sechs  Verbindungslinien  die  zum  Netz,  das  tlurch  N* 
und  das  Büschel  bestimmt  ist,  gehörige  Curve  f  umhüllen.  Soll  die 
Mitte  einer  Sehne  des  Kegelschnitts  1^  auf  einer  Geraden  L  gelegen  sein, 
so  ist  aber  der  Ort  dieser  Sehne  eine  Parabel  P^.  Diese  hat  mit  der  Orts- 
curve  K^  im  Allgemeinen  sechs  Tangenten  gemein  und  auf  einer  beliebigen 
Geraden  L  liegen  also  im  Allgemeinen  die  Mitten  von  sechs  Sehnen,  die 
JV^  mit  Kegelschnitten  des  Büschels  gemein  hat,  oder: 

Der  Ort  der  Mitten  aller  Sehnen,  welche  die  Kegelschnitte 
des  Büschels  B{C^)  mit  irgend  einem  Kegelschnitt  N^  gemein 
haben,  ist  eine  Curve  des  sechsten  Grades  ^. 

Die  Tangenten  der  Curve  K^  sind  zu  drei  und  drei  parallel  und  es 
liegen  also  die  Mitten  von  je  drei  parallelen  Sehnen  auf  einem  Durch- 
messer von  N\  Da  durch  den  Mittelpunkt  von  N^  ebenfalls  drei  Tangenten 
von  K^  gehen,  so  ist  dieser  dreifacher  Punkt  des  Ortes  S^,  FOr  jede 
Sehne  parallel  einer  Asymptote  von  S^  fftllt  die  Mitte  auf  die  unendlich  ferne 
Gerade  Q^^  das  heisst,  die  Curve  S^  hat  in  den  unendlich  fernen  Punkten 
des  Kegelschnittes  N^  mit  diesem  drei  Punkte  gemein.  In  den  weiteren 
sechs  gemeinsamen  Punkten  von  8^  und  N^  wird  N^  von  je  einem  Kegel- 
schnitt  C^  berührt  und  es  giebt  also  auch  im  Allgemeinen  immer  sechs 
Kegelschnitte  eines  Büschels,  die  einen  dem  Büschel  nicht  angehangen 
Kegelschnitt  C^  berühren.  Von  der  Curve  8^  lassen  sich  weiter  noch  die 
18  Punkte  bestimmen,  die  Mitten  solcher  Sehnen  von  N^  mit  je  einem  der 
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Mr&Uenden  Eegelsohnitte  des  BflBohels  sind.  Tritt  an  Stelle  des  Kegel- 
schnitts 2P  ein  Oeradenpaar,  so  berflhrt  die  obengenannte  Parabel  P*  die 
Geraden  nnd  P'  nnd  K^  haben  ausser  diesen  nur  noch  vier  weitere  Tangenten 
gemein,  das  heisst,  8^  zerfUli  in  diese  Geraden  nnd  eine  Cnrre  des  vierten 
Grades  8^. 

5.  Ist  das  Bflsehel  Kegelschnitte  P(O^)  ein  Bfischel  doppelt  berflhrender 
Kegelschnitte,  so  erleiden  die  Carven  JT'  und  8^  folgende  Aenderangen: 

o)  Die  Curve  £'  hat  die  gemeinsame  Berührungssehne  B  zur  Doppel- 
tangente,  und  berührt  ausserdem  die  gemeinsamen  Tangenten  in  den  Be- 
rührungspunkten. Durch  irgend  vier  Punkte  2x  und  2y  auf  den  Geraden 
G  und  H  ist  dann  allemal  ein  neues  Büschel  von  Kegelschnitten  P(C^i) 
bestimmt  imd  jeder  dieser  Kegelschnitte  C\  bestimmt  auf  der  Geraden  B 
zwei  Punkte  I  die  die  gemeinschafklichen  Berührungspunkte  eines  Büschels 
doppelt  berührender  Kegelschnitte  des  Netzes  sind,  und  die  Ortscurre  K^ 
kann  jetzt  durch  die  Tangenten  erzeugt  werden,  die  man  an  die  einzelnen 
Kegelschnitte  C\  in  ihren  Schnitten  mit  B  ziehen  kann.  Die  Curve  K^ 
ist  also  dann  die  besondere  Curye,  die  wir  bereits  früher  (siehe  diese 
Zeitschrift  Bd.  38  S.  34 — 47)  eingehender  untersucht  haben. 

ß)  Ist  insbesondere  die  Berührungssehne  B  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade  ff«;  die  Gerade  ff«  also  der  Ort  aller  Asymptoten  eines  Büschels 
J9((7*i),  so  berührt  die  Curre  K^  die  Gerade  ff«  in  zwei  Punkten.  Zudem 
hat  sie  auch  die  beiden  Asymptoten  irgend  eines  Kegelschnitts  N^  des 
Netzes  zu  Tangenten.  Ihre  gemeinschaftlichen  sechs  Tangenten  mit  der 
Parabel  P'  (siehe  4)  bestehen  ako  aus  der  doppelt  zu  zfthlenden  Geraden 
&o»  niid  den  beiden  Asymptoten  des  Kegelschnitts  N*  und  zwei  weiteren 
Tangenten.  Die  zu  dem  Kegekchnitt  N*  des  Netzes  gehürige  Curre  8^ 
zerflült  also  in  die  doppelt  zu  zfthlende  Gerade  ff«,  die  beiden  Asymptoten 
von  if'  und  eine  Curre  8^^  das  heisst,  wir  haben: 

Das  Büschel  Kegelschnitte  P(C^i),  das  durch  zwei  Ge- 
raden als  Asymptoten  bestimmt  ist,  hat  mit  einem  festen 
Kegelschnitt  Sehnen  gemein,  deren  Mitten  auf  einem  Kegel- 
schnitt 8^  gelegen  sind. 

Irgend  ein  Kegelschnitt  dieses  Büschels  bestimmt  auf  dem  Kegel- 
schnitt N^  vier  Punkte  q  und  die  drei  Verbindungslinien  der  Mitten  der 
G^enseiten  des  Yollstftndigen  Vierecks  dieser  Punkte  q  schneiden  sich  dann 
allemal  in  einem  Punkt  8  und  halbiren  sich  in  diesem  Punkt,  und  zwar 
ist  der  Punkt  8  der  Schwerpunkt  der  Funkte  g.  Diese  drei  Verbindungs- 
linien sind  aber  zugleich  Sehnen  des  Kegelschnitts  8^  und  der  Punkt  8 
muss  nothwendig  Mittelpunkt  dieses  Kegelschnitts  sein,  oder: 

Jeder  Kegelschnitt  (7'|  des  Büschels  P((7*|),  das  durch 
zwei  Geraden  als  gemeinsame  Asymptoten  bestimmt  ist,  be- 
stimmt auf  einem  Kegelschnitt  N^  vier  Punkte,  die  einen  un- 
yeränderlichen  Punkt  8  zum  Schwerpunkt  haben. 
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Sind  also  irgend  zwei  Kegelschnitte  N^  und  C^  gegeben  nnd  halten 
wir  den  einen  dieser  Kegelschnitte,  etwa  N^  fest,  nnd  lassen  den  andern 
sich  andern y  doch  so,  dass  er  seine  Asymptoten  beibehält,  so  bestimmt  er 
anf  N^  immer  vier  Pnnkte  g,  die  denselben  Punkt  S  zum  Sohwerponkt 
haben.  Halten  wir  ebenso  den  Kegelschnitt  C*  fest  nnd  lassen  gleicher- 
weise den  Kegelschnitt  N^  sich  &ndem,  so  dass  die  Asymptoten  dieses 
Kegelschnitts  dieselben  bleiben,  so  folgt,  dass  auch  jetzt  die  yier  gemein- 
schaftlichen Pnnkte  des  Kegelschnitts  j^'  mit  dem  Kegelschnitt  G^  dieselben 
bleiben,  oder,  dass  wir  jeden  der  Kegelschnitte  N^  nnd  C^  durch  einen 
anderen  ersetzen  dürfen,  der  jedoch  mit  N^  resp.  0^  die  Asymptoten  ge- 
mein hat.  Solche  Kegelschnitte  sind  aber  auch  die  Asymptotenpaare  von 
N^  und  0^  selbst;  das  heisst,  wir  finden: 

Der  Schwerpunkt  der  gemeinschaftlichen  Punkte  zweier 
Kegelschnitte  fällt  mit  dem  Schwerpunkt  der  vier  Pnnkte 
zusammen,  welche  die  Asymptoten  des  einen  Kegelschnitts 
auf  den  Asymptoten  des  anderen  bestimmen. 

Da  weiter  concentrische  Kreise  ebenfalls  ein  Büschel  von  Kegelschnitten 
sind,  die  auf  der  unendlich  fernen  Oeraden  G^  sich  doppelt  berühren,  so 
folgt  daraus  noch: 

Beschreibt  man  um  einen  festen  Punkt  als  Mittelpunkt 
beliebige  Kreise,  so  haben  die  vier  Punkte,  die  jeder  dieser 
Kreise  mit  einem  Kegelschnitt  gemein  hat,  einen  festen  Punkt 
zum  Schwerpunkt. 

Der  Kegelschnitt  8^  wird  für  diesen  Fall  zur  gleichseitigen  Hyperbel, 
die  auch  durch  die  Fusspunkte  der  yier  vom  Kreismittelpunkt  auf  den 
Kegelschnitt  gefällten  Lothe,  den  Kreismittelpunkt,  den  Mittelpunkt  des 
Kegelschnitts  und  durch  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Achsen  des 
letzteren  geht 

II. 

1.  Soll  ein  Kegelschnitt  durch  drei  Punkte  a,  5,  o  gehen  nnd  ge- 
gebene Achsenrichtungen  haben,  so  geht  er  stets  noch  durch  einen  Punkte 
auf  dem  Umkreis  des  Dreiecks  ahc\  alle  Kegelschnitte,  welche  den  ge- 
gebenen Bedingungen  gehorchen,  bilden  also  ein  Büschel  B{C^  Ton 
Kegelschnitten  und  der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  dieser  Kegelschnitte 
ist  eine  gleichseitige  Hyperbel  H^,  deren  Asymptoten  den  gegebenen 
Achsenrichtungen  parallel  sind.*  Diese  Hyperbel  H^  geht  durch  die 
Mitten   der  Seiten   des  Dreiecks  ahc  und   den  Mittelpunkt  des  Umkreises 


*  Es  folgt  dies  aus  dem  Umstand,  dass  die  Seiten  eines  KreisTiereokS|  das 
einem  Kegelschnitt  einbeschrieben  ist,  gegen  die  Achsen  desselben  gleich  geneigt 
sind;  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  des  Büschels  durch  die  rier 
Ecken  des  Ereisvierecks  ist  dann  nach  einem  bekannten  Sats  eine  gleichseitige 
Hyperbel,  die  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  als  eines  Kegelschnitts  des 
Bflschels  geht 


Von  Bbnkdikt  Bporbb.  163 

des  Dreiecks  aba,  Geben  wir  also  den  Achsen  aller  Kegelschnitte  durch 
die  Punkte  ahe  nach  und  nach  alle  Sichtungen,  so  gehört  zu  jeder 
Richtung  eine  Hyperbel  H^  und  alle  diese  Hyperbeln  H^  bilden  ein 
Büschel  B{H^)  von  gleichseitigen  Hyperbeln  durch  vier  Punkte.  Unter 
allen  diesen  Kegelschnitten  sind  aber  auch  Parabeln  mit  inbegriffen  und 
zwar  sind  die  Achsen  dieser  Parabeln  die  Asymptoten  dieser  Hyperbeln  H^. 
Diese  Achsen  umhüllen  also  eine  Curre  der  dritten  Klasse  mit  &«  als 
Doppeltangente,  oder  wir  finden: 

Der  Ort  der  Achsen  aller  Parabeln,  die  durch  drei  Punkte 
gehen,  ist  eine  Curye  der  dritten  Klasse  P^  mit  (7«  als  Doppel- 
tangente. 

2.  Jede  der  Hyperbeln  H^  bestimmt  auf  einer  festen  Geraden  G  zwei 
Punkte  0?;  ziehen  wir  durch  diese  Punkte  x  Parallelen  zu  den  Asymptoten 
der  Hyperbel,  so  erhalten  wir  (nach  I.,  1)  als  Ort  dieser  Parallelen  eine 
Curve  der  dritten  Klasse  mit  G  und  der  Oeraden  G^  als  einÜMhen 
Tangenten,  indem  die  Gerade  (7«  an  Stelle  der  Geraden  ^getreten  ist,  oder: 
Soll  ein  Kegelschnitt  durch  drei  Punkte  gehen  und  seinen 
Mittelpunkt  auf  einer  Geraden  G  haben,  so  ist  der  Ort  der 
Achsen  aller  diesezKegelschnitte  eine  Curye  der  dritten  Kl  asseJ^^i 
mit  der  Geraden  G  und  der  unendlich  fernen  Geraden  als  ein- 
fachen Tangenten,  und  die  yier  Asymptoten  dieser  Curven 
schneiden  sich  zweimal  zu  zweien  rechtwinklig  auf  der  Ge- 
raden G  in  den  Doppelpunkten  der  Involution,  die  durch  die 
gleichseitigen  Hyperbeln  durch  die  drei  Punkte  auf  der  Ge- 
raden G  bestimmt  ist.  Die  Berührungspunkte  der  Curye  K\ 
mit  den  Geraden  G  und  (7«  sind  durch  die  Hyperbel  bestimmt, 
die  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  G  und  &oe  geht, 
das  heisst,  die  Gerade  G  wird  yon  K^^  in  der  Mitte  zwischen 
den  Doppelpunkten  obiger  Involution  und  die  Gerade  Ga>  in 
einem  Punkte  berührt,  dessen  Richtung  senkrecht  zur  Bich- 
tung  der  Geraden  G  ist 
und  hieraus: 

Soll  ein  Kegelschnitt  durch  drei  Punkte  abo  und  eine  seiner 
Achsen  durch  einen  festen  Punkt  p  gehen,  so  ist  der  Ort 
seines  Mittelpunktes  eine  Curye  des  dritten  Grades  P^  mit  p 
als  Doppelpunkt. 

Durch  jeden  Punkt  p  gehen  niUnlich  drei  Tangenten  des  Ortes  JE^^, 
oder  auf  G  liegen  drei  Punkte,  die  Mittelpunkte  von  Kegelschnitten  sind, 
yon  denen  eine  Achse  durch  p  geht.  Auf  jeder  Geraden  durch  p  liegt 
femer  nur  noch  ein  Punkt  yon  P\^  indem  jede  solche  Gerade  Achse 
eines  einzigen  Kegelschnitts  durch  abc  ist,  der  Punkt  jp  ist  also  Doppel- 
punkt yon  P\  und  zwar  wird  er  zu  einem  solchen  für  den  Kegelschnitt 
durch  abc^    der  p   zum  Mittelpunkt  hat,   und  die   Achsen   dieses   Kegel- 

11* 
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schnitte  sind  Tangenten  an  P^,   nnd  die  Tangenten  an  P\  im   Doppel- 
punkt stehen  also  senkrecht  anf  einander. 

3.  Von  den  Ortscurven  P^,  K\  nnd  P\  lassen  sich  eine  Reihe  tod 
Tangenten  resp.  Punkte  angeben  oder  doch  leicht  bestimmen,  so: 

o)  Die  Gurye  P^  berührt  die  Verbindungslinien  der  Mitten  der  Seiten 
des  Dreiecks  a&r,  in  dem  jede  dieser  Geraden  als  Achse  einer  Parabel 
durch  ahe  angesehen  werden  kann,  die  aus  zwei  parallelen  Geraden  be- 
steht;' ebenso  berührt  die  Curve  P^  die  Halbirungslothe  der  Seilen  dee 
Dreiecks  ahe  und  zwar  ist  jede  dieser  Gerade  Achse  einer  eigenüidien 
Parabel  durch  abe.  Die  gleichseitigen  Hyperbeln  H*  bestimmen  weiter 
auf  Qao  eine  Rechtwinkel -Involution  und  die  Curve  P^  berührt  GP«  in  den 
Doppelpunkten  dieser  Involution,  also  in  den  unendlich  fernen  Kreispunktoi 
auf  ff«.  Die  Mittelpunkte  aller  Hyperbeln  JEP  liegen  auf  dem  Feuer- 
bach'sehen  Kreis  des  Dreiecks  ahe  und  Tangentenpaare  von  P\  die  auf- 
einander senkrecht  stehen,  schneiden  sich  also  auf  diesem  Kreise. 

ß)  Die  Curve  K^^  berührt  ausser  den  drei  Verbindungslinien  der 
Mitten  der  Seiten  Dreiecks  ahe  und  den  drei  Halbirungslothen  der  Seiten 
dieses  Dreiecks  noch  die  auf  diesen  sechs  Geraden  in  ihren  Schnitten  mit  G 
errichteten  Lothe,  indem  jedes  dieser  sechs  Geradenpaare,  die  ihren  Schnitt 
auf  Q-  haben,  die  Achsen  eines  zerfallenden  resp.  eigentlich  Kegelschnitts 
durch  ahe  sind. 

y)  Die  Curve  P^^  geht  durch  den  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  ahe 
umschriebenen  Kreises,  die  Mitten  der  Seiten  des  Dreiecks  ahe^  die  Punkte, 
in  welchen  die  Parallelen  durch  p  zu  den  Seiten  des  Dreiecks  die 
Halbirungslothe  zu  diesen  Seiten  treffen,  durch  die  Fusspunkte  der  Lothe 
von  p  auf  die  Verbindungslinien  der  Seitenmitten  des  Dreiecks  ahe  und 
die  zwei  Punkte  auf  jeder  Seite  von  abc,  in  welchen  die  Tangenten  von 
den  Gegenecken  an  den  Kreis  die  Seite  treffen ,  der  p  zum  Mittelpunkt  hat 
und  die  Seite  berührt.  Alle  diese  Punkte  sind  nSmlioh  Mittelpunkte  ein- 
zelner Kegelschnitte  durch  a5c,  von  denen  eine  Achse  durch  p  geht. 

Wählen  wir  für  den  Punkt  p  eine  besondere  Lage  in  Bezug  auf  das 
Dreieck  a5c,  so  zerfällt  die  Curve  P\  und  wir  erhalten  z.  B.: 

Auf  der  Verbindungslinie  a^e^  zweier  Seitenmitten  des 
Dreiecks  ahe  {a^  auf  he  etc.)  sei  ein  Punkt  p  angenommen;  Ton 
p  werde  auf  die  Geraden,  welche  aj  nnd  e^  mit  der  Mitte  h^  von 
ae  verbinden,  die  Lothe  pa  und  pß  gefällt,  ebenso  auf  die 
Halbirungslothe  0|ff»  und  a^m  von  ah  und  he  die  Lothe  pi  nnd 
py]  nm  p  werden  weiter  die  Kreise  JT«,  £5,  JT«,  beschrieben, 
welche  die  Seiten  des  Dreiecks  ahe  berühren  {Km  die  Seite  bc 
u.  s.  f.)  und  die  p  zum  Mittelpunkt  haben;  von  a  werden  an  Km 
die  beiden  Tangenten  gezogen,  welche  bc  in  a^  und  Og  schnei- 
den,  und  ebenso  von  c  an  den  Kreis  Ko  die  beiden  Tangenten, 
die  auf  ah  die  Punkte  c^  und  c^  bestimmen  und   endlich,   von  l 
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ans  an  den  Kreis  Eh  die  Tangente,  die  zu  ac  nicht  parallel 
ist,  nnd  die  auf  ac  den  Punkt  ^  bestimmt  Es  liegen  dann 
allemal  die  Punkte  p,  a,  /?,  y,  4,  der  Mittelpunkt  m  des  Um- 
kreises des  Dreiecks  abc,  der  Halbirungspunkt  bj  Yon  ac^  die 
Punkte  Ol,  o,,  ^,  c^  mit  c^  auf  einem  Kegelschnitt,  der  die 
Gerade  a^c^  in  p  senkrecht  durchschneidet. 

Und: 

Auf  dem  Halbirungslothe  aifn  der  Seite  ic  eines  beliebigen 
Dreiecks  ahc  sei  ein  beliebiger  Punkt  p  angenommen  und 
um  denselben  seien  als  Mittelpunkt  die  Kreise  Ka,  K^,  Ko  be- 
schrieben, die  die  Seiten  des  Dreiecks  ahe  berühren.  Von  dem 
Punkte  a  seien  an  Ka  die  Tangenten  gezogen,  welche  auf  he 
die  Punkte  o,  und  03  bestimmen,  von  5  ebenso  an  Kreis  Kh  die 
Tangente  gelegt,  die  (im  Allgemeinen)  mit  he  und  ae  kein 
gleichschenkliges  Dreieck  bildet  und  die  ae  in  h^  trifft,  und 
endlich  sei  Yon  e  auch  an  Ko  die  Tangente  gezogen,  die  mit  he 
nnd  ae  kein  gleichschenkliges  Dreieck  bildet  und  die  ah  in  Cg 
trifft;  auf  die  Halbirungslothe  &|ff»  und  Cjffi  der  Dreiecksseiten 
ae  und  ah  und  die  Verbindungslinien  der  Seitenmitten  a^  von 
hc  mit  den  Seitenmitten  yon  ah  und  ae  seien  von  p  die  Lothe 
i^^f  Pß%  Py  ^^^  Pi  gefSllt.  Es  liegen  dann  immer  die  Punkte 
P9  ^1  ßi  7i  '9  ^9  ^3>  ^i  ^iid  ^i>  <lio  Mitten  &|  und  c^  von  ac  und 
a&  auf  einem  Kegelschnitt,  der  das  Mittelloih  von  he  in  p 
senkrecht  durchschneidet. 

4.  Sind  femer  irgend  vier  Punkte  ah  cd  gegeben,  so  können  wir  ans 
diesen  zwei  Gruppen  von  drei  Punkten  ahe  und  ah 6  auswShlen«  Zu  jeder 
dieser  Gruppen  und  einem  Pankt  p  gehOrt  dann  eine  Ortscurve  P'^.  Die 
gemeinsamen  Punkte  dieser  Curven  setzen  sich  dann  aus  folgenden  Punkten 
zusammen: 

o)  Dem  Punkte  jp,  als  Doppelpunkt  bei  den  Curven  vierfach  zShlend. 
ß)  Dem  Halbirungspunkt  von  ah, 

y)  Dem  Fusspunkt  des  Lothes  von  p  auf  das  Halbirungsloth  von  ah. 
6)  Drei  weiteren  Punkten,  welche  solchen  Kegelschnitten  angehören, 
die  durch  die  vier  Punkte  ahci  gehen  und  von  denen  eine  Achse 
durch  p  geht;  das  heisst  wir  finden: 

Der  Ort  der  Achsen  der  Kegelschnitte  eines  Bttschels  durch 
vier  Punkte  ist  eine  Curve  der  dritten  Klasse  A\ 

unter  den  Kegelschnitten  eines  Büschels  sind  weiter  zwei  Parabeln. 
Es  folgt  daraus; 

Die  Curve  A^  hat  die  unendlich  ferne  Gerade  zur  Doppel- 
tangente, sie  ist  also  von  der  vierten  Ordnung  und  unter  den 
Acbsen  aller  dieser  Kegelschnitte  sind  keine  zwei  parallel. 
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Die  Corve  Ä^  berührt  die  Halbimngslothe  der  Seiten  dos  ToUstSndigen 
Vierecks  der  vier  Pankte  nnd  die  drei  Oeradenpaare,  welche  die  Winkel 
der  Gegenseiten  dieses  Vierecks  halbiren.  Sind  die  Kegelschnitte  des 
Büschels  alle  gleichseitige  Hyperbeln,  oder  ist  jeder  der  Gmndpnnkte 
Höhenschnitt  des  Dreiecks  der  andern,  so  ist  die  Cnrre  P'  der  GnrTe  Ä* 
congrnent  nnd  die  drei  Bttokkehrpnnkte  beider  Cnnren  bilden  zwei  gleich' 
seitige  Dreiecke ,  die  die  Mittelpunkte  gemein  haben,  und  von  denen  das 
eine  gegen  das  andere  nm  180^  gedreht  ist. 

III. 

1.  unter  den  Curven  C  eines  Büschels  von  Curven  des  dritten 
Grades  B{C^)  giebt  es  im  Allgemeinen  immer  vier  solche,  die  eine  Ge- 
rade Q  berühren.  Ziehen  wir  an  jede  der  Cnrven  C^  in  ihren  drei  Schnitt- 
pnnkten  mit  G  die  Tangenten,  so  erhalten  wir  als  Ort  dieser  Tangenten 
eine  Cnrve  der  fünften  Klasse  &^  mit  0-  als  vierfacher  Tangente,  indem 
durch  jeden  Punkt  auf  Q  nur  eine  einzige  solche  Tangente  geht,  die  von 
Q  verschieden  ist,  diese  Tangente  aber  auch  viermal  auf  Q-  zu  liegen 
kommt.  Ist  ausserdem  noch  ein  zweites  Büschel  von  Curven  des  dritten 
Grades  B{C\)  gegeben ,  und  ziehen  wir  auch  an  die  Curven  dieses  Büschels 
in  ihren  Schnitten  mit  derselben  Geraden  G  die  Tangenten,  so  ist  anch 
der  Ort  dieser  Tangenten  eine  Curve  der  fünften  Classe  mit  G  als  vier- 
facher Tangente.  Beide  Curven  haben  ausser  G  selbst  noch  5.5  —  4.4  =  9 
Tangenten  gemein,  oder: 

Soll  eine  Curve  C^  eines  Büschels'  von  Curven  durch  neun 
Grundpunkte  eine  Curve  C\  eines  zweiten  Büschels  durch  neun 
andere  Grundpunkte  berühren,  so  ist  der  Ort  des  Berührungs- 
punktes eine  Curve  des  neunten  Grades  S^. 

Durch  jeden  Grundpunkt  des  einen  Büschels  geht  eine  Curve  des  an- 
deren Büschels,  und  die  Curve  8^  geht  also  namentlich  auch  durch  die 
Grundpunkte  beider  Büschel. 

2.  Haben  die  beiden  Büschel  sieben  Punkte  gemein ,  so  giebt  es  immer 
eine  Curve  C^,  welche  beiden  Büscheln  zugleich  angehört.  Jeder  Ponkt 
dieser  gemeinsamen  Curve  beider  Büschel  kann  aber  als  ein  Punkt  an- 
gesehen werden,  in  dem  eine  Curve  des  einen  Büschels  eine  Curve  des 
anderen  Büschels  berührt;  das  heisst,  die  Curve  8^  zerfällt  in  diese 
gemeinsame  Cnrve  C^  beider  Büschel  und  in  eine  Curve  des  sechsten 
Grades  8^^  oder: 

Haben  zwei  Curvenbüschel  B{C^)  und  B{C\)  sieben  Pankte 
gemein,  so  ist  der  Ort  der  Punkte,  in  denen  eine  Curve  des 
ersten  Büschels  eine  solche  des  zweiten  Büschels  berührt,  eine 
Curve  des  sechsten  Grades  8^. 

Irgend  ein  Punkt  dieses  Ortes  8^  bildet  aber  mit  den  sieben  gemein- 
schaftlichen Grundpunkten    der   beiden    ersten   Büschel   acht  Grundponkte 
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eines  nenen  Bttschels  und  zwar  berühren  sich  in  diesem  achten  Punkte 
zwei  Curyen  0^  nnd  C\y  die  dem  nenen  Büschel  angehören  und  somit 
alle  Cnnren  dieses  Büschels,  unter  diesen  Curyen  ist  aber  auch  immer 
eine  solche,  die  in  diesem  gemeinsamen  Berührungspunkt  einen  Doppel- 
punkt hat,  das  heisst,  wir  finden; 

Soll  eine  Curye  des  dritten  Orades  durch  sieben  Punkte 
gehen  und  einen  Doppelpunkt  haben,  so  ist  der  Ort  dieses 
Doppelpunktes  eine  Curve  des  sechsten  Orades,  nämlich  die 
Curye  Ä«  (Steiner's  G.  W.  Bd.  2  8.  526)* 

Da  jeder  der  sieben  Pankte  selbst  Doppelpunkt  einer  Curye  0^  durch 
diese  sieben  Punkte  sein  kann,  so  folgt  daraus  noch: 

Die  Curye  8^  hat  die  sieben  festen  Punkte  zu  Doppel- 
punkten. 

Die  Curye  8^  geht  ausserdem  durch  die  42  Punkte,  in  denen  die 
Verbindungslinien  yon  je  zwei  Punkten  der  Kegelschnitte  durch  die  übrigen 
fünf  Punkte  treffen,  indem  jede  dieser  Geraden  mit  dem  zugehörigen  Kegel- 
schnitt als  zerfallende  Curye  des  dritten  Grades  mit  zwei  Doppelpunkten 
angesehen  werden  kann. 

3.  Sind  irgend  sechs  Punkte  jp  gegeben ,  so  können  wir  jeden  Punkt  x 
der  Geraden  0-  als  Doppelpunkt  einer  Curye  des  dritten  Grades  ansehen; 
diese  Curye  bestimmt  dann  auf  einer  zweiten  Geraden  H  drei  Punkte  y 
und  durch  jeden  Punkt  x  auf  G  gehen  also  drei  Geraden  xy.  Die  Ge- 
rade xp  fKllt  aber  auch  yiermal  auf  die  Gerade  0-  selbst,  nämlich  für  die 
Punkte  Xq^  in  denen  die  zu  den  sechs  Punkten  jp  und  dem  Schnittpunkt  a 
yon  Q  und  H  gehörige  Ortscurye  8^  die  Gerade  G  ausser  in  a  noch 
schneidet.  Der  Ort  der  Geraden  xy  ist  also  eine  Curye  der  siebenten  Klasse 
mit  Q  als  yierfacher  Tangente.  Lassen  wir  G  und  H  zusammenfallen,  so 
fällt  eine  der  drei  Geraden  xy  auf  die  Gerade  G  und  die  anderen  werden 
zu  Taagenten  im  Doppelpunkt  x  auf  &,  und  wir  erhalten: 

Soll  eine  Curye  des  dritten  Grades  durch  sechs  Pankte 
gehen  und  auf  einer  Geraden  G  einen  Doppelpunkt  haben, 
so  ist  der  Ort  der  Tangenten  in  diesem  Doppelpunkt  eine 
Curye  der  siebenten  Klasse  G''  mit  G  als  fünffacher  Tangente. 

Durch  jeden  Punkt  q  ausserhalb  G  gehen  also  sieben  solche  Tangenten 
einzelner  der  Curyen  C^  mit  Doppelpunkt  darch  die  sechs  Punkte  p,  die 
C^  in  emem  Doppelpunkt  berühren,  der  auf  G  liegt,  oder: 

Soll  eine  Cure  des  dritten  Grades  durch  sechs  gegebene 
Pankte  p  gehen,  einen  Doppelpunkt  haben,  und  soll  die  eine 


*  Gans  ebenso  findet  man  allgemein: 

Soll  eine  Car?e  des  n^en  Qrades  durch  -(n  -  l)(n  +4)  Punkte  gehen 

and  einen  Doppelpunkt  haben,  so  ist  der  Ort  des  Doppelpunkte  eine 
Curye  des  d(n-l)ten  Grades. 
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der  Tangenten  in  diesem  Doppelpunkt  durch  einen  gegebenen 
Punkt  gehen,  so  ist  der  Ort  dieses  Doppelpunktes  eine  Curre 
des  siebenten  Grades  Q''  (Steiner  a.a.O.). 

Jede  Gerade  G  kann  fttnfmal  zu  einer  Tangente  im  Doppelpunkt  einer 
Curve  C^  durch  sechs  Punkte  werden  und  auf  jeder  Geraden  durch  q  liegen 
also  ausser  q  nur  noch  fdnf  weitere  Punkte  des  Ortes  Q^,  oder  q  ist  selbst 
Doppelpunkt  dieses  Ortes.  Ziehen  wir  in  ^  an  die  Curve  G^  mit  Doppel- 
punkt, welche  durch  die  sechs  Punkte  p  geht  und  den  Punkt  q  lum 
Doppelpunkt  hat,  die  Tangenten ^  so  wird  jede  dieser  Tangenten  nur  noch 
von  vier  weiteren  Curyen  0^  berührt,  die  auf  diesen  Tangenten  einen 
Doppelpunkt  und  die  diese  Geraden  selbst  zu  Tangenten  in  diesem  Doppel- 
punkt haben;  diese  beiden  Tangenten  sind  also  auch  Tangenten  an  Q^  im 
Doppelpunkt  A. 

Auch  Ton  dieser  Curve  lassen  sich  eine  Beihe  von  Punkten  leicht  an- 
geben; legen  wir  z.  B.  durch  ftlnf  der  sechs  Punkte  p  einen  Eegebchnitt, 
so  liegen  auf  diesem  14  Punkte  des  Ortes ,  nämlich  die  beiden  Schnitt- 
punkte der  Geraden  von  q  nach  dem  sechsten  Fnuktp  und  die  Berfihmngs- 
punkte  der  zwei  von  q  an  den  Kegelschnitt  gelegten  Tangenten,  indem 
diese  ebenfalls  als  Doppelpunkte  von  Curven  0^  auftreten,  die  in  diesen 
Kegelschnitt  und  eine  Gerade  von  einem  dieser  Berührungspunkte  nach  dem 
letzten  Punkt  p  zerfallen.  Ausser  diesen  vier  Punkten  und  den  ftknf 
Punkten  p  kann  auf  dem  Kegelschnitt  kein  weiterer  Punkt  des  Ortes  Q'' 
liegen,  das  heisst,  die  Punkte  p  sind  Doppelpunkte  des  Ortes.  Auf  jeder 
Geraden  qp  liegen  ausser  dem  zweifach  zählenden  Punkt  q  und  den  Sehnitt- 
punkten  mit  dem  Kegelschnitt  durch  die  übrigen  fünf  Punkte  p  nur 
noch  der  sechste  Punkt  jp;  dieser  ist  also  dreifach  zu  zählen,  oder  die 
Geraden  qp  sind  ausserdem  noch  Tangenten  in  den  Doppelpunkten  p  des 
Orts  Q\ 

4.  Zu  irgend  zwei  Punkten  q  und  q^  gehören  in  Bezug  auf  die  obigen 
Curven  C^  (durch  dieselben  sechs  Punkte  p)  zwei  Ortscurven  Q''  und  Q''^. 
Die  gemeinsamen  Punkte  dieser  Curven  setzen  sich  zusammen  ans  24  Punkten, 
die  in  die  sechs  Punkte  p^  aus  fünf,  die  auf  die  Gerade  qq^  fallen  und 
aus  zwanzig  weiteren  Punkten,  das  heisst  wir  finden: 

Soll  eine  Curve  dritten  Grades  C  mit  Doppelpankt  durch 
sechs  Punkte  gehen  und  sollen  die  Tangenten  im  Doppel- 
punkt an  C^  durch  zwei  feste  Punkte  q  und  q^  gehen,  so  giebt 
es  im  Allgemeinen  20  Lösungen.* 

Und: 

Soll  eine  Curve  des  dritten  Grades  C^  mit  Doppelpunkt 
durch   sechs  Punkte  p  gehen   und   soll  die  eine  Tangente   im 


*  Steiner  giebt  25  Lösungen  an,  indem  er  wohl  die  fünf  Ponkte  von  Q' 
und  Q\  auf  qqi  übersah  in  Abzug  zu  bringen. 
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Doppelpunkt  dieser  C^  dnrch  einen  festen  Punkt  q  gehen,  so 
ist  der  Ort  der  anderen  Tangente  in  diesem  Doppelpnnkt  eine 
Curye  der  zwanzigsten  Klasse  ^. 

Jeder  Tangente  von  q  an  diese  CarTe  (^  entspricht  eine  Gnrve  C, 
die  anstatt  einem  Doppelpunkt  einen  Rttckkehrpnnkt  hat.  unter  den 
zwanzig  Tangenten  von  q  bxl  (jl^  sind  aber  die  zwei  mit  inbegriffen,  die 
an  die  (7'  gezogen  sind,  die  q  selbst  zum  Doppelpunkt  hat,  und  wir 
finden  also  in  üebereinstimmung  mit  Steiner: 

Soll  eine  Cnrye  0^  mit  Doppelpunkt  durch  sechs  Punkte  i^ 
gehen  und  soll  die  eine  Tangente  in  diesem  Doppelpunkt  durch 
einen  festen  Punkt  q  gehen,  so  sind  unter  der  Sohaar  von 
diesen  Curyen  dritten  Orades  im  Allgemeinen  18,  die  einen 
BQckkehrpunkt  haben;  und  soll  eine  G^  dnrch  sechs  Punkte 
gehen  und  einen  Bttckkehrpunkt  haben,  so  ist  der  Ort  der 
Bfickkehrtangente  eine  Curyo  der  18.  Klasse  B^. 

5.  Wir  sahen  oben»  dass  es  im  Allgemeinen  fünf  Curyen  C  durch 
sechs  Punkte  jp  giebt,  die  auf  einer  Geraden  G  einen  Doppelpunkt  und  Q 
za  dem  zur  Tangente  in  diesem  Doppelpunkt  haben ,  und  es  giebt  also  auch 
fünf  solche  Curyen  C^  durch  sechs  Punkte  p^  die  auf  0«  einen  Doppel- 
punkt haben  und  Q^  zugleich  zur  Tangente  in  diesem  Doppelpunkt.  Jeder 
dieser  fünf  Doppelpunkte  auf  Ga^  kann  aber  als  Mittelpunkt  einer  C^  an- 
gesehen werden,  die  durch  die  jp  geht,  und  wir  schliessen  daraus: 

Soll  eine  Curye  C^  durch  sechs  Punkte  p  gehen  und  einen 
Mittelpunkt  haben,  so  ist  der  Ort  dieses  Mittelpunkts  eine 
Curye  des  fünften  Orades  M\ 

Diese  Curye  M^  geht  namentlich  durch  jeden  der  Punkte  p  selbst, 
durch  die  Mitten  der  15  Verbindungslinien  yon  je  zwei  dieser  Punkte, 
durch  die  Mittelpunkte  der  30  Kegelschnitte,  die  durch  yier  Punkte  p 
gehen  und  ihren  Mittelpunkt  auf  der  Verbindungslinie  der  letzten  zwei 
Punkte  p  haben,  und  durch  die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  durch  je 
fünf  der  Punkte  p, 

6.  Die  in  3.  gefundene  Ortscunre  G'^  hat  mit  der  Geraden  G  ausser 
den  fünf  Berührungspunkten  zwölf  weitere  Punkte  gemein,  indem  ihr  Grad 
gleich  6  . 7  —  5  •  4  =  22  ist  Jedem  dieser  zwölf  Punkte  entspricht  aber 
eine  Curye  C\  die  auf  G  einen  Bückkehrpunkt  hat,  oder: 

Soll  eine  Curye  des  dritten  Grades  durch  sechs  Punkte  p 
gehen  and  einen  Bückkehrpunkt  haben,  so  ist  der  Ort  dieses 
BUckkehrpunkts  eine  Curye  des  zwölften  Grades,  B"  (Steiner 
a.  a.  0.  S.  526,  findet  eine  Curye  B^. 

Die  Curye  Ifi  hat  die  Punkte  p  zu  yierfachen  Punkten  und  geht  ausser- 
dem  dureh  die  80  Punkte,  in  denen  die  Verbindungslinie  yon  je  zweien  yon 
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einem  Eegelscbnitt  dnrch  die  übrigen  vier  berührt  wird,  sowie  dnrck  die 
zwölf  Berühmngspnnkte  der  Tangenten  von  jedem  Ponkt  p  an  den  Eegel- 
scbnitt durch  die  anderen  fünf  Punkte  p^  indem  alle  diese  Punkte  (ausser 
den  Punkten  p  selbst),  Kückkehrpunkte  einzelner  (zerfallender)  Oorven  C 
durch  die  sechs  Punkte  p  sind. 

7.  Die  oben  (in  2.)  entwickelte  Ortscar?e  8^  zerfUlt  für  beaondere 
Lagen  der  gegebenen  sieben  Punkte  jp.  Sind  insbesondere  drei  der  sieben 
Punkte  in  einer  Geraden  gelegen,  so  kann  jeder  Punkt  dieser  Geraden  als 
Doppelpunkt  einer  zerfallenden  Curve  C^  angesehen  werden  oder  dieee  Ge- 
rade ist  ein  Theil  der  Curve  S^,  Sind  also  sechs  der  gegebenen  Punkte  jp 
die  Schnitte  von  je  zweien  von  vier  Geraden ,  oder  sind  sechs  Punkte  p  die 
Ecken  eines  vollständigen  Yierseits,  so  enthält  die  Ortscurve  8^  die  Seiten 
dieses  Yierseits,  zerfällt  also  in  diese  vier  Seiten  und  in  eine  Curve  des 
zweiten  Grades.  Die  letztere  muss  also  den  siebenten  Punkt  p  zum  Doppel- 
punkt haben,  zerfällt  also  selbst  wieder  in  zwei  Geraden  L  und  L^^  die 
zu  dem  in  dem  siebenten  Punkte  p  Tangenten  an  eine  solche  CP  durch 
die  sechs  Ecken  des  Yierseits  sind,  die  den  siebenten  Punkt  p  zum 
Doppelpunkt  hat,  oder: 

Soll  eine  Curve  des  dritten  Grades  C^  mit  Doppelpunkt 
durch  die  sechs  Ecken  eines  vollständigen  Yierseits  und 
einen  siebenten  beliebigen  Punkt  jp^  gehen,  so  ist  der  Ort  des 
Doppelpunkts  aus  den  Geraden  L  und  L^  zusammengesetzt, 
die  Tangenten  in  p^  an  die  besondere  der  Curven  C^  in  p^  sind, 
die  p^  zum  Doppelpunkt  hat. 

Wir  sahen  weiter,  dass  auf  der  Curve  8^  die  Punkte  liegen,  in  denen 
ein  Kegelschnitt  durch  fünf  der  gegebenen  Punkte  die  Yerbindungslinie  der 
letzten  zwei  Punkte  p  schneidet,  oder  wir  finden: 

Legen  wir  durch  je  zwei  Paare  von  Gegenecken  eines  voll- 
ständigen Yierseits  und  einen  beliebigen  Punkt  |7  Kegelschnitte, 
so  schneidet  jeder  dieser  Kegelschnitte  die  Yerbindungslinie 
des  dritten  Paares  von  Gegenecken  des  Yierseits  in  zwei 
Punkten  a  und  die  so  erhaltenen  sechs  Punkte  a  liegen  dann 
allemal  auf  zwei  durch  den  Punkt  p  gehenden  Geraden,  nämlich 
den  Geraden  L  und  L^, 

8.  Auch  die  Curve  M^  kann  in  Curven  niedrigeren  Grades  zerfaDen; 
liegen  z.  B.  irgend  drei  der  gegebenen  Punkte  p  auf  einer  Geraden,  so 
hat  diese  Gerade  nach  Obigem  mit  M^  mehr  als  fünf  Punkte  gemein,  ist 
also  ein  Theil  von  M^  und  dieser  Ort  besteht  somit  aus  dieser  Genden 
und  einer  Curve  des  vierten  Grades  M\  Sind  die  sechs  Punkte  p  %,B. 
zu  je  drei  auf  drei  Geraden  gelegen,  so  folgt  daraus: 

Werden  auf  den  Seiten  PtPfj  PiP^  und  p^p^  eines  Dreiecks 
PiP^Pt  ^^^^  beliebige  Punkte  p^,  p^  undp^  angenommen  und  sind 
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9sy  9$  ^nd  9i  die  Mitten  der  Seiten  des  Dreiecks  PiP^p^^  so  liegen 
allemal  die  Mitten  der  Seiten  des  Dreiecks  PiP^Psf  die  Mitten 
YOn  PiPij  PtPii  PzPe  ^i^d  <3io  Schnittpunkte  von  q^q^  mit  p^Ps^  QiQ^ 
mit  p^Pq  und  q^q^  mit  p^p^  anf  einem  Kegelschnitt  H^  nnd  dieser 
ist  der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Cnrven  des  dritten  Grades 
mit  Mittelpunkt  dnrch  die  sechs  Punkte  jp. 

Schneiden  sich  die  Geraden  i^^p^,  p^p^  und  p^p^  in  einem  Punkt,  so 
geht  der  Kegelschnitt  H^  auch  durch  diesen  Punkt. 

Liegen  die  sechs  Punkte  p  auf  vier  Geraden,  oder  sind  dieselben  die 
Ecken  eines  yoUstftndigen  Yierseits,  so  serfllllt  M^  in  die  Seiten  dieses 
Vierseits  nnd  in  eine  Gerade,  welche  durch  die  Mitten  der  drei  Diagonalen 
des  Vierseits  geht.  Da  diese  Gerade  zugleich  der  Ort  der  Mittelpunkte 
aller  Kegelschnitte  ist,  die  dem  Vierseit  einbeschrieben  sind,  so  folgt 
daraus  noch: 

Soll  eine  Curve  des  dritten  Grades  durch  die  sechs  Ecken 
eines  Tollständigen  Vierseits  gehen  und  einen  Mittelpunkt 
haben,  so  ist  der  Ort  des  Mittelpunktes  diejenige  Gerade, 
welche  durch  die  Mitten  der  drei  Diagonalen  des  Vierseits 
geht  und  jede  dieser  Curyen  hat  also  auch  mit  einem  Kegel- 
schnitt, der  die  Seiten  des  Vierseits  berührt,  den  Mittelpunkt 
gemein. 

IV. 

1.  Durch  jeden  Punkt  x  gehen  im  Allgemeinen  zwei  Kegelschnitte 
eines  Systems  8{C*)  yon  Kegelschnitten,  die  vier  Gerade  berühren.  Lassen 
wir  den  Punkt  x  sich  auf  einer  Geraden  &  bewegen  und  ziehen  wir  in  x 
an  jeden  durch  x  gehenden  Kegelschnitt  0^  die  Tangenten ,  so  ist  der  Ort 
dieser  Tangenten  eine  Curve  der  dritten  Klasse  G'|,  indem  durch  jeden 
Punkt  auf  Q  zwei  der  obigen  Tangenten  gehen,  diese  aber  auch  einmal 
mit  G  zusammenfallt  und  zwar  fCLr  den  Punkt,  in  dem  0  von  einem  Kegel- 
schnitt C^  berührt  wird.  Zudem  berührt  die  Ortscurve  die  vier  Tangenten 
der  Schaar  und  zwar  in  ihren  Schnitten  mit  0-  und  ebenso  die  drei 
Diagonalen  des  Vierseits  der  Schaar.  Durch  jeden  Punkt  ausserhalb  G 
grehen  also  auch  drei  Tangenten  an  einzelne  C*,  die  ihren  Berührungspunkt 
auf  G  haben.     Wir  folgern  daraus: 

Ziehen  wir  an  alle  C*  der  Schaar  von  einem  Punkt  ^^  die 
Tangenten,  so  ist  der  Ort  des  Berührungspunktes  eine  Curve 
des  dritten  Grades  P^ 

Durch  Pq  selbst  gehen  zwei  Kegelschnitte  C',  das  heisst,  P^  hat  den 
Punkt  Pq  zum  Doppelpunkt  und  zwar  sind  die  beiden  Tangenten  in  Pq  an 
diese  Kegelschnitte  auch  Tangenten  im  Doppelpunkt  von  P^,  indem  auf 
jeder   dieser  kein    weiterer  Punkt   des  Ortes  liegen   kann.    Die  Curve  P^ 
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geht  femer  auch  durch  die  sechs  Ecken  des  Vierseits,  das  heisst  wir 
finden : 

Die  Geraden  L  und  L^  (vergl.  III.)  sind  Tangenten  in  p^  an 
die  zwei  Kegelschnitte,  die  dem  Vierseit  einbeschrieben  sind 
nnd  die  dnrch  p^  gehen. 

und  hieraus  wieder: 

a)  Soll  eine  Gnrve  des  dritten  Grades  dnrch  die  Ecken 
eines  vollständigen  Yierseits  gehen  nnd  anf  einer  Geraden  G 
einen  Doppelpunkt  haben,  so  ist  der  Ort  der  Tangenten  ein 
Doppelpunkt  an  diese  Curve  die  obige  Curve  (r^;  soll  dagegen 
die  Tangente  im  Doppelpunkt  durch  einen  festen  Punkt  jp^  gehen, 
so  ist  der  Ort  des  Doppelpunkts  die  Curve  des  dritten  Grades, 
die  durch  die  sechs  Ecken  des  Yierseits  geht  und  jp^  zum 
Doppelpunkt  hat. 

Und: 

b)  Geht  eine  Curve  des  dritten  Grades  mit  Doppelpunkt 
durch  die  Ecken  eines  vollständigen  Yierseits  und  durch  einen 
siebenten  Punkt  j>09  ^^  ^^^  ^^^  Ort  der  Tangenten  im  Doppelpunkt 
aus  zwei  Curven  der  dritten  Klasse  zusammengesetzt,  nftmlich 
aus  den  Curven  Q\y  die  zu  L  und  L^  gehören. 

Ziehen  wir  von  p^  an  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  die  Tangenten,  so 
bilden  diese  ein  involatorisches  Büschel  mit  den  Geraden  L  und  X|. 
Irgend  ein  solches  Tangentenpaar  bildet  mit  einer  Seite  s^  des  Yierseits 
ein  Dreieck,  das  einem  Kegelschnitt  umschrieben  ist.  Da  aber  auch  das 
Dreieck  aus  den  fibrigen  Seiten  s^y  «3,  8^  des  Yierseits  demselben  Kegel- 
schnitt umschrieben  ist,  so  geht  durch  die  sechs  Ecken  beider  Dreieeke 
stets  ein  Kegelschnitt.  Alle  auf  diese  Art  erhaltenen  Kegelschnitte  haben 
aber  vier  Punkte,  den  Punkt  p^  und  die  drei  Ecken  des  zweiten  Dreiecks 
aus  s^j  03,  «4,  gemein,  bilden  also  ein  Büschel  von  Kegelschnitten. 

Diese  Kegelschnitte  bestimmen  aber  auf  der  ersten  Seite  $^  eine 
Involution  von  Punkten,  die  von  p^  durch  das  obige  Strahlenbttschel  projieirt 
werden.  Die  Doppelpunkte  dieser  Involution  sind  aber  die  Punkte,  in 
denen  s^  von  Kegelschnitten  des  Büschels  berührt  wird,  oder: 

Legen  wir  durch  einen  Punkt  p^  und  die  Ecken  jeden 
Dreiecks,  das  drei  der  vier  Seiten  eines  Yierseits  bilden,  die 
zwei  Kegelschnitte,  welche  die  vierte  Seite  berühren,  so  liegen 
die  so  erhaltenen  acht  Berührungspunkte  auf  zwei  Geraden, 
nämlich  auf  den  Geraden  L  and  L^. 

V. 
1.  Kehren  wir  wieder  zu  der  in  I.  erhaltenen  Curve  f  zurück  und 
halten  wir  eine  der  Geraden,  etwa  (7,  und  irgend  einen  Punkt  g  fest,   so 
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finden  wir,  da  für  jede  beliebige  Gerade  H  durch  den  Punkt  q  drei 
Tangenten  der  su  Q  und  H  gehörigen  Curye  K^  gehen,  und  wir  erhalten: 

Verbinden  wir  die  Schnittpunkte  eines  verftnderlichen 
JCegelschnitts  C^  durch  vier  Orundpunkte  ji  und  einer  festen 
Geraden  G  mit  einem  Punkte  g,  so  ist  der  Ort  der  zweiten 
Schnitte  r  dieser  Verbindungslinien  mit  dem  zugehörigen  Kegel- 
schnitte 0^  eine  Gurye  des  dritten  Grades  (^, 

Der  Punkt  r  fällt  auch  in  den  Punkt  q  und  zwar  für  die  zwei  Schnitt- 
punkte des  Kegelschnitts  C  durch  q  mit  der  Geraden  Q ;  der  Punkt  q  ist 
also  Doppelpunkt  der  Curve  Q'.  Ausserdem  geht  die  Ortscurve  durch  die 
Tier  Grundpunkte  p  und  die  sechs  Punkte  auf  den  Verbindungslinien  der 
vier  Punkte  p,  die  sich  aus  den  drei  zerfallenden  Kegelschnitten  C  ab- 
leiten lassen.  Die  Verbindungslinie  der  zwei  Punkte  r  geht  weiter  — 
nach  einem  bekannten  Satz  über  die  Curven  dritten  Grades  —  durch  einen 
festen  Punkt  8  auf  der  Curye  Q'. 

2.  Geht  eine  beliebige  Curye  des  dritten  Grades  durch  sechs  Punkte 
(4p  und  2r)  und  hat  in  einem  siebenten  Punkte  q  einen  Doppelpunkt,  so  kann 
ans  dem  Obigen  folgende  Construction  der  Tangenten  im  Doppelpunkte  ab- 
geleitet werden. 

Durch  yier  der  gegebenen  Punkte  und  je  einen  der  übrigen  zwei 
(durch  die  4i>  und  je  einen  r)  legen  wir  einen  Kegelschnitt  und  yerbinden 
jeden  der  letzten  zwei  Punkte  (r)  mit  dem  Doppelpunkt  g,  so  schneidet 
jede  dieser  Verbindungslinien  den  zugehörigen  Kegelschnitt  nochmals  in 
einem  zweiten  Punkt,  wodurch  wir  zwei  neue  Punkte  {x  und  x{)  erhalten. 
Die  Verbindungslinie  dieser  letzten  Punkte  (xx^  ist  die  oben  auftretende 
Gerade  Q.  Der  Kegelschnitt  durch  die  yier  gemeinschaftlichen  Punkte  der 
beiden  Kegelschnitte  und  den  Punkt  q  schneidet  dann  die  Verbindungslinie  (o^d?,) 
in  zwei  Punkten,  die  auf  den  Tangenten  der  Curye  dritten  Grades  im  Doppel- 
pnnkt  liegen.    Die  Construction  der  Curye  selbst  ist  damit  ebenfalls  gegeben. 

3.  Es  ist  nur  eine  Folgerung  aus  Obigem,  wenn  wir  sagen: 

Soll  eine  Curye  C  durch  die  sechs  Ecken  eines  vollständigen 
Vierseits  gehen  und  einen  siebenten  Pnnktp^  zum  Doppelpunkte 
haben,  so  liegen  auch  die  Projectionen  der  drei  Diagonal- 
Bchnitte  von  p^  auf  die  Gegenseiten  des  Dreiecks  der  drei 
Diagonalen  auf  der  Curve  C^ 

Es  ist  hierbei  eine  Diagonale  zur  Geraden  Q  und  der  Punkte  p^  zum 
Punkt  q  gewählt  worden. 

4.  Aus  den  hier  allgemein  entwickelten  Eigenschaften  können  wir 
folgende  Sätze  als  specielle  Fälle  ableiten: 

a)  Projicirt  man  jeden  Schnittpunkt  der  sechs  Seiten  eines 
vollständigen  Vierecks  mit  einer  Geraden  Q  von  einem  Punkt  q 
auf    die    Gegenseite    des    Vierecks,    so    liegen    die    sechs    Pro- 
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jeotionen  mit  den  vier  Eoken  des  Vierecks  auf  einer  Curve  des 
dritten  Grades  mit  dem  Punkte  q  als  Doppelpunkt,  und  ist  um- 
gekehrt irgend  einer  Curve  des  dritten  Grades  mit  Doppelpunkt 
irgend  ein  Viereck  einbeschrieben,  so  liegen  allemal  die  Pro- 
jectionen  der  weiteren  Schnitte  der  Vierecksseiten  mit  der  Curve 
vom  Doppelpunkte  auf  die  Gegenseiten  des  Vierecks  in  einer 
Geraden.  Die  Verbindungslinien  der  ersteren  Projectionen  von  q 
auf  den  Gegenseitenpaaren  schneiden  sich  zudem  in  einem  Punkte, 
der  gleichfalls  auf  der  Curve  liegt. 

Liegt  der  Punkt  q  auf  einer  Seite  ab  des  Vierecks  ahed^  so  zerfftllt 
die  Curve  dritten  Grades  in  eine  Curve  des  zweiten  Grades  und  die  Seite  ab 
des  Vierecks  und  es  folgt  daraus: 

b)  Projicirt  man  von  einem  beliebigen  Punkt  q  auf  eine 
Seite  eines  Vierecks  die  Schnitte  der  übrigen  fünf  Seiten 
desselben  mit  einer  Geraden  auf  die  Gegenseiten  des  Vierecks, 
so  liegen  die  fünf  Projectionen  mit  den  beiden  Ecken  des 
Vierecks,  die  mit  dem  angenommenen  Punkt  nicht  in  einer 
Geraden  liegen,  auf  einem  Kegelschnitt  und  die  Verbindungs- 
linien der  zwei  Paare  der  fünf  Projectionen,  die  auf  Paaren 
von  Gegenseiten  liegen,  schneiden  sich  allemal  auf  der  an- 
genommenen Seite  des  Vierecks.  Der  Kegelschnitt  berührt 
ausserdem  die  Gerade,  welche  q  mit  dem  Schnittpunkt  der 
Gegenseite  der  angenommenen  Seite  mit  der  Geraden  ver- 
bindet und  zwar  in  q. 

Hierbei  ist  q  als  eine  der  obigen  fünf  Projectionen  angesehen. 

Ist  der  Punkt  q  der  Schnittpunkt  zweier  Gegenseiten  ab  und  ed  des 
Vierecks,  so  zerfllllt  die  Carve  dritten  Grades  in  drei  Geraden  und  man 
erhttlt: 

c)  Projicirt  man  von  dem  Schnittpunkt  q  zweier  Gegen- 
seiten eines  Vierecks  die  vier  Schnitte  der  übrigen  vier 
Vierecksseiten  mit  einer  Geraden  Q  auf  die  Gegenseiten,  so 
liegen  die  vier  Projectionen  auf  einer  Geraden  j?,  welche 
ausserdem  durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden  G  mit  der 
Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  der  Gegenseitenpaare  des 
Vierecks,  die  nicht  durch  q  gehen',  geht. 

5.  Geht  eine  Curve  des  dritten  Grades  durch  fünf  Punkte  p  und  hat 
dieselbe  einen  sechsten  Punkt  q  zum  Doppelpunkt,  so  können  wir  durch 
die  fünf  Punkte  p  einen  Kegelschnitt  C^  legen  und  ebenso  durch  vier 
Punkte  p  und  *den  Punkt  q  einen  zweiten  Kegelschnitt  2>';  schneidet  die 
Verbindungslinie  von  q  mit  dem  fünften  Punkt  j9,  der  nicht  auf  JD^  Hegt, 
in  einem  Punkt  r,  so  bestimmt  eine  beliebige  durch  r  gehende  Gerade 
(als  Gerade  G)  auf  D'  zwei  Punkte  y  und  i^ ,  so  dass  qy  und  qy^^  Tangenten 
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im  Doppelpunkt  an  eine  der  mOglicben  Gurren  C  sind.  Da  unter  den 
Geradenpaaren  qy  und  qpi  auch  zwei  solche  sind,  die  zasammenfallen,  so 
finden  wir: 

Durch  fünf  Punkte  p  gehen  unendlich  yiele  Curven  C\  die 
einen sechstenPunkt^  zum  Doppelpunkt  haben  unddieTangenten- 
paare  an  diesem  Doppelpunkt  an  alle  Curven  C^  bilden  eine  In- 
volution und  unter  den  Curven  sind  auch  immer  zwei,  die  den 
Punkt  q  zum  Bückkehrpunkt  haben. 

VI. 

1.  Sind  irgend  zwei  Büschel  Ton  Kegelschnitten  B{C^  und  B{B^) 
gegeben,  die  auf  einer  Geraden  O  dieselbe  Involution  von  Punkten  be- 
stimmen, giebt  es  also  unter  den  Kegelschnitten  C*  und  Ifl  dieser  Büschel 
unendlich  viele  solche,  die  die  Gerade  O  zur  Sehne  haben,  so  erhalten 
wir  für  die  letzten  zwei  Schnittpunkte  x  und  x^  zweier  Kegelschnitte  C* 
und  2)*,  die  auf  &  dieselben  Punkte  bestimmen,  einen  Ort,  den  wir  wie 
folgt  ableiten  können:  Zu  jedem  der  Büschel  gehört  in  Bezug  auf  die 
Gerade  G  und  eine  zweite  Gerade  H  (nach  I.)  eine  Curve  K\  Diese  beiden 
Curven  JT'  haben  die  Geraden  G  und  H  zu  Tangenten  und  zwar  berühren 
sie  die  Gerade  G  in  demselben  Punkte,  in  dem  die  beiden  Kegelschnitte 
beider  Büschel  durch  den  Schnittpunkt  a  von  H  und  G  auf  G  noch  den- 
selben zweiten  Punkt  bestimmen.  Die  Gerade  G  ist  also  zweifach  als  ge- 
meinsame Tangente  und  die  Gerade  H  einfach  als  solche  zu  rechnen.  Die 
übrigen  sechs  gemeinsamen  Tangenten  ordnen  sich  zu  drei  Paaren  von  Ge- 
raden, die  von  gemeinsamen  Punkten  von  Kegelschnitten  C^  und  J)'  auf 
nach  den  gemeinschaftlichen  Punkten  dieser  Kegelschnitte  auf  G  gehen. 
Der  Ort  der  letzten  Punkte  x  und  x^  der  Kegelschnitte  CP  und  D'  ist  also 
eine  Curve  des  dritten  Grades  X\  Diese  Curve  geht  femer  durch  die 
Grnndpunkte  beider  Büschel  und  die  Gerade  xx^  dreht  sich  —  nach  einem 
bekannten  Satz  über  die  Curven  dritten  Grades  —  um  einen  festen  Punkt 
auf  X^',  das  heisst  wir  erhalten: 

Bestimmen  die  Kegelschnitte  zweier  Büschel  auf  einer 
Geraden  G  dieselbe  Involution  von  Punkten,  so  ist  der  Ort  der 
letzten  gemeinsamen  Punkte  x  und  x^  zweier  Kegelschnitte  der 
Büschel,  die  auf  G  dieselben  Punkte  bestimmen,  eine  Curve 
des  dritten  Grades,  X\  die  durch  die  Grundpunkte  beider 
Büschel  geht  und  die  Verbindungslinie  xx^  dreht  sich  um  einen 
festen  Punkt  dieses  Ortes. 

2.  Insbesondere  folgt  daraus: 

Sind  ahcd  und  a^b^c^di  zwei  Vierecke,  deren  Seiten  sich  paar- 
weise auf  einer  Geraden  G  schneiden,  so  liegen  die  Schnitt- 
punkte: 
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X  von  ah  mit  C|d|,     x^  Ton  a^bi  mit  cd, 

mit  den  Ecken  der  beiden  Vierecke  anf  derselben  Gar?e 
dritten  Grades  und  die  Geraden  xXi,  y^i  and  j^jet,  schneiden  sich 
in  einem  Punkte  dieser  Carve. 

Und: 

Haben  zwei  Vierecke  abed^  ^i^i^i^i  zwei  Seiten,  etwa  ad 
and  a^di  anf  einer  Geraden  liegend,  so  liegen  die  fibrigen 
Ecken  &,  c,  h^  und  d^  mit  den  Schnitten  x  und  d?|  von  at  mit 
c^dij  a|&|  mit  cd^  y  and  y^  von  ac  and  Z^i^i,  a^e^  and  &d  aaf 
einem  Kegelschnitt  and  xXi  and  f^ff]  schneiden  sich  aaf  äd. 
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XI.  Ein  neuer  Satz  über  die  Determinanten  einer  Katriz. 
Es  Bei  gegeben  eine  Matrix 

»11  •  •  •  »1« 


1) 


Mt 


0mfl 


{n>m). 


unter  |  i|,  tg. .  .tml  werde,  wenn  die  i  irgend  welche  Indices  aus  der 
Reihe  1  • .  •  n  sind,  die  ans  den  Colonnen  t\,  ig.  •  .im  gebildete  Deter- 
minante m*^  Orades  verstanden.    Wir  wollen  nun  voraussetzen,   dass  von 

allen  (     j  Determinanten  m*^  Orades  n  — «n  +  l  verschwinden,  so  swar, 

dass,  wenn  wir  dieselben  in  der  oben  angegebenen  Bezeichnung  schreiben 
und  etwa  i  x      :  :.     l  ^  Q 


2) 


»11»    »Jl  ' 

Hl»  H«  • 


.ti»|> 


0 


|««l,i«s...«««  |=»0 


haben,  wo  8  zur  Abkürzung  für  n—m+l  gesetzt  ist,  sich  eine  solche 
Anordnung  treffen  lässt,  dass  von  den  Indices  jeder  Zeile  in  2)  gerade 
tn-— 1  in  den  vorhergehenden  Zeilen  schon  vorkommen.  Wir  wollen  an- 
nehmen, dass  in  dem  obigen  Schema  diese  Anordnung  bereits  getroffen 
ist  und  ferner,  dass  die  neu  hinzutretenden  Indices  in  jeder  Zeile  an  erster 
Stelle  stehen.  Man  sieht,  dass  alsdann  in  der  ersten  Horizontal-  und  der 
ersten  Verticalreihe  von  2)  alle  n  Indices  vorkommen. 

Wenn  wir  nun  noch  die  weitere  Voraussetzung  machen ,  dass  in  jeder 
der  8  Matrices,  welche  von  den  Colonnen  U2,  Us  •  •  •  Um  (^  =  1  •  •  •^)  ge- 
bildet werden,  unter  den  je  m  Determinanten  (m—  1)*®°  Orades  wenigstens 
eine  von  0  verschiedene  ist,  so  müssen  alle  Determinanten  m*^^  Orades  der 
Matrix  M  verschwinden*  —  Der  Beweis  hierfür  ergiebt  sich  leicht  folgender- 
massen :    ^ 

Zoitichrift  f.  Mathematik  a.  Fbyiik.  40.  Jahrg.  1895.  S.  Heft  1 2 
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Der  Relation 
3)  \x,  i,8,  i|8---»im|  =  0 

wird  offenbar  genügt  durch  xs=i^^^  i^j,  i^^^  i^,...«!«»  also  durch  allein 
den  beiden  ersten  Zeilen  von  2)  vorkommenden  Indices,  und  zwar  folgt 
dies  für  die  Indices  i^  und  iji  ^^s  ^^^  beiden  ersten  Gleichungen  Ton  2)« 
während  für  die  anderen  Indices  die  Relation  3)  eine  Identität  ist.  Wählen 
wir  von  diesen  m  + 1  Werthen  für  ic  irgend  m  Werthe  aus ,  welche  wir 
mit  i|,  ig ...  «m  bezeichnen  wollen ,  stellen  für  diese  die  m  Determinanten- 
gleichungen von  der  Form  3)  auf  und  entwickeln  jede  derselben  nach  den 
ünterdeterminanten  der  ersten  Colonne,  so  haben  wir  offenbar  ein  System 
von  m  linearen  homogenen  Gleichungen  in  Bezug  auf  die  m  Determinanten 
(m  — 1)*~  Grades  der  aus  den  Colonnen  i^^,  1,3... i]m  gebildeten  Matrix. 
Da  nun  wenigstens  eine  dieser  Determinanten  (m  —  1)*®°  Grades  nach  unserer 
Voraussetzung  von  0  verschieden  ist,  so  muss  also  die  Determinante  des 
Systems  linearer  Gleichungen  verschwinden;  dies  ist  aber  nichts  Anderes  als: 

Bilden  wir  also  irgend  eine  Combination  zu  m  Elementen  von  den  in 
den  beiden  ersten  Zeilen  von  2)  vorkommenden  Indices,  so  verschwindet 
die  aus  den  durch  diese  Indices  bezeichneten  Colonnen  gebildete  Deter- 
minante m^^^  Grades.  Es  verschwindet  daher  auch  die  Determinante 
I  !^'  ha  %8  "  *  *3m  I  ^^^  jedes  ^,  welches  in  den  beiden  ersten  Zeilen  von  2) 
bereits  vorkommt,  da  ja  %,,  i^.  ..hm  dort  auch  schon  vorkommen«  Hier- 
nach und  nach  der  dritten  Gleichung  von  2)  folgt,  dass  der  Gleichung 

Genüge  geleistet  wird  durch  die  Werthe  y  =  Hif  i^  -  "itm^  Hiy  hv  Wählen 
wir  also  irgend  m  dieser  fn  +  2  Indices  aus  und  bilden  für  sie  die  Deier- 
minantengleichungen  von  der  Form  4),  so  erhalten  wir  offenbar  wieder  ein 
solches  System  von  m^  linearen  homogenen  Gleichungen  in  Bezug  auf  die 
m  Determinanten  (m  —  1)^^  Grades  der  aus  den  Colonnen  i^,  ^  .  • .  t3« 
bestehenden  Matrix.  Da  nun  von  diesen  Determinanten  (m-— 1)'^  Grades 
nach  unserer  Voraussetzung  wenigstens  eine  von  0  verschieden  ist,  so 
muss  die  Determinante  des  Gleichungssystems  verschwinden,  d.  h«  also:  jede 
aus  m  der  Colonnen  «j^,  ii^. .  »iimt  hu  ^t  gebildete  Determinante  ist  =  0. 
Dies  geht  offenbar  so  fort  und  es  folgt,  dass  jede  Determinante  ntf^  Grades 
der  Matrix  M  verschwindet. 

Dieser  Satz  lässt  nun  eine  Reibe  geometrischer  Anwendungen  zu,  von 
denen  wir  einige  anführen  wollen.  Wenn  nämlich  die  Grössen  Xi^yt^  ßi,  tr,-, 
•  =  1,  2,  3  die  homogenen  Coordinaten  von  drei  Raumpunkten  sind,  so  sind 
in  der  Matrix 


«I 

yi 

»i 

»1 

«« 

9% 

«. 

»i 

«s 

Vi 

h 

«"« 
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die  drei  Determinanten  dritten  Grades  ^  welche  die  letzte  Colonne  enthalten , 
im  Wesentlichen  die  Projectionen  des  von  den  drei  Punkten  gebildeten 
Dreiecks  auf  die  Coordinatenebenen,  und  wir  erhalten  durch  Anwendung 
unseres  Determinantensatzes  das  bekannte  Resultat,  dass,  wenn  zwei  der 
Projectionen  eines  Dreiecks  auf  die  Coordinatenebenen  verschwinden,  die 
dritte  auch  verschwinden  muss.*  Sehen  wir  dagegen  in  dieser  Matrix  die 
Elemente  der  einzelnen  Colonnen  als  Bichtungscosinus  von  Geraden  an, 
welche  durch  einen  Punkt  gehen,  so  kommen  wir  zu  dem  Satz,  dass, 
wenn  drei  durch  einen  Punkt  gehende  Gerade  x^  y,  e  in  einer  Ebene 
liegen  und  eine  vierte  Gerade  w  mit  zwei  der  fraheren  x,  y  gleich- 
falls in  einer  Ebene  gelegen  ist,  alsdann  alle  vier  Geraden  in  derselben 
Ebene  liegen  müssen,  ausser  wenn  die  beiden  Geraden  x^  y  coincidiren.  . 

Gehen  wir  von  dieser  Matrix  von  drei  Zeilen  und  vier  Colonnen  zu 
einer  solchen  von  vier  Zeilen  und  fünf  Colonnen  über: 


»1      a?8      ^3      ^4 
Vi     Vi     y%     Vi 


Wi       HO. 


w. 


W.      IV. 


und  verstehen  unter  den  Xij  yi,  Zit  Wt  homogene  Punktcoordinaten  ^  so 
liefert  unser  Determinantensatz  das  Resultat,  dass,  wenn  vier  Punkte 
(1,  2,  3,  4)  in  einer  Ebene  liegen  und  ein  fünfter  (5)  mit  drei  (1,  2,  3) 
dieser  vier  wieder  in  einer  Ebene  liegt,  alle  fünf  Punkte  in  derselben 
Ebene  gelegen  sind,  ausser  wenn  die  drei  Punkte  (1,  2,  3)  auf  der 
Schnittcurve  zweier  Ebenen,  einer  Geraden,  liegen.  Ein  entsprechender 
Satz  iSsst  sich  natürlich  für  Flächen  zweiter  Ordnung  aus  der  Matrix 

^1*      «2* «11* 

«1^1    «8^8 «11^11 

«1^1    «2^«     •     •     •     •     •  «11^11 
X^iOi   X^fV^ «11^11 

Pi*     y%^ Vn 

Vx^x  y%H yii^ii 

yi«>i  y%^% yxi^xx 

^1  *i  ^11 

»X^l    h'^% »XX^IX 

K     K '^n 

herleiten,  und  man  erhält  so: 


*  Auf  diese  geometrische  Anwendung  machte  mich  Herr  Prof.  Staude  be- 
reits im  Sommer  1894  gütigst  aufmerksam. 

12* 
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Wenn  zehn  Punkte  (1,  2...  10)  auf  einer  Fl&che  zweiter  Ordnung 
gelegen  sind  nnd  ein  elfter  Punkt  (11)  mit  9  (1...9)  der  zehn  Punkte 
gleichfalls  auf  einer  Flftche  zweiter  Ordnung  liegt,  so  liegen  alle  elf 
Punkte  auf  derselben  FlSche  zweiter  Ordnung,  ausser  wenn  die  neun 
Punkte  (1 ...  9)  auf  der  Durchsohnittscurve  zweier  Flächen  zweiter  Ord- 
nung liegen. 

Allgemein  ergiebt  sich  natürlich  der  Satz:    Wenn 

(n  +  lKn  +  2)(n  +  S) 
^^""^^ 17273 

Punkte  auf  einer  Fläche  n^"*  Ordnung  liegen  und  ein  weiterer  Punkt  liegt 
mit  N{n)  —  1  dieser  Punkte  auf  einer  Fläche  n*^  Ordnung,  so  liegen  alle 
N(n)  +  l  Punkte  auf  derselben  Fläche  n^  Ordnung,  ausser  wenn  die 
N{n)  —  1  ausgezeichneten  Punkte  auf  der  Sohnittcurve  zweier  Fl&ehen 
t>tor  Ordnung  (resp.  auf  ein-  oder  mehrfach  unendlich  vielen  solchen 
Schnittcunren)  liegen. 

Bo stock.  W.  Ahbens. 


Xn.  Beiträge  zur  Integralrechnung. 

1.  üeber  den  zweiten  Mittel werthsatz. 
Im  Folgenden  will  ich  einen  neuen  Beweis  für  den  zweiten  Mittel - 
werthsatz  der  Integralrechnung  geben,  der  ihn  als  Consequenz  des  ersten 
erscheinen  lässt,  sobald  noch  die  Stetigkeit  des  bestimmten  Integrals,  als 
Function  seiner  oberen  Grenze  angesehen,  zu  den  Voraussetzungen  tritt 
Die  gebräuchliche  Form  des  Satzes  lässt  sich  (vergl.  Harnack:  DifTerential- 
und  Integralrechnung  S.  270)  sofort  aus  der  besonderen  Form 


Jf{x)(p{x)dx^f{a^Jq>{x)dx  K:^«  ^«) 


«0 


ableiten,  wie   sie  zuerst  0.  Bonnet  (Liouv.  Journ.  XIV)   angestellt   hat; 
und  diese  Form  wollen  wir  beweisen. 

Wir  setzen  voraus,  dass  f{x)  von  a^  bis  h  stets  positiv  und  ab- 
nehmend und  (was  keine  Beschränkung  involvirt)  für  x  ^  a^  gleich  1  sei 
Die  Integrale 

X  X 

Jfp{x)dx,     ff(x)<p(x)dx  K^*<*) 

sollen  eine  Bedeutung  haben. 

Wir  bezeichnen  mit  a|,  Og,  a^,  ...  die  Punkte ^  in  denen  q>(x)  zwischen 
ÜQ  und  b  verschwindet,  in  denen  also  die  Gurve  y  <»  q>{x)  die  jc- Achse 
schneidet.     Zur  Abkürzung  sei  ferner: 
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1) 


ff{x)q>{x)dx  -  ir(a:);     fq>{x)dx  -  L(x); 


fq>(x)dx 


«1 


—  Ji(fl5),    {ai<x^ öi+i);    «^2(a;i+i)  —  «7i 


gesetzt     Um   die  Anschaaungen   zu  iixiren,    nehmen  wir  an,   dass   q>(x) 
zwischen  Oq  und  a^  positiv  sei     Dann  ist: 

2)  L{aik-\'%)  —  X(fl«*+i)  •=•  —  t^2*+i, 

Hak)^Jo-Ji  +  J, +  (-i)*-v*«i. 

Der  erste  Mittelwerthsatz  gilt  dann  ftir  jedes  iL «  0,  1,  2,  ...  in  der 
Ausdehnung:  «  x 

ff{x)q>{x)dX'^Bx{x)f<p{x)dx  (öi^a^<aA+i) 

3)  «i  a'i 

'  «a(^)  -  /*[«A  +  H^  -  ax)]      (0  <  ^  <  1). 

Der  Abktlrzung  halber  setzen  wir 

4)  Bi{ai^i)  «  sx 

und  können  aus  der  Annahme,  f  sei  positiv  und  abnehmend,  den  Schluss 
ziehen  y  dass 

seL 

Gesetzt    nun,    die   den  zweiten   Mittelwerthsatz   darstellende 
Gleichung 

6)  K{x)'^L(jKf)  {aQ<af<x<:b) 

Ware  für  alle  x  von  a^  ab  bis  zu  einer  Grenze  o; »  1^  zu  der 
^  '^  i'  gehört,  richtig,  dann  würde  sie  im  Allgemeinen  auch  noch 
weiter  über  o;  »  |  hinaus  richtig  sein.  Denn,  wenn  für  wachsende  x 
die  linke  Seite  von  6)  zu-  oder  abnimmt,  kann  man  bei  hinl&nglich  kleinen 
Aenderangen  auch  x!  nach  der  einen  oder  der  anderen  Seite  sich  so  ftndern 
lassen,  dass  L{af)  ebensoviel  zu-  oder  abnimmt. 

Nor  in   folgenden    Fällen   könnte    die    Fortsetzbarkeit   durch   stetige 
Aendemng  des  xf  unterbrochen  sein: 

I.  £  liegt  zwischen  (hx—i  und  aji,  -£^(0;)  nimmt  also  mit  wachsen- 
dem X  ab;  I'  ist  '^  <hk(Jc  <Ck)j  -^(^)  ^^cL  ^bo  bei  wachsendem 
nnd  abnehmendem  af  grösser. 
n.  £  liegt  zwischen  a^x  tind  a^x-^i,   ^{x)  nimmt  also  mit  wachsen* 
dem  X  zu;  |'  ist  »  aik^i(h  <  l)y  L{pi)  wird  also  bei  wachsen- 
dem und  abnehmendem  oi  kleiner. 
Man  erkennt,  dass,  wenn  6)  überhaupt  noch  weiter  gilt,  der  Werth 
a/   sich  in  den  beiden  Fällen  sprungweise  ändern  muss. 
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Wir  behandeln  den  Fall  L;  der  zweite  l&sst  eich  genau  ebenso  durch- 
führen.    I.  wird  offenbar  durch  die  Gleichung 

dargestellt. 

Sind  hier  beide  Seiten  positiv,  dann  ist  die  rechte  Seite 

<Jo—Ji-\ \-  ^u-i  —  X(af i-i). 

Lässt  man  nun  a/  von  a^k—i  abnehmend  bis  Gq  laufen,  dann  gebt 
dabei  X(a;')  von  X(a2*-i)  bis  L{a^  —  0  über,  gelangt  also  einmal  za 
einem  2'(S")i  welches  der  linken  Seite  von  7)  bei  J"  <  i'  gleich  ist;  ist 
dieses  i"  das  letzte,  welches  af  in  der  Richtung  von  au^i  bis  o^  passirt, 
so  kann  |"  nicht  —  asjk  sein,  weil  sonst  dieselbe  Schluss weise  noch  auf 
ein  £'"  <  I"  führen  würde.  Gleich  Gq  kann  aber  i"  offenbar  auch  nieht 
werden.  Wir  haben  also  das  §'  in  6),  welches  eine  stetige  Fortsetzung 
nicht  zul&sst,  durch  ein  kleineres  |"  ersetzt,  bei  dem  eine  stetige  Fort- 
setzung möglich  ist. 

Zweitens  mögen  in  7)  beide  Seiten  negativ  oder  Null  sein.  Wenn 
dann  eine  der  Ungleichungen 

e^at—  J%k+l+  «?«*+2—  «^2*H-8<  0, 


8) 


J'%k  —  Jik-^-l  H h  «^8A~2  —  Jj2-x(Ö  <  0 

erfüllt  ist,  so  kann  man  a/  in  6)  von  dsit  an  wachsen  lassen;  zuerst 
ist  dann  die  rechte  Seite  von  6)  nach  Hinzufügung  von  +  J%k  grösser 
als  die  linke  von  7),  dann  einmal  wegen  8)  kleiner  als  die  linke  von  7), 
also  giebt  es  ein  £",  fOr  welches  6)  auch  erfüllt  ist,  und  welches  zwischen 
i'  und  X  ==»  ^  liegt.  Nimmt  man  das  in  dieser  Richtung  zuletzt  auf- 
tretende, so  kann  es  nicht  wieder  ein  a^k  sein,  und  also  ist  die  Fort- 
setzung von  S"  aus  möglich;  oder  die  Voraussetzung  8)  ist  ungiltig. 

Es  ist  daher  nur  noch  zu  untersuchen,  was  eintritt,|  wenn  keine  der 
Ungleichungen  8)  erfüllt  ist.     Dann  folgt  aus 

dass,  wegen  5),  ^tk- J,k-^x^O 

ist,  femer  aus  '"'^^  "  ^"+i'^"+^  >  ^ 

Jik  —  «7a*+i  +  J%k+2  —  «Tsifc+s  ^  0, 
wiederum  wegen  5),  dass 

>  ^%k+s(/fik  —  «^jt+i  +  eTsA+a  —  Ji*+«) 

>0 
ist,  und  in  derselben  Weise  weiter.     Folglich  ist: 
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das  heisst,  man  bekommt  für  die  linke  Seite  von  7) 
9)  K{a,)  <  K(^)  <  0. 

Für  dieses  ak<C^  gilt  aber  der  Yoraassetzong  gemttss  der  zweite 
Mittelwerthsatz,  und  da  auf  dem  Wege  von  x  — >^  bis  rr  —  aj^  die  Function  K 
von  Nnll  bis  K(ak)  l&nft,  so  giebt  es  dazwischen  ein  in  der  eingeschlagenen 
Richtung  letztes  1^  mit  zugehörigem  l'^,  für  welches 

jr(l)-ir(|,)-x(i'i)  (l'xSI»<l) 

wird.  Da  femer  K(ak)  noch  kleiner  als  K(j^)  wird,  so  ist  auch  in  diesem 
Falle  die  Fortsetzbarkeit  der  Gleichung  6)  nachgewiesen,  da  ja  K(J^^  +  d^J, 
X(J'i  +  Ä|'i)  noch  geringere  Werthe  annehmen.  Wir  erkennen  dabei,  dass 
auch  hier  die  Aenderung  des  Werthes  $'  sprungweise  erfolgt. 

Die  Gleichung  6)  gilt  also  in  jedem  Falle  auch  noch  über  den 
Punkt  a;  —>  £  hinaus,  und  da  sie  zwischen  a^  und  a^  selbstverständlich  ist, 
so  hat  sie  für  das  ganze  Intervall  von  üq  bis  h  hin  Giltigkeit.  Ueber 
die  Anzahl  der  Stellen  a^ ,  Oj ,  ...  ist  keine  beschränkende  Voraussetzung 
gemacht  worden. 

2.  Berechnung  bestimmter  Integrale  aus  der  Summen-Definition. 

In  den  Lehrbüchern  der  Integralrechnung  wird  nach  der  Besprechung  der 
bestimmten  Integrale  als  Grenze  von  Summen  meist  nur  als  einziges  Beispiel 

b 


dafür  abgeleitet,  dass  die  Definition  auch  zu  wirklicher  Berechnung  des 
Integral -Werthes  benutzt  werden  kann.  Am  Ausführlichsten  ist  noch  das 
Werk  von  G.  F.  Meyer,  welches  ausser  dem  Angeführten  auch  die 
beiden  Integrale         f,  „ 

Jd^dx^    flog(l—  2a  cos  X  +  a*)dx 

a  0 

behandelt.  Es  ist  deshalb  vielleicht  nicht  ohne  Interesse  zu  sehen,  dass  die 
Definition      »  b 

Jf{x)dx  —  Km^(rc2 +1  —  xx)f(J^x),     (xx  <  &  <  ari+i) 

«  a 

zur  Berechnung  jedes  Integrals  verwendet  werden  kann,  falls  das  unbestimmte 

Integral  ff(x)dx  bekannt  ist. 

Es  sei  (   / 

ff(x)dx^F{x)--F{a)^y, 

dann  ist:  ^  ^  " ''(^>'     «  -  9>(0), 
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9(0) 

ff{x)dx  -  iJ  -  [q>({k  + 1)*)  -  g>(kd)] .  f{kS  +  dxS),    (0  <  öi^  1). 
Nnn  setzen  wir: 

Daraas  folgt 

/;r(a;)«i*  -  lim£[ip({X  +  l)i)  -  9(l*)];'(li); 

a 

nimmt  man  daher  |ji—  A^  +  d;i^,  so  geht  die  Summe  über  in 
liimM  -  »d  -  JP(6)  -  F(a). 
So  hat  man  z.  B.  fOr 

0     ^ 

b 


2  2  v/rZTpi 

N™^«*  |«»»W<li<«n(X  +  l)rf, 

Icosid  >  yi  -  S»i  >  CO»  (i  +  l)a, 

2A  +  1 
und  da  — ^ —  zwischen  l  tmd  A  +  1  liegt,  kann  man  li  so  «&Uen,  das« 

wird.     Dies  ergiebt  dann 

/•     dx  d  ^**2  ^2 

j/|/l^a;2  2  d  d 

•=  arc  sinh.  2  2 

In  derselben  Weise  kann  man  yiele  Integrale  behandeln,  s.  B.: 
b  b 

r_dx_     r  dx 

J  cos^x      J  \  +  x^ 

0  0 

Id  anderen  Fällen,  in  denen  die  inverse  Function  des  unbestimmten 
Integrals  nicht  einfach  genug  ist,  kann  man  mitunter  auf  folgende  Weise 
zum  Ziele  gelangen. 
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Es  sei  ^(x)  die  inyene  Function  yon  f(x)  nnd  a  •»  ^(a).     Dann 
nehmen  wir: 

und  erbalten: 
ff{x)dx  -  Km2?[i(;(«  +  (^  +  1)J)  -  t|;(a  +  A«)](a  +  Xi) 

n— 1 

-  ft/^C^)  -  af(a)  -  lim  *2'*(*'  +  '^*)- 

Sobald  also  die  8amme  in  dem  letzten  Ausdrucke  sieb  bilden  Iftsst, 

haben  wir  den  Wertb  des  bestimmten  Integrals. 

Beispielsweise  sei  gegeben:     i 

Jlogxdx. 

Hier  Wird  a:i-e«+^^    A&)-«  +  Ad, 

flogxdx -  6»(V&  -  ato^a  -  limd(d^  +  e«'+  . ..  +  e<— ^J^e« 

—  ft  lö^  &  —  a  Z<)^  a  —  (6  —  a). 
Ebenso  eigiebt  sieh  für 

6 

farcsinxdx  «  &arc5tnl)  —  Iimd[^d  +  ...  -|-  5in(n  —  l)Jj 
—  6  arc  sin  6  —  2«w*  ^  {arc  sin  b) 


-&arcsm6  + 1/1-6* -1. 
Giessen.  Prof.  E.  Netto. 

Xm.  Zur  Wärmeleitung  in  der  Erde. 

Im  vorigen  Jahrgänge  dieser  Zeitschrift  S,  124  flg.,  dann  S.  192  und  in 
diesem  Jahrgange  S.  60  flg.  sind  thermische  Studien -Ergebnisse  von  mir 
mitgetheilt  worden,  welche  ich  jetzt,  nach  völliger  Durchnahme  der  vor- 
züglichen Vorlesungen  Kirch  ho  ff  *s  (herausgegeben  durch  Planck)  noch 
fortsetze,  aber  auch  unter  den  speciellen  Titeln,  die  das  spfttere  Wieder- 
auffinden solcher  Notate  erleichtern  sollen. 

In  der  zweiten  Vorlesung  (§  2)  handelt  Kirch  hoff  von  der  Anwendung 
der  bekannten  Gleichung 
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dt  ^^    dz^ 
auf   das  Erdinnere   nnd   vergleicht   deren  Ergebnisse  mit  Beobachtungen, 
welche  Quetelet  in  Brüssel  angestellt  hat.    Das  Integral 

Iftsst  ersehen,  dass  sich  das  Maximum  oder  Minimum  der  Periode  x  in  die 
Tiefe  $  fortpflanzt  mit  der  Geschwindigkeit  2aj/  —' 

Quetelet  fand  für  die  tSgliche  Periode  (r  =  1)  diese  Oeschwindigkeit 
gleich  1  Meter  und  in  der  Tiefe  ^  ^  -r  Meter  als  Amplitudenverhältniss 
(verglichen  mit  der  Erdoberfläche)  1  :  6.     Aus 

o  i/^       1       j  1       Meter 

2a  1/  —  =  1     oder    a  =  — ■=■ r- 

r      r  2/n     Tag! 

wird  also  das  genannte  VerhÄltniss  e"^«*,  odere"-^*'',  oder  e'J,  oder  1 :3,5, 
das  ist  beinahe  doppelt  so  gross  als  1  :  6. 

j,  Zuverlässiger  sind  die  Beobachtungen  der  jährlichen  Periode*  rs=365, 
wofür  Quetelet  die  Geschwindigkeit  0,0464  Meter  pro  Tag  fand.  Die 
Theorie  liefert  demnach 

2a/g=g  =  0.0464    oder    a  =  -^, 

05 
was  dem  vorigen  Werthe  a  =  -7=  nur  um  12  Procente  nachsteht 

yn 

Ich  berechnete   nun  mit  ersterem  Werthe  von  a  die  Amplituden  der 

obigen  zweiten  Gleichung  für  die  jährliche  Periode  und  für  die  von  Kirch- 

hoff  nach  Quetelet  angegebenen  Tiefen 

Meter  0,188    0,75     1,95    3,90    7.80 

und  fand  beziehungsweise 

1  :  1,07     1  :  1,32     1  :  2,07     1  :  4,27     1  :  18. 

Angegeben  sind  die  jährlichen  Schwankungen  der  Temperatur 

Grade:     13,28     11.30    7,69    4,49     1,43. 

Es   muss    also    beispielsweise   für    das   erste  Paar  der  beiden  letzten 

Zahlenreihen  1,32  :  1,07  =  13,28  :  11,30,  oder  überhaupt,   es  mttssten  die 

Quotienten  je  zweier  Zahlen  dieser  Reihen  gleich  sein.     Diese   sind  aber 

beziehungsweise  142    14^9     15^9     ]9^2l    25,7! 

Man  sieht,  dass  eine  ziemlich  gute  Uebereinstimmung  nur  herrscht  in 
den  drei  ersten  dieser  fünf  Producte,  aber  nicht  mehr  hinsichtlich  der  beiden 
letzten.  Kirchhoff  hat  vielleicht  nur  bei  jenen  eine  Controle  vorgenommen, 
da  er  diese  Unterscheidung  nicht  macht. 
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Oder  ich  will  einmal  annehmen,  dass  statt  der  letzten  Reihe  ein  nnd 
dieselbe  Zahl  ]^5 

zutreffen  wfirde;  so  würden  statt  der  vorletzten  Reihe  durch  Mnltiplication 
der  15  mit  den  betreffenden  Zahlen  der  drittletzten  Reihe  kommen 
Grade:     14,0    11,4    7,2    3,6    0,8. 
Die  im  Buche  erwfthnten  „wenigen  Zehntel  von  l^C.**  als  Abweichung 
treffen  also  auch  nur  wenig  zu. 

XIY.  Erwärmung  des  Wassers  durch  Zntammendrttoken. 

Geschieht  diese  Erwärmung  adiabatisch ,  was  bei  genauer  Betrachtung 
ohnehin  vorausgesetzt  werden  muss,  so  findet  die  Thermodynamik 

K.Cp    dt 
wo  pvT  den  Druck  auf  die  Fläche  1,   das  specifische  Volum,  die  absolute 
Temperatur,  Cp  die   specifische  Wärme    des  KOrpers  bei  constantem  Druck 
und  X  das  mechanische  Wärmeäquivalent  bedeuten. 

Kirchhof fs  Vorlesungen  bringen  diese  Gleichung  in  VI  §  7  kurz 
vor  dessen  Bchluss,  und  in  VII  §  2,  am  Schlüsse  dieses  Paragraphen, 
werden  Joul es  Versuche  mit  Wasser  angeführt,  bei  welchen  dj»  =  25 
Atmosphären  war  und  beobachtet  wurde 

dT  «  -  0,008  C. ,    +  0,020,    +  0,054 

T=  274,2,  284,7         303,0, 

„in  fast  völliger  üebereinstimmung  mit  der  Theorie^. 

Es  interessirte  mich,  diese  theoretische  Rechnung  anzustellen,  und  ich 
werde  hierüber  jetzt  berichten. 

Da  sich  bei  diesen  Resultaten  unterschiede  von  vier  Promille  als 
gegenstandslos  erweisen ,  so  nehme  ich  Cp  =  1  in  den  drei  Fällen,  und 
da  auch  ein  Prozent  nichts  gilt,  so  sei  auch  das  Volum  von  ein  Kilo- 
gramm Wasser  durchweg  t;  =  0,001   Cubikmeter;    dasselbe  kommt  durch 


\vdt)' 


herein,  worin  ich  für  die  eingeklammerte  Grösse  den  aus  der  Volkmann- 
schen  Tabelle  bei  der  Temperatur -Erhöhung  um  P  von  den  drei  fraglichen 
Temperaturen  aus  sich  ergebenden  Ausdehnungs  •  Coefficienten  setze 
««-0,00003,    +0,00011,    +0.00047. 

Für  eine  Atmosphäre  ist  10334  gesetzt  und  x  =  425;  das  bei  beiden 
herzusetzende  g  (Erdbeschleunigung)  entfernt  sich  aus  dem  Ausdrucke. 
Der  für  die  drei  Fälle  constante  Factor 

—  'V.dp    oder    ^jj^- 0,001.25.10334 
x.Cp  425 

ergiebt  den  Logarithmus  (mit  unnöthig  vielen  Decimalen) 
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0,783819^1 
und;   das  Prodnct   der  je  zwei  sich  ändernden  Factoren  T.aXsiol^o  oben) 
hinzugefügt,  es  findet  sich  nach  der  Delogarühmimng  beziehungsweise 
dT  berechnet  =  —  0,005 ,    +  0,019 ,    +  0,087. 

Vergleicht  man  diese  Zahlen  mit  den  beobachteten,  die  oben  angegeben 
sind,  so  findet  man  eine  „fast  völlige  üebereinstimmung^  bei  der  mittleren, 
während  die  beiden  anderen  berechneten  um  fast  gleichyiel  höher  sind 
(60  Procent)  als  die  beobachteten. 

Oleichwohl  kann  man  auch  da  noch  von  einer  gewissen  üeber- 
einstimmung  sprechen  (hinsichtlich  der  Vorzeichen  und  der  Decimalstellen), 
und,  dass  die  Beobachtung  hinter  der  Berechnung  zurückbleibt,  ist  bei  der 
Schwierigkeit  der  anzustellenden  Messungen  nicht  verwunderlich. 

Interessant  ist  auch  noch  für  den  gegenwärtigen  Betreff,  was  Kirch- 
hoff  sogleich  im  nächsten  Paragraphen  (VII  §3)  folgen  lässt  über  die 
Abkühlung  von  Drähten  durch  Zug  und  das  durch  Joule  ziemlich  bekannt 
gewordene  Gegentheil  beim  Kautschuk,  wovon  ich  unter  besonderem  Titel 
noch  handeln  will. 

XT.  Abkühlung  von  Drähten  dnrch  Zug. 
Unmittelbar  auf  die  Formel  von  der  (adiabatischen)  Erwärmung  eines 
Körpers   durch   Druck  folgt   in   Kirchhoff^s   Buch   (herausgegeben   von 
Planck)  die  Formel  (VII  §3) 

KCp      dt 

wo  Plt  den  Zug  (nicht  auf  die  Fläche  1,  sondern  absolut),  die  speci- 
fische  Länge,  die  absolute  Temperatur,  Cp  die  specifische  Wärme  des  Körpers 
bei  constantem  Druck  und  x  das  mechanische  Wärmeäquivalent  bedeuten. 
Clausius  hat  dieselbe  Gleichung  in  VIII  §9  seiner  „mechanischen 
Wärmetheorie **  (2.  Aufl.  1876)  und  sagt,  dass  „ihre  Richtigkeit  durch  Ver- 
suche von  Joule  bestätigt**  wurde  (1859).  Kirchhoff  berichtet  genauer, 
dass  die  Formel  in  „besonders  auffallender  Weise  an  Streifen  vulkanisirten 
Kautschuks  bestätigt^  wurde.    Hierbei  konunen  bekanntlich  negative  ther- 

mische  Längsdehnungs^Goefficienten  zum  Vorschein,  und  die   somit 

gemäss    der  Formel  resultirende  Erwärmung    statt  der  Abkühlung  dureh 
Zug  hat  sich  experimentell  ergeben. 

Aber  Kirchhoff  Pkhrt  fort:  „Was  die  Grösse  der  beobachteten 
Temperaturänderungen  betrifft,  so  stimmte  diese,  auch  bei  den  MetaUen, 
nicht  ganz  mit  den  theoretisch  berechneten  überein;  ja  bei  den  Versuchen 
mit  Metalldrähten  fand  Edlund  diese  Temperaturänderungen  nur  etwa 
gleich  zwei  Drittel  der  theoretisch  berechneten.  Der  Grund  hierfür  ist  nodi 
nicht  aufgeklärt.^  Und  nun  folgen  acht  Zeilen  Text  über  die  muthmass- 
liehen  störenden  Einflüsse. 
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Dazu  kann  ich  nan  Zweierlei  hinznftlgen« 

Fürs  Erste  habe  ich  auch  bei  den  von  Kirch  hoff  erwähnten  drei 
Messungen  Joules  über  die  Erwärmung  des  Wassers  durch  Druck  nach- 
gewiesen, dass  zwei  derbelben  ein  Zurückbleiben  der  beobachteten  Tem- 
peraturänderung hinter  der  berechneten  ergeben  haben  und  zwar  zuföllig 
auch  gerade  um  denselben  Betrag. 

Zweitens  kann  man  bei  den  gezogenen  Drähten  noch  ganz  bestimmt 
eine  Ursache  angeben,  welche  die  beobachtete  Temperatur -Minderung  kleiner 
macht,  als  die  nach  obiger  Formel  berechnete«  Durch  den  Zug  nach  der 
Länge  des  Drahtes  werden  nämlich  die  Querdimensionen  desselben  ver- 
mindert, also  gewissermaassen  zusammengedrückt  und  der  Draht  in  Folge 
dessen  auch  erwärmt.  Dieser  Einfluss  kommt  von  der  durch  die  Formel 
berechneten  Wirkung  in  Abzug. 

Dürfte  man  für  die  zweite  Elasticitätsconstante ,  die  sogenannte  Qaer- 

contraction,    genauer    deren  Verhältniss    zur  Längsdilatation,    die  Zahl  -^ 

1        * 
rechnen,  so  wäre  das  für  den  Querschnitt  vom  doppelten  Erfolge,  -^t  und 

es  ergäbe  sich  ab  Resultat  der  Erkaltung  und  Erwärmung  eine  Erkaltung 
halb  so  gross  als  die  oben  genannte  theoretische.  Bei  geringerer  Quer- 
contraction,  wie  sie  an  den  schon  mehrmals  gezogenen  Drähten  nicht  anf- 

fftllig  ist;  wird  der  besprochene  Abzug  -0- und  noch  weniger  der  theoretischen 

Erkaltung  betragen.  Abgesehen  von  den  sonstigen  Gründen,  welche  die 
Beobachtung  hinter  der  Theorie  zurückbleibend  erwarten  lassen. 

Ich  benutze  diesen  Anlass ,  um  für  die  Aufnahme  der  zweiten  Elasticitäts- 
Constanten  neben  der  ersten  (dem  Elasticitätsmodul)  in  die  Phjsikbücher 
neuerdings  das  Wort  zu  nehmen  (siehe  die  letzten  Jahrgänge  des  im 
Jahre  1891  abgeschlossenen  Bepertoriums  der  Physik).  So  z.  B.  reproduciri 
n.  A.  auch  der  Leitfaden  der  Physik  von  Beetz-Henrici  (11.  Aufl.  1893) 
die  Yergleichung  der  thermischen  mit  der  mechanischen  Längsdehnung 
(§  161).  Und  doch  haben  beide  nur  diesen  äusseren  Schein,  möchte  ich 
mich  ausdrücken ,  gemein.  Denn  thermisch  ist  mit  der  Längsdehnung  auch 
dieVergrOsserung,  mechanisch  dagegen  die  Verkleinerung  der  Querdimensionen 
verknüpft 

Wenn  man  einen  solchen  Vergleich  anstellen  will ,  wie  er  ja  didaktisch 
ganz  empfehlenswerth  ist,  so  muss  man  die  cubische  thermische  Aus- 
dehnung mit  der  mechanischen  bei  dreiseitigem  und  gleichem  Normalzug 
des  isotrop  und  etwa  würfelförmig  gedachten  Körpers  vergleichen.  Man  erhält 
dann  einerseits  a\l  +  Kt)     oder    a»(l  +  3*0, 

wo  K  der  cubische  und  h  der  lineare  Ausdehnungs  -  Coefficient ;  andererseits 


"■['^^'(-D} 
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wennp,  wie  der  Elastieitfttsmodnl  e,  beispielsweise  Kilogramme  durch  Qua- 
dratmillimeter und  n  >  2  die  zweite  Elasticitfttsconstante  bedeutet. 
Bei  gleich  gross  gedachter  Volamzanahme  ist  dann 


,(l-^)  =  e*.; 


die  Nichtberücksichtigang  von  n  bedentet  die  Annahme  n  =  oo,  ausserdem, 
dass  hier  der  Zug  p  auf  alle  drei  WUrfelseiienpaare  ausgeübt  wird.  Bei  blos 
einem  dieser  Züge  würde  der  Factor  3  bei  p  wegfallen;  aber  wie  schon  gesagt 
sind  dann  der  thermische  und  mechanische  Vorgang  wesentlich  verschieden. 

XVI.  Hachtrag  zur  barometriflclien  Höhenmessnngtformel 

(im  Yorigen  Jahrgänge  der  Zeitschrift). 

Kohlrausch  giebt  in  seinem  Leitfaden  der  praktischen  Physik  als  An- 
nSherungsformel,  bis  zu  1000  Metern  giltig, 

Ä  =  16000^^^-- 

In  einer  Mittheilung  über  diesen  Gegenstand  (Rep.  d.  Phjs.  1889)  setzte 
ich  einfacher  statt  des  Nenners  2&^;  dann  wird  im  ftussersten  Falle 

1000  =  8000.^^^    oder    K^h^j^i^    ^  =  |-V 

Setzt  man  dagegen  2^^  im  Nenner,  so  wird 

1  7 

Der  Unterschied  dieser  beiden  Werthe  von  h^  beträgt  also  höchstens 
10  Millimeter,  wenn  Iq  über  700,  also  der  Unterschied  der  obigen  Formel  von 

Ä  «  8000-^5ZA,   oder  von  Ä  =  8000^^7^^ 

Ol  Oq 

höchstens  5  Millimeter. 

In  einer  späteren  Mittheilung  (Rep.  d.  Phjs.  1890)  kam  ich  auf  diese 
Annäherung  nicht  zu  sprechen;  desgleichen  nicht  in  der  letzten,  die  ich 
im  vorigen  Jahrgang  dieser  Zeitschrift  veröffentlichte.  Diesem  Nachtrage 
füge  ich  heute  noch  den  Temperaturfactor 

(1+0,0040 
für  die  rechte  Seite  der  Gleichung  von  h  bei. 

Augsburg.  Prof.  Dr.  Kürz. 

XVII.  Preisaufgaben  der  mathematisch -naturwissenschaftlichen  Section 
der  Fürstlich  Jahlonowski'schen  Gesellschaft  in  Leipiig. 

1.  Für  das  Jahr  1895. 

Die  Gesellschaft  wünscht 

eine  kritische  Zusammenstellung  der  bisherigen  Haupt- 
ergebnisse über  die  anKrystallen  beobachteten  kflnst- 
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lieh  erzeugten  und  natttrlieh  Torkommenden  Aetz- 
erscheinungen,  sowie  die  Ausführung  weiterer  Unter- 
suchungen, welche  geeignet  sind,  das  Zustandekommen 
und  die  speciellere  Ausbildungsweise  derselben  zu  er- 
läutern, und  insbesondere  die  Beziehungen  zwischen 
Aetzerscheinungen  und  Molecularstructur  aufzuklttren. 
Preis  1000  Mark. 

2.  Für  das  Jahr  1896. 

Wenn  man  sich  heute  —  und  es  geschieht  das  mit  Recht  —  einer 
besseren  und  tieferen  Eenntniss  der  Entwickelungsgeschichte  berühmt,  als 
man  sie  früher  besass,  so  gilt  das  doch  zunächst  nur  in  Bezug  auf  die 
äussere  Erscheinung  und  die  Reihenfolge  der  Vorgänge,  welche  den  Auf» 
bau  des  thierischen  Organismus  ermöglichen.  Die  physiologischen  Be- 
dingungen dieser  Vorgänge  sind  bis  bis  jetzt  erst  wenig  erforscht  worden. 
Nur  so  viel  steht  fest,  dass  letztere  nicht  ausschliesslich  durch  gewisse 
Grundfun'ctionen  bestimmt  sind,  sondern  auch  von  äusseren  Reizursachen 
abhängen  I  und  durch  Veränderung  derselben  in  dieser  oder  jener  Weise 
selbst  abgeändert  werden. 

In  der  Hoffnung  nun,  die  physiologische  Morphologie  zu  fOrdem  und 
zur  Lösung  ihrer  Probleme  anzuregen,  wünscht  die  Gesellschaft 

eine  durch  Darstellung  der  bisher  gewonnenen  Ergeb- 
nisse eingeleitete  Eiperimentalnntersuchung  über  den 
Einfluss,  den  die  verschiedentlich  abgeänderten  Lebens- 
bedingungen auf  die  Entwickelungsvorgänge  eines 
(höheren  oder  niederen)  Thieres  ausüben. 
Preis  1000  Mark. 

3,  Für  das  Jahr  1897. 
Die  von  Monge,  Ampere  und  Darboux  herrührenden  Integrätions- 
methoden  der  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  und  höherer  Ord- 
nung finden  bekanntlich  nur  für  solche  Gleichungen  Anwendung,  die  mit 
anderen  Gleichungen  Lösungen  gemein  haben,  welche  nicht  nur  von  arbiträren 
Constanten  abhängen.  Es  geht  andererseits  aus  Lie's  Untersuchungen 
über  unendliche  Gruppen  hervor,  dass  Gleichungen,  die  eine  unendliche 
Gruppe  von  Berühmngs- Transformationen  gestatten,  im  Allgemeinen  zu 
anderen  Gleichungen  in  der  soeben  besprochenen  Beziehung  (Involutions- 
beziehung) stehen.*    Die  Gesellschaft  wünscht, 

dass  die  aus  dieser  Bemerkung  fliessenden  Integrations- 
methoden   entwickelt    und    an    möglichst   instructiven 
und    vollständig   durchgeführten  Beispielen    illustrirt 
werden. 
Preis  1000  Mark. 


*  Vergl.  Darboux:  Jonmal  de  T^cole  normale  1870.  —  Lie:  Berichte  der 
königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  WiBsenschailen  1891  —  1894. 
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4.  Fflr  das  Jahr  1898. 

Da  die  von  Poisson,  Green,  Oanss,  Diriohlet  n.  A.  gogebeoe 
Theorie  der  dem  New  ton 'sehen  Qesetze  entsprechenden  Erftfte  einen  der 
wichtigsten  Theile  der  ganzen  mathematischen  Physik  reprSsentirt,  anderer» 
seits  aber  die  absolute  Giltigkeit  des  New  ton 'sehen  Gesetzes  (namentlich 
für  sehr  kleine  und  für  sehr  grosse  Entfernungen)  mancherlei  Bedenken 
ausgesetzt  ist,  so  liegt  der  Gedanke  nahe,  die  Theorie  der  Femwirkungen 
in  grösserer  Allgemeinheit  zu  entwickeln  und  dabei,  neben  dem  Newton- 
sehen  auch  andere  Gesetze  der  Femwirkung  in  Betracht  zu  ziehen. 

Ein  solcher  Versuch  ist  schon  im  Jahre  1832  von  Green  gemacht 
worden  in  seinen  Mathematical  Investigations  concerning  the  Laws  of  the 
Eqnilibrium  of  Fluids  analogous  to  the  Electric  Fluid.*    Statt  der  New* 

ton'schen  Krftfte  vom  (besetze  -?  werden  dort  ganz  allgemein  ErüAe  rom 

1  ^ 

Gesetz  —  in  Betracht  gezogen.  Doch  zeigen  sich  in  jener  ebenso  wich- 
tigen wie  scharfsinnigen  Abhandlung  mancherlei  Lücken  und  ünklarheiteii, 
auf  welche  Green  zum  Theil  schon  selbst  aufmerksam  gemacht  hat  Auck 
sind  daselbst  gewisse  Aufgaben  (wie  z.  B.  die  Aufgabe  der  elektrischeB 
Vertheilnng  in  einem  Ellipsoid  oder  in  einer  Ereisscheibe)  nur  ganz  bei- 
läufig besprochen  worden.    DemgemSss  wünscht  die  Gesellschaft 

eine  wirkliche  Lösung   dieser  von  Green   in   seiner  Ab- 
handlung  nur   angedeuteten   Aufgaben,   sowie   auch   die   { 
Au^üllung  und  Aufklärung  der  in  der  genannten  Schrift   ^ 
vorhandenen  Lücken  und  Dunkelheiten. 

Preis  1000  Mark.  

Die  anonym  einzureichenden  Bewerbungsschriften  sind,  wo  nicht  die 
Gesellschaft  im  besonderen  Falle  ausdrücklich  den  Gebrauch  einer  ander» 
Sprache  gestattet,  in  deutscher,  lateinischer  oder  franiösischer 
Sprache  zu  verfassen,  müssen  deutlich  geschrieben  und  paginirt,  ferner 
mit  einem  Motto  versehen  und  von  einem  versiegelten  Umschlage 
begleitet  sein,  welcher  auf  der  Aussenseite  das  Motto  der  Arbeit 
trägt,  inwendig  den  Namen  und  Wohnort  des  Verfassers  angiebt.  Jede 
Bewerbungsschrift  muss  auf  dem  Titelblatte  die  Angabe  einer  Adresse  eni* 
halten,  an  welche  die  Arbeit  für  den  Fall,  dass  sie  nicht  preiswürdig  l 
funden  wird,  zurückzusenden  ist.  Die  Zeit  der  Einsendung  endet  mit  den 
30.  November  des  angegebenen  Jahres,  und  die  Zusendung  ist  ta 
den  Secretär  der  Gesellschaft  (für  das  Jahr  1895  Geh.  Bergrath  Professoi! 
Dr.  F.  Zirkel,  Tbalstrasse  Nr.  33)  zu  richten.  Die  Besultate  der  PrüfuBg 
der  eingegangenen  Schriften  werden  durch  die  „Leipziger  Zeitung '^  im  Min 
oder  April  des  folgenden  Jahres  bekannt  gemacht.  Die  gekrönten  Be 
Werbungsschriften  werden  Eigenthum  der  Gesellschaft. 

Hofrath  Prof.  R.  Lbuckart,  Prftses* 

*  TransactioDB  of  de  Cambridge  Philos.  Society  1883,  wieder  abgedruckt  i 
den  Mathematical  Papers  of  G.  Green  p.  117  —  183. 
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VQU 

Dr,  «I.  A.V.  Fi^Mclika, 
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I  hen    Untt^rnclil : 


XI. 

Metrische  Strahlenoongruenzen  bei  einer  oubisohen 

Baumcnrve. 

Von 

Dr.  H.  Kbüger 

In  Plets  O.-S. 


Bei  einem  Kegelschnitt  liegen  bekanntlich  die  Mitten  paralleler  Sehnen 
auf  einer  Geraden,  nnd  die  Oesammtheit  dieser  Geraden  bildet  das  Strahlen- 
büschel  der  Darchmesser.  In  analoger  Weise  gelangt  man  zu  gewissen 
Strahlencongmenzen,  wenn  man  die  singulären  Pankte  von  Schnittpunkts - 
dreiecken  einer  cabischen  Banmcnrve  betrachtet,  deren  Ebenen  einander 
parallel  sind.    Als  ausgezeichnete  Punkte  eines  Dreiecks  bezeichnen  wir  dabei 

1.  den  Schwerpunkt, 

2.  den  Höhenpnnkt  (Schnittpunkt  der  drei  Höhen), 

3.  den  Mittelpunkt  des  Umkreises. 

I.  Schwerlinie,  Höhenpunktslinie^  Hittellinie 
einer  cubiscben  Ranmcorve. 

1.  Der  Theorie  der  Kegelschnitte  entnehmen  wir  folgende  Sätze: 
In  einem  System  Poncelet'scher  Dreiecke,  die  einem 
allgemeinen  Kegelschnitt  &  eingeschrieben  und  gleichzeitig 
einer  Parabel  $^  umschrieben  sind,  beschreiben  1.  dienHöhen- 
punkte,  2.  die  Schwerpunkte,  3.  die  Mittelpunkte  der  Umkreise 
je  eine  Gerade.^) 

Im  Fall  1  erhalten  wir  bekanntlich  als  Ort  der  Höhenpunkte  die  Leit- 
linie der  Parabel.  Um  den  Fall  2  zu  beweisen,  setzen  wir  vorerst  als 
umschriebenen  Kegelschnitt  &  einen  Kreis  voraus.  Nun  theilt  der  Schwer- 
punkt jedes  Dreiecks  den  Abstand  zwischen  dem  Mittelpunkt  des  Umkreises 
nnd  dem  Höhenpunkt  im  Yerh&ltniss  1  : 2  (die  drei  singulären  Punkte  liegen 
auf  der  Euler'schen  Geraden).  Da  also  die  Höhenpunkte  auf  einer  Ge- 
raden liegen,  so  erfüllen  auch  die  Schwerpunkte  aller  Poncelet'schen 
Dreiecke  eine  zweite  Gerade,  welche  der  Leitlinie  parallel  läuft  und  ihre 
Entfernung   vom  Mittelpunkte   des  Umkreises   im  Verhältniss    1 :  2  theilt. 
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Projicirt  man  jetzt  die  ganze  Figur  in  der  Ebene  s^  durch  Parallelstrahlen 
auf  eine  andere  Ebene  a^,  so  geht  der  umschriebene  Kreis  in  eine  Ellipee, 
die  Parabel  in  eine  andere  Parabel  über,  und  jeder  Schwerpunkt  eines 
Dreiecks  in  £,  wird  in  den  Schwerpunkt  des  entsprechenden  Dreiecks  in  e^ 
projicirt.  Folglich  bleibt  die  Eigenschaft  der  Schwerpunkte,  eine  Gerade 
zu  bilden,  auch  für  eine  umschriebene  Ellipse  erhalten,  und  wir  k5nnen 
sie  nach  dem  Princip  der  Continuität  auf  einen  allgemeinen  Kegelschnitt  aus- 
dehnen. 

Der  Höhenpunkt  und  der  Schwerpunkt  beschreiben  weiter  auf  ihren 
bezüglichen  Geraden  zwei  projectiv  fthnliche  Punktreihen,  und  die  Enler- 
schen  Geraden,  welche  je  zwei  entsprechende  Punkte  verbinden,  umhülle 
daher  eine  Parabel,  zu  deren  Tangenten  die  Schwerpunktslinie  und  Höhen- 
punktslinie gehören.  Die  Mittelpunkte  der  Umkreise  aller  Dreiecke  liegen 
aber  derart  auf  den  Eul  er 'sehen  Geraden,  dass  der  Schwerpunkt  den  Ab- 
stand zwischen  Kreismittelpunkt  und  Höhenpunkt  im  VerhSltniss  1 : 2  theilt 
Folglich  beschreiben  diese  Mittelpunkte  eine  dritte  feste  Tangente  der 
Parabel,  womit  auch  der  Fall  3  bewiesen  ist. 

2.  Die  vorstehenden  Sätze  lassen  sich  jetzt  unmittelbar  auf  eine 
cnbische  Baumcurve  C^  übertragen,  als  welche  wir  im  Allgemeinen  eine 
cubische  Hyperbel  mit  drei  reellen  unendlich  fernen  Punkten  o«)  b<»,  c« 
voraussetzen.  Legt  man  zu  einer  beliebigen  Ebene  e  ein  Büschel  paralleler 
Ebenen,  so  schneidet  dieses  aus  C^  eine  Schaar  Dreiecke  aus.  Wir  pro- 
jiciren  die  letzteren  von  einem  unendlich  fernen  Punkt  o«  der  Baum- 
curve C^  auf  die  feste  Ebene  £,  dann  bilden  die  Projectionsstrahlen  den 
einen  (hyperbolischen)  Cylinder,  welcher  sich  durch  C^  legen  Iftsst,  oder 
die  cubische  Baumcurve  wird  in  einen  Kegelschnitt  (S*  (Hyperbel)  in  c 
projicirt,  die  Schnittpunktsdreiecke  auf  0^  aber  in  ein  System  von  jenen 
bez.  congruenten  Dreiecken,  welche  dem  Kegelschnitt  &  eingeschrieben 
sind.  Die  Seiten  der  Schnittpunktsdreiecke  auf  der  Baumcurve  C  Bind 
Secanten  derselben,  welche  zu  der  Ebene  b  pai*allel  laufen,  das  heisst  ihre 
unendlich  ferne  Gerade  g^  schneiden ;  die  Seiten  erzeugen  daher  eine  Begel- 
fläche  vierter  Ordnung  B*  mit  C^  als  Doppellinie.^)  Diese  Begelfläche  ff 
wird  aber  von  dem  Doppelpunkte  a<»  aus  in  einen  parabolischen  Cylinder 
zweiter  Ordnung  projicirt,  das  heisst,  die  Seiten  der  Schnittpunktsdreiecke 
umhüllen  einen  parabolischen  Cylinder,  ihre  Projectionen  in  e  folglich  eine 
Parabel  $^.  Das  räumliche  System  der  Schnittpnnktsdreiecke  auf  C  ist 
somit  übertragen  in  ein  congruentes  ebenes  System  Poncelet^scher 
Dreiecke,  die  dem  Kegelschnitt  Q}  eingeschrieben  und  der  Parabel  $'  um- 
schrieben sind.  Mit  den  Dreiecken  werden  aber  zugleich  ihre  singulSren 
Punkte  bezüglich  projicirt,  so  dass  wir  für  diese  aus  dem  unter  1.  be- 
wiesenen Satze  folgern:  die  Schwerpunkte,  Höhenpunkte  und  Mittelpunkte 
der  Umkreise  in  den  Schnittpunktsdreiecken  auf  C^  liegen  in  je  einer 
Ebene  durch  ao».    Derselbe  Schluss  wiederholt  sich  für   den   zweiten  nn- 
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endlich  fernen  Punkt  h^  der  Raamcarve  C  als  Projectionscentram^  die 
drei  Linien,  welche  die  drei  aasgezeichneten  Pankte  der  Schnittpunkts- 
dreiecke  erftlllen^  gehören  auch  je  einer  Ebene  durch  6«  an.  Die  so  con- 
struirten  drei  Ebenenpaare  durch  a«  und  6«  schneiden  sich  bezüglich  in 
drei  Geraden,  und  wir  erbalten  den  Satz: 

Ein  Büschel  paralleler  Ebenen  schneidet  ans  einer  cubi- 
schen  Baumcurye  C^  ein  System  von  Dreiecken  aus.  Die  Schwer- 
punkte, die  Höhenpunkte,  die  Mittelpunkte  der  Umkreise  in 
den  Schnittpunktsdreiecken  beschreiben  dabei  je  eine  Gerade, 
die  wir  kurz  bezüglich  als  Schwerlinie  s,  Höhenpunktslinie  h  und 
Mittellinie  m  bezeichnen.') 

Diese  drei  Geraden  bilden  drei  Erzengende  eines  hyper- 
bolischen Paraboloids,  dessen  andere  Regelschaar  die  Euler- 
schen  Geraden  der  Schnittpunktsdreiecke  darstellt,  und  die  von 
jenen  drei  Geraden  im  Verhftltniss  1:2  getheilt  wird« 

n.  Das  System  der  Sohwerlinien  einer  cnbisclien  Banmourve. 

1.  Jedem  Büschel  von  Parallelebenen  oder  auch  jeder  Achse  x^^  eines 
solchen  in  der  unendlich  fernen  Ebene  «go  ist  nach  I,  2  eine  Schwerlinie  8 
der  Baumcurve  C^  zugeordnet.  Die  Gesammtheit  der  Schwerlinien  bildet 
daher  eine  oo'  Mannigfaltigkeit  im  Baume  oder  eine  Strahlencongruenz. 
Um  den  Charakter  derselben  zu  ermitteln^  projiciren  wir  in  der  obigen 
Weise  das  veränderliche  System  der  Schnittpunktsdreiecke ,  welches  das  be- 
liebige Parallelebenenbüschel  [x^]  aus  der  Curve  C^  ausschneidet,  sowohl 
von  ihrem  unendlich  fernen  Pankte  a«,  als  auch  von  ihrem  unendlich 
fernen  Punkte  (oe  auf  eine  beliebige,  aber  feste  Ebene  f.  Das  Projections- 
bild  in  t  ist  dann  bez.  a«  eine  Schaar  Poncelet'scher  Dreiecke,  die  einem 
Kegelschnitt  &a  eingeschrieben  und  einer  Parabel  $'«  umschrieben  sind, 
und  deren  Schwerpunkte  eine  Gerade  a^  beschreiben,  anderseits  bez.  b» 
eine  entsprechende  Schaar  von  Dreiecken,  die  einem  Kegelschnitt  (Pi  ein- 
geschrieben und  einer  Parabel  $^a  umschrieben  sind  mit  der  Schwerpunkts- 
geraden &{.  Und  zwar  sind  die  Geraden  a^  und  h^  die  Projectionen  der 
Schwerlinie  s^^  welche  dem  Ebenenbüschel  [x^]  zugeordnet  ist,  oder  um- 
gekehrt: die  Schwerlinie  8^  ist  die  Schnittlinie  der  Yerbindungsebenen 
(OaoOs)  and  (boo&j). 

Lassen  wir  jetzt  die  Achse  x»  in  der  Ebene  i^  sich  verändern,  so 
bleiben  die  beiden  Kegelschnitte  (S^a  ^ad  6%  fest  als  Durchschnittsfiguren 
der  Ebene  £  mit  den  beiden  Cylindem,  die  von  a^  und  b«  aus  durch  die 
Baumcurve  C^  gehen.  Dagegen  verändern  sich  die  beiden  Parabeln  $a  und 
$(  als  Projectionen  der  veränderlichen  Begelfläcbe  22^,  die  x^  zur  Leitlinie 
hat  (vergl.  I,  2)  und  mit  ihnen  die  beiden  Schwerlinien  a^  und  b^.  Dabei 
bleiben  für  jede  Parabel  !ßa  einerseits  und  $(  anderseits  ausser  der  unend- 
lich fernen  Geraden  g^  ihrer  Ebene  e  noch  je  zwei  Tangenten  unverändert: 

13* 
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die  Asymptote  der  Eanmcnrre  (P  in  a^^  tt  schneidet  n&mlich  den  Kegel- 
schnitt (S'a  ii^  einem  Punkte  a,  nnd  die  beiden  Strahlen  von  a  ans  nach 
den  unendlich  fernen  Punkten  des  Kegelschnitts  (S'a  bilden  mit^^o  die 
Projection  des  Schnittpunktdreiecks  ^Jb^ia^y  berühren  daher  die  Parabel  iß«; 
das  Analoge  gilt  für  die  Parabel  $(.  Die  einzelnen  Parabeln  $«  nnd  $t 
sind  also  je  einem  festen  Dreiseit  eingeschrieben  oder  bilden  je  ein  specielles 
Kegelschnittgewebe,  so  dass  die  Glieder  der  beiden  Gewebe  eindeutig  auf 
einander  bezogen  sind.  Ferner  entspricht,  wie  leicht  ersichtlich,  jeder 
Schaar  ($a)  ^^i^^  Schaar  (^^b)j  zwischen  den  beiden  Parabelgeweben  be- 
steht daher  eine  colUneare  Verwandtschaft.  Durch  die  beiden  so  definirten 
Parabelgewebe  werden  nun  auch  die  den  einzelnen  Parabeln  $«  und  ^ 
zugeordneten  Schwerlinien  a^  und  hi^  welche  das  Strahlenfeld  der  Ebene  e 
erfüllen,  projectiv  auf  einander  bezogen,  indem  jeder  Parabelschaar  {^^ 
und  ($()  ein  Strahlenbttschel  (oj)  und  {J>^  entspricht.  Das  Letztere  folgt 
daraus  y  dass  zunächst  die  Leitlinien  einer  Parabelschaar  (die  einem  Dreiseit 
eingeschrieben  ist)  ein  zu  ihr  projectives  Strahlenbüschel  bilden,  was  die- 
selbe  Eigenschaft  für  die  Schwerlinien  der  umschriebenen  Poncelet'schen 
Dreieckssjsteme  nach  sich  zieht.  Die  beiden  Strahlenfelder  i{a^  nnd  ^{b^ 
sind  somit  collinear  verwandt;  folglich  gilt  dasselbe  für  die  sie  projiciren- 
den  Ebenenbttndel  a^^Co^)  und  6ao(&s).  Für  die  Schnittlinien  entsprechender 
Ebenenpaare  der  beiden  collinearen  Bündel,  das  heisst  für  die  Schwer- 
linien $1  der  Banmcurve  C^j  gilt  daher  der  Satz: 

Die  Schwerlinien  «^  einer  cubiscben  Banmcurve  (P  bilden 
eine  Strahlencongruenz  erster  Ordnung  und  dritter  Klasse  oder 
das  Secantensjstem  einer  anderen  cubiscben  Banmcurve  S^. 

2.  Die  gefundene  Leitcurve  S^  geht  zunächst  durch  die  Mittelpunkte 
Ooo  und  boo  der  beiden  collinearen  Bündel,  daher  nach  Analogie  auch  durch 
den  dritten  unendlich  fernen  Punkt  €«  von  C®.  Femer  gehört  zu  ihren 
Secanten  die  singulare  Schwerlinie,  welche  die  Schmiegungspunkte  der 
beiden  einzigen  parallelen  Schmiegungsebenen  von  C^  verbindet,  da  eine 
Schmiegungsebene  die  Banmcurve  C^  in  einem  Null- Dreieck  mit  coincidentem 
Schwerpunkt  schneidet.  Diese  besondere  Schwerlinie  ist  also  zugleich 
Secante  der  Banmcurve  C^\  sie  geht  durch  den  Mittelpunkt  m  derselben 
und  soll  kurz  als  Mittelsecante  von  C^  bezeichnet  werden. 

Für  die  Lage  der  Leitcurve  S^  ergiebt  sich  demnach: 

Die  Leitcurve  5^  hat  mit  der  ursprünglichen  Banmcurve  C^ 
die  drei  unendlich  fernen  Punkte  und  die  Mittelsecante  gemein. 

Zur  vollständigen  Bestimmung  der  Curve  8^  genügt  es,  noch  ihre 
Schnittpunkte  mit  der  Mittelpunktsebene  ^  von  C^  aufzusuchen  (Ort  der 
Mittelpunkte  aller  der  Banmcurve  C^  eingeschriebenen  Flächen  zweiter 
Ordnung).  In  der  Ebene  fi  besteht  folgende  Configuration  von  Punkten^): 
Die  Ebene  fi  schneidet  die  Banmcurve  C^  in  drei  Punkten  Ooi   bo,  Cq  nnd 
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ihre  Asymptoten  tat  f»»  ^c  ^ez.  in  drei  Punkten  a^,  (j;  Cj,  so  dass  die 
beiden  Dreiecke  ao^o^o  ^^^  ^i^i^i  ^°  Bezog  auf  ihren  gemeinsamen  Schwer- 
punkt m  (den  sogenannten  Mittelpunkt  von  C^)  perspectiv  liegen,  und 
zwar  verhält  sich: 


n 


mQi:mao=  mbi :  mbo=  mCj:  mCo=l:—  3. 

Die  Gerade  a^a^  ferner  (ebenso  ^Qi^  und  c^Cj),  von  Schröter  als 
Durchmesser''  von  C^  bezeichnet,  ist  der  Schnittlinie  der  entsprechenden 
Asymptotenebene  r^  mit  fooi  Iraf«!  conjugirt  und  enthält  die  Mittelpunkte 
aller  zu  ta  paralleler  Sehnen  der  Raumcurve  CK  Jede  Ebene  |  durch  einen 
solchen  Durohmesser  ÜQa^  trifft  daher  die  Curve  C^  in  einem  Dreieck, 
dessen  Schwerpunkt  auf  dem  Durchmesser  ^a^  liegt,  das  heisst,  dem  zur 
Ebene  |  parallelen  Ebenenbüschel  ist  eine  Schwerlinie  .<?£  zugeordnet,  welche 
den  Durchmesser  üqQx  schneidet.  Anderseits  muss  eine  derartige  Schwer- 
linie 8^  in  foo  der  zu  a^Oi  conjugirten  Geraden  |ra€aD|  begegnen,  auf 
welcher  der  harmonische  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  von  |  in  Bezug 
auf  das  Dreieck  aoobooC«  liegt  (der  Grenzfall  des  Schwerpunktes).  Dreht 
man  jetzt  die  Ebene  ^  um  den  Durchmesser  a^a^  als  Achse,  so  durch- 
bohren die  entsprechenden  Schwerlinien  s^  die  beiden  Geraden  Ootti  und 
l^aSool  i°  zwei  projectiven  Punktreihen  und  beschreiben  daher  die  eine, 
zweifach  schneidende  Regelschaar  eines  hyperbolischen  Paraboloids ,  welches 
durch  die  Leitcurve  SP  der  Schwerliniea  geht. 

Folglich  gehört  a^ai  und  analog  (o^it  ebenso  wie  CqC^,  zu  den  Geraden, 
welche  die  cubische  Baumcurve  £^'  in  je  Einem  Punkte  treffen,  das  heisst, 
die  drei  Durchmesser  enthalten  die  gesuchten  Schnittpunkte  der  letzteren 
mit  der  Ebene  fi. 

Weiter  ist  jede  Asymptote  ta  der  Raumcurve  C^  als  eine  besondere 
Schwerlinie  derselben  zu  betrachten :  eine  beliebige  Ebene  n  durch  fa  schnei- 
det nämlich  die  Curve  C^  noch  in  einem  endlichen  Punkte  p,  und  für  das 
singulare  Schnittpunktsdreieck  Oooaoop  stellt  jeder  Punkt  auf  fa  den  Schwer- 
punkt dar,  während  die  zur  Ebene  n  planparallelen  Schnittpunktsdreiecke 
sftmmtlich  ihren  Schwerpunkt  in  a«  besitzen.  Die  Asymptote  fa  von  C^  ist 
daher  eine  Bisecante  der  Raumcurve  S^^  und  da  diese  Secante  die  einfach 
schneidende  Gerade  a^di  in  dem  Punkte  a^  trifft,  so  liegt  Oi  auf  der  Curve  iS^ 
und  nach  Analogie  gilt  dasselbe  von  den  Punkten  b|  und  C|,   das  heisst: 

Die  Leitcurve  S^  schneidet  die  Mittelpunktsebene  (i  von  C^ 
in  den  drei  Punkten  a^  (|,  c^,  worin  die  drei  Asymptoten  der 
Raumcurve  C^  der  Ebene  fi  begegnen. 

Durch  diese  drei  Punkte,  in  Verbindung  mit  den  drei  unendlich  fernen 
doD»  b«,»  c«  ist  somit  die  cubische  Raumcurve  S^  eindeutig  bestimmt,  und 
zwar  ergiebt  sich  aus  der  perspectiven  Lage  der  beiden  Dreiecke  a^b|C| 
und  Oobo^o  folgender  einfache  Zusammenhang  der  beiden  Raumcurven  8^ 
und  C': 
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Die  Leitcurve  S^  und  die  ursprüngliche  Raamcnrye  C 
werden  yon  ihrem  gemeinsamen  Mittelpunkt  m  aus  darcb  ein 
nnd  denselben  Kegel  dritter  Ordnung  K^  projicirt,  so  dass  die 
Projectionsstrahlen  in  m  nach  dem  constanten  Yerhftltnias 
1  :  —  3  getheilt  werden,  oder,  anders  ausgedrückt: 

Die  beiden  Baumcurven  S^  und  C^  sind  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen  in  Bezug  auf  den  gemeinsamen  Mittelpunkt  tn,  so  dass 
sich  entsprechende  Strecken  wie  1:  — 3  verhalten. 

3.  Noch  von  anderer  Seite  her  gelangt  man  zu  der  Leitcurre  S\ 
wenn  man  von  den  drei  Asymptoten  der  Baumcurve  C^  ausgeht.  Ein 
Büschel  Yon  parallelen  Ebenen  schneidet  die  letzteren  in  Dreiecken,  deren 
Ecken  drei  projective^  und  zwar  ahnliche  Punktreihen  durchlaufen.  Daraus 
folgt  ohne  Weiteres:  die  Schwerpunkte  dieser  Schnittpunktsdreiecke  be- 
schreiben ebenfalls  eine  Gerade,  eine  Schwerlinie  in  Bezug  auf  die  drei 
Asymptoten  fa,  hj  ff  ^^^  so  definirte  Gerade  hat  aber  mit  der  ent- 
sprechenden Schwerlinie  bezüglich  der  cubischen  Baumcurye  C  den  unend- 
lich fernen  Punkt  und  ausserdem  den  diesem  unendlich  nahen  Punkt  auf 
der  Geraden  gemeinsam;  die  beiden  Schwerlinien  sind  daher  identisch,  oder: 

Das  System  der  Schwerlinien  in  Bezug  auf  die  cubische 
Baumcurye  C  ist  identisch  mit  demjenigen  bezüglich  ihrer  drei 
Asymptoten  tay  ih^  h>^) 

Im  Anschluss  daran  ergeben  sich  noch  die  Sätze: 

Eine  beliebige  Ebene  schneidet  eine  cubische  Baumcurye 
und  ihre  drei  Asymptoten  in  zwei  cobarycentrischen  Dreiecken, 
das  heisst  mit  gemeinsamen  Schwerpunkt. 

Jede  Schmiegungsebene  einer  cubischen  Baumcurye  schnei- 
det die  drei  Asymptoten  derselben  in  einem  Dreieck,  dessen 
Schwerpunkt  der  zugehörige  Schmiegungspunkt  auf  der  Baum- 
curye ist. 

Legt  man  jetzt  eine  Gerade  ^,  welche  die  drei  Asymptoten  fa^  hj  t^  bez. 
•in  Ti  9i  j  trifft,  so  stellt  die  Punktgruppe  (t^))  mit  ihrem  Schwerpunkte 
ein  in  eine  Gerade  degenerirtes  Schnittpunktsdreieck  der  drei  Asymptoten 
yor«  Jede  Ebene  durch  g  begegnet  daher  nach  vorigem  Satze  der  Baam- 
curve  C^  in  einem  Dreieck,  dessen  Schwerpunkt  mit  iS  zusammenfällt,  oder 
auch:  Die  co^  Schwerlinien,  welche  dem  Ebenenbüschel  g{i)  durch  eine 
solche  Gerade  g  zugeordnet  sind,  gehen  sämmtlich  durch  d.  Der  Punkt  d 
ist  hiernach  ein  singulärer  Punkt  der  durch  die  Schwerlinie  von  CP  ge- 
bildeten Strahlencongruenz  und  liegt  auf  der  Leitcurve  8^  derselben. 

Dies  führt  zu  dem  Satze: 

Die  Geraden  g^  welche  die  drei  Asymptoten  einer  cubischen 
Baumcurye  C^  schneiden,  bilden  die  eine  Begelschaar  eines 
Hyperboloids  AK  Dabei  beschreibt  der  Schwerpunkt  ^  sa  je 
drei  Schnittpunkten   einer  Erzeugenden  g  mit  den  Asymptoten 
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eine  zweite  cubisohe  Baumearve  8^^  die  Leitcurve  zu  dem  System 
der  Schwerlinien  von  C^. 

Die  Leitcnrve  8^  liegt  a]&o  aaf  dem  Asymptoten -Hyperboloid  Ä\  und 
zwar  trifft  sie  die  Erzeugenden^  einfach,  dagegen  die  drei  Asymptoten  bez. 
ausser  in  ihren  unendlich  fernen  Punkten  in  den  drei  Durchbohrungspunkten 
der  Mittelpunkisebene  fA.  Die  letzteren  sind  daher  zugleich  die  Mitten  der 
drei  Strecken,  welche  durch  je  einen  dieser  Punkte  gehen  und  die  betreffenden 
beiden  anderen  Asymptoten  schneiden. 

Damit  ist  zugleich  eine  neue  Construction  einer  cubischen 
Baumcurve  (Hyperbel)  gewonnen:  als  barycentrische  Curve  einer 
Regelschaar  mit  drei  festen  Leitlinien. 

Das  erhaltene  Besultat  Ittsst  sich  noch  in  anderer  Weise  ausdrucken; 
wie  folgt: 

Durch  einen  Punkt  p  im  Baume  lässt  sich  im  Allgemeinen 
Eine  und  nur  Eine  Ebene  legen,  die  aus  der  cubischen  Baum- 
curve C  ein  Dreieck  mit  p  als  Schwerpunkt  ausschneidet. 

Durch  jeden  Punkt  d  dagegen  auf  der  Leitcurve  S^  der 
Schwerlinien  gehen  die  Ebenen  yon  oo^cobarycentrischen  Schnitt- 
punktsdreiecken, die  alle  ihren  Schwerpunkt  in  d  haben,  und 
zwar  bilden  diese  Ebenen  ein  Büschel  um  eine  Achse  g^  welche 
die  drei  Asymptoten  yon  C"  schneidet. 

4.  Wir  können  jetzt  auch  die  projectiye  Verwandtschaft  der  Strahlen- 
congruenz  der  Schwerlinien  von  C^  mit  dem  Strahlenfelde  der  unendlich 
fernen  Ebene  c«  nfther  begründen.  Die  Schwerlinie  8^^  welche  nach  1.  der  Achse 
x^  zugeordnet  ist,  schneidet  die  Ebene  t^  in  dem  harmonischen  Pole  r«  der 
Geraden  x^  in  Bezug  auf  das  Schnittpunktsdreieck  aoebaDC«-  Die  Beziehung 
zwischen  Pol  r«  ^nd  Polare  »^  ist  dabei  quadratisch,  das  heisst,  wenn  die 
Gerade  o?«  sich  um  einen  festen  Punkt  in  f^  dreht,  so  beschreibt  der  zu- 
gehörige Pol  T»  einen  Kegelschnitt  X*,  der  dem  Fundamental  «Dreieck 
aoobeoC«  umschrieben  ist.^)  Die  entsprechenden  Schwerlinien  gehen  mithin 
durch  die  Punkte  des  Kegelschnitts  X*,  und  da  sie  anderseits  Secanten  der 
Leitcurve  8^  sind,  so  folgt  daraus: 

Jedem  Strahlenbüschel  in  der  unendlich  fernen  Ebene  ««  ist 
im  Allgemeinen  eine  Begelschaar  zweiter  Ordnung  von  Schwer- 
linien zugeordnet. 

Liegt  insbesondere  der  Mittelpunkt  eines  solchen  Strahlenbüschels  in 
dem  unendlich  fernen  Kegelschnitt  des  Asymptoten -Hyperboloids  Ä*,  so 
degenerirt  die  entsprechende  Begelschaar  in  einen  durch  die  Leitcurve  8^ 
gelegten  Kegel  zweiter  Ordnung. 

Die  Ebenen  eines  beliebigen  Ebenenbttschels  sind  dadurch  projectiv 
bezogen  auf  die  Erzeugenden  einer  Begelschaar  zweiter  Ordnung  als  con- 
jugirte  Schwerlinien,  und  das  Erzeugniss  beider  Gebilde  ist  somit  eine 
Baumcurve  dritter  Ordnung,  oder: 
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Die  Schwerpunkte  aller  Schnittpanktsdreiecke  einer  cabi* 
sehen  Banmcurve  (7^,  deren  Ebenen  darch  eine  endliche  Gerade  2 
gehen,  erfüllen  eine  andere  oubische  BanmcnrTe,  welche  mit 
der  ersteren  die  drei  anendlich  fernen  Punkte  gemein  hat  und 
die  Gerade  l  zweifach  schneidet 

Ebenso  ergiebt  sich  als  Erzeugniss  eines  Ebenenbündels  und  der  dazn 
projectiven  Congruenz  der  Schwerlinien  Yon  C^  eine  Fläche  dritter  Ord- 
nung, oder: 

Die  Schwerpunkte  aller  Schnittpunktsdreiecke  einer  cubi- 
schen  Baumcurve  C^,  deren  Ebenen  durch  einen  festen  endlichen 
Punkt  )>  laufen,  beschreiben  eine  Fläche  dritter  Ordnung,  welche 
durch  den  Punkt  p  geht  und  die  drei  unendich  fernen  Punkte 
yon  C^  zu  Knotenpunkten  hat. 

Es  mögen  noch  die  beiden  dualen  Sätze  dazu  hier  Platz  finden: 

Die  Ebenen  aller  Schnitt punktsdreiecke  einer  cubischen  Baumcurve  C^ 
deren  Schwerpunkte  auf  einer  Geraden  l  liegen,  osculiren  eine  cubische 
Parabel,  welche  l  zum  Schmiegungsstrahl  hat. 

Die  Ebenen  aller  Schnittpanktsdreiecke  einer  cubischen  Baumcurre  C^, 
deren  Schwerpunkte  in  einer  Ebene  s  gelegen  sind,  umhüllen  eine  Fläche 
dritter  Klasse,  welche  die  Ebene  s  berührt  und  die  unendlich  ferne 
Ebene  foo  zur  Doppelebene  hat 

m.  Das  System  der  Höhenpunktslinien 
einer  cubischen  Raumourve. 

1.  Projiciren  wir  in  der  obigen  Weise  unter  I  2.  ein  System  yon 
Schnittpunktsdreiecken,  das  ein  Parallelebenenbüschel  aus  C^  ausschneidet, 
von  0«  auf  eine  Ebene  e  des  Büschels,  so  wird  die  entsprechende  H9hen- 
punktslinie  h  von  C^  in  die  Directrix  d  der  dort  gefundenen  Parabel  $' 
projicirt  Die  Directrix  d  trifft  nun  den  Kegelschnitt  &f  das  Projections- 
bild  der  Baumcurve  C\  in  zwei  Punkten  p  und  q,  die  zugleich  Höhen« 
punkt  und  Ecke  von  zwei  Po ncele tischen  Dreiecken  vorstellen;  das  heisst, 
p  und  q  sind  die  Spitzen  der  beiden  einzigen  rechtwinkligen  Dreiecke  in 
der  Poncelet'schen  Figur.  Die  beiden  Punkte  p  und  q  sind  aber  ent- 
standen durch  Projection  von  zwei  entsprechenden  Punkten  p'  und  q'  auf 
der  Baumcurve  C\  die  daher  ebenfalls  die  Spitzen  von  zwei  rechtwinkligen 
Schnittpunktsdreiecken  von  C^  ergeben.  Jede  Höhenpunktslinie  einer  Baum* 
curve  C^  ist  folglich  gleichzeitig  Secante  derselben,  oder: 

Die  Höhenpankte  einer  Schaar  planparalleler  Schnittpankts- 
dreiecke einer  cubischen  Baumcurve  C^  erfüllen  eine  Secante 
derselben.  Die  Schnittpunkte  der  letzteren  mit  C^  sind  die  Spitzes 
der  beiden  einzigen  rechtwinkligen  Schnittpunktsdreieeke  an 
der  Schaar. 
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2.  Sei  jetzt  g  eine  beliebige  Secante  der  Banmcarve  C^  welche  der 
letzteren  in  den  Panktetf  p  und  q  begegnet,  so  wird  C^  von  den  beiden 
Punkten  ans  bez.  durch  zwei  quadratische  Kegel  )>'  und  q'  projicirt  Die 
Ebenen,  welche  diese  beiden  Kegel  in  rechten  Winkeln  oder  aus  der  Raum- 
curve  C^  rechtwinklige  Dreiecke  schneiden ,  umhüllen  daher  je  einen  Kegel 
zweiter  Klasse  p'  und  q',  welche  ihrerseits  die  unendlich  ferne  Ebene 
£«  in  je  einem  Kegelschnitt  cj  und  i\  treffen.^  Den  vier  gemeinsamen 
Tangenten  der  letzteren  entsprechen  folglich  vier  Paar  parallele  Tangential- 
ebenen der  Kegel  p'  und  q',  oder: 

Jede  Secante  der  Baumcurve  C^  ist  gemeinsame  Höhen- 
punktslinie zu  vier  Schaaren  planparalleler  Schnittpunkts- 
dreiecke von  C. 

Da  durch  jeden  Punkt  im  Baume  Eine  und  nur  Eine  Secante  an  die 
cubische  Baumcurve  C^  geht»  so  folgt  daraus: 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  r  lassen  sich  im  Allgemeinen 
vier  Ebenen  legen,  deren  Schnittpunktsdreiecke  mit  einer 
cubischen  Baumcurve  ihren  gemeinsamen  Höhenpunkt  in  r 
besitzen. 

Durch  einen  Punkt  p  auf  der  Baumcurve  C^  gehen  oo^  recht- 
winklige Schnittpunktsdreiecke  (deren  Höhenpunkt  in p  liegt),  deren 
Eibenen  einen  Kegel  zweiter  Klasse  p  umhttllen. 

3«  Die  Congruenz  der  Höhenpunktslinien  einer  C"  ist  mithin  identisch 
mit  dem  Secantensystem  derselben  und  den  Geraden  der  Ebene  €»  derart 
zugeordnet,  dass  jedem  Strahl  x»  in  f«  als  Achse  eines  Parallelebenen- 
büschels  Eine  Secante  h  von  C^  als  HöhenpnnktsHnie  entspricht,  dagegen 
umgekehrt  zu  jeder  Secante  h  vier  Geraden  in  c«  gehören,  das  heisst,  die 
Höhenpunkt'Slinien  h  von  C^  sind  ein- vierdeutig  auf  das  Strahlenfeld  der 
Ebene  f»  bezogen,  oder  bilden  mit  diesem  eine  Correspondenz  [1,4].^  um 
den  Orad  dieser  ein-vierdeutigen  Verwandtschaft  zu  ermitteln,  betrachten 
wir  ein  Strahlenbttschel  ^(x»)  in  der  Ebene  c«.  Jeder  Geraden  rc«  ent- 
spricht als  Höhenpunkt  bez.  des  unendlich  fernen  Schnittpunktsdreiecks 
aoobooCoB  von  C^  ein  Punkt  r«  von  folgender  Construction: 

Die  Gerade  x<c  mag  die  Seiten  Cooa«  und  Coob«  bez.  in  xo  und  t) 
treffen.  Zu  jedem  dieser  beiden  Punkte  ist  dann  auf  Xi»  bez.  des 
imaginSren  Kreises  &%  je  ein  Punkt  Xo  und  )>'  conjugirt,  und  die  beiden 
Verbindungslinien  a«^'  und  \im>\o  treffen  sich  in  dem  zu  Xm  zugeordneten 
HOhenpunkte  x«.  Dreht  sich  jetzt  der  Strahl  ^r«  um  p«,  so  beschreiben 
die  Punkte  "o  und  \q  je  einen  Kegelschnitt  93'  nnd  SB',  deren  Punkte 
projectiv  auf  einander  bezogen  sind.  Der  Strahl  Xm  geht  nftmlich  durch 
den,  beiden  Kegelschnitten  gemeinsamen  Punkt  )>«>  und  schneidet  daher 
beide  Cnrven  in  projectiven  Punktreihen.  Die  Geraden  a»))'  und  («to', 
^eelehe    bez.  nach    den    entsprechenden    Punkten    der    beiden    projectiven 
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krummlinigen  Pnnktreihen  9)^  und  SB*  gehen,  beschreiben  daher  bei  der 
Bewegung  des  Strahles  x»  zwei  Strahlenbüschel  von  der  Correspondenz  [2,2]. 
Das  Erzeogniss  derselben  oder  der  Ort  des  HShenpunktee  t»  ist  folglich 
eine  Curve  von  der  Ordnung  2  4*  2  »  4 ,  ^,  welche  ersichtlich  die  drei 
Punkte  a»,  b«;  c«  zu  Doppelpunkten  hat: 

Jedem  Strahlenbüschel  in  der  unendlich  fernen  Ebene  c«  ist  als  Ort 
der  zugehörigen  Höhenpunkte  in  Bezug  auf  das  Schnittpunktsdreieck  a«o6«»c« 
der  Baumcurve  C^  eine  Curve  vierter  Ordnung  (sechster  Klasse)  ^^^  mit  drei 
Doppelpunkten  in  a»,  6«,  c«  zugeordnet |  oder  auch: 

Die  Qeraden  der  unendlich  fernen  Ebene  ;«  bilden  mit  den 
Punkten  derselben  als  entsprechenden  Höhenpunkten  bez.  des 
Dreiecks  aaDbwCoD  eine  vier-eindeutige  Verwandtschaft  vierten 
Grades,  in  der  a«>(«p€«o  ein  Fundamentaldreieck  vorstellt. 

In  dieser  Verwandtschaft  ist  insbesondere  der  imaginSre  Kreis  Sl»  sich 
selbst  zugeordnet»  so  dass  jeder  Tangente  desselben  ihr  Berührungspunkt 
mit  St%  entspricht. 

Die  entsprechenden  Höhenpunktslinien  der  Raumcurve  C^  erhalten  wir 
jetzt,  indem  wir  an  diese  von  den  Punkten  einer  derart  ermittelten  Curve  ^ 
bezüglich  die  Secanten  legen.  Letztere  erfüllen  als  Gerade ;  die  einer  Curve 
vierter  Ordnung  $^  einfach  und  einer  Baumcurve  dritter  Ordnung  (P 
zweifach  begegnen,  eine  Begelfläche  vom  Grade  4.4  =  16;  indessen  er- 
niedrigt sich  der  Gi^ad  durch  die  drei  Doppelpunkte  der  Curve  $4  :  a«, 
600,  Cdo,  die  auf  C^  liegen,  um  3.2.2  =  12,  das  heisst: 

Die  Höhenpunktslinien  der  Baumcurve  C^  die  einem 
Strahlenbüschel  ^(x»)  in  der  unendlich  fernen  Ebene  e«  zu- 
geordnet sind,  beschreiben  eine  Begelfläche  vierten  Grades  i2^(A) 
mit  der  Baumcurve  C^  als  Doppellinie. 

Die  so  erhaltene  Begelfläche  JS^(^)  ist  zugleich  der  Ort  der  Höhenpunkta  in 
den  Schnittpunktsdreiecken  von  C^,  deren  Ebenen  durch  den  Punkt  f>« 
gehen,  oder: 

Die  Höhenpunkte  aller  Schnittpunktsdreiecke  der  Baumcurve  C,  deren 
Ebenen  einer  festen  Geraden  parallel  laufen,  erfüllen  eine  Begelfläche  vierten 
Grades  mit  der  Baumcurve  C^  als  Doppellinie. 

Anderseits  schneidet  jedes  Ebenenbüschel  durch  eine  Gerade  g  die  un- 
endlich ferne  Ebene  £«  in  einem  Strahlenbüschel  pixai)^  welchem  als 
Höhenpunktslinien  bezüglich  der  Baumcurve  C^  die  Erzeugenden  einer 
solchen  Begelfläche  B^{h)  zugeordnet  sind.  Jeder  Ebene  s  durch  g  ent- 
spricht daher  eindeutig  eine  Erzeugende  h  der  Fläche  B^{h)  als  Höhen- 
punktslinie, welche  die  Ebene  e  in  dem  Höhenpunkt  ihres  Schnittponkts- 
dreiecks  mit  der  Baumcurve  C^  trifft  Das  Erzeugniss  des  Ebenenbfischels 
g{E)  mit  der  eindeutig  darauf  bezogenen  Begelschaar  E^(h)  ist  aber  eine 
Baumcurve  von  der  Ordnung  1  +  4  s=s  6,  H^t  so  dass  sich  ergiebt: 
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Die  Höhenpnnkte  der  Schnittpnnktsdreiecke  der  Ranm- 
carye  C\  deren  Ebenen  durch  eine  feste,  endliche  Gerade  g 
gehen,  beschreiben  eine  Raumcurve  fünfter  Ordnung,  H\ 

Dieselbe  schneidet  die  unendlich  ferne  Ebene  €»  in  den  beiden  Punkten, 
in  welchen  die  beiden  Berührungscibenen  durch  die  Gerade  g  an  den  ima- 
ginären Kreis  fti  diesen  berühren  und  ferner  in  den  drei  unendlich  fernen 
Punkten  der  Normalen  zu  den  drei  Ebenen,  welche  die  Gerade  g  mit  den 
drei  unendlich  fernen  Punkten  a«,  i»,  c«  von  C^  yerbinden. 

4.  Insbesondere  muss  auch  die  Raumcurve  H^  der  Raumcunre  C^  be- 
gegnen, da  sie  mit  dieser  auf  derselben  Regelfläche  E' (^)  liegt  Um  die 
Schnittpunkte  beider  Curyen  zu  ermitteln,  projiciren  wir  die  Raumcurve  C 
von  einem  ihrer  Punkte  x  durch  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  r*.  Dieser 
Kegel  y*  triflEt  die  Raumcurve  H^  in  2.5=  10  Punkten,  von  denen  zwei 
auf  den  beiden  Erzeugenden  der  Regelfläche  B^{h)  liegen,  die  von  dem 
Punkte  X  auf  C  ausgehen.  Die  übrigen  10  —  2  s=  8  Punkte  stellen  da- 
gegen die  den  beiden  Curven  C^  und  H^  gemeinsamen  Punkte  vor  (als 
Schnittpunkte  von  je  zwei  Secanten  der  Raumcurve  (7').  Das  einem  solchen 
Punkte  entsprechende  Schnittpunktsdreieck  von  C^  hat  folglich  seinen  Höhen- 
punkt in  einer  Ecke  oder  ist  rechtwinklig,  das  heisst: 

Durch  eine  Gerade  g  gehen  die  Ebenen  von  acht  rechtwinkligen 
Schnittpunktsdreiecken  der  Raumcurve  C^  was  zu  dem  Satze  führt: 

Alle  Ebenen,  welche  aus  einer  cubischen  Raumcurve  C^ 
rechtwinklige  Dreiecke  ausschneiden,  umhüllen  eine  Fläche 
achter  Klasse,  ^. 

Dieselbe  enthält  die  drei  unendlich  fernen  Secanten  der  Raumcurve  C^ 
als  zweifache  Gerade,  die  unendlich  ferne  Ebene  als  sechsfache  Berührungs- 
ebene (durch  eine  unendlich  ferne  Gerade  gehen  die  Ebenen  von  zwei 
rechtwinkligen  Schnittpunktsdreiecken,  vergl.  III,  1). 

In  dieser  Fläche  (Z^  stellt  femer  die  zugehörige  Raumcurve  C  eine 
singulare  Curve  vor,  indem  der  Tangentialkegel  von  jedem  Punkte  der 
Raumcurve  C^  an  die  Fläche  (Jfi  in  einen  Kegel  zweiter  Klasse  und  einen 
solchen  sechster  Klasse  zerfällt  (vergL  III,  2).  Insbesondere  osculirt  die 
Raumcurve  C^  die  Fläche  <Z>^  in  den  acht  imaginären  Funkten  auf  C, 
deren  Tangenten  den  imaginären  Kreis  ft|>  treffen  (gleich werthig  mit8.3  =  24 
gemeinsamen  Ebenen):  Denn  die  Schmiegungsebene  in  einem  solchen  aus- 
gezeichneten Punkte  {  von  C^  als  Null -Dreieck  derselben  aufgefasst,  hat 
ihren  entsprechenden  Höhenpunkt  in  dem  Schmiegnngspunkte  {  selber. 

5.  Wir  gelangen  damit  zu  einem  Grenzfall  des  Höhenpunktes,  der, 
80  viel  ich  weiss,  noch  nirgends  behandelt  worden  ist  und  der  auch  bei 
jeder  anderen  Curve  sich  darbietet.  Drei  unendlich  nahe  Punkte  ))|y  p,*  iPs 
einer  (ebenen  oder  räumlichen)  Curve  bilden  nämlich  ein  Null- Dreieck  der- 
selben, für  das  der  Mittelpunkt  des  Umkreises  bekanntlich  in  das  Krümmungs- 
centrum  m  übergeht  (Schnittpunkt  von  zwei  sich  folgenden  Normalen  der 
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Carve).  In  analoger  Weise  gehört  aber  auch  zu  jedem  Null -Dreieck  {^^^^jl^s 
ein  Höhenpankt  1^,  den  wir  kurz  als  „Krümmungshöhenpnnkt**  be- 
zeichnen wollen:  der  Schnittpunkt  der  beiden  unendlich  nahen  Loihe  bez. 
von  pi  auf  die  benachbarte  Tangente  p^Ps  ^^^  ^^^  P»  ^^^  ^^®  unendlich 
nahe  8ecante  p^p^.  Da  femer  der  Schwerpunkt  eines  solchen  Null- Dreiecks 
mit  dem  betreffenden  Curvenpunkt  p  zusammenf&llt ,  so  fUhrt  der  Enler- 
sche  Satz  über  die  drei  singulttren  Punkte  eines  Dreiecks  zu  folgendem 
Ergebniss : 

Jedem  Punkte  p  einer  Baumcurve  ist  in  seiner  Schmiegungs- 
ebene  ein  ErümmungshOhenpunkt  1^  zugeordnet  (als  HGhenpunkt 
des  entsprechenden  Null -Dreiecks).  Derselbe  liegt  auf  der  Haupt- 
normalen der  Curve  in  py  und  zwar  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung Tom  Krümmungsmittelpunkt  m,  so  dass  sich  verh&lt 

pm  2p]^=»  1  :-2. 

Eine  Schmiegungsebene  einer  cubischen  Baumcurve  0'  wird  hieroach 
Yon  der  ihrer  unendlich  fernen  Oeraden  conjugirten  Höhenpunktslinie  in 
dem  zugehörigen  Krümmungshöhenpunkt  geschnitten,  und  wir  erhalten 
folgende  einfache  Construction  des  letzteren,  sowie  des  Krümmungs- 
mittelpunktes : 

Sei  n  die  Schmiegungsebene  einer  cubischen  Baumcurve  C 
im  Punkte  p,  so  legt  man  eine  Parallelebene  zu  n  und  sucht 
den  Höhenpunkt  r  des  Schnittpunktsdreiecks  mit  CK  Die 
Secante  von):  an  die  Baumcurve  C  trifft  dann  die  Schmiegungs- 
ebene n  in  dem  gesuchten  Krümmungshöhenpunkt  1^^  und  die 
Verlängerung  von  \)p  um  die  H&lfte  dieser  Strecke  ergiebt 
den  Krümmungsmittelpunkt  m«  Diese  Construction  iSsst  sich  noch 
vereinfachen,  wenn  man  die  drei  Asjmptotenrichtuugen  von  C^  als  bekannt 
voraussetzt. 

Die  Krümmungshöhenpunkte  der  Baumcurve  C^  erfüllen  eine  gewisse 
Curve ,  deren  Ordnung  sich  wie  folgt  ermitteln  lässt.  Die  Schmiegungsebeneu 
der  Baumcurve  C^  treffen  die  unendlich  ferne  Ebene  c«  in  den  Tangenten 
einer  Curve  dritter  Klasse  ^^  denen  als  Höhenpunkte  in  Bezug  auf  das 
Schnittpunktsdreieck  a«>b«€«{>  von  C^  in  der  oben  behandelten  Verwandt- 
schaft vierten  Grades  die  Punkte  einer  Curve  3.4  =  12.  Ordnung,  @^,  zu- 
geordnet sind  mit  a« ,  i»^  c«  als  sechsfachen  Punkten.  Daher  beschreiben  die 
entsprechenden  Höhenpunktslinien ,  das  heisst  die  Secanten  von  den  Punkten 
der  Curve  S^^  an  die  Baumcurve  C^  eine  Begelfl&che,  deren  Grad  in  Folge 
der  drei  sechsfachen  Punkte  von  &^  auf  C^  sich  auf  4.12—3.6.2=12 
erniedrigt.  Jede  Erzeugende  dieser  Begelfläche  zwölften  Grades  B^*  ist  als 
Höhenpunktslinie  auf  eine  Schmiegungsebene  von  C^  eindeutig  bezogen 
und  trifft  sie  in  dem  zugehörigen  Krümmungshöhenpunkt ;  der  geometrische 
Ort  der  letzteren  ist  somit  eine  Baumcurve  von  der  Ordnung  12  -f  3  =  15, 
das  heisst: 
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DieErümmüngshöhenpaiikte  einer  cabischen  Bäumen rve  (7^ 
erfüllen  eine  Banmcnrye  fünfzehnter  Ordnung,  C^^. 

Die  80  erhaltene  Curye  C^^  begegnet  offenbar  der  unendlich  fernen 
Ebene  f«  in  denselben  6  +  3.3  Punkten,  in  denen  diese  7on  der  Carve 
der  Erümmungsmittelpunkte  geschnitten  wird,  und  beide  Cunren  haben 
überdies  noch  mit  der  Baumcurve  C^  die  nämlichen  acht  Punkte  f  gemein, 
deren  Tangenten  den  imaginären  Kreis  fti  treffen.^^) 

6.  Wir  bestimmen  endlich  noch  den  Ort  der  HOhenpunkte  eines  Bündels 
Yon  Schnittpunktsdreiecken.  Die  Ebenen  durch  einen  festen  endlichen 
Punkt  p  schneiden  die  Baumcurve  C^  in  Dreiecken,  deren  Höhenpunkte 
eine  Fläche  erfüllen,  welche  die  Baumcurve  C^  als  Doppellinie  enthält; 
denn  durch  jede  Gerade,  die  p  mit  einem  Punkte  x  von  C'  verbindet, 
gehen  zwei  rechtwinklige  Schnittpunktsdreiecke  mit  x  als  Spitzen.  Ander- 
seits ist  jede  Secante  von  C^  der  Ort  der  Höhenpunkte  für  vier  Büschel 
bezüglich  einander  paralleler  Schnittpunktsdreiecke,  das  heisst,  jede  Secante 
von  C^  trifft  die  fragliche  Fläche  der  Höhenpunkte  ausser  in  den  beiden 
als  Doppelpunkten  2u  zählenden  Schnittpunkten  mit  C^  noch  in  vier  an- 
deren Punkten.    Wir  schliessen  daraus: 

Die  Höhenpunkte  aller  Schnittpunktsdreiecke  einer  cubi- 
schen  Baumcurve  (7^  deren  Ebenen  durch  einen  festen  endlichen 
Punkt  p  laufen,  erfüllen  eine  Fläche  achter  Ordnung,  F^. 

Dieselbe  hat  den  Punkt  p  zum  vierfachen  Punkt,  enthält  die  Baum- 
curve C^  als  Doppellinie  und  schneidet  die  unendlich  ferne  Ebene  ausser 
dem  imaginären  Kreise  ft«  einmal  in  dem  unendlich  fernen  Schnittpunkts- 
dreiseit  von  C^  und  ferner  in  dem  Polardreiseit  des  letzteren  in  Bezug 
auf  fti. 

lY.  Das  System  der  Mittellinien  einer  cubischen  Raumonrve. 

1.  Die  Mittelpunkte  der  Umkreise  von  einer  Schaar  planparalleler 
Schnittpunktsdreiecke  der  Baumcurve  C^  erfüllen  nach  I,  2  eine  Gerade, 
die  als  Mittellinie  bezeichnet  wurde.  Die  umschriebenen  Kreise  selber 
aber  beschreiben  dabei  eine  durch  die  Baumcurve  C^  gehende  Begelfläche 
zweiter  Ordnung  JF'^  oder  ihre  Ebenen  bilden  das  eine  System  cyklischer 
Ebenen  von  J^^.  Denn  die  unendlich  ferne  Achse  des  entsprechenden 
Büschels  von  Parallelebenen  schneidet  den  imaginären  Kreis  .Q«,  in  zwei 
Funkten,  und  durch  diese  geht  Eine  Begelfläche  F^,  welche  die  Baum- 
curve C^  enthält,  und  die  von  den  Parallelebenen  in  Kreisen  geschnitten 
wird.     Wir   gelangen  damit  zu  folgender  neuer  Definition  der  Mittellinie: 

Die  Mittellinien  der  Baumcurve  (7'  sind  identisch  mit  dem 
System  von  Durchmessern,  die  den  cyklischen  Ebenen  aller 
durch  C^  gelegten  Flächen  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  diese 
conjugirt  sind.") 


206     Metrische  Strablencongrnenzen  bei  einer  cubischen  Banmcnrye. 


Die  Verhältnisse  der  dadurch  bestimmten  ßtrablencongmenz  sind  dem- 
nach wesentlich  complicirter,  als  die  oben  abgeleiteten,  nnd  wir  begnOgea 
nns  damit,  blos  Ordnung  und  Klasse  der  Congruenz  festzustellen. 

2.  £in    beliebiger    Punkt  p    des    Raumes    ist  Mittelpunkt   eines   eon- 

centrischen   Eugelbüschels ,    das    auf  einer   Raumcurve  C^   eine  InFolution 

sechsten  Grades  erster  Stufe  einschneidet.^')    Die  Ebenen,    welche  je  drei 

Punkte  einer  Gruppe  von  sechs  Punkten  verbinden,   umhüllen  daher  (nach 

dem  Princip    von  der  Erhaltung   der  Anzahl)   eine  Gurve  yon  der  Klasse 

5.4.3 

.,  \^'      =  10.    Folglich  gehen  durch  den  Punkt  p  zehn  Durchmesserebenen 

von  Kugeln  des  Büschels,  das  heisst: 

Ein  Punkt  p  ist  im  Allgemeinen  gemeinsamer  Mittelpunkt 
von  zehn  Kreisen,  welche  bezüglich  eine  cubische  Raum- 
curve C^  in  je  drei  Punkten  schneiden. 

Zu  jedem  dieser  zehn  Kreise  ist  aber  eine  Mittellinie  durch  p  con* 
jugirt,  woraus  folgt: 

Die  Congruenz  der  Mittellinien  einer  cubischen  Raum- 
curve ist  zehnter  Ordnung. 

3.  Um  auch  die  Klasse  derselben  zu  ermitteln,  beschränken  wir  uns 
auf  die  Untersuchung  der  Mittelpunktsebene  fi  von  der  Raumcurve  C  Die 
Ebene  f*  enthält  die  drei  Durchmesser  aottj,  bob|,  CqCi  von  C\  die  sich  im 
Mittelpunkte  m  der  Raumcurve  begegnen.  Ein  solcher  Durchmesser  a^a^ 
ist  der  Ort  für  die  Mittelpunkte  aller  zu  der  entsprechenden  Schmiegnngs- 
ebene  r^  parallelen  Sehnen  an  die  Raumcurve  C;  jeder  Punkt  auf  a^a^ 
ist  aber  zugleich  Mittelpunkt  einer  durch  die  Raumcurve  C  gelegten 
Fläche  zweiter  Ordnung.  Das  Strahlentripel  der  drei  Durchmesser  in  der 
Ebene  f*  stellt  daher  den  vollständigen  Schnitt  der  letzteren  mit  der  Fläche 
dritter  Ordnung  F^  vor,  welche  die  Mittelpunkte  des  durch  die  Raum- 
curve C^  gelegten  Flächenbündels  zweiter  Ordnung  enthält. 

Und  zwar  ist  jeder  Durchmesser  OoQi  Mittelpunktslinie  eines  Büschels 
von  Flächen  zweiter  Ordnung,  die  durch  die  Raumcurve  C^  gehen,  da 
alle  Flächen  F^  mit  dem  Mittelpunkt  auf  d^a^  die  Secante  Oqü«  an  C^ 
gemeinsam  haben.  In  jeder  Fläche  F*  des  vorliegenden  Büschels  giebt  es 
nun  sechs  cjklische  Richtungsebenen  und  dementsprechend  sechs  dazu  con- 
jugirte  Durchmesser  oder  Mittellinien,  die  sich  in  dem  Mittelpunkte  voa 
F^  auf  doCti  schneiden.  Soll  daher  eine  solche  Mittellinie  m  in  die  Ebene  ^ 
fallen,  so  muss  der  unendlich  ferne  Punkt  von  m  auf  die  unendlich  ferne 
Gerade  gf  der  Ebene  (i  zu  liegen  kommen,  oder  die  Ebene  fn  zu  einer 
cyklischen  Ebene  in  Bezug  auf  eine  Fläche  F*  des  Büschels  conjugirt  sein. 
Die  Pole  der  Ebene  (i  bezüglich  der  Flächen  des  Büschels,  das  dem  Dorch- 
messer  aoOi  zugeordnet  ist,  beschreiben  nun  in  der  unendlich  fernen  Ebene 
foo  eine  gerade  Punktreihe  a,  nämlich  die  Durchschnittslinie  der  Schmiegongs- 
ebene  r^  (in  a«)   mit  der  Ebene  c«.     Anderseits   schneiden   die  cjUisehen 
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Ebenen  des  FlScbenbOschels  in  f«  eine  Cnrye  dritter  Klasse  ft'  ein:  das 
Secantensystem ,  welches  dem  entsprecbenden  Kegelsebnittbüschel  in  c«»  mit 
dem  imaginären  Kreis  St%  gemeinsam  ist,  sodass  jeder  Flftebe  F^^  bezüg- 
licb  ibrem  Kegelscbnitt  in  f«,,  sechs  Secanten  oder  Tangenten  von  ^  ent- 
sprechen. Da  weiter  von  jedem  Punkte  anf  a  drei  Tangenten  an  die 
Curve  S^  aasgeben,  so  wird  dadurch  eine  Verwandtschaft  [3,6]  unter  den 
Tangenten  von  ft'  begründet.  In  dieser  Correspondenz  giebt  es  3  +  6  ==  9 
Coincidenzen,  das  heisst,  9  mal  gebt  eine  cyklische  Ebene  einer  Flftche  JP* 
durch  den  Pol  der  Ebene  fi  in  Bezug  auf  dieselbe  Fläche.  Davon  sind 
indessen  als  illusorisch  auszuschliessen  die  beiden  Asjmptotenebenen  des 
hyperbolischen  Cylinders  a«  durch  die  Baumcurve  C,  welche  die  Ebene  e« 
in  den  beiden  Secanten  aooboo,  a«,Cao  treffen. 

Dementsprechend  bleiben  9  —  2  =  7  Mittellinien,  die  von  dem  Durch- 
messer üqCLi  ausgehen  und  in  die  Ebene  (i  fallen.  Derselbe  Schluss  wieder- 
holt sich  für  die  beiden  anderen  Durchmesser  boB|  und  CqCi,  so  dass  im 
Ganzen  3.7  8  21  Mittellinien  der  Ebene  fi  angehören.  Indem  wir  dies 
Ergebniss  für  eine  beliebige  Ebene  verallgemeinem,  gelangen  wir  zu 
dem  Satz: 

Die  Gongruenz  der  Mittellinien  einer  cubischen  Raum- 
curve  ist  21.  Klasse. 

V.  Besondere  Sohnittpunktsdreiecke  einer  onbisohen  Eaumcnnre. 
1.  Die  oben  behandelten  Strahlencongruenzen  fahren  schliesslich  dazu, 
die  Gestalt  der  Schnittpunktsdreiecke  auf  der  Baumcurve  G^  in  ihrer  Ab- 
hängigkeit von  der  Lage  der  Schnittebene  zu  ermitteln.  So  ergab  sich 
anter  III,  4  als  Ort  der  rechtwinkligen  Sohnittpunktsdreiecke  eine 
Fläche  achter  Klasse,  <2^.  Ebenso  lässt  sich  die  Enveloppe  der  Ebenen 
bestimmen,  die  gleichschenklige  Dreiecke  aus  der  Baumcurve  C^  aus- 
schneiden, indem  wir  als  Kriterium  dafür  feststellen:  Die  Eni  er 'sehe 
Gerade,  das  heisst  die  Verbindungslinie  von  Schwerpunkt  und  Höhenpunkt, 
geht  durch  eine  Ecke  (die  Spitze)  des  Dreiecks,  ohne  dass  diese  selber 
HOhenpunkt  ist. 

BetTaehten  wir  zu  dem  Zwecke  ein  Ebenenbüschel  durch  eine  be- 
liebige Gerade  {,  so  beschreiben  die  Schwerpunkte  der  betreffenden  Schnitt- 
pnnktsdreiecke  mit  der  Baumcurve  C^  eine  Baumcurve  dritter  Ordnung 
S^t,  die  mit  C^  die  drei  unendlich  fernen  Funkte  a«,  b»,  c»  gemein  hat 
(II,  4) ,  dagegen  die  bezüglichen  Höhenpunkte  eine  Baumcurve  fünfter  Ord- 
nung H^  (111,3).  Durch  das  Ebenenbüschel  2($)  sind  die  Funkte  beider 
Raumcurven  perspectiv  auf  einander  bezogen,  die  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punktepaare  auf  S^i  und  H^^  das  heisst  die  Euler*schen 
Oeraden  der  Schnittpunktsdreiecke,  erzeugen  daher  eine  Begelfläche  vom 
Orade  3  +  0=^8^  Ifi,  welche  die  Gerade  l  zur  Leitlinie  hat  und  drei  un- 
endlich ferne  Erzeugende  bezüglich  durch   o»,  boo,  c»  besitzt.    Die  Begel- 
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fläche  IP  schneidet  jetzt  die  Baumcunre  C^  ausser  den  drei  gemeinschaft- 
lichen unendlich  fernen  Punkten  in  8.3  —  3  =  21  Punkten.  Von  diesen  sind 
acht  die  Spitzen  der  acht  rechtwinkligen  Scfanittpunktsdreiecke ,  deren 
Ebenen  durch  die  Gerade  l  gehen,  es  bleiben  also  übrig:  21—8=3  13 
Punkte  als  Spitzen  gleichschenkliger  Schnittpunktsdreiecke ^  mit  anderen 
Worten: 

Alle  Ebenen,  die  aus  einer  cubischen  Baumcurve  C^  gleich- 
schenklige Dreiecke  ausschneiden,  umhüllen  eine  Fläche 
13.  Klasse,  0^\  Dieselbe  enthält  die  drei  unendlich  fernen  Secanten  yon  C^ 
als  dreifache  Gerade ,  die  unendlich  ferne  Ebene  als  neunfache  Berührungs- 
ebene (in  jedem  Parallelebenenbüschel  giebt  es  folglich  vier 
gleichschenklige  Schnittpunktsdreiecke  mit  der  BaumcurveC^). 
Endlich  gehört  die  Baumcurve  C^  selber  durch  ihre  Schmiegungsebenen  der 
Fläche  (pi»  an. 

2.  Von  besonderem  Interesse  ist  hierbei  noch  der  Fall  der  gleich- 
seitigen Schnittpunktsdreiecke,  deren  Ebenen  ersichtlich  eine  dreifaclie 
Curve  in  der  Fläche  0^^  bilden,  da  ein  gleichseitiges  Dreieck  auf  drei- 
fache Art  gleichschenklig  ist.  Ein  gleichseitiges  Dreieck  ist  dadurch  ge- 
kennzeichnet, dass  sein  Schwerpunkt  und  Höhenpunkt  zusammenfallen,  und 
die  vorliegende  Frage  lässt  sich  somit  dahin  formuliren :  Den  Ort  der  Ebenen 
zu  finden,  für  welche  die  zugeordnete  Schwerlinie  und  Höheupunktslinie 
sich  schneiden.  In  dem  fraglichen  Ort  zählt  zunächst  die  unendlich  ferne 
Ebene  £<»  vierfach,  das  heisst,  es  komnt  viermal  vor,  dass  für  eine  Gerade 
in  e«  der  zugeordnete  Schwerpunkt  und  Höhenpunkt  in  Bezug  auf  das  un- 
endlich ferne  Schnittpunktsdreieck  a«obaDCao  coincidiren;  denn  aus  einem 
Dreikant  wird,  wie  leicht  zu  zeigen,  durch  eine  Ebene  in  vier  verschiedenen 
Stellungen  ein  gleichseitiges  Dreieck  ausgeschnitten. 

Legen  wir  jetzt  durch  einen  Punkt  p  der  unendlich  fernen  Ebene  ein 
Strahlenbüschel  ))(^«{>),  so  beschreiben  die  den  Geraden  x«  in  Bezug  auf 
die  Baumcurve  C^  zugeordneten  Schwerlinien  eine  Begelfläche  zweiten 
Grades  JB^(5),  dagegen  die  zugeordneten  Höhenpunktslinien  eine  BegelflScb« 
vierten  Grades  R^{h)  (II,  4  und  III,  3).  Die  beiden  Begelflächen  lP{s)  und 
i2^ (Ä)  schneiden  sich  dann  in  einer  Carve  von  der  Ordnung  2.4  =  8»  C*, 
so  dass  jede  Erzeugende  8  von  B^{8)  vier  Punkte,  jede  Erzeugende  k  von 
I^{h)  zwei  Punkte  mit  der  Curve  C^  gemein  hat.  Da  nun  die  Erzeugenden 
s  und  h  durch  das  Strahlenbüschel  ))(^oo)  eindeutig  auf  einander  bezogen 
sind ,  so  entsteht  zwischen  den  entsprechenden  Punkten  auf  der  Baumcurve  (^ 
eine  Correspondenz  [4,2]  mit  4  +  2  =  6  Coincidenzen ,  das  heisst,  für  sechs 
Strahlen  durch  einen  Pankt  p  in  der  Ebene  f«»  schneiden  sich  bezüglich 
die  zugeordnete  Schwerlinie  und  Höhenpunktslinie  in  einem  Punkte  auf 
der  Baumcurve  C\  Eine  Ebene,  die  einen  solchen  singulären  Strahl  mit 
dem  entsprechenden  Coincidenzpunkte  auf  C^  verbindet,  schneidet  folglick 
die  Baumcurve  C^  in  einem  gleichseitigen  Dreieck. 
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Wir  sobliessen  daraus: 

Durch  einen  unendlich  fernen  Punkt  gehen  die  Ebenen  von  sechs 
gleichseitigen  endlichen  Schnittpunktsdreiecken ,  und  da  die  unendlich  ferne 
Ebene  selber  als  yierfache  Schmiegungsebene  der  gesuchten  Raumcurve 
gilt,  so  ergiebt  sich  als  Endresultat: 

Alle  Ebenen,  die  aus  einer  cubischen  RaumcurYe  gleioh- 
seitigeDreiecke  ausschneiden,  umhüllen  eineBaumcurve  zehnter 
Klasse,  welche  die  unendlich  ferne  Ebene  vierfach  osculirt. 

Der  letzte  Satz  ist  übrigens  nur  ein  specieller  Fall  von  der  all- 
gfemeinsten  Aufgabe  dieser  Art,  deren  Lösung  aber  andere  Mittel  als  die 
oben  angewandten  erfordert,  nftmlich:  n^en  Ort  der  Ebenen  zu  finden, 
die  aus  einer  cubischen  Raumcurve  Dreiecke  von  constanter  Qestalt  (die 
einem  gegebenen  Dreiecke  tthnlich  sind)  ausschneiden*. 
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Im  26.  Bande  der  „Mathematischen  Annalen''  S.  293  (1885)  hat 
n.  Schröter  eine  grosse  Anzahl  von  metrischen  Eigenschaften  derjenigen 
Baumcurven  dritter  Ordnung,  für  welche  die  anendlich  ferne  Ebene 
Schmiegnngsebene  ist,  also  der  sogenannten  cnbischen  Parabeln,  abgeleitet. 
Da  es  bei  diesen  Eigenschaften  sich  wesentlich  um  die  Bauminhalte  von 
Tetraedern  handelt,  welche  zn  einer  cubischen  Parabel  in  bestimmter  Be- 
ziehung stehen ,  der  Inhalt  eines  Tetraeders  aber  bei  projectiven  Umformungen 
bis  auf  gewisse,  yon  der  Lage  der  Ecken  des  Tetraeders  abhängende 
Factoren  erhalten  bleibt,  so  ist  von  vornherein  klar,  dass  jene  Schröter - 
sehen  Stttze  projectiv  yerallgemeinerti  das  heisst  auf  eine  Form  gebracht 
werden  können,  in  der  sie  fflr  jede  Baumearve  dritter  Ordnung  gelten, 
wobei  an  Stelle  der  unendlich  fernen  Ebene  eine  beliebige  Schmiegungs- 
ebene  der  Gurve  tritt  Diese  Verallgemeinerung  könnte  auf  ziemlich 
mechanische  Weise  mit  Hilfe  der  fär  jede  CoUineation  bestehenden  Trans- 
formationsformeln ffir  projectiy- metrische  Grössen  vorgenommen  werden. 
Ich  ziehe  jedoch  eine  directe  Entwickelung  vor,  weil  ich  die  frag- 
lichen Sätze  von  Schröter  nicht  blos  zu  verallgemeinem,  sondern  durch 
eine  Beibe  neuer  Sätze  verwandter  Art,  in  denen  zum  Theil  ausser  Baum- 
inhalten  bezw.  Massen  und  Abständen  auch  noch  andere  metrische  Grössen 
vorkommen,  zu  vermehren  wünsche.  Vielleicht  darf  ich  auf  die  in  den 
Paragraphen  7,  8  und  9  mitgetheilten  üebertragungsprincipien  besonders 
hinweisen,  durch  deren  Anwendung  sich  aus  jeder  Beziehung  zwischen 
Strecken  einer  und  derselben  geraden  Linie  etliche  metrische  Eigenschaften 
einer    beliebigen    cubischen  Banmcurve    ergeben«*     Das  Princip    der  Beci- 

*  Nachdem  ich  (vor  einigen  Jahren)  diese  Üebertragungsprincipien  gefunden 
hatte,  wurde  durch  das  „Jahrbuch  der  Fortschritte  der  Mathematik'*  meine  Auf- 
merksamkeit auf  eine  Abhandlung  des  Herrn  GinoLoria:  „Su  alcune  pro- 
prietä  metriche  della  cubica  gobba  osculatrice  al  piano  airinfinito**  (Rendiconti 
della  B.  Accademia  delle  Scieuze  Fis.  e  Mat.  di  Napoli ,  Dicembre  1885)  gelenkt  Herr 
Lioria  war  so  liebenswürdig,  mir  einen  Abdruck  derselben  zn  schicken,  aus 
-welchem  ich  ersah,  dass  ihm  das  dritte  der  fraglichen  Üebertragungsprincipien, 
w^enn  auch  in  der  speciellen  Form,  die  es  bei  der  cubischen  Parabel  annimmt, 
schon  bekannt  war. 
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procitttt  oder  Daalität,  welches  in  Schröter 's  Arbeit  nicht  zum  Aosdriick 
gekommen  ist,  wird  hier  volle  Berücksichtigung  finden.  Aehnliche  ünter- 
sachangen,  wie  die  folgenden,  kann  man  schon  bei  den  Kegelschnitten 
and  weiterhin  bei  den  Caryen  n^*'  Ordnung  im  Raum  von  n- Dimensionen, 
dann  auch  bei  den  Flächen  zweiten  Orades  u.  s.  w.  anstellen,  woranf  ich 
anderwärts  näher  eingehen  werde. 

§  1.    Bezeichnungen. 

Wir  wollen  Funkte  immer  mit  kleinen  lateinischen,  Geraden  mit  grossen 
lateinischen,  Ebenen  mit  kleinen  griechischen  Buchstaben  bezeichnen. 

Es  bedeute  —  ich  werde  im  Folgenden  Grassmann 's  Rechnung  mit 
Punkten,  Geraden  und  Ebenen  anwenden*  —  \p\j  |&|,  |e|  den  Coeffi- 
cienten  (metrischen  Werth  oder  das  Gewichi)  des  Punktes  p  bezw.  der 
Geraden  G^  der  Ebene  £,  so  dass 

p  g  f 

den  Funkt  p  bezw.  die  Gerade  &,  die  Ebene  e  mit  dem  Gewicht  Eins  ver- 
sehen vorstellt.  Femer  bezeichne  ps  die  Entfernung  des  Punktes  p  tob 
der  Ebene  £;  momGO-^  das  Moment  der  beiden  Geraden  G  und  är^^; 
^ff^^^^  PPi  y  g  das  Moment  der  als  Kraft  aufgefassten  Strecke  jpp^  in  Besag 
auf  die  Gerade  G  als  Achse;  mom  s^i»  g  die  zur  vorhergehenden  dua- 
listische Grösse,  nämlich  das  Product  aus  dem  sin  des  von  den  Ebenen  c 
und  i^  gebildeten  Winkels  und  dem  Moment  ihrer  Schnittlinie  in  Bezug 
auf  die  Gerade  G,  welche  Grösse  das  Moment  des  Flächenwinkels  le^  in 
Bezug  auf  G  genannt  werden  mag;  pPiP^p^  den  sechsfachen  Rauminhalt 
des  Tetraeders  mit  den  Ecken  1?;  Pi , i^g*  Ps?  ^^^  dualistisch  dazu  sin  cf,f,^ 
den  „  Sinus  ^  des  durch  die  vier  Ebenen  €,  c^,  f|,  f,  gebildeten  Yierfliiehs, 
welcher  u.  A.  gleich  dem  Product  aus  den  sin  der  Flächenwinkel  an  irgend 
zwei  gegenttberliegenden  Kanten  des  Yierflachs  und  dem  Moment  diese 
Kanten  ist.  Auf  die  Bestimmung  der  Vorzeichen  dieser  metrischen  Grössen 
einzugehen^  ist  fttr  das  Folgende  nicht  nöthig.  Wenn  wir  mit  Grass- 
mann bei  äusseren  Producten  eckige  Klammern  bentltzen,  so  erhalten  wir: 

[effj^mowffffi.iei.iffj, 


\pPiG]  =  m<mipp^,  G.\p\.\p,\.\G\, 


*  Siehe  Grassmann^s  „Ausdehnungslehre**   von  1862  (Gesammelte  Werke 
I.  Bd.  2.  Theil)  1.  Abschnitt,  Kapitel  6. 

**  A.  Gayley,  Comptes  rendus  de  TAcademie  des  Sciences  t  61  p.  829,  1865: 
„Je  nomme  moment  de  deoz  droites  la  distance  perpendicnlaire  de  ces  drmtes, 
moltipli^e  par  le  sinus  de  leur  iaclinaison  mntuelle.** 
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[ppiPiPsl  ^  pPiPiPzA  p\'\  Pi\'\  Pi\'\  PhI 

Hat  man  irgend  eine  Oleichnng  zwischen  Sasseren  Prodacten,  welche 
in  Bezog  auf  alle  in  ihr  enthaltenen  Punkte ,  Geraden  und  Ebenen  homogen 
ist,  und  führt  man  statt  der  äusseren  Producte  die  zugehörigen  metrischen 
Grössen  ein,  so  heben  sich  offenbar  die  alsFactoren  heraustretenden  Gewichte 
jener  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  gegenseitig  auf,  das  heisst,  man 
kann  in  jeder  solchen  Gleichung  ohne  Weiteres  die  äusseren 
Producte  durch  die  entsprechenden  metrischen  Grössen  er- 
setzen. Hierauf  beruhen  alle  Ergebnisse  der  vorliegenden  Abhandlung.  Wie 
Orassmann  schon  in  seiner  „ Ausdehnungslehre **  von  1844  (Gesammelte 
Werke  Band  1,  Theil  1,  §  165)  bemerkt  hat,  bleibt  jede  Gleichung  der 
besprochenen  Art  bestehen,  wenn  statt  der  darin  vorkommenden  Elemente 
die  entsprechenden  Elemente  eines  beliebigen  coUinear- verwandten  Systems 
gesetzt  werden.  Daher  sind  alle  metrischen  Eigenschaften  der 
allgemeinsten  cubischen  Baumcurven,  die  ich  im  Folgenden 
ableiten  werde,  projectiv.* 

§  2.   Darstellung  der  Cnrve,  ihrer  Tangenten 
und  Schmiegongsebenen. 

Eine  beliebige  Baumourve  dritter  Ordnung  lässt  sich  durch  die  Gleichung 

1)  x  =  a  +  3Xh  +  3X^c  +  X^d 

darstellen ,  in  welcher  x  einen  mit  dem  Parameter  l  veränderlichen  Punkt 
der  Curve  bezeichnet.  Die  Punkte  a  und  d  gehören  der  Curve  an  —  sie 
entsprechen  den  Werthen  0  und  oo  des  Parameters  —  und  können  beliebig 
auf  ihr  gewählt  werden.  Es  ist  h  der  Punkt,  in  welchem  die  in  a  an  die 
Curve  gelegte  Tangente  ah  die  zum  Punkt  d  gehörige  Schmiegungsebene 
hcd  der  Curve  schneidet,  ebenso  c  der  Schnittpunkt  der  zum  Punkt  a  ge- 
hörigen Schmiegungsebene  ahc  mit  der  Curventangente  cd  zum  Berührungs- 
punkt d,  oder  es  bilden  die  Punkte  a,  b,  c,  d  ein  sogenanntes  Schmiegungs- 
tetraeder  der  Curve  (Schröter  a.  a.  0.  S.  294).** 

*  Ich  verstehe  hier  unter  projectiven  Eigenschaften  geometnacher  Gebilde 
dasselbe,  wie  Poncelet,  der  Schöpfer  dieses  Begriffs,  Möbios  und  Andere. 
Behr  mit  Unrecht,  wie  mir  scheint,  wird  gegenwärtig  von  vielen  Geometem  das 
Wort  projectiv  im  Sinne  von  „descriptiv,  graphisch,  situell,  lagengeometrisch" 
angewendet,  also  um  dfis  Gegentheil  von  metrisch  anszndrficken ,  während  man 
doch  eine  Unzahl  projectiver  Eigenschaften  und  Ausdrücke  kennt  —  ich  erinnere 
blos  an  das  Verhältniss  der  Gaus  stachen  Erümmungsmaasse  zweier  sich  berühren- 
den Flächen  im  Berührungspunkt  ~  die  entschieden  metrischer  Natur  sind. 

•♦  Vergl.  Möbius:  „Barycentrischer  Calcul**  (Gesammelte  Werke  Bd.  1)  §  98. 
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Onrch  Ableitang  der  Qleichong  1)  nach  il  erhält  man 

und  durch  Süssere  Maltiplication  dieser  Gleichungen  mit  1),  wenn  man  noch 

ir    dxl      ^       ir    dx    d^xl      , 
setzt:  äl^^Ur^^    TsU^-äT^r^ 

2)  X  =  [aft]  +  2X[ac]  +  A«fad  +  36c]  +  2k^[bd]  +  k^[ed], 

3)  S  =  [ahc]  +  X  [ahd]  +  X^[acd]  +  X^hcd]. 

Offenbar  ist  X  die  Tangente,  §  die  Schmiegnngsebene ,  welche  die  Cnrre 
im  Punkt  x  hat.     Wir  setzen  nun 

4)  [ti6c]  =  a,     [abd]  =  3ß,     [acd]^Sy,     [bcd]=^d. 

Werden  die  Punkte  a,  5,  c,  d  alle  mit  einer  und  derselben  wiUkfir- 
liehen  Zahl  multiplicirt,  so  ändert  sich  die  Lage  dieser  Punkte  nicht,  nnd 
ebenso  wenig  die  Lage  des  durch  die  Gleichung  1)  gelieferten  Punktes  x, 
seiner  Tangente  X  nnd  Schmiegnngsebene  £.  Wir  dürfen  daher  Toraus- 
setzen,  die  Gewichte  der  Punkte  a,  hy  c,  d,  anf  deren  YerhSltnisae  es 
allein  ankommt,  seien  so  gewählt,  dass  das  Süssere  Prodnct  [abed]^  welches 
nicht  Nnll  sein  kann,  irgend  einen  bestimmten  Werth  erhält  Wir  machen 
die  Annahme: 

5)  [abcd]  =  3. 

Unter  Berücksichtigung  derselben  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  4) 
durch  Süssere  Multiplication : 

I     [«/J]  =  [a5],     [ay]  =  M,     [a6]  =  3[&c], 

ferner:  ^  ^IßY^^^M.     [^6]  =  [M],     [y6]  =  [c(i]; 

4')         [«/Jy]  =  a,    [«j8d]-35,    [«yd]  =  3c,    [/Jya]  =  d. 

Die  Gleichungen  3),  2),  1)  können  jetzt  in  der  neuen  Form  geschrieben 
werden: 

r)  ^^a  +  3Xß  +  SX^y  +  X^Ö, 

2-)  Z  =  [aß]  +  2X[ay]  +  X^[aö  +  3/Jy]  +  2X^ßö]  +  X^[yil 

3')  X  =  [aßy]  +  Xlaßd]  +  X^ayS]  +  X^ßyö]. 

Es  stimmen  die  Gleichungen  1)  und  1'),  2)  nnd  2'),  3)  nnd  3')  der 
Gestalt  nach  vollständig  überein,  woraus  wir  schliessen,  dass  tn  jedeft 
durch  eine  Gleichung  zwischen  äusseren  Producten  darstellbaren  Beziehong 
zwischen  irgend  welchen  Punkten,  Tangenten  und  Schmiegungsebenen  der 
cnbischen  Banmcnrve  *—  und  dieser  Art  sind  alle  metrischen  EigenaefaalleB 
der   allgemeinsten   cubischen   Baumcurven,    die    später   entwickelt  werden 
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sollen  —  eine  dualistische  vorhanden  ist,  die  dadurch  ans  der  ersten  ab- 
geleitet werden  kann,  dass  man.  statt  eines  jeden  Punktes  der  Curve  die 
zugehörige  Schmiegungsebene,  statt  einer  jeden  Schmiegungsebene  ihren 
Berflhrungs-  oder  Anschmiegungspnnkt  setzt,  eine  jede  Tangente  der  Cunre 
aber  beibehSli*  Natürlich  muss  zugleich  statt  der  Entfernung  zweier 
beliebigen  Punkte  der  sin  des  Winkels  der  entsprechenden  Ebenen,  statt 
des  sechsfachen  Inhalts  eines  Tetraeders  der  rin  des  entsprechenden  Vier- 
flachs u.  s.w.  genommen  und,  falls  in  dem  betreffenden  Satz  das  Schmiegungs- 
tetraeder  ahed  vorkommt,  h  mit  j3,  c  mit  y  und  umgekehrt  vertauscht 
werden. 

§3. 

Da  eine  Baomcarre  dritter  Ordnnng  bestimint  ist,  wenn  von  ihr  ein 
beliebiges  Schmiegnngstetraeder  abcä  ond  noch  irgend  ein  Punkt  x  ge- 
geben sind,  so  mfissen  sich  beim  Hinzutreten  der  Tangente  X  nnd  der 
Schmiegungsebene  |  der  Curre  in  diesem  Punkt  bereits  Beziehungen  er- 
geben, um  solche  zu  finden,  mnltipliciren  wir  zunBchst  Gleichung  1)  der 
Reihe  nach  mit  den  Seitenflächen,  Gleichung 2)  mit  den  Kanten,  Gleichung  3) 
mit  den  Ecken  des  Schmiegungstetraeders  alcd,  wodurch  wir  erhalten: 

Uxlcd]  =  [abed],         [axed]  =  3l[abcd],  . 
^^  l[aft«d]  =  3i*(aftcd],    [abcx]  ^  l^[abed]; 

[abX]  =  l*[abc((],        [acX]  =  -2A»[a6c<rj, 
[adX]  =  3i»[o6cd],      [bcX]  =  l*[abcd\, 
[bdX]  =  -2i[abed\,   [cdX]  =  [ahed\; 

[all  =  l'[ahcd],  [bl]  =  -  X*[abed], 

[c|]  =  i[a6cd],  [dl)  =  -  [a Jcfl. 

Wir  fBgen  noch  die  aus  4)  und  7)  folgenden  Gleichungen 

y  l[««]  =  -l»[o6c«f],    [xßl^l*[abed\, 

\  [«y]  =  -  l[abcd],      [xd]  =  [abei[ 

hinzu,  sowie  die  aus  4)  durch  äussere  Multiplication  mit  a,  &|  e,  d  her- 
Torgehenden: 

10)  .  [aS\  =  -  3[6y]  =  3[cfl  =  -  [da]  =  {abcä[. 


8) 
9) 


*  Offenbar  ist  die  Ebene  «,  welche  aus  den  Ebenen  «,  /9,  y,  d  mittelst  der- 
selben Zahlen  (Goordinaten)  abgeleitet  wird,  wie  ein  beliebiger  Punkt  p  aus  den 
Punkten  a,  &,  c,  d  die  Nullebene  des  Punktes  p  in  dem  durch  die  betrachtete 
Raiimcnrve  dritter  Ordnung  bestimmten  Nullsystem.  Es  erweisen  sich  auch  manche 
der  sp&ter  aufzustellenden  S&tze  bei  näherer  Betrachtung  als  besondere  Fälle 
von  metrischen  Sätzen  über  Nulhysteme,  worauf  jedoch  hier  nicht  eingegangen 
werden  soll. 
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Aus  den  Gleichungen  7)  bis  10)  folgt: 

{da]      -"  [Cß-]      -      [6y]      -      ^      las-] 

aixhcd]\a^]  =  -  laxcd]lhfi  =  [ahxd][c^]  =  -  3[a&ca:][d5] 
(=:3A8[a6cdP), 
^2[ahX'][cdX]  =  3[acX]  [6dZ]  =  4[a(iX][6cX] 
(=12A*[a6c(r]»), 

6[a6X][ca[(ia  =  3[acX]  |6a[da  =  2[adX][b^-]lc^] 
=  6[6cZ][aS][dS]  =  5[hdX][ai][c^]  =  6[c(IZ][ay  [6S] 
(=:-.6Xß[a6c(f]«). 

Da  diese  Gleichungen  alle  homogen  sind,  so  dürfen  (nach  §  1)  die 
Susseren  Froducte  darin  durch  die  zugehörigen  metrischen  Grössen  ersetst 
werden;  auch  versteht  es  sich  nach  §  2  von  selbst,  dass  die  dualistischen 
Gleichungen  ebenfalls  gelten.    Wir  haben  somit  den  Satz: 

Bei  jeder  Baumcurve  dritter  Ordnung  ist,  wenn  x  einen 
beliebigen  Punkt  derselben,  Zdie  Tangente,  £  dieSchmiegungs- 
ebene  in  diesem  Punkt,  ahcd  irgend  ein  Schmiegungstetraeder, 
von  welchem  die  Ecken  a  und  d  auf  der  Curve  liegen,  und  «,  ß, 
yy  8  beziehentlich  die  der  Ecke  d,  c,  b,  a  gegentlberliegende 
Seitenebene  dieses  Tetraeders  bezeichnet: 


da  cß  hy  o8 


3  ojdcd .  ai  =  —  axcd .  fej  =  a  bxd .  c|  =  —  Sahcx .  dj; 


12fnom  a5,  Xmomcdj  X=  3momac,  Xmom  &d,  X»  4i}iomad,  Xnwm  5c,  X; 


12mamaß^  Xmom  Y9}Xe=imamaY,  Xmomßö^X^Amamaö^  Xmamßy,  X] 


ömomabj  Z.c$.d|ss3fnomac,  X.b^.d^  =  2momady  X.b^.ci 


^GmombCfX.a^.di^Smombd^  X.a|.cS  =  6momcd,  Z.ag.5|; 


6fnofnaj?,X./d;.da;  =  3fnomay,  X.ßx.öx  =  2momai,  X.ßx,yx 

s 6 momßy,  X,ax,dx  =  Smom ßöfX,ax,yx=^Q mom yi^  X.ax.ßx. 

Anmerkung.  Die  erste  der  obigen  Reihen  von  Gleichungen,  welche 
übrigens  dualistisch  zu  sich  selbst  und  der  folgenden  gleichwerthig  ist» 
kann  dazu  benützt  werden,  die  Schmiegungsebene  in  einem  gegeben^i 
Punkt  X  der  Curve  oder  den  Berührungspunkt  einer  gegebenen  8chmiegiing8> 
ebene  i  zu  construiren,  da  sie  die  Verhilltnisse  der  Abstttnde  der  Ebene  | 
von  den  Ecken  des  als  bekannt  angesehenen  Schmiegungstetraeders  ahed 
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bezw.  die  Verhältnisse  der  Abstftnde  des  Punktes  x  yon  den  Seitenebenen 
jenes  Schmiegnngstetraeders,  kennen  lehrt.  Aehnliohes  gilt  für  die  übrigen 
Gleichungen. 

§4. 

In  diesem  and  dem  folgenden  Paragraphen  wollen  wir  eine  Reihe 
metrischer  Eigenschaften  der  cubischen  Baamcunren  zusammenstellen,  in 
welchen  ausser  einem  beliebigen  Schmiegungstetraeder  ab  cd  der  Curve  noch 
zwei  willkürliche  Punkte  derselben  mit  den  zugehörigen  Tangenten  und 
Schmiegungsebenen  yorkommen.  Einem  beliebigen  Werthe  fi  des  Parameters 
entspreche  auf  der  Curve  der  Punkt  y,  und  es  sei  7  die  Tangente,  i;  die 
Schmiegnngsebene  in  diesem  Punkt  Schreibt  man  in  den  Gleichungen  l), 
2),  3)  f*  statt  l  und  verbindet  die  neuen  Gleichungen  mit  den  ursprüng- 
lichen durch  Süssere  Multiplication,  so  ergiebt  sich: 

12)  [Xr]  =  (^-A)*[a6c(q. 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  7)  bis  12)  und  derjenigen,  die  aus  7)  bis 
10)  durch  Vertauschung  von  X  mit  f«,  x  mit  y  u.  s.  w.  entstehen,  bilden 
wir  folgende  Proportionen: 


13) 


14) 


15) 


[xu][dr,]A'>ß][cri]  .  [xy][bn]  .  [xS][afi] 
[da]      ■     [cß]      •      [by]      •      [ai] 


:N] 


-     [ad]     •      [hy]     •      [c/J]     •      [d«]     -ly^J 
=  1» :  -  3iV  5  3if»« :  -  |t»  :  (1  -  (i)»; 
\_xhcä\\ai^] :  [oa;c<f] [6i;]  :  [o6«d][cij]  :  [a6c«][dij]  :  \a'bcd'][xfi\ 
=  laletf] [dl] :  [abyäj  [cS] :  [aycd\  [6|] :  [pbcä]  [a|] :  [abcd][i,i] 
=  H» :  -  3fi«l :  3^i* :  -  A» :  (ji  -  i)8; 
[abX][edT] :  [acX][bdT]:  [adX]lbcT]  :  [bci:][adT] 
:  [bdX][acI]  :  [cdX][abT]  :  [abed]lXT] 
=  X*  :  4iV  :  3 AV*  :  3AV*  :  4-1^»  :  |»* :  (i  -  p.)*; 
\abX][cv][dri]  :  laeX][bri][d,,]  :  [adX][bri][en] 
16)         :  [beX] [ati] [dt,]  :  [bdX] [at,] [et,] :  [cdX] [av] [bf{] 
=  A* :  2iV :  3lV*  =  ^V :  2i(i»  :  ,*♦. 

Man  kann  ans  diesen  Proportionen  anf  eine  Anzahl  verschiedener 
Arten  X  nnd  f»  eliminiren,  indem  man  die  einzelnen  Glieder  lediglich  durch 
Maltiplieation  verbindet  Die  sich  ergebenden  Gleichungen  sind  homogen, 
weshalb  sofort  metrische  GrOssen  statt  der  äusseren  Prodncte  eingeführt 
werden  können.  Wo  sich  durch  Anwendung  des  Princips  der  Beciprocitilt 
neue  Gleichungen  ergeben,  fUgen  wir  diese  hinzn,  lassen  dagegen  solche 
Gleichungen  weg,  die  ans  bereits  vorhandenen  entweder  durch  Vertauschung 
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von  x^  Xj  ^  mit  y,  T^  ti^  oder  durch  Vertaaschung  Ton  ä  mit  d  und 
gleichzeitige  Vertaaschung  Ton  5  mit  e,  a  mit  5,  ß  mit  y  abgeleitet  werden 
können.    Wir  erhalten  so: 

Ist  ahcd  irgend  ein  Schmiegungstetraeder  einer  RaumeurTe 
dritter  Ordnung  allgemeinster  Art,  wobei  die  Ecken  a  und  d 
diejenigen  sein  mögen,  welche  auf  der  Curve  selbst  liegen,  and 
die  den  Eckend,  c,  b,  a  gegenttberliegenden  Seitenebenen  des- 
selben beziehentlich  mit  a,  /3,  y*  ^  bezeichnet  werden  sollen; 
sind  ferner  x  und  y  zwei  beliebige  Punkte  dieser  Carye,  J 
und  Ybezw.  £  und  ti  die  Tangenten  bezw.  Sckmiegangsebeneo 
der  Curye  in  jenen  Punkten,  so  hat  man: 

xa.äfj.y^.aö  =  yd.a^.Xfi.da^ 


xß.cri,yi,hy=^yY.hi.xrj.cß, 
9xa,xd .arj  ,dfi,hY.cß  =  xß.xy,hri.Cfi.ad .da^ 
3xa,xy.  bti.dticß^  =  xßKcri^.  by  .da^ 


xbcd  ,ari.y^  =  ahcy  .d^.xri, 


sinißyö .sty  .i^a:  =  sinaßyvi.dx.^yy 


axcd  .bfj.yi^  abyd  .  c^ .  ä?i;, 


sina^yd  .ßy  .fix=>  sinaßtiö  .yx.^y, 


Qxbed.abcx.afi.dfi  ==  axcd.abxd.bti.eii, 


Qsin^ßyd.sinaßyi.ay.öy^  sina^yd .sinaß^ö .ßy.yy^ 


3xbcd.abxd.afi.cfi «  axcd^bfi*, 
Ssin^ßydsinaß^ö.ay.yy  =  sina^yö^ßy^^ 


nwmady  Xmofnbc^  Y  =  mofnbCj  Xtnofnad^  F, 


ifiomod,  XfMtnßy,  r=  mofnßyt  Xtnofnad^  T, 


16itiofna5,  Xwofnad^  XmofnbCy  Ymamcd,  T 


=  3(tnomac,  Xmom&d,  T)\ 


Ißfnotnccß^  Xfnofnaö^  Xfnomßy,  Tmomyö,  T 


=  3(moinory,  XfnomßS^  F)*, 


nwfnad^  X.&17.  ci}  =  Smoni  bc,  X.aij.dfiy 
niomaö^  X.ßy.yy  =  3i»om/Jy,  X.ay.öy^ 


imomabf  Xfiumad^  X .  ciy^  =  Smomac,  X^bi^ .  di^, 
4inoma/3,  Zfnomo^,  Z.yy^sSmomo^,  X*ßy  .öy^ 
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(xa . dfj  \  /    numah^  Xmomed,  Y    \  ^  /  mamaß,  Xmamyö.  T 

x^.da  /  \  ahcdmom  Xf         /       \    sinaßyömomXT 

2«  /  xa.xö .afj.dri     \'_  /    motnad,  Xmom hc,  Y    \^ 
N         «iy*ad.da        /       V         abcdmomXY  / 


_/    tnomaS,  Xmomßyj  Y    \ 

Die  gefandenen  Sfttze  gelten  natdrlicb  auch  für  die  cubische  Parabel; 
einige  besondere,  dieser  letzteren  eigentbttmliche  Sätze  ergeben  sieb  aber, 
wenn  man  die  Scbmiegungsebene  ij  ins  Unendliche  rücken  Ittsst,  was  zur 
Folge  hat,  dass  die  Verhaltnisse  der  Abstände  ari^  htij  ei},  dt}  den  Grenz- 
werth  1  annehmen  and  daher  diese  Abstände  in  gewissen  der  obigen  Gleich- 
nngen  sich  gegenseitig  aufheben.  Weitere  Beziehnngen  erhält  man  durch 
Diirision  der  ursprünglichen  Gleichungen  mit  den  neuen.  Die  Ergebnisse 
sind  folgend^: 

Bezeichnet  ahed  irgend  ein  Schmiegungstetraeder  einer 
cubiscben  Parabel,  von  welchem  die  Ecken  a  und  d  der  Curve 
angehören,  a,  /3,  y,  ö  beziehentlich  die  der  Ecke  <i,  c,  5,  a  gegen- 
überliegende Seitenebene  dieses  Tetraeders,  x  einen  willkür- 
lichen Punkt  der  Curve,  rj  eine  willkürliche  Scbmiegungsebene 
derselben,  so  ist: 

dxa  .xö  .hy.cß  ^  xß  »xy.aö  .da, 


3xa  .xy,  cß*  =  xßK  hy.dcc, 


9xhcd .  abcx  =  axcd .  ahxd, 


3  axcd .  ahxd  =  axcd?^ 
arj  .  dri  =ihri  ,  cri. 


motnad^  X  =  Smombc,  X, 


4mamah,  Xmamadj  X  =  Smomac,  X^. 

§5. 
Auch   durch  Addition   bestimmter   Glieder  der  Proportionen  13),  14) 
nnd  15),    oder  gewisser  Wurzeln  aus  denselben ,  kOnnen  auf  mannigfache 
Weise  X  und  ft  eliminirt  werden.    So  erhält  man  z.  B.  aus  14),  wenn  man 
gleich  die  betreffenden  metrischen  GrOssen  nimmt: 

^xbcd.arj  irabcx.dfi^  r  a&ci  .a?iy  =  f4 :  —  X:  (f*  —  X), 
also:  3  _____        8, _______       8  ________ 

Vxbcd  .  ati  +  y abcx  .dti  =  Vabed  .  xti, 
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welches  die  projective  Verallgemeinerung  eines  Satzes  von  Schröter  ist 
(siehe  a.  a.  0.  S.  298).  Die  Gleichungen  13)  werden  wir  meistens  un- 
berücksichtigt lassen,  weil  sie  doch  nur  eine  andere  Form  Ton  14)  dar- 
stellen. Im  IJebrigen  aber  in  der  bisherigen  Weise  Torgehend,  üksaen  wir 
die  Ergebnisse  zusammen  wie  folgt: 

Bei  jeder  oubischen  Baumcurve  ist,  wenn  a&cd  irgendeines 
ihrer  Schmiegungstetraeder  vorstellt,  Ton  welchem  die  den  Ecken 
d,  c,  h,  a  gegenüberliegenden  Seitenebenen  beziehentlich  o,  /3, 
y^  8  heissen  und  die  Ecken  a  und  d  auf  der  Curye  liegen  mögen; 
wenn  ferner  x  einen  beliebigen  Punkt  der  Curve,  17  eine  be- 
liebige Schmiegungsebene  derselben,  X  die  Curventangente  io 
x^  Y  diejenige  in  tj  bezeichnet: 

Vxbcd  .  atj  +  Vahcx .  dri  =  Vahcd .  «1/, 
(Verallgemeinerung  eines  Satzes  von  Schröter,  a.  a.  0.  S.  298), 

ysinTßyö.'^+  Ysinaßyl.dy  =»  Ysinaßyö.ly^ 


3a;bc(l.aij  +  axcd.hti  =*  3 ^xbcd^ati^ahcd.xti^ 

Ssinjßyd  .  ^  +  sinalyö  .  /?y  =  ^  Vsin ^ßyö^ay^sinaßyö .  |y , 

Sxbcd .  ari  —  ahxd .  cti  =  3  Vxbcd  .  avi .  abcd^xif 

.yVxbcd.aij  —  Ka&c«.diy), 
dsinißyö.ay--  sinaßiö.yy  =  SV  sinißyd.aysinaßyö^^y^ 

.{ysin^ßyd.ay—  y^sinaßy^.dy)^ 

axcd  bfi  +  abxd.eti  =  3Vxbcd.abcx,abcd.ati.dfi.Xfi^ 
(Verallgemeinerung  eines  Satzes  von  Schröter,  a.a.O.  S.  300), 

sina^yd.ßy  +  sinaß^d  .yy  ^  Vsin^ßyd.sinaßyi.sinaßyS.ay.öy.^yt 

ferner  a. === =-    a. == rr==r- 

Y mom  ab f  X  mom  cdf  Y—  ymomcd,  Xmamab,  Y 

=Vabcdmom  XY, 

Amamab^XfHomcd^  Y-^momac,  Xmombd,  Y 

=  AVmamab^X^inofncdj  Y^abcdmamXY^ 


SmomabjXmomcd^Y  —  momad^  Xmofnbc,  Y 

=  iyfnomahfXmomcd,  YV abcdmom XY 
\ymomab^Xm(>mcd^Y+  Ymomcd^Xmomah,Y), 
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Smomac^  Xmamhd^  Y—imomady  Xmomhc^  T 
=  12 rmow «6,  Xmomcd^  YVmomcdfXfnomab^  YmomXY.abcdy 


3(mamac,  Xmomhd^  Y—mambd,  Xmomac^  Y) 
=  AfSmomady  Xmombc^  Y  VabcdtnomXY 

.\Ymomab,Xinomcd,  r+  Vmomedf  Xmomab,  r), 

zn   welch'  letzteren   fünf  Beziehungen    die  reeiproken  dnrch  Yertauschung 
Yon  a,  by  c,  d  mit  a  bezw.  /?,  y>  A  erhalten  werden  können. 

Es  ist  wieder  zu  bemerken,  dass  man  specielle,  nur  für  die  cubische 
Parabel  giltige  Sätze  erhält,  wenn  man  die  Schmiegnngsebene  tj  ins  Un- 
endliche verlegt,  wodurch  die  Abstände  aiy,  6iy,  cti^  dfl>  ^V  ^°  Wegfall 
kommen  und  die  Bedeutung  der  Grössen  mom  X  Y  u.  s«  w.  sich  etwas  ändert, 
weil  7  ebenfalls  ins  Unendliche  rückt,  also  dnrch  eine  Stellung  ersetzt 
werden  muss  (vergl.  den  Schlussparagraphen). 

§6. 

Die  Einführung  der  Momente  in  Bezug  auf  die  beliebige  Tangente  X 
der  cubischen  Baumcurye  lässt  sich  umgehen,  wenn  man,  wie  dies 
H.  Schröter  a.  a.  0.  gethan  hat,  die  Schnittpunkte  von  X  mit  den  zu  den 
Punkten  a  und  d  gehörigen  Schmiegungsebenen  abc=^(ic  und  bcdssi 
—  wir  wollen  dieselben  x^  und  o^  nennen  —  in  Betracht  zieht.  Da  X 
proportional  [x^x^  ist,  so  kann  bei  allen  in  Bezug  auf  X  homogenen 
Gleichungen  [x^x^]  an  Stelle  von  X  treten,  wodurch  z.  B.  das  äussere  Pro- 
duct  [a2)X]  sich  in  das,  dem  Inhalt  des  Tetraeders  abx^x^  proportionale 
labx^x^  verwandelt.  Auf  diese  Weise  folgen  z.  B.  aus  den  in  §  4  ge- 
fundenen Beziehungen 

mamad,X.bri,cfi  =  3mombc,  X.ari.dri, 


Amamab,  Xmomadj  X.cri^^  ^momac^  X^bti.dri 
die  gleichwerthigen 

adx^x^ .  &i} . C17  c=  Sbcx^x^ .ari.dti 
und  

Aabx^x^ .  adXiX2 .  cif  =  Sacx^x^^bti .  dijj 

welches  Verallgemeinerungen  Schröter'scher  Sätze  (a.  a.  0.  S.  302  und  303) 
sind.  Natürlich  leisten  in  dem  besprochenen  Falle  zwei  beliebige  Punkte 
der  Tangente  X  dieselben  Dienste,  wie  die  ganz  speciellen  Xi  und  x^t  aber 
wir  können  nach  Schröter 's  Vorgang  auch  Sätze  aufstellen,  bei  denen 
das  nicht  zutrifft. 

Für  die  Punkte  x^  und  x^  kann  man  die  Ausdrücke  nehmen: 

^  l  x^=b  +  2kc  +  X^d. 
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Denn,  weil  ^    , 

1  dx 

ist,   so  liegt  dieser  Punkt  jedenfalls  auf  der  znm  Punkt  x  gehörigen  Tan- 
gente X,  und  wegen  der  offenbar  yorhandenen  Beziehung 

auch  der  Punkt  a?|,  während  andeirerseits  der  Anblick  der  Gleichungen  17) 
lehrt I  dass  x^  in  der  Ebene  ahc^  x^  in  der  Ebene  hcd  sich  befindet 

Multiplicirt  man  die  obigen  Gleichungen  beide  mit  der  Schmi^gnngs- 
ebene  i^,  so  ergiebt  sich,  da  nach  9) 

igt:  [^^]  =  -  [«^^fl 

Weiter  folgt  aus  den  Gleichungen  17)  durch  Süssere  Multiplication  mit 
hcd,  ead  u.  s.  w.:       r    ,     ,t      r        ^      r  i.  ^ 

[ax^cd]  =  [ahx^d]  =  2X[ahci\, 
[ahx^d]  =■«  [ahcx^  ==  l^[ahcd]. 
Daher  hat  man  die  Proportionen: 

[Xibcd][ari]  :  [ax^cdjlpri}  :  [abXid][cri]  :  [aJ)cd][Xii{\ 
19)  =  [ax^cd][bri]  :  [a6fl:2d][ciy]  :  [abcx^][difi\  :  [abcdßlx^ri] 

=  ^»:~2Af4:A«:(f4-A)^ 

Femer  liefern  uns  die  Gleichungen  8),  wenn  wir  darin  [d^o^]  statt 
X  schreiben  und  18)  benützen: 

[cdx^x^][afi}[bri]  :  [bdXiX^][ari][cri]  :  [bcXiX^][ari][dri] 

:  [adx^x^][bri][cri]  :  [acx,x^][bri][dri\  :  [abx^x^]  [ci?]M  : [abcd][x^fi][x^i{\ 

=  f»*  :  2 Afi«  :  IV*  ••  3AV' :  2AV  •  ^*  :  (f* -  ^)*. 

Man  kann  wieder  auf  mannigfaltige  Art  k  und  jü  eliminiren  und,  weil 
die  entstehenden  Gleichungen  homogen  sind ,  ohne  Weiteres  fQr  die  Sasseren 
Producte  Tetraederinhalte  bezw.  Abstände  einführen.  Es  ergiebt  sieh  so 
folgende  neue  Beihe  Yon  Beziehungen: 

Wenn  irgend  eine  Tangente  einer  beliebigen  cabischen 
Baumcurve  die  zu  den  Punkten  a  und  d  gehörigen  Schmiegangs* 
ebenen  abc  und  bcd  eines  beliebigen  Schmiegungstetraederi 
abcd  derselben  in  den  Punkten  x^  und  x^  trifft,  während  i|  eine 
willkürliche  Schmiegungsebene  jener  Curye  bezeichnet,  so 
ist  a.  A.: 
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Xihcd.ati.x^fl  SS  aXiCd.hfi.Xifiy 


ax^cd.bvi.XiTi  =  abx^d.Cfi.Xitij 


ahx^d.Cfi  .x^fi  =  abcXf.dvi.Xifi, 


^Xibcd.ahcx^.ari.dfj  ===  axicd.abx^d.bfi.cfi^ 


^Xibcd.abXid.ati.  cti  =  ax^ccPbif, 


^ax^cd.abcxg.bti.dri  =  abx^cPeti^j 


Vxibcd.afi.x^fl  —  Vabcx^.dfi.Xyti  =  Vabed.x^ri 

(Verallgemeinerang  eines  Satzes  von  Schröter,  a.  a.  0.  S.  802), 


Vxibcd.afi  —  Vabx.d.Cfi  =  Vabcd.Xiti, 


Yax^ed.bri—  Vabox^.dri  =  Vabcd.x^rif 


2  x^bcd .  ari  +  ax^cd  .bfi  =  2yxJ>cd,abcd.airi.x^ifi^ 
2 ax^cd .bfi  +  abx^d .  cri  =  2fax^cd,abcd.bifi.x^ri^ 
axxcd.bri  +  2abxid.cifi  =  —^Vabxid.abcd.  cij.iCiiy, 


abx^d.  Cfi  +  2abox2.dfi  =  —^VabeXft.abcd.dfi-x^ri, 

VcdXiX^.ari.bri—  Vabx^x^,  cri.dri  =  r  aftcd-Äji^ .OJ^iy, 

(Verallgemeinerang  eines  Satzes  von  Schröter,  a.  a.0.  S.  302), 


bdXiX^.ari  .dri  —  acXiX^.bri  .dri 
=  2YbcXiX^.afi ,dnY abcd .  x^vi.x^ri 
XVcdx^x^.afi.bfi+Vabx^x^.  cti.  di^j, 
2cdXiX^.afi,bfi  —  bdx^x^.ari.cti  =  2V  cdXiX^^abcd.ari^bti^Xiti.Xitiy 


bdXiX^.ari.Cfi  ~  2bcXiX^.arf,dri 
=  2VcdXiX2>ari.bri  VabXiXi^cri  .dri  .abcd .x^r^^x^r^^ 


I  cdx^x^.ari  ,bfi —  bcx^x^.ari  .dri 

==VcdXiXi ,  ari  .briV  ab  cd .  x^Ti .  x^rj^V  cdXiX^ .  ari  ,bfi  +  Vabx^X2 .  Cfj ,  drj^ 


2cdXiX2-ari.bri  —  acXiX^.bri.dri 
=  2  Vcdxi  Xi .  a^cd  -ati.bfi.Xii],  x^ri 
.{y  cdxix^.ari.bfj  +  y  bcXiO^.afi  .dfi  +  y  abXiX^.cti.dfi). 
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Ans  jedem  der  obigen  Sätze  folgt  eine  besondere,  nur  fGLr  cubische 
Parabeln  giltige  Beziehung  darch  Weglassen  der  auf  die  Ebene  i}  besflg- 
lieben  Abstände  (yergl.  den  Schluss  von  §  4).  Die  ersten  drei  Gleichungen 
z.  B.  ergeben 

Xihcd  ==  ax^cd,    axicd  =  abx^d^    abxid  ^  abcx^f 
und  letztere  im  Verein  mit  jenen: 

arj :  5i/  =  61^  :  ciy  =  ci/ :  diy  ==  Xiti :  x^fi» 

um  schliesslich  noch  die  zu  den  obigen  dualistischen  Sätze  formaliren 
zu  können  I  muss  man  die  Yerbindungsebene'n  §|  und  |^  der  Tangente 
X=^XiX^  mit  den  Curvenpunkten  a  und  d  einführen.  Bei  Benützung  der 
früheren  Bezeichnungen  ist  dann  z,  B.: 


sini^ßyd.  ay .  I^y  =  sina^^yö .  ßy .  ^^y,     u.  b.  w., 
Vsin^ißyd.ay  —  Vsinaß^^ö.yy  ^^Vsinaßyd  .^ly^    u.s.  w., 

fsinyö^i^^.ay.ßy-'Vsinttß^^^iyy.öy  =  J^^tnajSyd.  |,y.  ^y,      u.8,w. 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  4)  und  10)  könnte  übrigens  ein  Theil  aller 
dieser  Sätze  auf  eine  andere  Form  gebracht  werden,  so  dass  nur  Abstände 
zwischen  Punkten  und  Ebenen  vorkämen;  der  erste  mit  seinem  reciproken 
z.  B.  auf  die  folgende: 

Xiö .ari  ,x^ri.  &y  =  x^y  .bff  .Xiti^aö, 

Ixd.ay  .l^y,ßc=-  ^iC . ßy .  i^y . ad. 

§  7.   Erstes  TJebertragungsprincip. 
Zufolge  11),  9)  und  9^)  hat  man 

T-ferir  =  -fJrÄT  =  (»» -  A)»[a»c«r]-«, 

[xd][r,d]         [l<f][yd]        vt-       '  L         j    • 
oder,  da  nach  §  1  [a;ij]  =  «i; .  |  a;  | .  1 1)  |  n.  s.  w.  ist, 

,     xd.t,d.\d\.\d\       ^d.yd.\d\.\5\       ^'^       /L    .    J    . 
also:  

21)     }^     ^%     -?^-#i {^-l)P'\d\.\S\.ial>cd\-K 

'        xö  •  fid         '         sd.yo 

Wir  bilden  nun  die  betrachtete  Baumcurye  dritter  Ordnung  auf  eine 
gerade  Linie  ab,  indem  wir  auf  letzterer  einen  Anfangspunkt  und  die 
positive  Richtung  beliebig  wählen  und  dem  zum  Parameterwerth  it  gehöriges 
Punkt  X  der  Curve  denjenigen  Punkt  x'  der  Geraden  zuordnen ,  dessen  Ent- 
fernung vom  Anfangspunkt  gleich  l  ist.  Bezeichnet  ebenso  y  das  Bild  das 
zum  Parameterwerth  jü  gehörigen  Curvenpunkts  y,  so  ist  demnaoh  die  Eat- 
fernung  der  Bildpunkte  x'  und  y   gleich  (jü  —  A).     Sieht  man  d  als  eineB 
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festen  Punkt  der  Cnrye  an ,  so  erscheinen  die  Gewichte  |  d  \  und  |  d  |  als 
Constanten  und  es  wird  folglich  die  Strecke  xy  den  in  21)  angegehenen 
dritten  Wurzeln  proportional.    Wir  haben  somit  folgendes 

1.  üebertragungsprincip:  Aus  jeder  homogenen  Beziehung 
zwischen  Strecken  einer  und  derselben  Geraden  ergiebt  sich 
ein  Satz  über  die  cubische  Baumcurye,  wenn  man  statt  einer 
beliebigen  Strecke  xy  der  Geraden  den  Ausdruck 


oder  den  ihm  gleichen 


xd .  r^d 

^      Id.yh 

setzti  wo  X  und  y  zwei  beliebige  Punkte  der  Curye,  \  und  f{ 
ihre  Schmiegungsebenen  in  diesen  Punkten  sind,  d  dagegen 
einen  willkürlichen  festen  Punkt  der  Curve,  d  die  Schmiegungs- 
ebene  in  demselben  bezeichnet. 

Betrachten  wir  das  einfachste  Beispiel  für  die  Anwendung  dieses 
Princips.    Bei  n  beliebigen  Punkten  1,  2,  3,...n  einer  Geraden  ist 

12 +  23  +  34+. .  +  *n:  =  o. 

Dies  liefert  den  Satz: 

Sind  x^^  ^,  0^3,.. .07^1  d  (n  +  1)  beliebige  Punkte  einer  Baum- 
curve  dritter  Ordnung  und  £,^  i^^  $8i-*-^">  ^  ^^®  zugehörigen 
Schmiegungsebenen  derselben,  so  ist: 

j/  ^   +^  ^^  +...  +  // ^-^g"  +7y_M_^o. 

Durch  die  vorhin  eingeführte  Abbildung  der  Curve  dritter  Ordnung 
auf  dine  Gerade  werden  offenbar  beide  Linien  projectiv  auf  einander  be- 
zogen, so  dass  Gleichheit  zwischen  dem  Doppelverhältniss  von  vier  be- 
liebigen Paukten  x^^  x^,  x^^  x^  (oder  den  zugehörigen  Schmiegungsebenen) 
der  Curve  und  demjenigen  ihrer  Bildpunkte  besteht.  Schreibt  man  aber 
mit  Hilfe  des  gefundenen  Debertragungspriucips  den  Ausdruck  hin,  welcher 
dem  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten  einer  Geraden  entspricht,  so  heben 
sich  darin  die  auf  d  und  ö  bezüglichen  Abstände  gegenseitig  auf  und  man 
erhält  für  denselben: 


Augenscheinlich  ist  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  linker 
Hand  z.  B.  gleich  dem  Doppelverhftltniss ,  welches  die  Punkte  x^ ,  x^  und 
die  Schnittpunkte  der  Geraden  x^x^  mit  den  Ebenen  ^,  {4  (oder  auch  die 
Verbindungsebenen  der  Punkte  jC, ,   x^  mit  der  Schnittlinie  von  I3  und  $4 

ZeitBchrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  40.  Jahrg.  1895.  4.  Heft.  15 


226  Metrische  Eigenschaften  der  cabischen  Banmcnnren. 

sowie  die  Ebenen  §3  und  I4)  zusammen  liefern.  Wir  wollen  dasselbe  das 
Doppelverhältniss  der  vier  Elemente  x^x^^^^^  nennen  und  können  dann 
folgenden  Satz  aussprechen: 

Das  Doppelverhältniss  von  vier  beliebigen  Punkten  einer 
cubischen  Baumcurve,  oder  dasjenige  der  zugehörigen 
Schmiegungsebenen  (das  heisst  das  DoppeWerbältniss  der  vier  Ebenen, 
durch  die  jene  vier  Punkte  aus  irgend  einer  Sehne  der  Curye  projiciit 
werden,  bezw.  das  DoppeWerhältniss  der  vier  Punkte,  in  denen  jene 
Schmiegungsebenen  von  irgend  einer  „Achse"  —  Schnittlinie  zweier 
Schmiegungsebenen  der  Curye  —  geschnitten  werden),  ist  gleich  der 
Cubikwurzel  ans  dem  Doppelverhftltniss,  welches  die  ersten 
beiden  Curvenpunkte  zusammen  mit  den  Schmiegungsebenen 
in  den  beiden  anderen,  oder  die  ersten  beiden  Schmiegungs- 
ebenen zusammen  mit  den  Anschmiegungspunkten  der  beiden 
übrigen  bestimmen.* 

§  8.    Zweites  TJebertragungsprinoip. 
Aus  den  Gleichungen  12)  und  8)  folgt,    wenn  man  die  zuin  Punkt  d 
gehörige  Tangente  cd  der  Curve  mit  D  bezeichnet: 

— — = =: =  (tt—  A)*  aftcdj"* 

[XD][YD]        m<mXDfnomYD.\D\^        vr       /  i         j    t 

oder: 


/^— =^^ = ('^  -  ^)h^nachä]-\ 


22) 

^     momXJD mom  YD 

Durch   eine  ähnliche   Betrachtung,   wie   die  im  vorhergehenden  Par»- 
grapbeu  angestellte,  findet  man  daher  folgendes 


*  Man  kann  diesen  Satz  einfacher  und  directer  beweisen,  wenn  man  dit 
Punkte  a  und  d,  die  ja  zwei  beliebige  Punkte  der  Curye  sind,  und  zwei  be- 
liebige andere  Punkte  x  und  y  dereelben  zusammen  betrachtet.  Durch  äussere 
Multiplication  der  Gleichungen 

a;  =  a-f  3X6-f  3i«c  +  X'd 
und 

y  =  a -f  3^6+ 3/[t*c-f  ^'(2 

mit  der  Sehne  ad  der  Curve  erhält  man 

[adx]  =  -3X{[ahd]  +  X[acd]), 

lady]  =  -S(i([abd]  +  (i[acd]), 
das   heisst  das  Doppelyerhältniss   der  yier  Punkte  a,  d^  x^  y  ist  gleich  ß :  l 
Multiplicirt  man  aber  jene  Gleichungen  mit  der  Schnittlinie  bc  der  zu  den  Panktec 
a  und  d  gehdrigen  Schmiegungsebenen  a^^ahc  und  d^bcd,  so  kommt 

[6ca;]  =  [a5c]  +  Z«[&c?d], 
lbcy]  =  [abc]+ii'[bcd], 
wonach  das 'durch  die  Elemente  a^  d^  x,y  bestimmte  Doppel verh&ltniss  den  Wertb 
fi» :  1»  hat. 
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2.  üebertragnngsprinoip:  Ans  jeder  homogenen  B.eziehnng 
zwischen  Strecken  eioer  nnd  derselben  Geraden  ergiebt  sich 
ein  Satz  über  die  cnbische  RanmcurTe,  wenn  man  statt  einer 
beliebigen  Strecke  der  Geraden  den  Ausdruck 

4i 


f: 


momXT 


mom  XD  mom  TD 

setzt,   wo  X  und   Y  zwei    beliebige  Tangenten  der  Curye  sind 
und  D  eine   willkfirliche   feste  Tangente   derselben   bezeichnet. 

Dabei  hat  man,  ^ie  leicht  einzusehen  ist,  den  zu  zwei  Tangenten- 
paaren Zr  und  X^  7^  gehörigen  vierten  Wurzeln  dann  und  blos  dann  gleiches 
Vorzeichen  zu  geben,  wenn  eine  veränderliche  Tangente,  die  stetig  und 
ohne  umzukehren  an  der  Curve  so  hingleitet,  dass  sie  aus  der  Lage  X  in 
die  Lage  T  ohne  üeberschreitung  der  Lage  D  kommt,  durch  dieselbe  Be- 
wegung auch  aus  der  Lage  Xi  in  die  Lage  F|  gelangen  kann,  ohne  durch 
die  Lage  D  hindurchgehen  zu  müssen. 

Benützen  wir  als  Beispiel  wieder  die  einfachste  Streckenbeziehung ,  zu 
der  n  Punkte  einer  Geraden  Anlass  geben.     Wir  erhalten  den  Satz: 

WennZ^,  X,,  X3, . . .  Z»,  2>  (n  +  1)  beliebige  Tangenten  einer 
Baumcurve  dritter  Ordnung  yorstellen,  so  ist 


1/         mom Z| X^ ,   7/  mamX^X^ 

^        «MAMA  7.  71  «M/MM  7    7)  ^        «MAfn  7-  n«n/im 


momXtDmamX^D      ^      momX^DmomX^D 

^j/        momXnX,         ^^ 
'     momXnDmomX^D 

Ist  die  Streckengleichung»  von  der  man  ausgeht»  in  Bezug  auf  die 
Endpunkte  der  darin  vorkommenden  Strecken  homogen,  so  werden  in  dem 
SatZ|  den  das  besprochene  üebertragungsprincip  liefert,  die  Momente  in 
Bezug  auf  die  feste  Tangente  D  herausfalleu«  So  ergiebt  z.  B.  die  bekannte 
Beziehung  12.34  +  13.41+14.23  =  0 

zwischen  vier  beliebigen  Punkten  1,  2,  3,  4  einer  Geraden  den  Satz: 

Zwischen  vier  beliebigen  Tangenten  X|,  X^,  Z3,  X^  einer 
cubischen  Baumcurve  besteht  die  Beziehung 

y  momX^ X^mom  Z3Z4  +  y  mom X^X^ momX^X^ 

+ymomXiX^  mom  X^  =  0. 

(Dieser  Satz   kann   übrigens   leicht  auf  den  vorhergehenden  zurückgeführt 

werden  und  ist  eigentlich  schon  in  §  5  vorgekommen.) 

Endlich  erhalten  wir  noch  (vergl.  den  Schluss  von  §  7)  den  Satz: 
Das  Orassmann'sche  Doppelverhäitniss  von  vier  beliebigen 

Tangenten   einer   Baumcurve    dritter   Ordnung    ist    gleich   der 

16* 
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vierten  Potenz  des  Doppelverhältnisses  der  xugehörigen  Be> 
rttbrungspunkte  (oder  der  vier  Schmiegungsebenen,  in  welcben 
jene  Tangenten  liegen).* 

§  9.    Drittes  Uebertragongsprincip. 

Wenn  x  und  y  zwei  beliebige,  den  Parameter wertben  A  und  (jl  ent- 
sprechende Punkte  der  untersuchten  Baumcurve  dritter  Ordnung  sind,  so 
wollen  wir  den  sechsfachen  Inhalt  des  zur  Sehne  xy  gehörigen  Schmiegongs- 
tetraeders  der  Curve  mit  V{xy)  bezeichnen.  Um  .zunächst  für  die  beiden 
noch  nicht  bekannten  Ecken  dieses  Tetraeders^  die  wir  Xß  und  y^  nennen 
wollen,  eine  Darstellung  zu  finden,  schlagen  wir  folgenden  Weg  ein.  Jeder 
Punkt  der  in  x  an  die  Curve  gelegten  Tangente  X  lässt  sich  in  der  Form 

dx 

schreiben.  Damit  dieser  Punkt  in  der  zum  Punkt  y  gehörigen  Sohmiegvngs- 
ebene  ri  liegt,  muss  sein  Süsseres  Product  mit  ti  Yerschwinden,  lUso 

sein.     Nach  11)  ist  aber     r     ^       ,        ,Nor   x    ^i 
also: 


mithin: 


[äf^]^^t^^^  =  -^^'*^^^'t^^'^^' 


Ebenso  findet  man  fUr  den  Schnittpunkt  der  zum  Punkt  x  gehörigen 
Schmiegungsebene  |  mit  der  Curventangente  Y  im  Punkt  y  den  Ausdruck: 

*  Zu  dem   von   Grassmann   aufgestellten  Doppelverhältniss  von  vier  la 
einander  windschiefen  Geraden  Tergleiche  man  die  interessanten  Ausführimgeii 
von   E.  Study  in  Grassmann's   gesammelten  Werken  Band  3  Theil  1  S.  409 
(Anmerkung  zu  S.  272).     Man  beweist  übrigens  den  obigen  Satz  am  einfadislefi 
so:    Wie  wir  in  der  Anmerkung  auf  S.  226r  sahen,  ist  das  DoppelTerhäitnias  der 
vier  beliebigen  Curvenpunkte  a,  d,  x^  y  gleich/»:  X.    Durch  äussere  Multiplication 
der  Gleichung  2)  und  der  entsprechenden  fQr  Y  mit  den  zu  den  Punkten  a  und 
d  gehörigen  Tangenten  A=.[ah]  und  D  =  [cä\  erhält  man  aber 
[AX]  =  l*[ahcd] ,    \XD]  =  \ahcd], 
[AY]=:it,^[ahcd\,    [YD]=^[ahcd\, 
also  ist  das  Doppelverhältniss  der  vier  Geraden  A^  D,  X,  F,  nämlich: 

[AX]   .   [AY]    _  momAX,  momÄY 

[XD]   '   [YD]        momXD^  momYD' 
gleich  (i^ :  X*.    Wie  ich  nachträglich  bemerkt  habe,  hat  Sturm  den  frag^licbcB 
Satz,  als  von  Voss  herrOhrend,  in  etwas  anderer  Form  schon  in  „Crelle's  Journal 
für  die  reine  und  angewandte  Mathematik**  Bd.  86  S.  130  (1879)  miigetheill. 
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mit  ^_ 


Q  =■ 


3 

Das  Sassere  Prodact  der  Ecken  des  fraglichen  Scbmiegangstetraeders 
wird  daher 

r*«;.wy]  =  [*(«  + P  ^)  (y+ «^)y]  =  - f4*^«'lf]' 

also,  weil  nach  §  2 

nnd  nach  12)  „  i>4r  t.   ji 

ist, 

[xi^ßyxy]  =  (/*  -  A)«[a&cd]- 

Bestimmen  wir  noch  die  äusseren  Prodacte  der  Punkte  Xfk  und  yx  mit 
der  Schmiegnngsebene  d.    Nach  9')  ist 

folglich 

nnd  daher  r     »i       r    »i       r  ^    -.i 

Denselben  Werth  bat  offenbar  [yx^\ 
Also  wird 

^j^M^ ^J!y)_ i^-inahcd]-\ 

oder  j    

23)         1/      -    -^^J:JL  ='(^-i)f|a|«[al>cd3-». 

r         xö  .  XßO  .yio  .yo 

Wir  erhalten  somit  (vergl.  die  beiden  vorhergebenden  Paragraphen) 
folgendes 

3.  üebertragnngsprincip:  Aas  jeder  homogenen  Beziehung 
zwischen  Strecken  einer  und  derselben  Geraden  ergiebt  sich 
ein  Satz  über  die  cnbische  Baumearve,  wenn  man  statt  einer 
beliebigen  Strecke  der  Geraden  die  sechste  Wurzel  aus  dem 
Inhalt  eines  beliebigen  Schmiegungstetraeders  der  Curve, 
dividirt  durch  die  sechste  Wurzel  aus  dem  Product  der  Ent- 
fernungen der  Ecken  dieses  Tetraeders  von  einer  willkarlichen 
festen  Sohmiegungsebene  der  Gurve,  oder  dualistisch  die 
sechste  Wurzel  aus  dem  Sinus  des  Schmiegungstetraeders, 
dividirt  durch  die  sechste  Wurzel  aus  dem  Product  der  Ent- 
fernungen der  Seitenebenen  des  Tetraeders  von  einem  will- 
kürlichen festen  Punkt  der  Gurve,  setzt. 
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üeber  die  Vorzeichen  der  fraglichen  sechsten  Wurzeln  Ifisst  sich  eine 
ähnliche  Regel,  wie  in  §  8,  aufstellen. 

Wir  beschränken  uns  auf  ein  Beispiel,  das  dem  ersten  der  in  d» 
§§  7  und  8  vorgeführten  entspricht. 

Sind  Xiy  x^j  XQ.,.Xuy  d  (n  +  1)  beliebige  Punkte  einer  Baum- 
curve  dritter  Ordnung  und  g^,  §,,  Sj...!«,  8  die  zugehörigen 
Schmiegungsebenen,  bezeichnet  ferner  Fiti  resp.  jSswa/  den  sechs- 
fachen Inhalt  resp.  den  Sinus  des  zur  Sehne  XkXi  (oder  dem 
Schmiegungsstrahl  ^^)  gehörigen  Schmiegungstetraede  rs; 
Xki  resp.  ^ki  den  Schnittpunkt  der  Curventangente  in  xm  mit 
der  Schmiegungsebene  ^  resp.  die  Verbindungsebene  jener 
Tangente  mit  dem  Punkt  X/,  so  ist 

i7=^C= + v'=^c=  +  ■  • 

r      X^Ö.Xi^Ö.X^iÖ.X^S        V    X^Ö.Xf^Ö  ,X^2^'^i^ 


+v-—:-- 0- 

Y     Xn^  >Xti\0  ,XitiÖ  •  XgÖ 

i/~_^^i I  r/ g*^!? I 

y  ^id.it,d.i^id,i,d    r  ^^d.i^d.^d.^^d 

y    iud.inld.^ind.i,d 

Bei  der  cubischen  Parabel,  welche  unter  ihren  Schmiegungsebenen  die 
unendlich  ferne  Ebene  hat,  kann  man  letztere  statt  der  beliebigen 
Schmiegungsebene  i  nehmen,  wodurch  bei  der  Anwendung  des  ersten  Theils 
des  obigen  üebertragungsprincips  die  Entfernungen  der  Ecken  der  Schmiegongs- 
tetraeder  von  d  in  Wegfall  kommen  (yergl.  den  Schluss  von  §  4).  Man 
erhält  so  das  specielle  üebertragungsprincip,  das  Gino  Loria  in  seiner, 
in  der  Einleitung  angefahrten  Abhandlung  ausgesprochen  hat,  und  welches 
auch  leicht  aus  einem  Satz  von  Schröter  (a.  a.  0.  S.  308)  folgt 

§10. 

üeber  die  Inhalte  bezw.  Sin  der  Schmiegungstetraeder  einer  cnbisehen 
Baumcurve  sollen  jetzt  noch  einige  Sätze  abgeleitet  werden,  die  zum  Theil  in 
der  besonderen  Form,  die  man  ihnen  bei  der  cubischen  Parabel  geben  hann»  in 
Schröter's  mehrfach  erwähnter  Arbeit  (a.  a.  0.  auf  S.  307)  vorkommen. 
Wir  dürfen  annehmen,  die  Parametervertheilung  auf  der  Curve  sei  so  vor- 
genommen, dass  irgend  einem  bestimmten  Werthe  des  Parameters,  etwa 
Isss^l^  ein  willkürlicher  Punkt  e  der  Curve  entspricht.  Die  Tai^fente  bemw« 
Schmiegungsebene  in  diesem  Punkt  heisse  E  bezw.  s,  (Solche  willkfirlicfae, 
aber  als  fest  betrachteten  Elemente  kamen  schon  in  den  früheren  Para- 
graphen vor;  in  den  §§7—9  waren  es  der  Punkt  d  mit  der  Tangente  D 
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und  der  Schmiegungsebene  d).  Zur  Vereinfachung  des  sprachlichen  Aus- 
drucks werden  wir  einige  Benennungen  anwenden,  die  bisher  schon  mit 
Nutzen  hätten  gebraucht  werden  können,  unter  der  reducirten  Ent- 
fernung zweier  Punkte  oder  eines  Punktes  von  einer  Ebenem  dem  redu- 
cirten sin  eines  Flächenwinkels,  dem  reducirten  Moment  zweier 
Geraden,  dem  reducirten  Inhalt  eines  Tetraeders  (als  bestimmt 
durch  seine  vier  Ecken),  dem  reducirten  Sin  eines  Tetrae.ders  (als 
bestimmt  durch  seine  vier  Seitenebenen)  u.  s.  w.  wollen  wir  den  Quotienten 
verstehen,  der  zum  Zähler  die  betreffende  metrische  Grösse  hat,  zum  Nenner 
dagegen  das  Product  der  Entfernungen  der  jene  Grösse  bestimmenden  Ele- 
mente —  wenn  es  Punkte  oder  Ebenen  sind  —  vom  festen  Punkt  e  bozw. 
der  festen  Schmiegungsebene  e,  oder  das  Product  der  Momente  in  Bezug 
auf  die  feste  Tangente  E,  wenn  es  Geraden  sind.  Es  mögen  die  reducirten 
metrischen  Grössen  durch  Vorsetzen  des  Buchstabens  9i  bezeichnet  werden. 
Hiernach  ist  z.  B.  die  reducirte  Entfernung  des  Punktes  x  von  der  Ebene  17 

S«^=     —1-     > 

xs  ,rie 

das  reducirte  Moment  der  Geraden  X  und  T 


9imoniZr  = 


momXY 


momXEmomYE 
der  reducirte  sechsfache  Inhalt  des  Tetraeders  ahed 


(o    ,     ,                ahcd 
gta6cd= y 

u.  s.  w.  (Wenn  c  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  zusammenföllt ,  gehen 
die  reducirten  Entfernungen  von  Punkten  und  die  reducirten  Inhalte  in  die 
gewöhnlichen  über.)  Bei  der  oben  gemachten  Annahme,  dass  den  festen 
Elementen  e^  JE7,  e  der  Parameterwerth  1  =  —  1  entspreche,  erhält  man 
aus  den  Gleichungen  11),  12)  und  9): 

24)  [x,]  =  [le]  =  -  (1  +  lf[alcd\, 

25)  [Z^]  =  (l+A)*[a&cdJ, 

26)  [aO  =  [li]  =  [cb]  =  [dB]  =  -  \ahcd\. 

Seien  x  und  y  die  Punkte,  in  welchen  die  Schmiegungsebenen  §  und 
1}  den  beliebigen  i^Schmiegungsstrahl"  oder  die  „  Achse  ^  hc  (die  Schnitt- 
linie der  beiden  Schmiegungsebenen  o  und  S)  schneiden.    Man  kann  setzen 

x=h  +  Xc^    y==&  +  j*c, 
denn  es  ist  z.  B. 

[^'a  =  [H]  +  A[cS]  =  (-  i*  +  X^)[ahcä]  =  0 

(siehe  Gleichung  9),  also  liegt  in  der  That  x'  in  £.    Wegen  26)  erhält  man 
[xb]  =  [ht]  +  l[cz]  =  -  (1  +A)[a6cd], 
\y,]^^{\+^)[ahcdl 
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Ferner  ist  r  '  n       /        i\ri.  i 

Man  mnltiplicire  diese  Gleichung  mit  einem  Feld  F  (äasseren  Prodact 
zweier  Strecken),  dessen  Inhalt  1  und  dessen  Stellung  senkrecht  zur  Ge- 
raden hc  oder  xy  ist,  und  dividire  dann  durch  das  Prodact  der  beiden 
vorhergehenden  Gleichungen.     Es  kommt 

[xy'F]     ^ iy  _    ^  f*~-^         rft.pii 

Mb'O       Tl.ie'Ätl'      (1  +  A)(1  +  ^)L^'^J' 
oder 

xy  fi  — A 


Dualistisch  dazu  ist 

^''     ^'^^°  W°  c+wVrt  '^'■^•'i'i' 

WO  ^  und  97'  die  beiden  Ebenen  bezeichnen,  durch  welche  die  Carren- 
punkte  x  und  y  aus  der  beliebigen  Sehne  ad  oder  ßy  der  Cnrye  projicirt 
werden  (und  F'  ein  zu  ad  senkrechtes  Feld  vom  Inhalt  1  Yorstellt). 

Da  £  an  Stelle  der  in  §  10  benützten  festen  Schmiegungsebene  6  ge- 
treten ist,  müssen  jetzt  statt  [Xfi6'\  und  [yxS]  die  äusseren  Producta  [x^ut] 
und  [yxB\  berechnet  werden.     Nun  ist  nach  24) 

folglich.  [*o=-(i+i)n«^««*i. 

'""'*  [x,.]=  [(a.  +  ^*^).]  =  -(l  +  i)'(l+^)[«6cdJ 

und  entsprechend        ^^^^^  ^  _  ^^  ^  ^^^^  ^  ^^,^^^^^ 

In  §  9  wurde  gefunden 

[^Xf^yiV]  =  0*  —  A/[a6cei]. 
Daher  ist 


[xx^yiy]       ^  xx^yxy  ^      (f^-^Y      r  ,  ^., 

mithin  der  reducirte  sechsfache  Inhalt  des  zur  Sehne  xy  gehörigen  Schmie- 
gungstetraeders 

xe.x^E,yxE.ys        K^-r^)  U"+-^; 

Einen  entsprechenden  Ausdruck  giebt  es  für  den  reducirten  Sinus  eines 
Schmiegungstetraeders,  nämlich 

28-)  8tSm(|,)  =  (i^%7(i^^^),  kr Wyfl-'. 
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Durch  Vergleicbnng  von  27)  und  28)  ergiebt  sich  zunächst  folgender 
Satz  (vergl.  den  besonderen  Fall  bei  Schröter  a.  a.  0.  S.  308): 

Die  bezüglich  einer  willkürlichen  festen  Schmiegungs- 
ebene  einer  cnbischen  Raumcurve  reducirten  Inhalte  der  zu 
zwei  beliebigen  Sehnen  dieser  Curve  gehörigen  Schmiegungs* 
tetraeder  verhalten  sich  zu  einander,  wie  die  sechsten  Potenzen 
der  reducirten  Längen  der  beiden  Strecken,  welche  die 
Schmiegungsebenen  in  den  Endpunkten  je  einer  Sehne  auf 
einem  beliebig  gewählten  Schmiegungsstrahl  (der  Schnittlinie 
irgend  zweier  Schmiegungsebenen  der  Curve)  ausschneiden. 

Auf  Omnd  von  27')  und  28')  können  wir  hinzufügen,  dass  die  frag- 
lichen reducirten  Inhalte  sich  auch  verhalten  wie  die  sechsten  Potenzen 
der  sin  der  Flächenwinkel,  durch  welche  die  beiden  Sehnen,  zu  welchen  die 
Schmiegungstetraeder  gehören,  aus  einer  beliebig  gewählten  Sehne  der  Curve 
projicirt  werden,  sowie,  dass  die  reducirten  iSin  jener  Schmiegungstetraeder 
in  demselben  Verhältniss  stehen. 

Die  Gleichungen  11),  12),  24),  25)  liefern  uns  femer: 

[re][r,e]  "  [|c][ye]  "  (1  +  i)'(l  +  f»)"  ^         ^    ' 
[xmTE]  -  (1  +  i)'(l  +  f,y  ^""""^    ' 


oder: 

29)  mlTfi^mv^  (i^^y(/?^^)s  \e\.\e\.[abcd]-\. 

30)  »l «om Zr  =   (1+1)7(1^^^^)4  I ^ I* [«&«<»] -'• 

Sonach  besteht  noch,  wie  die  Gegenüberstellung  von  28)  und  30) 
bezw.  29)  zeigt y  der  weitere  Satz: 

Die  Quadrate  der  reducirten  Inhalte  (wie  auch  der  redu- 
cirten Sinus)  der  Schmiegungstetraeder,  die  zu  zwei  beliebigen 
Sehnen  einer  cnbischen  Raumcurve  gehören,  verhalten  sich 
wie  die  dritten  Potenzen  der  reducirten  Momente  der  Tangenten 
in  den  Endpunkten  je  einer  Sehne,  und  wie  die  vierten  Potenzen 
der  reducirten  Entfernungen  eines  Endpunktes  je  einer  Sehne 
Ton  der  Schmiegungsebene  im  anderen  Endpunkt. 

§11. 

H.  Schröter  hat  a.  a.  0.  S.  305  den  Satz  bewiesen: 

Irgend    vier    Punkte     einer    cnbischen    Parabel     sind     die 

Ecken    eines    derselben   einbeschriebenen   Tetraeders;  die   vier 

Schmiegungsebenen  in  diesen  Punkten  bilden  ein  zugehöriges, 

der   cnbischen  Parabel    umschriebenes  Tetraeder;    das  Volumen 


234  Metrische  Eigenschaften  der  cnbischen  Baumcnryen* 

des   einbeschriebenen  Tetraeders   ist   das   nennfache   von   dem 
Volumen  des  umschriebenen« 

Nach  allem  Vorhergegangenen,  man  vergleiche  namentlich  §  10, 
dürfen  wir  bestimmt  vermuthen,  dass  dieser  Satz  auch  ftlr  beliebige 
Baumcurven  dritter  Ordnung  gilt,  vorausgesetzt,  dass  man  statt  der  Raum- 
inhalte selbst  die  bezüglich  einer  beliebigen  Schmiegungsebene  der  Cnrve 
redncirten  Rauminhalte  nimmt.  Die  folgende  Untersuchung  wird  das 
bestätigen  und  ausser  dem  dualistischen  Satze  auch  noch  eine  neue  Eigen- 
schaft der  cnbischen  Parabel  ergeben.  Wir  nehmen  zu  £cken  dee  ein- 
geschriebenen Tetraeders  die  zu  den  Parameterwerthen  0,  A,  ft,  oo  ge- 
hörigen  Cnrvenpunkte  a,  x,  y,  d,  von  welchen  der  erste  und  leUte  ja 
auch  als  willkürlich  zu  betrachten  sind.  Fasst  man  das  äussere  Product 
der  Gleichungen:  x^a+3Xh  +  Sk^c  +  }?d, 

y  =  a+3f*ft  +  3fA«c+fA»(« 
zwischen  die  Factoren  a  und  d,  so  foUen  die  a  nnd  d  enthaltenden  Glieder 
weg  und  es  kommt       |-^^y^j  ^  g;^^^^  _  k)[ahcdl 
Daher  ist: 

Wir  haben  jetzt  die  Ecken  des  durch  die  vier  Schmiegungsebenen  O; 
I,  fli  ö  bestimmten  Schmiegungstetraeders  auszudrücken.  Zwei  derselben 
bestehen  in  den  Schnittpunkten  x  und  y  des  Schmiegungsstrahles  ad  oder 
hc  mit  $  und  f^,  für  welche  in  §  10  gefunden  wurde: 

x^h  +  Xc,    y=h  +  iiCy 

[xi]  =  -  (1  +  X)[ahcd],     [ye]  =  -  (1  +  (i)[ahcd] 

Die  beiden  übrigen  Ecken  —  sie  mOgen  a  und  d^  heissen  —  liegen 
auf  der  Schnittlinie  von  $  mit  ri  und  ausserdem  der  erste  in  der  Ebene 
a  B3  a&c,  der  andere  in  der  Ebene  4  =  (cd ,  kOnnen  also  durch  Oleichangen 
der  Form:  a'==a  +  Qh  +  ac,    d'=h  +  TC  +  vd 

dargestellt  werden.  Drückt  man  mit  Hilfe  der  Oleichungen  9)  die  ftusseren 
Producte  der  Punkte  a  und  cT  mit  den  Ebenen  i  und  ij  aus  nnd  setzt 
dieselben  gleich  Null,  so  kommt  nach  Weglassung  des  bekanntlich 
von  Null  verschiedenen  Factors  [ah cd]: 

X^-QX^+aX=.Oy     (i^-Q(i^+iS(i  =  0, 

-X'^+tX  -  t;  =  0,     -fi*+T|*~  t;  =  0. 

Hieraus  ergiebt  sich 
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Somit  hat  man 

[axyd]  =  X(i((i  —  X)[ahcd] 
und  wegen  26) 

[at]  =  M  =  -  (1  +  i)(l  +  t^)[abcd]. 
Daher  wird 

Folglich  ist  in  der  That 


fftaxyd^dmaxyct. 

Der  reciproke  Satz  bedarf  nach  §  2  keines  besonderen  Beweises.  Er 
Iftsst  sich  folgendermassen  aussprechen : 

Der  bezüglich  einer  beliebigen  Schmiegangsebene  einer 
cabischen  Banmcarve  reducirte  Sinns  irgend  eines  der  Curve 
umschriebenen  Tetraeders  ist  das  neunfache  von  dem  redu- 
cirten  Sinusdesjenigen  der  Curveeinbeschriebenen  Tetraeders, 
dessen  Ecken  in  den  Anschmiegungspnnkten  der  Seitenebenen 
des  ersten  Tetraeders  bestehen. 

Gtehen   wir   zu   dem    ersten    Satz    zurück    und    wenden  ihn  auf  eine 

cubische  Parabel  an,  so  ist  also,  wenn  6  eine  beliebige  Schmiegungsebene 

bezeichnet,                     T^^Ta  »'^'Jx 

'  axya         ^  ax  y  a 

as  .XB.ys.  de  as  x'b. ys . d^e 

aber  andererseits  nach  dem  SchrOter*schen  Satz  (der  sich  hieraus  ergiebt, 

wenn  man  §  die  unendlich  ferne  Schmiegungsebene  der  cubischen  Parabel 

bedeuten  lässt),  ^^  ^  97?7^. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt 

as.  xe  ,ye  .  de  s=  ae.xB.  y  e^de, 
oder  in  Worten: 

Steht  ein  beliebiges,  einer  cubischen  Parabel  einbeschrie- 
benes Tetraeder  zu  einem  derselben  umschriebenen  Tetraeder 
in  der  Beziehung,  dass  die  Ecken  des  ersteren  die  Anschmieg- 
ungspunkte  der  Seitenebenen  des  letzteren  sind,  so  haben  die 
Producte  der  Entfernungen  der  Ecken  dea  einen  und  des  an- 
deren Tetraeders  von  irgend  einer  Schmiegungsebene  der  cubi- 
achen  Parabel  beide  denselben  Werth« 

Wir  wollen  jetzt  noch  den  reducirten  Inhalt  eines  beliebigen,  einer 
allgemeinen  cubischen  Banmcurve  einbeschriebenen  Tetraeders  berechnen, 
dessen  Ecken  a?|,  x^^  x^,  x^  heissen  und  zu  den  Werthen  X|,  A,,  A,,  l^  des 
Parameters  gehören  mögen.  Der  Einfachheit  wegen  lassen  wir  die 
Schmiegungsebene  e  jetzt  mit  d  zusammenfallen.     Es  ist  dann 

xi=  a  +  iXib  +  3A«,c  +  A^(J,      (t  =  1,  2,  3,  4) 
also: 
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[x^x^Xj^x^]  =  9 


1     Aj     X\     l\ 

1      A3     X  3     A3 
1       It      X\      i»4 


folglich  [siehe  9')]: 

^^)      l  Xid.x^S.x^d.x^d 

I  =9(A,-;,)(A,~A3)(X,~A,)(X,-A3)(X,~A,XA3-i,)|^|na6ca]-'. 

Der  sechsfache  Inhalt  des  znr  Sehne  XtXk  gehörigen  Schmiegnogs- 
tetraeders  werde  mit  Vik  bezeichnet.     Man  bat  (siehe  §  9) 

Daher  ist  «F»  =  (i*- WVI^[«&«fl-». 

(I^i^wi)  =  »'".» •  «^18  •  «^u ■  ^y^ '  ^^u •  81 F-«, 

das  heisst: 

Die  sechste  Potenz  des  durch  nenn  getheilten  redncirten 
Inhalts  eines  beliebigen^  einer  cnbischen  Baumcarve  ein- 
beschriebenen  Tetraeders  ist  gleich  dem  Prodnct  ans  den  re* 
dncirten  Inhalten  der  zn  den  Kanten  dieses  Tetraeders  gehöriges 
Schmiegungstetraeder  der  Cnrve. 

(Verallgemeiuerang  eines  Satzes  von  Schröter  a.  a.  0.  S.  308.) 
Den    reciproken    Satz    zu    formnliren,    kann    dem    Leser    ttberlasses 
bleiben. 

§12. 

Es  finden  sich  in  der  schon  wiederholt  angefahrten  Abhandlang  toh 
Schröter  (a.  a.  0.  S.  314  — 318)  anch  einige  (zum  Theil  von  Hnrwits 
herrührende)  Sfttze  über  Inhalte  npn  Körpern,  zu  deren  Begrenzung 
Stücken  der  Tangentenfläche  einer  cubischen  Parabel,  oder  Stücken  tod 
Kegelflftchen«  welche  eine  cubische  Parabel  zur  Leitlinie  haben ,  gehören. 
Ohne  die  in  Betracht  kommenden  metrischen  Eigenschaften  der  Collineationen 
genauer  zu  untersuchen,  können  wir  doch,  auf  die  Ergebnisse  der  letzten 
Paragraphen  gestützt,  die  Regel  entwickeln,  nach  welcher  die  projectite 
Verallgemeinerung  derartiger  Sätze  vorzunehmen  ist.  Es  hat  sich  gezeigt, 
dass  bei  der  projectiven  Verallgemeinerung  von  Sfitzen  über  eine  cubische 
Parabel  an  Stelle  des  Inhalts  eines  Tetraeders  der  „reducirte*  Inhalt  tritt, 
das  heisst  der  Quotient  aus  dem  Inhalt  und  dem  Product  der  Entfernungen 
der  Ecken  des  Tetraeders  von  einer  willkürlichen  Schmiegungsebene  ^  der 
Raumcurve  dritter  Ordnung  allgemeinster  Art,  welche  die  Stelle  der 
cubischen  Parabel  einnimmt.  Handelt  es  sich  um  einen  beliebig  begrenztei 
Körper ,  so  wird  man  denselben  in  tetraedrische  Elemente  zerlegen.     D«ikt 
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man  aich  ein  jedes  dieser  Elemente  mit  einer  Masse  versehen,  die  der 
vierten  Potenz  der  Enfernung  eines  mittleren  seiner  Pankte  von  der 
Schmiegungsebene  b  umgekehrt  proportional  ist,  so  hat  man  offenbar  beim 
Uebergang  von  der  cnbischen  Parabel  zur  allgemeinsten  cabischen  Banm- 
curve  die  gesammte  Masfie  des  Körpers  statt  seines  Inhaltes  einzuführen. 
Die  fraglichen  Sätze  von  Hurwitz  und  Schröter  nehmen  dann  folgende 
Form  an: 

1.  Bezeichnet  ahcd  irgend  ein  Schmiegungstetraeder  einer 
beliebigen  cubischen  Baumcurve,  von  welchem  die  Ecken  a 
und  d  auf  der  Curve  liegen,  so  begrenzen  die  Sohmiegungs- 
ebenen  al>c  und  hcd  nebst  den  Stücken  von  Kegelflächen  dritter 
Ordnung,  durch  welche  der  Curvenbogen  ad  aus  den  Ecken 
b  und  c  projicirt  wird,  einen  Körper,  dessen  Masse  ein  Zehntel 
von  der  Masse  des  Schmiegungstetraeders  beträgt,  voraus- 
gesetzt, dass  man  jedem  Element  dieser  Körper  eine  Masse 
ertheilt,  die  der  vierten  Potenz  der  Entfernung  eines  mitt- 
leren seiner  Punkte  von  einer  willkürlichen  Schmiegungs- 
ebene s  der  Curve  umgekehrt  proportional  ist.* 

2.  Zieht  man  von  aundd  nach  sämmtlichen  zwischenliegenden 
Punkten  der  cubischen  Baumcurve  Strahlen,  so  schliessen  die 
erhaltenen  Kegelstücken  einen  Körper  ein,  dessen  Masse  [bei 
derselben  Voraussetzung  über  die  Massen vertheilung  wie  unter  1)]  drei 
Zehntel  von  der  Masse  des  Schmiegungstetraeders  ahcd  ist. 

3.  Die  geradlinige  abwickelbare  Fläche  vierter  Ordnung» 
welche  von  sämmtlichen  Tangenten  der  cubischen  Baumcurve 
gebildet  wird,  theilt  das  Schmiegungstetraeder  ahcd  in  zwei 
solche  Stücken,  deren  Massen  [bei  der  unter  1)  getroffenen  Festsetzung 
über  die  Massenvertheilung]  sich  zu  einander  verhalten,  wie  29:  1, 
wobei  das  Stück  mit  der  grösseren  Masse  an  der  Kante  ad  liegt. 

um  vorstehende  Sätze  direct  zu  beweisen,  berechnen  wir  zuerst  die 
Masse  des  Schmiegungstetraeders  ahcd.  Wir  denken  uns  die  Parameter- 
vertheilnng  auf  der  Curve  so  vorgenommen,  dass  den  positiven  Werthen 
des  Parameters  l  die  Punkte  des  zwischen  a  und  d  innerhalb  des  genannten 
Tetraeders  verlaufenden  Curvenbogens  entsprechen.  Ein  beliebiger  Punkt  e 
innerhalb  jenes  Tetraeders  ist  dann  durch 

0  =^  a  +  u{h  " ä)  +  t?(c— a)  +  w{d'-a) 
mit  der  Beschränkung  /%  ^      .       .        ^  h 

dargestellt.     Durch  drei  Schaaren  von  Ebenen,   welche  durch  je  zwei  der 


*  Will  man  das  Auftreten  unendlich  grosser  Massen  vermeiden,  so  muss  die 
Schmiegungsebene  e  naturlich  so  gewählt  werden,  dass  sie  die  betrachteten  Körper 
nicht  schneidet. 
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drei  Punkte  (5  — a),  (c  — a),  (d  — a)  gehen,  zerlegen  wir  das  Tetraeder 
in  (unregelm&ssig  hezaedrische)  Elemente.  Den  Inhalt  des  an  den  Paukt  i 
stossenden  Elementes  kann  man  nnter  Vernachlässigung  unendlich  kleiner 
Grössen    höherer  Ordnung   gleich    dem  sechs&chen  Inhalt  des  Tetraedsn 

mit  den  Ecken  0^   jef  +  ^-dt*,   0  +  ~dVf    5 +  5— die,  das  heisst  gleich 
(/U  ov  oto 


r  a^  a^  ^1 

L  au  dv  dw\ 


dudvdfo    oder    —, — ^r^dudvdw 


setzen.    Daher  ist,  wenn  die  Masse  dieses  Elementes  mit  dM  beseichnet 
und  die  specifische  Masse  gleich  1  genommen  wird: 

,--       [abcd]  _,    ,    ,         labcd].\t\*  ^    ,    , 
dM=i-i= —dudvdw  =  = — '—'—'-dudvdie 

ei*\t\*  ««1*1*1  «I* 


oder  weil  [rergl.  26)]  [et]  =  [ae]  =  [W\  =  [et]  =  [dt]  =  -  [abeä\, 

\ahed\ .  I «  I' 
__ — i-""'"'J  -1*1 — dvtdvdw. 

[«0[6*][«][d«]   *"'*'"*«'• 

Folglich  hat  man,  weil  das  über  die  fraglichen  Werthe  von  i«,  r,  ff 
erstreckte  dreifache  Integral  von  dudvdw  gleich  1/6  ist,  fttr  die  Mane 
des  ganzen  Tetraeders  ahcd: 

M(abcd)  =  i_Mf^LilJ!_  ^  i  __   j^  _, 
6    [a6][6£][ce][d£]         ^  as  .hs  .  ce  .  de' 

ein  nach  dem  Früheren  allerdings  selbstverstftudliches  Ergebniss. 

Sei  nun  x  ein  beliebiger,  zum  Parameterwerth  l  gehöriger  Punkt  dei 
Cunrenbogens  ad,  dann  bildet  das  Tetraeder  mit  den  Ecken 

dx 

D,  c,  X,  X  +  'TTdl 
ak 

ein  Element  des  im  Satz  unter  1)  beschriebenen  Körpers.    Das  Verhftltaiss 
der  Masse  dieses  Elementes  zur  Masse  des  Tetraeders  ah  cd  hat  (wegen 

hex(x  +  ^äl\\  =  r^««^]^^  =  3[o6cd]A«dA, 

[xe]  =  (1  +  lyiahcd],     [üb]  =  [he]  =  -  [ahcd]) 
den  Werth  3A*dil 

Da  jedoch  /*   l'dk       _  1 

./   (1  +  ly        30 

ist,  so  wird  in  der  That  die  Masse  des  betrachteten  Körpers  gleich  jrzM{ahcdi- 
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Von  dem  nnter  2)  namhaft  gemachten  EGrper  bildet  das  Tetraeder  mit 

den  Ecken: 

dx 
a,  X,  x  +  —  di,  d 

ein  Element.     Da  nnn 

^^  [«£]  =  [bt]  =  [et]  =  [dB] 


["PM'"m] 


ist,  so  hat  dieser  Körper,  ganz  der  Behauptung  entsprechend,  eine  dreimal 
so  grosse  Masse  als  der  im  Satz  unter  1)  vorkommende. 

Die  Schnittpunkte  einer  beliebigen  Tangente  X  der  cubischen  Baum- 
curve  mit  den  Schmiegungsebenen  ahc  und  hcd  sollen  wie  früher  x^  und 
X2  genannt   werden.    Ferner  mögen    die  Schmiegungsebene  g  und  die  ihr 

unendlich  benachbarte  £  +  T7^^f  welche  sich  beide  in  der  Tangente  X  schnei- 

,     dx 
den ,   die  Kante  hc  in  x  und  ^'  +  -jr  ^^  treffen.  Wenn  k  yon  0  bis  00  wächst, 

oder  der  Berührungspunkt  x  der  Tangente  X  von  a  bis  d  fortschreitet,  so 
setzen  die  verschiedenen  Lagen  des  unendlich  schmalen  Tetraeders  mit  den 

,    ,    dx 

Ecken    x^^  o?,,  Xy  ^H-^rrdtA    einen    Körper   zusammen,    der    durch    die 

Schmiegungsebenen  ahc  und  bcd^  sowie  die  Tangentenflftche  der  Curve  be- 
grenzt wird  (vergl.  Schröter  a.  a.  0.  S.  317).    Nun  ist  zufolge  17) 

Xi  =  a  +  2kh  +  XH,    a^=6-f  2Ac  +  A«(« 
und  nach  §10  x^b  +  lc, 

»1«^  dx 


und  somit 


^=^' 


|^ajja:,a:'^fl?' +^dAjJ  =  j^aJiflrarc'^J  =  A«[a6c(J]. 


Ferner  erhält  man  mit  Hilfe  von  26): 

[x,e]  =  [x,b]  =  -  (1  +  xy[abcd],     [xe]  =  -  (1  +  k)[ahcd]. 

Daher  ist  die  Masse  des  in  Bede  stehenden  unendlich  schmalen 
Tetraeders  gleich  j^^^^ 

und  folglich  die  gesammte  Masse  des  oben  genannten  Körpers  ^^M (ah cd'), 
vras  zu  beweisen  war. 

Die  zu  den  obigen  dualistischen  Sätze  würden  sich  nicht  ohne  Ein- 
fabrung  neuer  geometrischer  Begriffe  formuliren  lassen,  weshalb  hier  von 
deren  weiterer  Verfolgung  Abstand  genommen  werden  soll. 
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§13. 

Es  wurde  einigemal  des  besonderen  Falles  gedacht,  in  welchem  eine 
SchmieguDgsebene  der  cubischen  Raumcurve  anendlich  fem  liegt,  die  Carve 
also  eine  cubisehe  Parabel  ist.  Auch  ohne  eine  besondere  Beschaffenheit 
der  Curve  vorauszusetzen ,  kann  man  vielen  der  aufgestellten  Sfttze  dadureh 
eine  besondere  Form  geben,  dass  man  einzelne  der  darin  vorkommenden 
Punkte  im  Unendlichen  annimmt.  Um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden,  wollen 
wir  uns  auf  einige  kurze  Andeutungen  darüber  beschränken ;  für  den  Kenner 
der  Grassmann'schen  Methoden  versteht  es  sich  ohnehin  von  selbst,  wie 
solche  Fälle  zu  behandeln  sind. 

Ist  ein  Punkt  p  in  Unendliche  gerückt,  so  kann  derselbe  nach  Grass- 
mann durch  eine  nach  ihm  gerichtete  Strecke  ^  ersetzt  werden.  Da  es 
sich  hier  um  lauter  homogene  Gleichungen  handelt,  so  dürfen  wir  je»'  die 
Länge  1  beilegen.  Es  tritt  dann  an  die  Stelle  der  Entfernung  pe  des 
Punktes  j)  von  irgend  einer  Ebene  c  (vom  Gewicht  1)  der  metrische  Werth 
des  äusseren  Products  [p'e],  welcher  gleich  sinp'sj  das  heisst  gleich  dem 
sin  des  Winkels  ist,  den  p  und  c  mit  einander  bilden.  Nehmen  wir  z.  B. 
von  der  ersten  Gleichungsreihe  des  Satzes  in  §  3  blos  das  erste  and  letzte 
Glied,  was  die  Gleichung 

a9  .d^.  xa  + a^,  da  .x9^0 

liefert*,  und  verlegen  wir  die  drei  Gurvenpunkte  a^  d^  x  ins   Unendliche, 

80  entsteht  (bei  Veränderung  der  Buchstaben)  folgender  Satz: 

Sind  die  Strecken  aj,  a,,  03  den  Asymptoten  einer  cubischen 

Hjperbel   parallel  und   bezeichnet  er,,   a,,  a^  die  zugehörigen 

Asjmptotenebenen,  7y^  den  Neigungswinkel  von  a<  gegen  et, 

so   ist         .  .   .   ,     .   .    .   ^ 

sina^a^ 9%n a^ci^stn a^a^  +  8tnaia^stna^a^8ma^a^=:  0. 

Eine  unendlich  ferne  Gerade  Cr  kann  man  durch  ein  Feld  Q'  von  be- 
stinamter  Stellung  ersetzen,  dessen  Flächeninhalt  gleich  1  angenommen 
werden  mag.  Wenn  dann  H  eine  endliche  Gerade  (vom  Gewicht  1)  be- 
zeichnet, so  ist  statt  des  bedeutungslos  gewordenen  Ausdrucks  momGH 
der  metrische  Werth  des  äusseren  Products  [ff  H^^  das  heisst  smQ'B, 
der  sin  des  durch  die  Stellung  von  G'  und  die  Richtung  von  H  bestimmten 
Winkels,  zu  nehmen;  ebenso  statt  mompq^  G  der  metrische  Werth  des 
äusseren  Products  [p^Cr],  das  heisst  die  Länge  der  Projection  der  Strecke 
pq  auf  eine  zur  Stellung  von  Q-'  senkrechte  Gerade,  oder»  was  dasselbe  ist, 
die  Differenz  der  Entfernungen  der  Punkte  p  und  q  von  einer  die  Stellasg 


*  Dieser  Satz  könnte  übrigens  leicht  unmittelbar  aus  der  Thateache  ab- 
geleitet werden,  dass  je  drei  SchmiegungsebeDen  einer  cubischen  Baumcurve  sic^ 
in  einem  Punkte  der  Verbindungsebene  ihrer  Anschmiegungspunkte  echneideD,  also 
der  folgende  Satz  daraus,  dass  die  Asymptotenebenen  einer  cubischen  Hyperb^ 
ein  Prisma  bilden. 
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von  Or  besitzenden  Ebene.    So  können  wir  z.  B.  in  der  dritten  Gleichangs- 
reihe  des  Satzes  in  §  3,  nftmlich: 


12moma&,  Xn^mcA^  X^Smomac,  Xmomhä,  X 


l  =  Amamady  XmcmbCj  X, 

die  Annahme  machen ,  dass  X  die  unendlich  ferne  Tangente  einer  cubischen 
Parabel  vorstelle,  und  erhalten  dann  den  Satz: 

Ist  ahcd  ein  beliebiges  Schm^egungstetraeder  einer  cubi- 
schen Parabel  und  bedeuten  5,  5,  Cy  d  die  Entfernungen  der 
Ecken  dieses  Tetraeders  von  einer  Ebene  mit  Achsenstellung  (das 
heisst  einer  Ebene,  deren  unendlich  ferne  Gerade  mit  der  unendlich  fernen 
Tangente  der  Curve  zusammenföUt) ,  so  hat  man: 

12(i- 6)(c-  d)  =  3(a-  c)(6-d)  =  4(ä-d)(6  -  c). 
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xm. 

Ueber  die  mechanische  Erzeugung  der  orthogonalen 
Projectionen  ebener  Curven»   der  Ellipsen  und  der 

Trochoiden. 

Vou 

Dr.  N.  Delaunay, 

ProfeBBor  der  Mechanik  an  dem  landwirtbschaftlichen  Institut  in  Novo  -  Alexandria , 
Bussland,  Goayernement  Lnblin. 


Hierzu  Tafel  VIH  Figur  1—11. 


§  1.  Nehmen  wir  auf  den  vier  Seiten  des  in  Figur  1  Taf.  YIII  gezeich- 
neten Gelenkrhombas  AB  OB  die  vier  in  einer  festen  Geraden  mn  liegenden 
Punkte  M,  P,  Q,  N^  so  bleiben  diese  vier  Punkte  während  der  Ver- 
änderung desselben  stets  auf  dieser  Geraden,  und  die  Aehnlichkeit  der 
Dreiecke  PDJ  und  MBJ  giebt: 

,^  JE       MB  ^ 

Wenn  die  Punkte  M  und  N  so  genommen  sind,  dass 

BM=BN, 
so  wird  auch 

DP  =  DQ 

sein,  und  die  Gerade  BD  wird  der  Geraden  tnn  perpendiculär. 

Indem  wir  also  die  Gerade  m  n  als  eine  Abscissenachse  ansehen ,  können 
wir  sagen:  Die  Ordinaten  der  Punkte  B  und  D  eines  Gelenk- 
rhombus ÄBCD  (Fig.  2),  in  welchem  J5il£  =  ^^  und  die  Punkte 
M  und  N  längs  der  Abscissenachse  mn  gleiten,  bleiben  in 
einem  constanten  Verhältnisse  während  der  Veränderung  des 
Rhombus. 

Wenn  der  Punkt  B  eine  Curve  a  beschreibt,  so  beschreibt  der  Punkt 
D  eine  Curve  a\  deren  Ordinaten  in  einem  constanten  Verhältnisse  mit  den 
Ordinaten  der  Curve  a  sind. 

Wenn  man  die  in  einer  Ebene  xoy  (Fig.  3)  liegende  Curve  a  auf  die 
Ebene  xoy  orthogonal  projectirt  und  die  gemeinschaftliche  Gerade  ox 
dieser  Ebenen  als  die  Abscissenachse  der  orthogonalen  Systeme  xoy  und 
xoy  ansieht,  so  sind  auch  die  Ordinaten  sp  und  sp  der  Curve  c  und 
ihrer  orthogonalen  Projection  a   in  einem  constanten  Verhältnisse 

sp 

-^-  =  cos  Of, 

sp 

wo  a  der  Projectionswinkel  ist. 
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Der  in  Figur  4  gezeichnete  Mechanismus,  in  welchem  AB  CD  ein 
Bhombus  ist,  BM=  BN  und  die  Punkte  M  und  N  längs  einer  Geraden 
gleiten,  ist  also  ein  Projector,  und  wenn  der  Punkt  B  des  Pro- 
jectors  eine  ebene  Curve  a  beschreibt,  so  beschreibt  der 
Punkt  D  die  orthogonale  Projection  der  Curve  <j.* 

Der  Projector  kann  bei  Webe-  und  Tapetendruckerei  gute  Dienste 
leisten ,  sowohl  als  in  allen  denjenigen  Fällen ,  wo  eine  Zeichnung  in  einer 
gegebenen  Richtung  verlängert  oder  verkürzt  werden  muss. 

§  2.  Bekanntlich  ist  die  orthogonale  Projection  des  Kreises  eine 
Ellipse.  Wenn  also  der  Punkt  B  eines  Projectors  einen  Kreis  beschreibt, 
30  beschreibt  der  Punkt  D  eine  Ellipse.  Damit  der  Punkt  B  einen 
Kreis  um  0  beschreibe,  braucht  man  nur  den  Radius  OB  (Fig.  6) 
des  Kreises  durch  eine  Kurbel  zu  ersetzen,  die  sich  um  die  feste  Achse  0 
dreht. 

So  bekommen  wir  einen  EUipsograph  (Fig.  6),  in  welchem  der 
Punkt  D  Ellipsen  beschreibt. 

Nebenbei  ersieht  man  daraus,  dass: 

1.  Wenn  AB  ^=^  AM,  die  Ellipse  in  eine  Gerade  mn  degenerirt.  In 
dem  Falle  einer  gleichmässigen  Drehung  der  Kurbel  OB  wird  die 
geradlinige  Bewegung  des  Punktes  D  eine  harmonische. 

2.  Wenn  AB  <  AM <BMj  ist  die  grosse  Achse  der  Ellipse  der 
Geraden  mn  parallel  und  dem  Diameter  2  OB  des  Kreises  gleich. 
Die  Punkte  B  und  D  durchlaufen  ihre  Bahnen  in  demselben  Sinne. 

3.  Wenn  AM  <  AB  <BM  ist^  so  ist  ebenfalls  die  grosse  Achse 
der  Ellipse  der  Geraden  mn  parallel  und  gleich  der  20B|  aber 
die  Punkte  B  und  D  durchlaufen  ihre  Bahnen  in  entgegengesetzter 
Richtung. 

4.  Ist  aber  BA"^  BM  (Fig.  7),  so  ist  die  grosse  Achse  der  Ellipse 
der  Geraden  mn  perpendiculär  und  die  kleine  Achse  =  20JB. 

5.  In  dem  Falle  AB  =  BM  (Fig.  8)  beschreibt  der  Punkt  V  einen 
Kreis,  so  dass  man  den  Radius  desselben  durch  eine  Kurbel  ffD 
ersetzen  kann.    Diesen  Mechanismus  habe  ich  Reversor  benannt. 

In  dem  Reversor  entsteht  die  Transformation  der  Drehung  der  Kurbel 
O  JS  in  eine  Drehung  der  Kurbel  O'D,  als  ob  diese  Kurbeln  mit  gleichen 
Stirnrädern  versehen  wären. 

Diese  Eigenschaft  des  Reversors  lässt,  in  analoger  Weise, 
xv^ie  es  im  Watt 'sehen  Planetenrade  geschieht,  eine  Verdoppelung  der 
Orehungen  erhalten. 

§  3.  Theorem.  Die  Mitte  des  Abstandes  zweier  Punkte, 
welche   zwei  Kreise    mit  einem    constanten    Verhältnisse    der 


*  Die  OeradführuDg  der  Punkte  M  und  N  ist  in  Figur  6  vermittelst  zwei 
Hai't^Bcher  Mechanismen  erzeugt. 

16* 
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Geschwindigkeiten  durchlaufen,  beschreibt  eine  Trochoide, 
die,  je  nachdem  die  Drehungen  in  gleichem  oder  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  erfolgen,  Epitrochoiden  oder  Hypotrochoiden 
sind. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Punkte  M  und  N  die  Kreise  O  und  0' 
(Fig.  9)  mit  einem  constanten  Verhältnisse  der  Geschwindigkeiten  durch- 
laufen, und  dass  C  die  Mitte  des  Abstandes  der  Centra  0  und  ff  ist 
Bilden  wir  ferner  die  Parallelogramme  00 AM  und  ffOBNj  so  sind^lf 
und  BN  einander  gleich  und  parallel.  Ebenso  kann  man  auch  die  Pa- 
rallelogramme AMBN  und  AG  BD  bilden.  Da  p  die  Mitte  der  Diagonale 
MN  ist,  so  muss  es  auch  die  Mitte  der  Diagonale  AB  und  desw^en 
auch  die  Mitte  der  Diagonale  CD  sein.  Die  Strecken  CA  und  CB  dreheo 
sich  in  Folge  ihres  Parallelismus  mit  den  Radien  OM  und  ffN  um  den 
Punkt  C  mit  einem  constanten  Verhältnisse  der  Geschwindigkeiten ,  und 
nach  einem  bekannten  Satz  muss  der  vierte  Eckpunkt  2)  des  Parallelo- 
gramms AG  BD  eine  Trochoide  beschreiben.*  Wenn  aber  der  Punkt  D 
eine  Trochoide  beschreibt,  so  beschreibt  der  Punkt  Py  als  die  Mitte  des 
Vectors  C7D,  auch  eine  Trochoide.  Wir  haben  gezeigt,  dass  der  Punkt  p 
die  Mitte  des  Abstandes  MN  ist;  deshalb  können  wir  sagen:  dass  die  Mitte 
des  Abstandes  MN  eine  Trochoide  beschreibt,  was  zu  beweisen  war. 

Man  ersieht  leicht,  dass: 

1.  der  Punkt  p  eine  Hjpotrochoide   erzeugt,   wenn  die  Radien  OM 
und  ffN  sich  in  entgegengesetzter  Richtung  drehen; 

2.  der   Punkt  p   eine    Epitrochoide   erzeugt,   wenn   die   Radien  OJf 
und  ffN  sich  in  gleicher  Richtung  drehen; 

3.  der  Punkt  p  eine  Epicjkloide  oder  Hjpocjkloide  erzeugt,  wem 
die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  M  und  N  einander  gleich  sind. 

4.  Wenn  einer  der  Kreise   in  eine  Gerade  degenerirt,  so  degeneriit 
die  Bahn  der  Mitte  des  Abstandes  MN  in  eine  Cjcloide. 

Um  die  Mitte  des  Abstandes  MN  kinematisch  zu  erhalten,  kann  man 
die  Punkte  M  und  N  durch  einen  gleichschenkligen  Pantograph  pqrsMy 
(Fig.  10)  verbinden. 

Nach  dem  oben  Gesagten  kann  man  die  graphische  Construction  da 
Cjkloiden  auf  folgende  Weise  erzeugen: 

Man  nimmt  auf  einem  Kreise  0  (Fig.  11)  die  Punkte:  1,2,3,4... 
in  gleichem  Abstände  von  einander  und  die  Punkte:  T,  2^,  3',  4'...  auf 
einer  Geraden  auch  in  gleichem  Abstände  von  einander;  man  verbindet  die 
Punkte  1,  1';  2,  2';  3,  3'.,.  Der  geometrische  Ort  der  Strecken  1  1',  2  2\ 
33'...  ist  eine  Cykloide,  welche  verschlungen,  gestreckt  oder  gespitzt  i«t 
je  nachdem  die  Kreisbogen  12,  2  3,  3  4...  kleiner,  grOsser  oder  gleici 
den  Strecken  r2',  2^3',  3'4'. . .  sind. 


*  L.  Burmester:  ,, Lehrbuch  der  Kinematik".    1888.    Bd.  I  S.  136. 
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XVin.  üeber  einen  zahlentheoretischen  Satz  des  Herrn  Schubert. 

Die  vorliegende  Mittheilung  bezweckt  eine  Erweiterung  eines  zahlen- 
theoretischen Satzes,  welchen  Herr  Schubert  angegeben*  und  zu  dem 
Herr  Busche  einen  Beweis  geliefert  hat.** 

Ist  a  eine    positive  ganze  Zahl  und   ^  =  —  (m  und  n  relativ  prim) 

fh 

ein  positiver  unechter  Bruch,  so  mag  Fq{a)^  wenn  a.  q  eine  ganze  Zahl  ist, 
eben  diese  ganze  Zahl  und  wenn  a.g  ein  Bruch  ist,  die  nächst  grössere  ganze 
Zahl  bezeichnen.  Die  Operation,  welche  von  a  zu  Fq{a)  führt ^  mag  kurz  als 
Operation  Fq  bezeichnet  werden.  Die  zu  der  Operation  Fq  inverse  Operation 
werde  mit  Oq  bezeichnet  und  das  Resultat  dieser  auf  a  angewandten 
Operation  mit  Oq{a). 

Die  Operation  Fq  kann  man  sich  auf  die  Zahl  a  nun  offenbar  in  der 
Weise  angewandt  denken,  dass  zu  ma  eine  positive  Zahl  A;,  welche  <  n 
ist,  so  addirt  wird,  dass  ma  +  ft  =  Oinod[n  ist,  alsdann  ist 

ma  +  Tc 


F,{a)== 


n 


Hieraus  folgt  nun ,  dass  die  Operation  Oq  dadurch  ausgeführt  werden  kann, 
dass  von  dem  n- fachen  der  vorgelegten  Zahl  a  eine  positive  Zahl  h  (^  n) 
so  Bubtrahirt  wird,  dass  na  —  h^^Omodm  ist;  daun  ist 

Hiermit  ist  auch  zugleich  die  Unmöglichkeit  einer  M^deutigkeit  der 
Operation  Oq  bewiesen.  Man  sieht  jedoch  auch,  dass  die  Operation  <Z>, 
auf  solche  Zahlen  a  unanwendbar  ist,  für  welche  der  kleinste  positive  Rest 
von  n,a  nach  m^n  ist.  Dem  entsprechend  wollen  wir  eine  Zahl,  auf 
welche  die  Operation  Oq  anwendbar  ist,  reducirbar  in  Bezug  auf  den 
Quotienten  ^,  eine  solche  dagegen,  auf  welche  diese  Operation  nicht  an- 
wendbar ist,  unreducirbar  nennen,  und  man  sieht  alsdann  leicht ,  dass  jede 
einer  reducirbaren  Zahl  modfn  congruente  Zahl  selbst  wieder  reducirbar, 


*  MittheiluDgen  der  Mathematischen  Gefiellschaft  in  Hamburg  Bd.  III  S.  223. 
••  Ib.  p.  225. 
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jede  einer  nnreducirbaren  Zahl  modm  congraente  selbst  unredncirbar  ist 
Werden  also  alle  Zahlen  zu  m  arithmetischen  Beihen  von  der  gleichen 
Differenz  m  angeordnet,  so  wird  jede  der  Beihen  entweder  nur  redncirbare 
oder  nnr  anreducirbare  Zahlen  enthalten,  und  zwar  sehen  wir  nacb  dem 
oben  Gesagten  unmittelbar,  dass  es  n  solche  Reihen  reducirbarer  und 
m  —  n  Beihen  unreducirbarer  Zahlen  giebt.  Die  Trennung  der  reducirbaren 
und  nnreducirbaren  Zahlen  lässt  sich  nun  leicht  folgendermassen  bewerk- 
stelligen: Man  nehme  die  Zahlen  l...m  — 1  und  stelle  von  den  aus  diesen 
durch  Multiplication  mit  n  hervorgehenden  Zahlen,  welche  ja  auch  wieder 
unter  sich  alle  inoongruent  mod  m  sind ,  die  kleinsten  positiven  Beste  nach 
m  auf,  dann  sind  diejenigen  Zahlen,  deren  n-faches  einen  kleinsten  Best 
nach  m  besitzt,  welcher  <  n  ist,  die  Anfangsglieder  der  arithmetischen  Reihen 
der  reducirbaren  Zahlen ,  zu  denen  dann  noch  die  Beihe  der  durch  m  theil- 
baren  Zahlen  hinzukommt ,  während  die  übrigen  m  —  n  Zahlen  die  Anfangs- 
glieder der  arithmetischen  Beihen  der  nnreducirbaren  Zahlen  sind. 

Berücksichtigt  man  nun ,  dass  sich  jede  reducirbare  Zahl  ihrem  Begriff 
nach  durch  ein-  oder  mehrfache  Anwendung  der  Operation  F^  aus  einer 
nnreducirbaren  Zahl  ergeben  muss,  wegen  der  Eindeutigkeit  der  inverses 
Operation  Oq  aber  auch  nur  aus  einer,  so  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

19  Zu  einem  beliebigen  unechten  Bruch  ^  =  —  lassen  sich  stets 

n 

m  — n  Zahlen  aus  der  Beihe  1. . .  m— 1  so  auswählen,  dass,  wenn 
man  mit  diesen  m  —  n  Zahlen  als  Anfangsgliedern  arithmetische 
Beihen.  von  der  Differenz  m  bildet  und  man  auf  alle  Zahlen  dieser 
m  —  n  Beihen  die  Operation  Fq  anwendet,  auf  die  "hierdurch  er- 
haltenen Zahlen  wieder  dieselbe  Operation  u.  s.  f. ,  man  jede  Zahl 
einmal  erhält,  aber  auch  nur  einmal.*' 
Der  Satz  des  Herrn  Schubert  beschränkt  sieb  auf  den  Fall 

m  —  n  =  1. 

Schliesslich  betrachten  wir  noch  das  Beispiel  m  =  7,  n  =  5.  Da  die 
fünffachen  Werthe  der  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5,  6  nach  7  die  kleinsten  Reste 
5,  3,  1,  6,  4.  2  besitzen,. so  stellen  die  Beihen: 

2,  9,    16,    23,    30,    37,    44... 

3,  10,     17,    24,    31,    38;    45.. 

5,  12,     19,    26,  33,  40,  47.. 

6,  13,    20,    27,  34,  41,  48.. 

7,  14,    21,    28.  35,  42,  49.. 
alle  reducirbaren  und  die  Beihen: 

1,      8,     15,    22,    29,    36,    43,    50.. 
4,     11,     18,    25,    32,    39,    46... 
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alle  unredacirbaren  Zahlen  dar.  In  der  That  liefert  nun  eine  iterirte  An- 
wendung der  Operation  Fq  auf  die  Zahlen  der  zweiten  Serie  jede  Zahl 
einmal,  aber  auch  nur  einmal,  wie  nachfolgendes  Schema  zeigt: 

28,    40... 


1,      2, 

3,      5, 

7, 

10,     14,    20. 

4,      6, 

9,    13, 

19, 

27,    38... 

8,    12, 

17,    24, 

34, 

48... 

lir    16, 

23,    33, 

47. 

15,    21, 

30,    42. 

18,    26, 

37... 

22,    31, 

44... 

25,    35, 

49... 

29,    41. 

. . 

32,    45. 

36... 

39... 

43... 

46... 

50... 

ostock,  den  6. 

April  1895. 

W.  Ahrens. 


XIX.  Kurze  Ableitung  der  Bedingungen,  dass  zwei  algebraische 
Gleichungen  mehrere  Wurzeln  gemein  haben. 

Mein  College,  Herr  Prof.  Stickelberger,  hat  mir  gelegentlich  be- 
merkt/ dass  man  die  Sätze  über  die  Theilung  von  ganzen  Zahlen  oder  von 
ganzen  Functionen  besser  auf  den  Begriff  des  kleinsten  gemeinsamen  Viel- 
fachen statt  auf  den  des  grössten  gemeinsamen  Theilers  gründe.  Um  näm- 
lich zu  wissen,  dass  zwei  ganze  rationale  Functionen  von  Xy  f(x)  vom  m^^^ 
und  g(x)  vom  n^^  Orade,  einen  gemeinsamen  Theiler  besitzen,  der  min- 
destens vom  p^^  Orade  ist,  braucht  man  nur  zu  zeigen,  dass  ein  gemein- 
sames Vielfaches,  das  heisst  eine  durch  f  und  durch  g  theilbare  Function, 
vom  Orade  m-^-n^p  ezistirt. 

Ist  nämlich  M  ein  gemeinsames  Vielfaches  niedrigsten  Grades  von  f 
und  g^  so  muss  fg  durch  M  theilbar  sein,  weil  sonst  ein  gemeinsames 
Vielfaches  niedrigeren  Grades  als  M  ezistirte.  Setzt  man  fg  =  Mh,  so 
zeigen  die  Gleichungen: 
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weil  M  durch  f  und  durch  g  theilbar  ist,  dass  /'und  g  den  Theiler  h  haben. 
Giebt  es  ein  gemeinsames  Vielfaches  vom  Grade  m  +  n-^p^  so  ist  Jtf 
höchstens  vom  Grade  m  +  n-^p^  also  der  Grad  von  h  grösser  oder  gleich  p. 
In  den  folgenden  Zeilen  sollen  mit  Hilfe  dieses  Satzes  die  bekannten, 
nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  abgeleitet  werden  dafttr, 
dass  die  beiden  Functionen  f(x)  und  g{x)  einen  gemeinsamen  Theiler  haben. 

§1. 

Sollen  zwei  ganze  Functionen  iln-p,  B^^p  (die  Indioes  bezeichnen 
stets  den  Grad)  von  den  Graden  n^p  und  m^p  gefunden  werden,  so 
dass  die  Function 

1)  Än^pf^B^^pg^Cp.i 

höchstens  vom  Grade  p  — 1  werde,  so  hat  man  «— p+l+m— p+1 
Coefficienten  zu  bestimmen  und  für  sie  m  +  n  —  2p  +  l  Gleichangen,  in- 
dem die  Potenzen  a^+n-P,  a;"*+"'~'*"\  . .  .«p  in  dem  Ausdruck  linker  Hand 
verschwinden  müssen.  Da  die  Gleichungen  linear  und  homogen  in  den  zq 
bestimmenden  Coefficienten  sind  und  ihre  Anzahl  kleiner  als  die  der  letz- 
teren ist,  lassen  sich  diese  Gleichungen  durch  Werthe  der  Coefficienten  be- 
friedigen, die  nicht  alle  Null  sind,  so  dass  also  solche  Functionen  ila^^ 
Bm-p  stets  sicher  existiren. 

Werden  aber  zwei  Functionen  Dn.p  und  Em-p  von  den  Graden  fi— p 
und  m-^p  gesucht,  die 

2)  Dn-pf-E„,,pg=^Fp^i 

zu  einer  Function  vom  Grade  p  —  2  höchstens  machen,  so  hat  man  zwischen 

den  unbekannten  Coefficienten  jetzt  eine  Gleichung  mehr  wie  vorhin,    so 

dass  die  Zahl  der  Gleichangen  der  der  Unbekannten  gleich  ist. 

Schreibt  man 

/^=  aoic^  +  aiiT"»-* +.. .  +  Om, 

^  =  M"  +  ^«""^  +  -  •  +  &«, 

E^.p  =  s^xr^-P  +  ij^aj™-  P  -*  +  ...  +  Sm-p , 
so  werden  diese  Gleichungen: 

0=  öi»"o~^5o+aori-6o5i» 


3) 


0  =  a^r0  — 5^5o  + haiii-p-|-i''ii-p  — &n-p+i5«-#p, 

wo  fi  für  m  +  M~-2p  +  1  gesetzt  ist  und  hier  wie  im  Folgenden  angenommeB 
wird,  dass  alle  a,  &,  r,  5,  deren  Indices  bezw.  grösser  als  tu,  n,  n — p. 
m-^p  sind,  Null  gesetzt  werden. 
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Sollen   also    nicht  alle   r  und   8  Null   sein,    in   welchem  Falle  auch 
D«.py  Efn^p  identisch  Null  wären,  so  muss  die  Determinante 

aoO  0  6oO  0 

a^  ae  0  h^b^  0 


A^  = 


von  fi+l=m  +  fi  —  2p  +  2  Zeilen  und  Reihen  Null  sein.  Und  um- 
gekehrt^ wenn  diese  Determinante  verschwindet,  giebt  es  sicher  Werthe 
der  CoefGcienten  r,  8,  die  nicht  alle  Null  sind  und  also  Functionen  der 
gewünschten  Eigenschaft  liefern.  Weiss  man  andererseits,  dass  es  solche 
Functionen  giebt,  dass  also  die  r  und  8  nicht  alle  Null  sind,  so  muss 
Ap=sO  sein.    Kann  man  daher  Functionen  finden,  für  die 

vom  j)  — 2^°0rade  höchstens  ist,  so  ist  Ap  =  0;  und  umgekehrt, 
wenn  ApsO  ist,  giebt  es  solche  Functionen. 

Dies  hat  nur  einen  Sinn,  wenn|>  >  2  ist  FQrp  =  1  ist  aber  Ai=sO 
die  noth wendige  und  hinreichende  Bedingung,  dass  es  Functionen  Dn.i 
und  JEJm~i  giebt,  die  nicht  identisch  Null  sind  und  die  Gleichung 

4)  Dn^if^E^^ig 

erfüllen. 

§2. 

Gesetzt,  es  h&tten  f  und  g  einen  grOssten  gemeinsamen  Theiler  %  vom 
q*^^  Grade.  Stellt  man  sich  die  ^-Gleichungen  auf,  die  für  p=s  1,  2,...g 
der  Gleichung  1)  entsprechen,  so  sind  die  Functionen  Cq,  Cj^j...Cg^i  alle 
darch  den  Theiler  h  vom  Grade  g  theilbar  und  daher,  weil  sie  niedrigeren 
Grades  sind,  alle  gleich  Null.    Die  Gleichung  4)  ist  daher  durch 

erfüllt,  und  den  Gleichungen  2)  wird  durch 

DiB-p  s=  iln^p,      JEon-p  = -Sfis-p,      2^p  — 2  5=^  0 

^enUgt;  deswegen  müssen  die  Determinanten  A|,  A2...A9  alle  Null  sein. 

Seien  nun  diese  Determinanten  alle  Null,  dagegen  ^q+\  nicht  Null. 
Dann  können  f  und  g  keinen  Theiler  haben,  dessen  Grad  q  überstiege. 
Dass   sie  aber  einen  Theiler  q^^  Grades  haben  folgt  so: 

Weil  A|S=0  ist,  gilt  die  Gleichung  4),  die  zeigt,  dass  die  Function 
Dn^tf^  Em-ig  vom  Grade  m  +  n—  1  sowohl  durch  f  wie  durch  g  theil- 
bar ist.  Folglich  haben  f  und  g  sicher  mindestens  einen  gemeinsamen 
Theiler  ersten  Grades.    Wegen  A^^O  besteht  eine  Gleichung: 

Weil  aber  f  und  g  einen  Theiler  ersten  Grades  haben ,  muss  die  Con- 
stante  Fo  =  0  sein.     Daher  ist: 
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ein  gemeinsames  Vielfaches  von  f  und  g  vom  Grade  m  +  n—  2  ^nd  die 
beiden  Functionen  haben  also  sicher  mindestens  einen  gemeinsamen  Theiler 
zweiten  Grades.     Deswegen  wird  in  der  Gleichung: 

die  wegen  ^,  =  0  besteht ,  JP,  =3  0,  weil  es  höchstens  vom  ersten  Grade 
ist    und    durch   eine  Function    zweiten  Grades    theilbar   sein  muss.     Die 

zeigt  dann,  dass  f  und  g  mindestens  einen  gemeinsamen  Theiler  drittes 
Grades  haben  u.  s.  w.,  bis  schliesslich  Ays^O  auf  einen  Theiler  ^^  Grades 
führt. 

Also  sind  die  Gleichungen 

die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür, 
dass  die  beiden  Functionen  f  und  g  einen  grSssten  gemein- 
samen Theiler  h  vom  ^^  Grade  haben. 

§3. 

Bildet  man  nun  die  Gleichung 

80  muss  Cq  durch  h  theilbar  sein.  Wäre  es  nicht  vom  9*^,  sondern  von 
einem  niedrigeren  Grade,  so  müsste  es  also  identisch  Null  sein.  Diuifi 
wftre  aber  a  /_^  r  „ 

ein  gemeinsames  Vielfaches  von  f  und  g  vom  Grade  m  +  n  —  g  —  1,  f  hStfc 
also  mit  g  einen  Factor  (g  +  \)^^  Grades  gemein  und  A^+i  wäre  Null  geget 
die  Annahme.  Da  Cq  vom  ^^  Grade  und  durch  h  theilbar  ist,  kann  e^ 
sich  von  h  nur  um  einen  constanten  Factor  unterscheiden.     Setzt  man 

so  ist  Co  =1=0  und  man  bat  zur  Bestimmung  der  u,  v  und  c  die  Gleichung 
0  =  00^0-  h^VQ, 
0  =  a^Wo  -  5i»o  +  flo^  -  ^«^1» 


in  denen  <*  =  w  +  n  —  2g  —  l  ist,  neben  den  Gleichungen: 
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für  A=  1,  2...g. 

Elimiüirt  man  aus  den  ersten  fi  Gleichungen,  der  fQr  c^  und  der  für 
Ci  die  u  und  die  Vf  so  folgt 

wo  Fx  wieder  eine  Determinante  aus  den  a  nnd  den  h  ist.  Weil  Cq  -{=  0 
und  ^9+1=1=0.  ist  demnach                  ^ 


Co         ^q+l 

SO   dass    der  grOsste   gemeinsame  Theiler   von  f  nnd.g  sich  in  die  Form 
bringen  l&sst: 

^9  +  i  ^9  +  1  ^9+1 

Frei  bürg  i.  Br.,  Januar  1896.  J.  LOroth. 


XX.**  Wärme -Gapaoitäten 

sind  mehr  als  zweierlei  zu  unterscheiden.  Oder  bleibt  man  zunächst  bei 
den  beiden  bekannten  stehen,  der  specifischen  Wärme  Cp  bei  constantem 
Drucke  und  bei  der  specifLschen  Wärme  c»  bei  constantem  Yolum,  so  habe 
ich  fUr  Wasser  nach  dem  Vorgange  von  Clausius  im  vorigen  Jahrgange 
dieser  Zeitschrift  S.  126  c«  bei  25^  und  bei  50^  um  etwas  höher  gefunden 
als  Clausius,  beziehungsweise  aber  erst  in  der  vierten  und  dritten  Decimale. 

®s  is*  bei      00  .  25^  500  joO« 

Cp«  1,0000    1,0016    1,0042    1,0130, 
c.  =  0.9995    0,9917    0,9675    0,8689? 

Das  Fragezeichen  bei  der  letzten  Zahl  bedeutet,  dass  ich  diesmal  auch 
für  100^  die  Rechnung  nach  der  Fonnel 

c  =Cp —*v 

unternahm,  wo  t  =  373,  x  =  425,  a  der  von  Clausius  bei  der  Berech- 
nung einer  anderen  specifischen  Wärme  (wovon  unten***)  benutzte  thermische 
Aasdehnungscoefficient  0,00080,  t;  =  0,001 043  das  Volum  von  1  Eilo- 
^rramm    in   Cubikmetern.     und    fUr  /?,    den    mechanischen   Ausdehn  ungs- 

*  Vergl.  WeierBtrasB  Abhandlung  aas  der  Fanctionenlehre,  S.  120  und  121. 
Berlin  1886. 

**  Für  die  beiden  folgenden  Mittheilungen  dient  aU  Einleitung  der  vorletzte 
Absatz  von  8. 186,  wie  fSr  die  Mittheilungen  S.  185,  187  nnd  188. 

*^*  Siehe  auch  8. 126  1.  c.  und  die  Anmerkung  S.  64  in  diesem  Bande,  von 
welcher  aber  die  drei  Zeilen  über  die  Zahlen  0,946  und  0,969  wegfallen  sollen, 
indem  erstere  richtiger  ist  als  letztere.    Ueber   die  Reihe  c»  siehe  auf  S.  192  1.  c. 
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Coefficienten ,    extrapolirte   ich  (auf  eigene  Rechnung  und  (refahr)   zu  den 

von  Claus  ins  VIII  §  5  angegebenen   drei  Werthen   für  eine  Atmosphäre, 

die  also  noch   mit  10334  zu  dividiren  sind,   beziehungsweise  den  vierten: 

/5  =  0,000050    0,000046    0,000044    0,000042? 

Die  vorige  Gleichung  ist  gleichbedeutend  mit 

T     dv    dp 
'^       %    ox    dz 
worin  beide  Differentialquotienten  partielle  sind. 

Hiervon  wohl  zu  unterscheiden  ist  eine  dritte  specifische  Wärme  c\ 
die  man  neuerer  Zeit  auch  berechnet  hat,  nSmlich: 

T    dv    dp 
%    öz    dz 

worin  der  Differentialquotient  —  nicht  partiell,  sondern  total  zu  verstehen 

ist.    Clausius  berechnet  denselben  fttr  das  Wasser  von  0^  (siehe  S.  126 
des  vorigen  Bandes  dieser  Zeitschrift) 

c'=  0,945* 
und  Eirchhoff  hat  dasselbe  Resultat  in  IX  §  5. 

Für  Wasser  von  100°  ist  nach  Clausius  c  =  1,0130-0.0003,  also 
nahe  gleich  dem  betreffenden  Cp »  wovon  ich  S.  126 1.  c.  schon  gesprochen  habe. 

Aber  für  Eis  von  0®  hat  Clausius  und  mit  ihm  Eirchhoff  an 
der  letztgenannten  Stelle  den  cnbischen  Ausdehnungs  -  Coefficienten  za 
0,000153  genommen,  wUhrend  in  den  Tabellen  von  Landolt  und  Born- 
stein  (1.  und  2.  Auflage)  der  merklich  kleinere  Werth  0,00011  steht,  so 
dass  statt  c'=:  Cp  +  0,151  =  0,48  +  0,15  =  0,63 

stehen  muss :  ^'=,^^  +  0,11=  0,48  +  0,11=  0,59. 

Zieht  man  diese  beiden ,  für  Wasser  und  Eis  von  (fi  erhaltenen  Zahlen 
von  einander  ab,  so  erhält  man  0,36  statt  0,32  (0,314  bei  Clausius  und 
Eirchhoff),  und  diese  Differenz  ist  zu  verwenden  bei  der  Gleichung 

-^=0,36  +  -, 

dz  z 

in    welcher  r    die    latende    Schmelzwärme    bedeutet,    welche    bekanntlich 
79  Calorien  beträgt.     Da  also  r  :  t  =  79  :  273  =  0,29,  so  wird 

^=0,65, 
dz 

statt  0,60  bei  Clausius  und  Eirchhoff.** 


*  Praktisch  ist  das  specifische  Volam  0,00100012  von  0,001  nicht  sa  unter- 
scheiden. 

**  r  bedeutet  Calorie  durch   Gewicht  1,    also  so  viel  wie  Temperatorgra«: 
oder,  wenn  man  lieber  will:  r :  1 .  r  ist  eine  reine  Zahl,  wie  die  epecifischen  W2urxD€< 
zahlen. 
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Zum  Schlüsse  will  ich  nochmals  auf  den  thermischen  Ausdehnangs- 
Coefficienten  ^  ^ 

vdr 

hinweisen,  oder  a,  der  beim  Wasser  von  0^  nach  Kopp  zu  —  0,000061 
angenommen  wird,  während  er  in  den  Tabellen  von  Landolt  und  Börn- 
stein  gleich  —  0,000055  ist  zwischen  0^  und  1^.  Ich  habe  in  den  letzten 
Jahrgängen  des  „Repertoriums  der  Physik"  aus  dem  Volum  1,00012  von 
1  Gramm  Wasser  bei  0®  und  8^  während  1  bei  4®  gilt,  gemäss  der 
Annäherungsformel,  die  bis  zu  20^  sehr  genügende  Werthe  giebt, 

das  a  =  0,000060  und  b  =  0,0000075  berechnet,  wonach  also 
(-^)  =  -a  =  - 0,000060 

sich  ergiebt,  mit  fast  völliger  Uebereinstimmung  gegenüber  dem  von  Kopp 
angegebenen  Werthe. 

Wegen  der  auch  hierher  gehörigen  specifischen  Wärme  des  gesättigten 
Wasserdampfes,  wie  sie  Claus  ins  genannt  hat,  verweise  ich  auf  ihn 
(VI)  und  auf  Kirchhoff  (VIII),  worüber  auch  unter  meinem  folgenden 
Titel  noch  theilweise  die  Rede  kommen  wird. 

XXL  Oemisoh  von  Flüssigkeit  und  Dampf. 

Im  vorigen  Titel  kam  das  Gemisch  aus  Wasser  und  Eis  vor;  in  XII  §2 
handelt  Kirch  hoff  wie  auch  in  VIII  vom  Gemisch  aus  Wasserdampf  und 
Wasser.    Es  ist  dafür  analog 

,.       ,     dr       r 

h  —  c=^ , 

dr       T 

vrorin  r   die  Verdampfungswärme    und   h'  die   specifische  Wärme    des  ge- 

sSttigten  Wasserdampfes  ist,  während  r   sich  auf  das  Wasser  bezieht. 

Statt  des  vom  Buche  in  XII  eingeschlagenen  Weges  dünkt  mir  kürzer 

der  folsrende: 

*  dQ  =  rdx  +  [h'x  +  c'(l  -  x)]dx 

ist  die  Wärmemenge  für  die  Einheit  des  Gemisches,  von  welchem  der 
Theil  X  aus  Dampf  besteht.     Wegen  der  Adiabase   wird  sie  gleich  Null 


gesetzt  und  für  h'—c  gemäss  Obigem  7^(')  *•  dt  substituirt.     Man  erhält 
rdx  +  cdt  +  td(^yx==0, 


dann 


oder: 
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-dx  +  (x^ä(-)  +  —dx  =  0. 

d(^)  +  0'^'  =  0.* 

Ich  habe  dazu  ein  Beispiel  gerechnet:   Dampf  von  150^  Gels,  (nicht 
ganz  sechs  Atmosphären)  ströme  in  die  freie  Luft  (eine  Atmosphäre).    Da 

r=  607- 0,708^ 

nach  Clausius,  wo  i  vom  gewöhnlichen  Nullpunkte  ans  gezählt  wird,  so 
ist  in  der  durch  Integration  entstandenen  Gleichung  (c'constant  angenommen) 


fgXg        r,x^  _ 


clogncU  — 


zu  setzen: 


*1  ^2 

607  -  0,708  .  100 
373 


I 
X,  wird  gesucht,  ^  607-0,708.150 

*"*■"  423 

x^=  1  (da  nur  Dampf  ausströmen  soll);  für  c  setzte  Clausius,  der  in 
VI  §  12  eine  Tabelle  mit  mehreren  solchen  Bechnungsresultaten  mittheilt, 
die  specifische  Wärme  des  Wassers  bei  constantem  Druck  Cp  und  findet 

a;jc=  0,911; 
ich  habe  statt  Cp=  1,013  (bei  100°)  nur  mit  dem  Factor  1  gerechnet  und 

0,92  .  .  . 
gefunden  y  «das  ist  genügende  Uebereinstimmung. 

Die  Dichtigkeitszahlen  des  gesättigten  Wasserdampfes,  welche  Eircb- 
hoff  in  YIII  §  3  mittheilt;  gegenüber  Luft  als  Einheit,  differiren  von  des 
durch  Clausius  mitgetheilten  (VI  §  9)  nur  in  der  dritten  Decimale;  mit 
Ausnahme  derjenigen  bei  0°,  wo  Kirchhoff  0,606,  Clausius  0,622  an- 
giebt.    Für  das  specifische  Volum  (Centimeter'  durch  1  Gramm)  giebt  Kirch- 

hoff  ebendaselbst 

bei  f  =  0  60       100, 

„    5  =  210600    12050    1650, 

gegen  welche  das  specifische  Volum  des  Wassers  o  das  Wasser  ver- 
schwinden muss.** 


*  Im  Bache  fehlt  bei  dem  r  durchweg  der  Factor  x ,  das  mechanische  Wanne- 
äquivalent,  was  in  meinem  Texte  gar  nicht  auftritt. 

**  Demnach  fällt  die  „  genügende  Annäherung  **  tf  =3  1  weg.    Aber  wegen  de» 

Gliedes  2^^   in  VIII  §  4  ist  besondere  Betrachtung  und  Erwähnung  nüthig;  bei 

dem  nachher  gerechneten  Beispiele  des  Quecksilbers  fällt  es  auch  fort. 

Augsburg.  Prof.  Dr.  Kusz. 
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XXn.    Zwei  Aufgaben  ans  der  Perspective. 
Herr  Geheimrath  Sohlömilch  hat  im  39.  Bande  S.  245—247  der  vor- 
liegenden Zeitschrift  zwei  Aufgaben  aus  der  Perspective  in  kürzester  Weise 
gelöst;  im  Folgenden  will  ich  diese  Aufgaben  in  etwas  erweiterter  Fassung 
nach  rein  geometrischer  Methode  besprechen. 

1 .  Erste  Aufgabe.  Gegeben  sei  ein  £[reis  K*.  Man  bestimme  eine  cen- 
triscbe  CoUineation  in  der  Weise,  dass  dem  Kreise  K^  wieder  ein  Kreis  f  | 
entspreche  (siehe  die  Figur). 

Wir  nehmen  an,  dass  der  unendlich  fernen  Geraden  ti|  eine  beliebige  Ge- 
rade u  entspreche.  Wir  zeichnen  den  Pol  U  von  u  in  Bezug  auf  f  und  die 
Involution  harmonischer  Polaren  —  J"— 
um  U.  Ihr  correspondirt  die  Durch- 
messer-Involution  von  K\.  Soll  nun 
K\  ein  Kreis  sein,  so  muss  diese 
Durchmesser  •Involution  eine  recht- 
winklige sein.  Dann  ist  aber  auch 
die  Involution  der  Parallelstrahlen 
durch  das  CoUineationscentrum  recht- 
winklig. Diese  Involution  liegt  per- 
spectivisch  zu  J  mit  u  als  Perspectiv- 
achse.  Zeichnen  wir  also  über  den 
Paaren  der  Pankteinvolution ,  welche 
u  aus  J  schneidet,  Kreise,  so  bilden 
diese  ein  Büschel.  Von  jedem  seiner 
zwei  Grundpunkte  ans  erscheinen  die 
Paare  der  Involution  unter  rechtem 
Winkel.  Also  kann  jeder  dieser  Grand- 
punkte als  CoUineationscentrum  C 
angesehen  werden.  Wählen  wir  irgend 
eine  Parallele  a;  zu  u  als  Achse  der  CoUineation ;  so  ist  diese  bestimmt. 
Die  zweite  Gegenachse  h  ist  parallel  x  und  erfüllt  die  Bedingung:  C^h^^^u^x. 

Betrachten  wir  h  als  Horizont,  x  als  Grundlinie  einer  Perspective ,  so 
ist  der  Abstand  des  Punktes  C  von  h  gleich  der  Distanz.  Die  Normale  y 
durch  C  auf  h  trifft  h  im  Hauptpunkte  0. 

Die  zwei  möglichen  Lagen  von  C  werden  stets  reell,  wenn  u  den 
Kreis  K*  nicht  schneidet. 

2.  Wir  knüpfen  an  die  Lösung  der  Aufgabe  einige  Schlüsse. 

Haben  wir  zu  einer  Linie  u  ein  Centrum  C^  gefunden ,  so  können  wir 
zur  Festsetzung  der  CoUineation  noch  eine  Annahme  machen.  Wir  ver- 
langen z.  B. ,  dass  der  Mittelpunkt  von  K^^  mit  dem  von  K*  zusammen- 
falle. Dann  entspricht  sich  der  Kreis  K*  selbst.  Die  CoUineation  geht 
in  Involution  über.  Die  Polare  p  von  C  in  Bezug  auf  K^  ist  Achse  der 
Involution.    Ihre  Gegenachse  u  liegt  in  der  Mitte  zwischen  C  und  p. 
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Oben  haben  wir  gefunden  ^  dass  die  zwei  Lagen  0^  C^  des  Collineations- 
centrams,  welche  zu  einer  Geraden  u  gehören^  symmetrisch  zu  u  liegen. 
Folglich  mnss  C^  in  p  gelegen  sein.     Mit  anderen  Worten  heisst  dies: 

C|C,  sind  in  Bezug  auf  E*  zu  einander  conjugirt. 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  lässt  sich  die  Construction  der  Gentra  sa  einer 
beliebigen  Geraden  u  so  aussprechen: 

Wir  zeichnen  in  der  Involution  harmonischer  Pole  anfv 
das  Paar,  welches  zu  u  symmetrisch  liegt.  Jeder  Punkt  dieses 
Paares  kann  als  ein  Centrum  C  angesehen  werden. 

Wählen  wir  C  beliebig,  so  ergiebt  sich  u  in  folgender  Weise: 

Wir  constrniren  zu  C  die  Polare  p  in  Bezug  auf  JET^  Die 
Gerade,  welche  in  der  Mitte  zwischen  C  und  p  liegt,  ist  u. 

3.  Zweite  Aufgabe.  Gegeben  seien  zwei  Kreise  K\K*^.  Man  sucht  eine 
centrische  CoUineation,  in  der  beiden  Kreisen  wieder  Kreise  entsprechen. 

Wir  mttssen  u  so  bestimmen;  dass  die  Involution  harmonischer  ?6k 
auf  u  für  beide  Kreise  identisch  ist.  Dann  muss  u  beide  Kreise  in  den- 
selben Punkten  schneiden,  u  ist  also  die  Potenzlinie  beider  Kreise.  Zu  ihr 
bestimmen  wir  die  Centra  C^  C^  wie  bei  I.  Wir  erhalten  die  Cenlra  direet, 
wenn  wir  auf  der  Centrale  y  beider  Kreise  die  Involutionen  harmoniscfaer 
Pole  zeichnen.  Ihr  gemeinsames  Paar  stellt  C^C^  vor.  Diese  Punbe 
werden  nur  dann  reell,  wenn  die  Involution  harmonischer  Pole  auf  der 
Potenzlinie  elliptisch  ist,  das  heisst,  wenn  die  Kreise  K*^K\  sich  nicht 
reell  schneiden. 

Zärich.  Dr.  Chr.  Betbl. 
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ßlermmniii  Dr,  OttOf  o   6.  I^fefisor  im  der  Techniacliüii  Hochficknlii  ati 

F '  ^ "       tu  der  höhere»  Mittlieomtilc.     Vorkiningfea   zur  Vorberc 
*3or  Differential  rech  BUB  g»  jllgebra  «nd  Funkt  ioneiitlieorie, 

Hberhardi  Dr.  7.|  Pröfeä«6T  4ia  derUiii¥irrdrt4t;  zu  K^nigslörg  i.  F.,  die  Qrti&4{ 
gßbilde  der  tsbenen  Qeometrie.     lii  3  Bauden.    L  Baiid    Mit  S  Fii 

tüfeln,     IXLVni  II.  302  S,]     1^.  8.     189Ö,    gek  n,  Jl  14.— 

aber  4ie  Grnnd lagen   und    Ziclo  d«r  Hanmlehrc,    Scpi^mtiiMr 
HQfl  dc?r  Vorredp  zu  ,,ilip  Gnmdgc1»ild*?  der  Uconietrif«",    pi>  8.] 

QwxdelEiusQT  f  Dr.  fiimnandi  fr^fe^öor  \in  der  teelwiischäii  Hoch*iibijJ#  k«  I>^ 

tftüdt,    V(irJctiUEgeii    aus    der    analytiöchen    Öiseimotrie 
acbnitte.      IleRtußgiegebeii  von  Dr.  FmEPnicii  I>i>aiu.r>Er«  Pmni 
daselbst.     Mit  ia  den  Text  gedruckten  Pigurftti    tmd  dn^dn    AAliiuig^^j 
hulteud  Aufgabcü  und  weiter«?  AiipföhninKen.     fTIlI  u*  IH  SJ    gr.  ft. 
(fpb.  u,  .i^  l'i.— 

Hrab&ky  Jo&ef,  k»  k.  Oberbergruth  itiid  Proty-sBor,  pruc tische  Hilfit 
für  JogaritbmiBübe  und  undi^re  Zahlenrechnungiin.  Dritte,  iii 
AußjBrabe.     f  V  u    26a  S.]    gr.  a     l*i95,    i?eb.  n.  UT  ».  ^ 

Huebn^r^  Dr.  Ii.,  ProftHsor  am  lijmim 

liüJie  Geometrie  den  MatJe^  in  l>i^        ■  '    =     i.^    r j    ; 

den  Kxms-  md  Hyperbel  funk  tionen  neu  darge«fteUt.    «,,  -«rohlfeUe  Anagal 

[XVI  u.  Mr>  8.)    gr.  8,    1895.    geh   n.  *J4.— 

Kl«tiL|  F.^  yorträgfi  über  aiieigi;wllh]tt>  Fragen  der  KiameBtargoiimtirii^ 
AtisgeüTbeitet  von  F.  Tagetit,    Mit  10  in  den  Text  gerlrtickt«»  Hgyarcik 
2  Uihogr.  Tafeln.     [V  u,  66  8  ]    gr.  8.    imb.   geh.  n.^2.^ 

Kroueoker'Bi  Leopold,  Werke.    Herausgegeben  auf  yeratiliidfctiag  dor  KQi 
l'rt^unJiiRJcbttu    Aküdi^mie    d*^r  WitEen^chaften    «ou    E,  H^tcsei^     L   BlUltL     IBM 
L.  KruTjiwkt^r'a  ßildnisa.    [IX  u.  4&3  S.J    gr,  4.    1895.     gek  ö.  Jf  *d.— 

Huth,   Iir.  F.,  Grundlagen  für  die   geometrische  Anwendung 

¥  a  r  i  ft  II  t  e  n  t  h  0  0  r  i  e.    Mit  einem  ßegleitworte  von  M.  P^ttcit    (VI  iL  1 5ä 

gr.  8.    18*J5.    geh.  n,  *^s.— 
\71lliQker%,  JuUuB^   gesatnmp.lt^  wififlenfiehaftlichti  AUbatidloSr 

Arjftrag  der  Kgl.  Gf^aiilbehuft  de^r  Wisiens^ihiiften  zti  G'  f 

von  A,  ScnoENruiK»  und  Fu.  Pot  KKr,a.    In  *i  Brinden,    L  Bjh 

ALbhandf (ingcn.     Herausgegebi^u    von    A,  ScHtiKNFUKJi,      Mit  i' 

Pliickera  imd  73  in  den  Tf!xt  gednickten  Fi|^virrn>.    [XXX\n  "    ► 

1895,   geh.  n.  Jf  20.— 
Soblesingerf  Prüf,  Dr,  Liadwlg^  Privatdozent  un  der  ' 

buch    der    Theorie    der   linearen    Diff^renti 

486  8.J     In  ^  Bünden     l  Band,    gr,  d.     tS^ö*    geh.  n.  •«  lü    - 
Siftckel,  Dr.  Paul,  i*rofes«or  an  der  UiiiversiUVt  Köi»!     ^  . 

Ungel,   Professor   «u  der  Universität  Iieipüig,   di» 

Hni*^n    von   Euklid    bia    auf   Gauß^    eine   Ur' 

gcwchichtu    der  nicbteuklidiscben    Geometrie*     Mit    . . 

Kaehbildung  fine*  Briefes  von  Gaali.     [XiuSdftS.]   gr. 


XIV. 

Ueber  eine  gewisse  Klasse  von  übergeschlossenen 
Mecliamsmen. 

Von 

Dr.  R.  Müller, 

Professor  an  der  Technischen  Hochschule  in  Braunschweig. 


Hierzu  Tafel  IX  Fig.  1-11. 

Dnrch  die  Arbeiten  von  Hart,  Eempe,  Darboux,  Burmester  sind 
wir  zur  Eenntnisa  einer  Reihe  von  übergeschlossenen  Mechanismen  gelangt, 
die  alle  dadurch  entstehen,  dass  ein  gewisser  Punkt  in  der  Ebene  eines 
Gelenkvierecks  an  die  vier  Glieder  desselben  in  bestimmter  Weise  gelenkig 
angeschlossen  wird.*  Um  einen  systematischen  Zusammenhang  zwischen 
den  einzelnen  hierher  gehörenden  Mechanismen  herzustellen,  werden  wir 
zweckmässig  von  der  Curve  ausgehen,  die  ein  Punkt,  der  nur  mit  zwei 
gegenüberliegenden  Gliedern  des  Vierecks  durch  Gelenke  verbunden  ist, 
in  Bezug  auf  eines  der  beiden  anderen  Glieder  beschreibt.  Bei  jedem 
übergeschlossenen  Mechanismus  zerfUllt  dieselbe  in  einen  Kreis  und  eine 
gewisse  andere  Curve,  und  dann  liefert  die  jeweilige  Art  des  Zerfallens 
ein  charakteristisches  Merkmal  des  betreffenden  Mechanismus.  Im  weiteren 
Verlauf  wird  es  sich  fragen,  ob  wir  durch  Einfügung  eines  viergliedrigen 
Gelenks  aus  dem  Gelenkviereck  noch  andere  übergeschlossene  Mechanismen 
bilden  können,  oder,  ob  mit  den  bisher  bekannten  Formen  die  Anzahl  der 
möglichen  Mechanismen  dieser  Art  bereits  erschöpft  ist. 

1«  In  Figur  1  ist  00' KB  ein  beliebiges  ebenes  Gelenkviereck;  in  der 
Ebene  desselben  sind  an  die  starren  Dreiecke  OBS^  O'B'S'  die  Glieder  8K, 
S'K  in  den  Punkten  Sj  /9' drehbar  angeschlossen,   und   diese  wieder  sind 

*  Vergl.  im  Folgenden  die  Figuren  2,  4,  6,  7,  8,  sowie 

Hart:  Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society  vol.  VIH  p.  288; 

Eempe:  daselbst  vol.  IX  p.  138; 

Darboux:  Bulletin  des  sciences  math^matiques  et  astronomiques  2^^°^^  s^r. 

T.  III  p.  144; 
Burmester:  diese  Zeitschrift  38.  Jahrgang  S.  193;   femer:  Kinematik  I 
S.571,  595,  598. 
Zeitochrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  40.  Jahrg.  1895.  5.  Hoft.  17 
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im  Punkte  K  zu  einem  gelenkigen  Knie  8K8'  verbunden.  In  dem  so  ent- 
stehenden zwangläufigen  Mechanismus  beschreibt  der  Punkt  K  in  Bezug 
auf  das  feste  Glied  OOf  eine  Curve  X;,  die  wir  im  Folgenden  kurz  aU 
Kniecurve  bezeichnen  wollen.  Die  Gleichung  derselben  soll  zunftchst  er- 
mittelt werden. 

Es  sei  OO'^m,  BB':=n,  OB^r,  ffB^^^r,  OS  =  s,  0'S'=s\ 
Winkel  BOS=«,  Winkel  JB'O'Ä'«:«',  Ä'Ä  =  ^  KS'=^r.  Wir^  bezeichnen 
ferner  mit  a;,  ^  die  rechtwinkligen  Coordinaten  von  K  in  Bezug  auf  0  als 
Anfangspunkt,  0(7  als  a;- Achse,  mit  O,  O'  bez.  die  Winkel,  welche  OB, 
OB'  mit  der  Richtung  Off  einschliessen.     Dann  ist 

[x'-scosi^  —  a)]*+  [y  —  8sin  (^  —  «)]'=  P, 

Setzen  wir  zur  Abkürzung: 

xcosa  —ysina  =  af 

xsina  +  yco$a==h^ 

(x  —  w)  cos  a'+  ysma  =  a\ 

{x^ni)sm  «'+  ycosa  =  h\ 

m*—  n*  +  H  +  r  *  =  g*, 
so  gehen  die  vorigen  Gleichungen  über  in: 

1)  2ascos^  +  2b8sm^^P, 

2)  2a  8  cos  &'+2h'8sin  ^'=  P', 

3)  2rr{cos  0  cos  0'+  sin  ^  sin  O')  +  2inr  cos  ^  —  2mrco8  0'=  g*. 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  9,  9'  die  Gleichung  der 
Curve  Ä;  in  der  Form: 

4)  ÄB+C^==0, 
wobei                        f 

Ä  =  r^r^PP'+  2fnrrXrsaP -  rsaP')  +  2rrss  f2m«&&'- q^ (aa +&6')]. 

B^PP'\m^[r^8\a^+b'*)P»+r^8^{a^+b^)P'^-2rr8sXaa  +  hV)PP'] 
+  4mrr  55  (a&  -  ah){r8b'P  +  rsbP') 

-  2tn55V[*-«'a(a  H&'')P-r 5a'(a»+  5«)P'] 
+  s*8*q^{a^+  5«)(a  H 6'*)  -  4f*r  V/Ha6'-  alr 

-  4tnV5'«[r«6«(a'*  +  5'*)  +r  «ft'«(aH6«)l| 
+  2ff'[5'«(a'«+5'«)P«+5'(a»+6*)P'*-45^5«(a«+6»)(a'«-f6'*}l 

X  [m{rsaP-rsaP')  +  2fn^8sbb'-S8q\aa+  bb")]y 


Von  Dr.  R.  MOllbr.  259 


f  C=  f»r'»[«'«(a'»  +  6'»)P»  +  5»(a«  +  ft»)P'«] 

-m*lr*8*{a*+b'*)P'+r*s»{a*+V)P'*-2rr'ss\aa  +  bb)PP-] 

-  imrr'sa'iab'-  a'b)  {r'8'b'P+  rsbP') 
+  2ms8'q*[raa (a  »+  6'») P -  r'sd{a'+  6»)P'] 

-  ^8*c^{(i*-{-  b*) (a'»  +  6'»)  -  4r»r' V«  «(oo'+  66')« 

+  4mVs'»lf»6»(o'»  +  6'»)  +  r»6'«(o»+ft*)). 

Nun  ist  s  I  1.«      _«  1     » 

o«+6»=a!»  +  y*, 

a'»+6'»=(*-m)»  +  y», 

aa'+66'=  («*  +y*—  ma;)«w(o  —  «')  +  mym(a—  o'), 

o6'—  a  6 ä=  —  (ic'+y'  —  m«)m(M— a")  +  my  «w(« -  «'), 
folgHch:  4  =  t-r'V  +  y*)*+-- 

5  =  m«[r«5  «  +  r  «5«-  2rrV(»Ä(a-c)](a;«+y«)H-  •  •, 
w&hrend  C  einen  Ansdrnck  sechsten  Grades  darstellt.     Der  Factor 

verschwindet  nur  für  as^a,  rs^r8\  die  Eniecnrye  ist  also  von 
der  vierzehnten  Ordnung,  sobald  nicht  die  Dreiecke  ORB  und 
0>S8'  gleichsinnig  ähnlich  sind. 

3*  Wir  nehmen  zunächst  an,  die  Dreiecke  0R8  und  0^X8'  seien 
nicht  gleichsinnig  ähnlich.  Setzen  wir  dann  in  Gleichung  4)  o^  +  y*  gleich 
einer  ganzen  linearen  Function  von  x  und  ^,  so  wird  A  vom  zweiten, 
B  vom  fünften,  C  vom  dritten  Grade;  die  Kniecurve  hat  also  die 
imaginären  Kreispunkte  zu  siebenfachen  Funkten,  und  ihre 
Focalcentra  —  das  heisst  die  reellen  Schnittpunkte  der  zweimal  sieben 
Tangenten  in  den  imaginären  Ereispunkten  —  sind  identisch  mit  den 
zwei  bez.  fünf  Focalcentren  der  Curven  J.e=0,  £  =  0. 

Ist  nun  der  Punkt  a;ss£,  y  =  ^  oiii  Focalcentrum  der  bicircularen 
Carve  vierter  Ordnung  ^.sssO,  so  hat  die  Gerade 

y-iy  =  i(aj-{). 

die  den  Punkt  $,  17  mit  einem  der  imaginären  Kreispunkte  verbindet,    mit 
A  =  0  nur  einen   endlichen  Schnittpunkt  gemein;    durch  die  Substitution 

verschwindet  also  in  J.  =  0  das  Glied  mit  x^.    Setzen  wir  noch 

i  +  in  =  i> 

also 

y^i{x  —  i)y 
so  wird: 

17* 
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a  =a;e~'*+  ••• 

a'«+6'«=2({:-m)a?+-- 

ad+h})=^ [{:e'<«-«'>+  {i -  m)e"-»(«-«'>]ic  +  •  •  • 

P  =  2J:aj+... 

P  =  2(J:-in)aj  +  ..., 

und  dann  Terschwindet  in  J.  =  0  der  Factor  von  a?^  wenn 

rri{i  -  m)  +  «[rs'te-*«'-  r «(f  -  in)e-'«]  -  wi^sä'c —*(«+•'»  =  0, 

das  heisst,  wenn  .  i^     n 

'  rj— mse-»«=  0, 

oder,  wenn  ,,.        .   .       '    /*'     a 

ist.     Bezeichnen    wir  demnach  mit   JP^,   ^^    die   beiden   Focaloentren   der 
Curve  Ä=  Oy  so  erhalten  wir  fttr  JP^: 

ms  ms   . 

r  r 

und  für  JF«: 

^  ms         ,  ms    .     , 

E  =  m 7-C08a.  «  =  — 7-sina. 

r  '        r 

Es  ist  also  AOO'Figleichsinnig  ähnlich  mit  A0i2S  und  AO'OF^ 
gleichsinnig  fthnlich  mit  AO'ÜS'. 

In  ganz  derselben  Weise  ergiebt  sich  für  die  fünf  Focalcentra  der 
Curve  JB  =  0  die  Gleichung: 

(r5  e-'«-  r  5C-«')  f  (f  -  m)  [m  ?(?  -  m)  [rs'i^^  -  r  s  (f  -  m)C-^ 
-  ««VJ«  -  w)  +  rr[5''£*e'^"-"'' +  «^(f -»!)«(?-»<•- «''1 

Die  Curve  ^  =  0  hat  folglich  zu  Focalcentren  die  beiden 
Punkte  0,  0'  und  drei  weitere  Punkte  G^^  ö^,  ffj,  deren  Co- 
ordinaten  bestimmt  sind  durch  die  im  Allgemeinen  irreductibU 
Gleichung  dritten  Grades: 

+  [m*(2r's6'«'-r5V«)-55'(m2-n«+r«+r'«)+rrVe-'(«-«'>+rrVV<«-«>],^ 
+  »is[ä'(»i«-  n2+  r«+  r'»)  -  wW  «'  +  rss'e-' •-  rV»e-'«'-  2rr  «c-««—  •]; 
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Die  Lage  der  sieben  Focaloentra  0,  0*,  J^^,  ^2»  ^i»  ^%7  ^s  ^^^ 
Carye  "k  ist  hiemaeh  yollkommen  nnabhftngig  yon  den  Gliedlttngen  2,  t\ 
sind  also  die  Dreiecke  OBS  und  €fli8'  nicht  gleichsinnig  ähn- 
lich, so  beschreiben  die  sftmmtlichen  oo*  Punkte  f ,  die  man  in 
S  und  8'  an  das  Gelenkyiereck  OO'B^B  anschliessen  kann,  sieben- 
fach concentrische  Eniecuryen. 

Ist  o  s=  o'=  0,  das  heisst,  liegen  die  Anschlusspunkte  8,  8'  auf  den 
Vierecksseiten  pJ3,  O'E',  so  wird  die  Curye  k  symmetrisch  in  Bezug 
auf  00\  Dann  sind  alle  Coefficienten  der  Gleichung  5)  reell  und  yon  den 
drei  Punkten  ff^,  G^,  Q^  liegt  wenigstens  einer  auf  der  Geraden  0(X. 

In  Bezug  auf  das  Glied  BS^  beschreibt  der  Punkt  K  eine  Eniecurye  { 
mit  den  Focalcentren  B,  K^  ^^^  ^,,  ®i,  ®2i  ®s-  ^^®  Punkte  fj^,  ^^ 
werden  analog  construirt,  wie  yorher  ^n  $2*  Betrachten  wir  B  als  An- 
fangspunkt, 2212"  als  rr- Achse  und  bezeichnen  die  Strecken  B8f  B^8'  bez. 
mit  t^  t\  die  Winkel  0B8^  OK 8'  mit  ^,  /^,  so  erhalten  wir  die  Coordi- 
naten  der  Punkte  @|,  ®2,  ®s,  indem  wir  in  Gleichung  5)  die  Grössen 
m,  fi|  8y  8,  Uf  a  bez.  mit  n,  m,  f,  ^^  ^,  ^  yertauschen.    Dabei  ist: 

3.  Es  sei   ferner    A0B8  gleichsinnig  ähnlich  mit  A(yB'8\ 

S  8 

also  «  =  «'  und  —  =  -7-    Setzen  wir 
r       r 

8_^ 

und 

so  geht  die  Curyengleichung  4)  ttber  in 
6)  a© +  €*(£*=  0. 

Gegenwärtig  ist: 

a6'— a'ft=  my, 
aP  —  aP'^  («awa— y5ina)(2m«  — m*+e*r*— «V*— P+r*)  — mPcos«, 

f  (a  *+  6'«)P*+  (a«+  &«)i^«-  2{aa  +  hb')PP'^  m^PP' 

ia(a^+  5'«)P-  aV+  &*)'P'=  tn(aj«+  y«)P'(J05« 

mithin    yersoh winden    in    Gleichung  6)   die   Glieder  yierzehnten   und  drei- 
zehnten Grades,  und  das  Glied  zwölften  Grades  lautet: 
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Die  Curve  wird  also  —  durch  Ablösung  der  doppelt  z&hlenden  un- 
endlich fernen  Geraden  —  zu  einer  sechsfach  circnlaren  Cur?e 
zwölfter  Ordnung,  falls  nicht  gleichzeitig 

ist.  *^  "** 

Um  die  Focalcentra  zu  bestimmen,  bringen  wir  den  mit  93  bezeich- 
neten Ausdruck  auf  die  Form : 

-26me?«[a(aH&'*)P-a(a*+6«)P'] 

+  8«2*(a«+  &«)(a  >  +  5'2) -  4€V«r'«(a6'-  ab)*} 

-2«^g»(aa+55')[r«(a'«+fe'*)P'+r«(a«+2^*)P'T 

-8«Vr«(aH&')(a*+&'')[m(a'P-aP')+2fm2&6'-*g«(aa'+66'i! 
+  2sm{[r*{a*+h'*)P*+r^{a*+b*)P'*][2m{a*+b*)cosa--'mPcosa 

+a(€V-««r«-P+r*--m«)]+2in6y[r^(€«r'*-r*)P«+rVr*-n)P''- 

-2mV»jfP«PMna} 
+4€«mM&'[(«'r«-P)(»  *+&'*)- («V«-r«)(a«+6«)](r«P-r«P') 

-m5^«[r«(a'HO^*+r»(a«+6«)P'«] 

+mr*[a*+b*)PP'8ina{2b'-msina)\. 

Durch  die  Substitution  ./        c^ 

y  =  i(a;-f) 

verwandelt   sich  6)  in   eine  Qleichung  sechsten  Grades  in  o;;  in  derselben 

hat  ic^  den  Factor:        ^  ^^^^ 

(t-6»ie-'«)(f-»i+fme-'«) 

t[m«-e(fn«-n«)e-'«]t(f-m)  +  einc-'«(l-ec''«)[rn-r«(J:-m)li 
.|[m«-6(m«-w«)c'«]J(J-m)+m[r«S:-iMt-m]|. 
Wir  erhalten  also  die  folgenden  sechs  Focalcentra: 
I.  Zwei  Punkt«  F^,  JP, ,  die  wie  früher  construirt  werden ,  indem  wir 

AOO'Fi  und  ÄO'OF^  gleichsinnig  ähnlich  machen  zu  AOS& 
II.  Zwei  Funkte  öj,  ö,,  entsprechend  der  Gleichung: 

f[m«-e(m»-n*)e-'«]{;«-m[m«-€{w«-n«)e-««+«(H-r«)e-«'Hl-««-'*jv 
')        t  +  gniVc-'«(l-  €C-'«)  =  0; 

dieselbe  geht  ans  5)  hervor  für  a  =  a ,  «  =  ar,  5'=  «r. 
III.  Zwei  Punkte  J3i,  fl^;  die  Coordinaten  derselben  werden  gefundes. 
indem  wir  in  der  Gleichung 

den   reellen   und   den   imaginären   Theil  der  linken  Seite  einz^c 
gleich  Null  setzen. 
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Yertaaschen  wir  in  den  letzten  Gleichungen  die  Grössen  m^  n^  seff'j  se"*'* 
bez.  mit  n,  m,  1—  «c"'",  1  —  «e'",  so  ergeben  sich  die  Pocalcentra  §[,,  §[,, 
®i,  ®s,  ^1,  ^%  der  Eniecnrye  t,  die  der  Punkt  K  in  Bezug  auf  das 
Glied  BB'  beschreibt 

4.  In  dem  bereits  erwähnten  Sonderfall 

9)  a  =  a'=0,     «=-^^, 

ist  6  entweder  negativ  oder  grösser  als  1;  die  Anschlusspunkte  8^8'  liegen 
demnach  ausserhalb  der  Strecken  OB^  CfK.  Dann  redncirt  sich  Gleichung  6) 
auf  eine  Gleichung  zehnten  Grades  mit  dem  Anfangsglied : 

m«(a:«+y»)*{[K«-l)(r»-r'«)-(P-r^]V 

+  [£(e-l)(r'-/«)  +  (P-n]VI. 
und  dieCurye^  wird  zu  einer  vierfach  circnlaren  Curve  zehnter 
Ordnung  mit  den  vier  auf  der  Geraden  OCf  liegenden  Focalcentren  Fj, 
F,,  e,,  Jffi,  wobei 

OFi=  cm,  0J^g=(l-6)m, 

Sie  hat  mit  der  unendlich  fernen  Geraden,  von  den  Ereispunkten  ab- 
g^esehen,  noch  zwei  im  Allgemeinen  imaginftre  Punkte  Q|,  Q,  gemein,  die 
durch  das  Geradenpaar  bestimmt  sind: 

Ist  r  =  r\    oder  2  =  T,    so   fallen   Q| ,    Qg   °^^^  ^^^  Ereispunkten  zu- 
sammen, und  die  Eniecurve  berührt  in  diesen  die  unendlich  ferne  Gerade. 
Die  Punkte  Q^,  Q,  Bind  nur  reell,  wenn 

p-r«=  +  «(€-l)(f*-r'») 

ist,  und  dann  vereinigen  sich  Qi  und  Q^  im  unendlich  fernen  Punkte  der 
y-  bez.  a;- Achse.    Wir  wollen  beide  Fftlle  getrennt  betrachten. 

List  P— r*=— £(«  — l)(r*— r  *),  so  verwandelt  sich  Gleichung  6) 
durch  die  Substitution  y^—M^^of'  in  eine  Gleichung  vierten  Grades  in 
Bezug  auf  m^  mit  dem  Anfangsglied 

{'^€(£-l)(r8--r'«)ma:  +  m«[«(€-l)/»-r«]--£«(«-l)(H--/«)«)V; 

die  Curve  ii;  hat  folglich  im  unendlich  fernen  Punkte  der  y- Achse  einen 
Selbstberührungspunkt  mit  der  Asymptote: 

Soll  %  mit  dieser  Geraden  nicht  nur  vier,  sondern  sechs  unendlich 
benachbarte  Punkte  gemein  haben ,  so  finden  wir  als  nothwendige  und  hin- 
reichende Bedingung: 
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11)  r«=«(«-i),*, 

also 

12)  P=€(£-l)r'«, 

und  dann  geht  Gleichang  10)  ttber  in 

13)  2ma;  =  m«+6(r»-r'«). 

Nun  zeigt  aber  die  weitere  DurchfHhrung  der  Rechnung,  dass  die 
Substitution  13)  der  Cunrengleichung  identisch  genfigt,  das  heisst,  die 
Eniecurve  zerfällt  in  die  doppelt  zählende  Oerade  13)  und  eine 
vierfach  circulare  Curve  achter  Ordnung.     Gegenwärtig  ist 

OH, •^fi7  =  m-0ff,; 

die  vier  Focalcentra  JF\;  F^^  &|,  H^  liegen  also  paarweise  symmetrisch  in 
Bezug  auf  den  Mittelpunkt  von  00.  Der  durch  die  Gleichungen  9),  11\ 
12)  definirte  Mechanismus  ist  bekannt  unter  der  Bezeichnung  , zweite' 
Hart'sche  Geradführung.*  Betrachten  wir  in  demselben  nicht  00 
sondern  RIX  als  festes  Glied,  so  beschreibt  der  Punkt  K  einerseits  eine 
Gerade,  die  auf  RiC  senkrecht  steht. 

IL  Nehmen  wir  an,  essei?— r*=  «(e  — l)(r*— r  *),  so  verschwind«! 
in  Gleichung  6)  die  Glieder  mit  x^^  und  ci?^  und  sfi  erhält  den  Factor: 

die  Curve  h  hat  also  im  unendlich  fernen  Punkte  der  Geraden  OO  einen 
isolirten  Punkt.  Derselbe  verwandelt  sich  in  einen  Rückkehrponkt  mit 
der  Tangente  00  für 

m«[£(€  -  l)r«-  V^  =  ««(«  - 1) ir^-  »"'T 
Es    ergiebt   sich    weiter,   dass  dieser  Bückkehrpunkt   in  einen  Selbst- 
berührungspunkt  übergeht,  weim  gleichzeitig  | 

ist,  also  für  .        .       ,       ,^ 

p=6(e-l)r», 

r«=6(f-l)(2r8-r'«). 

Setzen  wir  in  diesem  Falle  in  der  Curvengleichung  y  =  0,  so  ergebt 
sich  für  X  eine  Gleichung  sechsten  Grades  mit  dem  Anfangsgliede: 

16a»(f-l)V*(r«-r«)5fl^. 

Dasselbe  verschwindet  nur  für  die  nicht  in  Betracht  kommenden  An- 
nahmen £  =  0,  f  =  1  und  für  r  =  r,  das  heisst  e  =  oo.  Daraus  folgt,  dass 
die  Gerade  OCX  in  keinem  Falle  einen  Bestand theil  der  Eniecurve  bilden  kaaxu 

*  Hart  a.a.O. 
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IIL  Ist  endlich  in  Verbindung  mit  Gleichung  9) 

so  reducirt  sich  die  Gurre  k  durch  abermalige  Ablösung  der  unendlich 
fernen  Geraden  auf  eine  bicirculare  Curve  achter  Ordnung,  die  auch  sym- 
metrisch ist  in  Bezug  auf  die  Mittelsenkrechte  der  Strecke  Off.    Setzen  wir 

so  lautet  das  Glied  achten  Grades  der  Curvengleichung: 

w*(x«  +  y«)«{[?-K«-l)r*?(a^'*+y*)'+16«(£-l)r«Pa?'VI- 

Die  Corvo  hat  demnach  vier  durch  den  Mittelpunkt  von  Off  gehende 
Asymptoten;  dieselben  sind  imaginär,  wenn  nicht 

P=€(6-l)r« 

ist.  Unter  dieser  letzten  Voraussetzung  zerfällt  die  Kniecurve  in  die 
doppelt  zählende  Gerade  x  =  0  (vergl.  Fall  I)  und  in  die  bicirculare 
Curve  sechster  Ordnung: 

yV*+y*)*-2[(5)  +  *(2«-l)«'*]y*{aj'*+»*)  +  (2£-i)»mV+«Vx* 

+  ([(jy+  ^**J-  «»»»VJy«»  0 

mit  den  Focalcentren  JP|,  JP^,  mit  einem  Selbstberührungspunkte  im  un- 
endlich fernen  Funkte  der  Geraden  Off  und  einem  Doppelpunkte  in  der 
Mitte  von  Off. 

Hiermit  sind  die  sämmtlichen  Fälle  erschöpft,  in  denen  die  Kniecurve 
einen  reellen  unendlich  fernen  Punkt  enthält,  und  es  ist  gleichzeitig  die 
Frage  nach  denjenigen  Bedingungen  erledigt,  unter  denen  eine  endliche 
Gerade  als  Bestandtheile  der  Curve  auftreten  kann.  Wir  haben  nämlich 
gefunden,  dass  der  einzige  Fall  dieser  Art  bei  der  „zweiten"  Hart- 
schen  Geradftthrung  vorliegt;  dieselbe  stellt  also  die  einzig 
mögliche  Geradführung  dar,  bei  welcher  der  geradlinig  be- 
wegte Punkt  mit  zwei  gegenüberliegenden  Vierecksseiten  ge- 
lenkig verbunden  ist. 

5.  Zerfällt  in  Figur  1  die  Curve  h  in  einen  Kreis  und  eine  gewisse 
andere  Curve,  so  ist  der  Kreismittelpunkt  identisch  mit  einem  der  früher 
bestimmten  Focalcentra  der  Je.  Wir  erhalten  dann  einen  übergeschlossenen 
Mechanismus,  indem  wir  diesen  Mittelpunkt  mit  dem  Punkte  K  gelenkig 
verbinden.  Können  wir  gleichzeitig  den  Punkt  K  an  das  vierte  Glied  BR 
anschliessen,  ohne  dadurch  die  Beweglichkeit  des  Mechanismus  aufzuheben, 
so  gehört  der  neue  Anschlusspunkt  zu  den  Focalcentren  der  Kniecurve  f, 
die  K  in  Bezug  auf  das  Glied  BB'  beschreibt 
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Von  solchen  übergeschlossenen  Mechanismen  kennen  wir  bisher  die 
folgenden  Arten: 

I.  In  Figur  2  ist  0  (/KR  ein  beliebiges  Gelenkviereck ;  die  Dreiecke 
O'R'S^^  00' Tj  BR%  sind  gleichsinnig  ähnlich  mit  dem  beliebigen  Dreieck 
OBS.  Bilden  wir  das  Parallelogramm  TffS'K,  so  ist  bekanntlich  ^OHK 
gleichsinnig  ähnlich  mit  AOffT"^,  mithin  ist  auch  8BZK  ein  Paralldo- 
gramm  und  die  Vierecke  0TK8  and  KS'B'X  sind  gleichsinnige  shnlich 
mit  OO'B'B.  Ersetzen  wir  die  Strecken  SK^  TK,  8'K,  %K  durch  em 
viergliedriges  Gelenk,  so  ergiebt  sich  ein  übergeschlossener  Mechanismus. 
Derselbe  besteht  aas  zwei  Sylvester 'sehen  Pantographen**,  die  in  den 
Punkten  0^  B\  K  verbunden  sind;  wir  wollen  ihn  deshalb  kurz  den 
SjWester'schen  Mechanismus  nennen.*** 

Entfernen  wir  in  Figur  2  die  Glieder  TK^  %Ky  so  kann  der  Punkte 
in  Bezug  auf  die  Glieder  OO'y  BB'  bez.  die  vollständigen  Eniecurven  ik,  I 
beschreiben,  deren  Focalcentra  wir  wie  früher  mit  Fj,  J?',,  ö,,  G^^  H^^  H^ 
%i}  %ii  ®i)  ®8>  $u  $s  bezeichnen.  Dann  sind  F^j  %2  ^^^^  Definition 
nach  bez.  identisch  mit  den  Anschlusspunkten  T,  £.  Die  Focalcentra  Hy 
n^  ergeben  sich  aus  Gleichung  8).     Nun  ist  in  Figur  2) : 

14)  i  =  SZ  =  JB3:  =  B2r.  ^  =  en 

und 

BS 


15)  r=S'K^  O'T  =  OCy.  -^J  =  m^l  +  6*-2«co5a; 

folglich  geht  Gleichung  8)  über  in 

(f-  eme-'«){[w«-  «(m*-n«)c««]J- amnV«}  =  0. 

Die  erste  Lösung  derselben,  {;=  cme*"'',  giebt  wiederum  den  Punkt  T; 
der  Sjlvester'sche  Mechanismus  wird  also  dadurch  charakteri- 
sirt,  dass  im  Anschlusspunkte  T  zwei  Focalcentra  der  Curvel 
vereinigt  sind,  nämlich  F^  und  einer  der  beiden  Punkte  E. 
Ebenso  liegen  in  %  zwei  Focalcentra  der  Curve  f,  nämlich  ^< 
und  ein  $. 

Ist  CL  nicht  gleich  0,  so  bilden  umgekehrt  die  Gleichungen  14)  und 
15)  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung,  unter  welcher  die  Poeal 
centra  F^^  ^^  bez.  mit  einem  der  Punkte  H^  ^  zusammenfallen. 

Die  Eniecurve  "k  spaltet  sich  gegenwärtig  in  den  doppelt  zählend» 
Kreis  um  T  mit  dem  Badius  TK  und  in  eine  vierfach  circulare  Curre 
achter  Ordnung.  Wir  erhalten  dieselbe  als  Bahncurve  des  Punktes  Jl*. 
wenn  das  Knie  SK*S^  symmetrisch  ist  zu  SKS\ 


*  Barmester:  Banematik  I  S.  296. 
♦*  Daselbst:  S.  662. 

**^  Burmester:  Die  Brennpunktmechanismen ,  diese  Zeitschrift  38.  JafargsB^ 
S.  218. 
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An  Stelle  der  Focalcentra  F^^  gj  können  wir  auch  F^,  f^|  als  An- 
schlasspunkte  eines  Sylvester^scben  Mechanismus  verwenden.  In  diesem 
sind  die  Dreiecke  OClF^  und  i2£'t$i  gleichsinnig  ähnlich  mit  2205;  JT  wird 
der  gemeinschaftliche  Eckpunkt  der  Parallelogramme  F^OSK  und  S'K^^K^ 

und  es  ist  8K=fn}/\+e^^2eco8a,    8'K ^ sn. 

Ist  in  Figur  2 
16)  m«(l  +B^-2ecosa)^  a^n«, 

das  heisst,  (/T^  BZ  =  cn,  so  wird 

und  dann  sind  alle  yier  Punkte  F^,  F^^  f^j,  ^^  ^^^  Reihe  nach  identisch 
mit  H|,  B,,  $1,  $2*  ^°  diesem  besonderen  Falle,  der  in  Figur  3  dar- 
gestellt ist,  können  wir  gleichzeitig  den  Punkt  K  mit  JP|,  %^  und  in  der 
symmetrischen  Lage  des  Knies  den  Punkt  K*  mit  F^^  %^  zu  einem  Syl- 
vester'schen  Mechanismus  verbinden. 

Wie  sich  leicht  ergiebt,  enthält  Gleichung  16)  die  Bedingung,  unter 
welcher  in  Figur  2  die  Punkte  S^  8'  im  Laufe  der  Bewegung  zusammen- 
treffen. Die  Qlieder  SKj  8'K  können  um  die  beiden  Treffpunkte  ver- 
einigt rotiren ;  dieselben  gehören  also  zu  den  Focalcentren  der  Curve  h  und 
sind  folglich  identisch  mit  G^|,  Cr^,  In  Figur  3  zerfällt  demnach  die  Curve 
zwölfter  Ordnung  Je  in  zwei  doppelt  zählende  Kreise  um  F^  und  J^^  und 
in  die  einfach  zählenden  Kreise  um  O^  und  &,. 

IL  Bei  dem  von  Kempe  angegebenen  Mechanismus*,  den  Burmester 
als  Brennpunktmechanismus  bezeichnet  hat,  ist  das  Viereck  O&B^B 
gleichfalls  beliebig  und  8  ein  beliebiger  Punkt  auf  der  Seite  0B\  iS' theilt 
die  Seite  O'JB'  im  Verhältniss  08  :  B8,  und  die  Punkte  T,  t,  K  werden 
so  bestimmt,  dass  die  beiden  Vierecke  0TK8  und  K%B'8\  sowie  auch 
0'TK8'  und  KZB8  entgegengesetzt  ähnlich  sind  (Fig.  4).  Dann  bleibt 
der  Punkt  K  während  der  ganzen  Bewegung  der  Koppelgeraden  BB'  ein 
Brennpunkt  eines  dem  Viereck  OO'BB'  eingeschriebenen  Kegelschnitts. 

Setzen  wir  wieder  00'=  Wy  BR^n,  OB^r,  0'B^=>r\  08^  er, 
SK=ly  8'K=t  und  verstehen  unter  e'  eine  Wurzel  der  Gleichung: 

|[m*-€(m»-w«)]^'^-[m«-6(m«-n«)  +  «(l-0(r'-O]/ 
^'^^      i  +e(l-Or*=0, 

so  ist  nach  Kempe: 

18)  0T=sm,  BZc=En. 

19)  p=f,'|iii/^      r«^A(]-o(i-«V. 

20)  Tir«=«'4^«*,     3:K>=-(l-£)(l-«>*. 

1  — i  e 


*  Kempe  a.  a.  0. 
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Für  0  =  0,  {;  c=  c'in  und  die  angegebenen  Werthe  yon  P  nnd  t^  gehen 
die  Gleichungen  7)  und  8)  ttber  in  17),  das  heisst;  im  Anschlnsspankie 
T  fällt  einer  der  beiden  Punkte  (r  mit  einem  H  zusammen, 
etwa  Gl  mit  Hj.  Ebenso  vereinigen  sich  in  St  die  Punkte  @t 
und  S^j*,  Die  vollständige  Eniecurve  k  besteht  demnach  aus  dem  doppelt 
zählenden  Kreise  um  T  und  einer  vierfach  circularen  Curve  achter  Ord- 
nung mit  den  Focalcentren  JP|,  Fg,  G^^  H^.  Dieselbe  ergiebt  sich  als 
Bahncurve  des  Punktes  Z*,  der  zu  K  symmetrisch  liegt  in  Bezug  auf  SS*. 

Ist  r  =  w,  /=  m,  so  liefert  Gleichung  17)  die  Wurzeln: 


und 


m*— £(w*— w') 

Für  die  erste  derselben  folgt  aus  18)  nnd  20): 

(l~f)m^n 


OT=TK=    ,       :  ; 5T»     $:E=JK  = 


"tn^- £(«»«-»«)  «i«-€(i»*-n«) 

und  aus  19): 

J  =  £n  =  i2g,,    r=(l-€)w=  F^(y. 

Dieselben  Werthe  ergeben  sich  aber  aus  14)  und  15)  für  a  s=  0 ,  das 
heisst,  wir  erhalten  aus  dem  in  Figur  5  gezeichneten  Brenn* 
punktmechanismus  einen  Sjlvester'schen  Mechanismus,  vrenn 
wir  das  Knie  8K8'  in  die  symmetrische  Lage  SK*8'  bringen  und  K*  m:\ 
JPi  und  $2  verbinden.  In  diesem  besonderen  Falle  vereinigen  sich  dreimil 
je  zwei  Focalcentra  der  Carve  k^  nämlich  H^  mit  Gi  in  T,  H^  mit  F^. 
ö,  mit  JP,5  dabei  ist  0F^==  F^O'^  SB'.  Die  Curve  k  spaltet  sich  » 
drei  doppelt  zählende  Kreise  um  T,  F^  und  F^  bez.  mit  den  Radien  OJ, 
as\  8'JS!, 

Wir  bemerken  beiläufig,  dass  es  keinen  speciellen  Fall  des  in  Figur  4 

dargestellten  Brennpunktmechanismus  giebt,  bei  welchem  es  möglich  w£re, 

analog  zu  Figur  3  den  Punkt  K*   mit   S,  8\   G^,  ®^  zu  einem  zweiter 

Brennpunktmechanismus  zu  verbinden. 

in* 
Für  €  =  — ö 5  wird   die  eine  Wurzel  der  Gleichung  17)  unendlici 

gross;  der  zugehörige  Brennpunktmechanismus  ist  identisch  mit  der  zweitec 
Hart'schen  Geradftthrung. 

6.  Ausser  dem  Sjlvester'schen  und  dem  Brennpunktmechanismo^ 
kennen  wir  noch  drei  andere  übergeschlossene  Mechanismen ,  bei  den^n 
aber  das  Gelenkviereck  OCfliB  nicht  mehr  willkürlich  ist. 


*  Aber  die  Gleichungen  19)  bilden  nicht  die  nothwendige  Bedingung'  flr 
das  ZuBammenfalleu  von  G^,  und  IZi,  ®|  und  $t. 
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IlL  Ist  in  Pignr  6        „,^.  „.^  ^^.  ,^^ 

80  sind  die  Diagonalen  OR  and  (XB  beständig  senkrecht  auf  ein^der. 
Der  Schnittpunkt  K  derselben  hat  yon  den  Mittelpunkten  S,  8\  T,  Z  der 
Seiten  r,  r,  m^  n  bez.  die  unveränderlichen  Entfernungen 

ü     !1     5Ü.      ** 
T    2'    2'    "2' 

wir  erhalten  demnach  einen  übergeschlossenen  Mechanismus,  indem  wir 
die  Strecken  SK^  S'K,  TK,  ZK  im  Punkte  K  zu  einem  viergliedrigen 
Gelenk  verbinden.* 

Setzen  wir  in  den  Gleichungen  7)  und  8): 

«»  =  r«  +  r'«-m»     « =  0,     .=  1.    1  =  ^,     1'=^, 

so  gehen  beide  über  in 

(£-|)[(r'+r'«)£-mr«)  =  0. 

Von  den  sechs  Focalcentren  der  Curve  k  fallen  also  vier, 
nämlich  F^j  F^  und  je  einer  der  Punkte  G  und  H  mit  T  zu- 
sammen, während  die  beiden  anderen  G  und  H  in  einem  Punkte 
U  der  Geraden  OO  vereinigt  sind;  dabei  ist 

Machen  wir  noch  auf  2222'  die  Strecke 

22U=-j^,, 
r*  +  r  * 

so  zählt  U  für  zwei|  %  für  vier  Focalcentra  der  Curve  C. 

1       ,  r* 

Für  €  =  o»   c'  =  ^  ,    ,^  verwandeln  sich  die  Gleichungen  19)  in 


f^-^-r 


*      2'  2 


Lösen  wir  daher  in  Figur  6  das  viergliedrige  Gelenk  bei  K  auf  und 
bringen  das  Knie  SKS'  in  die  symmetrische  L^ge  8K*8\  so  können  wir 
K*  mit  U  und  U  zu  einem  Brennpunktmechanismus  verbinden.  — 
Fragen  wir  umgekehrt  nach  der  Bedingung,  unter  welcher  bei  dem 
in  Figur  4  dargestellten  Brennpunktmecbanismus  die  Focalcentra  F^ ,  F^, 
G^y  H^  in  einen  Punkt  zusammenfallen,  so  finden  wir 

m*  +  w*  =  r*  +  r'^,     «  =  5  ♦ 
wie  in  Figur  6. 

Im  vorliegenden  Falle  besteht  die  Kniecurve  h  aus  dem  vierfach 
zählenden  Kreis  um  T  mit  dem  Badius  TK  und  aus  dem  doppelt  zählenden 

*  Bnrmester:  Kinematik  I  S.  698. 
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Kreis  um  JJ  mit  dem  Radius  UK*,  In  der  That,  lassen  wir  in  Figur  6 
die  Koppel  BB'  alle  möglichen  Lagen  oberhalb  der  Geraden  OCf  continmr- 
lich  einmal  durchlaufen,  so  beschreibt  der  Punkte  viermal  hin-  und  her- 
gehend ein  Bogenstück  des  ersten  Kreises,  während  der  Punkt  K*  den 
zweiten  Kreis  einmal  ganz  durchwandert,  und  das  entsprechende  gilt  Dir 
diejenige  Bewegung  der  Koppel  BB\  die  zur  ersten  symmetrisch  ist  in 
Bezug  auf  Off, 

Wir  können  auch  die  Punkte  S^  S',  T,  £  mit  einem  gewissen  Punkte  J 

zu  einem  Brennpunktmechanismus  vereinigen.  Dann  ist  f=n)  ^^o  nach 
19)  und  20):  r'  r 

das  heisst  8K8'J  und  ebenso  TEZJ  ein  Parallelogramm.  Wahrend  die 
Glieder  OB,  (/i2',  TK  zwischen  gewissen  Grenzlagen  hin-  und  herschwingen, 
macht  das  Glied  TJ  gleichzeitig  mit  UK*  eine  volle  Umdrehung. 

Der  Rest  der  zum  Punkte  J  gehörenden  Kniecurve  ist  eine  eigenüiehe 
Curve  achter  Ordnung.  Von  ihren  Focalcentren  sind  zwei  in  T  vereinigt; 
das  dritte  ist  [7,  und  das  vierte  liegt  auf  OO'  symmetrisch  zu  TT  in  Bezog 
auf  T. 

rV.  In  Figur  7  ist  OffB'B  ein  Parallelogramm  und  die  Dreiecke 
ffB'8'  und  BB^Z  sind  bez.  congruent  mit  den  beliebigen  Dreiecken  OBS 
und  OO'T,  Construiren  wir  das  Parallelogramm  SOTK^  so  sind  anch 
8*K,  XJT  bez.  gleich  und  parallel  zu  O'Tj  BS-^  die  vier  in  K  zusammen- 
stossenden  Strecken  bilden  also  ein  viergliedriges  Gelenk.* 

Im    vorliegenden   Falle   ist   m  ^  n^    r  ^  r'f   folglich   verwandelt    sict 
Gleichung  8)  in        ,„«jt- w(m«+P-^'^t  + w«P  =  ü, 
oder,  wenn  m  den  Winkel  TOO'  bezeichnet, 

{;«-2ZJco«a)  +  P  =  0, 
oder 

(£-le'«)(J:-Ze-'")  =  0. 

Die  Focalcentra  H^,  H^  sind  also  identisch  mit  T  und  mit 
dem  Punkte  T*,  der  zu  T  symmetrisch  liegt  in  Bezug  auf  00\ 
Machen  wir  die  Dreiecke  88'K*  und  JRB't*  congruent  zu  GOT*,  sc 
werden  T*K*,  Z*T*  bez.  gleich  und  paraUel  zu  TKy  ZK.  Die  voll- 
ständige Curve  h  zerflQlt  demnach  in  die  einfach  z&hlenden  E[reiae  nc 
T  und  T*  vom  Radius  TK  und  in  eine  vierfach  circulare  Curve  achtff 
Ordnung,  die  wir  erhalten,  wenn  beim  Durchgange  durch  die  Dnrtk- 
schlagslage  das  Parallelogramm  00' SB  in  ein  Antiparallelogramm  abergeht 


*  Burmester:  Kinematik  l  S.  596. 
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V.  Bei  dem  in  Figur  8  gezeichneten  Gelenkmechanismus  ist 

Od^  BB:=  w,     ob  =  0'E'=  r, 

OS c=  8'B=  8,       8K==8'K^  l] 

dabei  sind  die  Strecken  m,  r^  8,  l  vollkommen  unabhängig  yon  einander. 
Schneidet  die  Oerade  Sl^  die  Seiten  00\  BB'  bez.  in  T,  St  und  bezeichnen 
wir  den  Mittelpunkt  von  SS'  mit  M,  so  ist 

SK^-  TK^^SM*-  TM*=ST.SZ  =  ~  RO'-^^^^OB'. 

r  r 

Aus  dem  Kreisviereck  OO'BB!  folgt  aber 

oa.  BB'=.  Ro\  ob:+  ob  .  &k, 

oder 


Die  einander  gleichen  Strecken  TK,  %K  sind  also  während  der  ganzen 
Bewegung  constant  und  folglich  durch  Gelenke  ersetzbar.* 

In  den  Punkten  T,  SC  vereinigen  sich  bez.  die  Focalcentra 
Fif  F^  und  %i,  %^.  —  Wir  kommen  auf  diesen  Fall  später  ausführlicher 
zurück. 

7.  Um  in  systematischer  Weise  die  sftmmtlichen  ttbergeschlossenen 
Itfechanismen  zu  erhalten,  die  sich  überhaupt  durch  Einfügung  eines  vier- 
gliedrigen  Gelenks  aus  dem  Gelenkviereck  construiren  lassen,  kOnnten  wir 
zunächst  untersuchen,  unter  welchen  Umständen  sich  in  Figur  1  der  Punkt  K 
noch  mit  einem  dritten  Gliede,  etwa  00\  durch  ein  Gelenk  verbinden 
lässt.  Dies  verlangt  die  Angabe  aller  derjenigen  Bedingungen,  denen  die 
Grössen  m^  n^  r^  r\  9,  8\  a^  a\  l^  t  genügen  müssen^  wenn  ein  gewisser 
Kreis  um  eines  der  bereits  bestimmten  Focalcentra  als  Bestandtheil  der 
Carve  h  auftreten  soll.  Dabei  kommen  die  mit  0,  0'  zusammenfallenden 
Focalcentra  nicht  weiter  in  Betracht;  kj5nnte  nämlich  der  Punkt  K  einen 
Kreis  um  0  beschreiben,  so  würden  die  Punkte  0,  B,  K  ain  unveränder- 
liches Dreieck  bilden,  das  mit  dem  Dreieck  O'B'S^  durch  die  drei  Glieder 
00\  BB\  KS'  verbunden  wäre. 

Verstehen  wir  unter  q  den  unbekannten  Kreisradius,  so  fragt  es  sich, 
in  welchen  Fällen  die  Substitution 

21)  y»«  -  a?+  2^x  +  2fiy  -  J«-  iy»+  p« 

der  Curvengleichung  4)  oder  6)  identisch  genügt,  wenn  wir  für  {,  i?  der 
Reihe  nach  die  Coordinaten  der  mit  Fj  O,  H  bezeichneten  Focalcentra 
setzen. 

Bei  dieser  allgemeinen  Fassung  der  Aufgabe  würde  sich  aber  die  Rech- 
nung sehr  umständlich  gestalten.    Wir  beschränken  uns  daher  zur  vorläufigen 


^  Burmester:  Kinematik  I  S.  571. 
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Orientiriing   auf   die    Betrachtang   eines  speciellen  Falles,    indem  wir  an- 
nehmen, das  Viereck  OO'I^B  sei  ein  Parallelogramm  (Fig.  9). 
Construiren  wir  dann  die  Parallelogramme  OS  KT  und  O'S'KT^  so  wird 

Winkel  TKT'=  a  —  a.  Demnach  ist  T KT'  ein  starres  Dreieck,  und  die 
Kurve,  die  K  in  Verbindung  mit  dem  Parallelogramm  OO'R'B  beschreibt, 
ist  identisch  mit  der  Koppelcurve  k^^  die  wir  erhalten,  wenn  wir  K  an 
die  Seite  TT  des  Gelenkvierecks  OO'T'T  anschliessen.  Geht  das  Viereck 
OO'B^R  in  seiner  Durchschlagslage  in  ein  Antiparallelogramm  über,  so 
erzeugt  der  Punkt  K  eine  neue  Curve  k^,  die  mit  ki  vereinigt  die  voll- 
ständige Kniecurve  k  darstellt.  Nun  ist  kt  bekanntlich  eine  tricirculare 
Curve  sechster  Ordnung,  mithin  ergiebt  sich  der  Satz:  Sind  in  dem 
Gelenkviereck  OO'ICB  je  zwei  gegenüberliegende  Seiten  ein- 
ander gleich,  so  spaltet  sich  die  Kniecurve  k  in  eine  Koppel- 
curve \  und  eine  vierfach  circulare  Curve  achter  Ordnung  k^. 
Für  m=^  n,  r  =  r'  zerfällt  die  Gleichung  5)  in  die  beiden  Gleichungen: 

22)  mt^  "  {m*  +  r8e-^''-r3€'*'^)t  +  wse-««(r-«e-<«')  =  0 
and  (äV*-  «c'«')  i  +  msef""' «  0. 

Die  erste  bestimmt  zwei  Punkte  6^^,  Q^^  die  zweite  einen  Punkt  ff„ 
den  wir  erhalten»  indem  wir  AOO'O-^  gleichsinnig  ähnlich  machen  mit 
ATT'K.  Die  Punkte  0,  0\  &,  sind  bekanntlich  die  Focalcentra  der  Koppel- 
curve X^;  die  Curve  k^  hat  demnach  zu  Focalcentren  die  Punkte 
^1,  F,,  Gl,  ©,. 

Sind  alle  vier  Seiten  des  Vierecks  00'B!R  einander  gleich,  so  werden 
(?i,  (?2  hez.  identisch  mit  F^,  P^,  und  die  Curve  k^  verwandelt  sich  in 
zwei  doppelt  zählende  Kreise  um  F^  und  F^,  Dann  kann  sich  nfimliek 
das  Viereck  nicht  mehr  als  Antiparallelogramm  bewegen,  sondern  es  ftllt 
entweder  OB  zusammen  mit  00\  so  dass  die  Glieder  O'B'  und  ItS  Ter- 
einigt  um  0'  rotiren  —  oder  es  deckt  sich  O'S  mit  O'Oy  und  die  Glieder 
OJß,  B^B  drehen  sich  gemeinschaftlich  um  0.  Im  letzten  Falle  gelangt 
der  Punkt  8'  in  die  feste  Lage  JP^,  und  wir  erhalten  das  Gelenkriereck 
O8KF2  mit  dem  festen  Gliede  OF^. 

8«  Wir  setzen  im  Folgenden  voraus,  in  dem  Parallelogramm  OffE^E 
seien  die  benachbarten  Seiten  nicht  einander  gleich.  Soll  dann  der  Punkt  K 
in  Bezug  auf  das  Glied  00'  eines  Theils  einen  Kreis  beschreiben,  so  muss 
derselbe  entweder  in  der  Koppelcurve  k^,  oder  in  der  Curve  k^  enthalten 
sein.    Wir  untersuchen  zunächst,  wann  der  erste  Fall  eintreten  kann. 

I.  Die  Koppelcurve  k^  besteht  aus  einem  Kreis  und  einer  bicireolaren 
Curve  vierter  Ordnung,  wenn  in  Figur  9  das  Viereck  OCfT'T  zu  einea 
Parallelogramm  wird,  das  heisst  für: 

23)  (und  ,        *"/' 


Von  Dr.  E.  Müller.  273 

Dann  verwandelt  sich  Figur  9  in  Figur  10,  in  welcher  die  Seiten  SK^ 
S'K  der  Parallelogramme  OSKT,  0'8'KT'  zusammenfallen.  Die  Gleich- 
ungen  23)  enthalten  demnach  die  Bedingung,  unter  welcher  die  Eckpunkte 
8j  8'  der  Dreiecke  OBS,  O'B'S'  im  Verlaufe  der  Bewegung  des  Parallelo- 
gramms OCfB'B  einmal  zusammentreffen.  Die  sich  deckenden  Glieder  8K^ 
S^K  können  naturgemäss  um  diesen  Treffpunkt  rotiren,  während  das  Gelenk- 
yiereck  in  Buhe  bleibt,  ein  übergeschlossener  Mechanismus  ergiebt  sich 
hieraus  aber  nicht. 

IL  Sind  in  Figur  9  die  Dreiecke  OBSy  O'KS'  gleichsinnig  congruent^ 
so  wird  die  Strecke  TT'==  0,  und  das  Gelenkriereck  00' TT  geht  über  in 
das  starre  Dreieck  OO'T.  Dann  zerfUUt  die  k^  in  die  doppelt  ztthlende 
unendlich  ferne  Gerade  und  in  zwei  Kreise  vom  Badius  a  um  T  und  um 
den  Punkt  T*^  der  zu  T  symmetrisch  liegt  in  Bezug  auf  00\  Machen 
wir  noch  ABS^T  congruent  zu  AOO'T  und  verbinden  K  mit  £,  so  er- 
halten wir  den  in  Figur  7  dargestellten  ttbergeschlossenen  Mechanismus. 

III.  Die  Curve  Ict  spaltet  sich  endlich  in  einen  doppelt  zählenden  Kreis 
um  0  und  in  die  beiden  Geraden,  die  den  Punkt  0'  mit  den  imaginären 
Kreispunkten  verbinden,  wenn  in  Figur  9  der  Punkt  K  mit  T  zusammen- 
föllt.  Dann  müsste  aber  «  =  0,  das  heisst  8  identisch  sein  mit  0  —  eine 
Annahme,  die  gegenwärtig  nicht  in  Betracht  kommt. 

9.  In  Figur  11  ist  das  Gelenkviereck  OO'B^B  in  ein  Antiparallelo- 
gramm  übergegangen;  der  Funkt  K  beschreibt  also  augenblicklich  die 
Curve  ftg.  Bezeichnen  wir  wie  in  Artikel  1  mit  0»  d'  die  Winkel,  welche 
bez.  die  Strecken  OB,  O'B^  mit  der  oberen  Seite  der  Geraden  00'  ein- 
schliessen,  so  ist  ^  ^ 

^'=18(y>  +  jB0'JB*-JB0'0 

WWÄOÄ  =  — TTT^— f       COSROR^  jrr= J 

UIC  U  Ja 

sinRO'0='-^.      cosR&0  =  ^^=^, 


i»^  +  H—  2mrco8^ 


(m*  +  r^)co3  ^  —  2«tr 

C08  ^  =  =— r 5 s —  • 

nir  +  r^—2mrco8d' 
Setzen  wir  in  Gleichung  2)  für  sin^'  und  cos^'  die  gefundenen  Werthe 
und  eliminiren  hierauf  O  zwischen  1)  und  2),  so  erhalten  wir  als  Gleichung 
der  Curve  Ä;,: 

[f^PP'+  2wr  (5'a'P-saP')  -4«»'««'«a  +  2Ä5'(i»«-r«)(aa'+  hV)] 

Zaitschrif t  f.  Mathematik  u.  Physik.  40.  Jahrg.  1895.  5.  Hof t.  1  g 
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Es  handelt  sich  nun  um  Angabe  der  sttmmtlichen  FSlle ,  in  denen  die 
Substitntion  21)  dieser  Gleichung  identisch  genügt,  wenn  £,  i}  zunfichst  die 
Coordinaten  von  F^  (oder  F^),  sodann  diejenigen  eines  der  Punkte  ^j,  G^ 
bedeuten.  Ohne  auf  die  immerhin  langwierige  Rechnung  weiter  einzugehen, 
beschränken  wir  uns  im  Folgenden  auf  die  Mittheilung  der  erhaltenen 
Resultate« 

I.  Setzen  wir  für  S,  17  die  Coordinaten  von  F^: 

^       ms  ms    , 

r  '  r  ' 

so  zeigt  es  sich,  dass  die  linke  Seite  der  Gleichung  24)  in  zwei  FftUen 
identisch  verschwindet,  nämlich: 

A.  Füra  =  ö',    »  =  s*,    l^y-f    i'*=  ^(r*+fi«- 2r «(»««),    q  =  s. 

Gegenwartig  ist  SiT^^O P^,  S'K  =  (/F^,  F^K^OS=^  CfS\  also  das 
Viereck  F^&S^X  ein  Parallelogramm  und  OF^KS  ein  Antiparallelogramm. 
Machen  wir  noch  ARB!%^  gleichsinnig  congruent  zu  AOO'F^,  so  wird  B%^ 
parallel  und  gleich  zu  SA';  wir  erhalten  daher  den  in  Figur  2  dargestellten 
Sylvester'schen  Mechanismus  für  den  speciellen  Fall,  dass  das  Viereck 
00'R!R  ein  Antiparallelogramm  ist.  Die  Curve  \  spaltet  sich  in  den 
Kreis  ^^  ^^  ^1  ^^^  ^^^  Radius  s  und  eine  tricirculare  Curve  sechster 
Ordnung  li\  mit  den  Focalcentren  F^,  G^^  G^,  Dieselbe  ist  übrigens  keine 
Koppelcurve,  wie  wir  am  einfachsten  in  dem  speciellen  Falle  a  =  «'=  0 
erkennen.  Dann  wird  die  Jtf'^  symmetrisch  in  Bezug  auf  0(/;  sie  schnei- 
det diese  Gerade  in  denselben  Punkten,  wie  der  Kreis  k'^  und  hat  über- 
dies auf  00'  zwei  Doppelpunkte.  Von  den  drei  Focalcentren  f&llt  der 
Punkt  F^  auf  00',  und  die  beiden  anderen  Punkte  (7^,  G^  liegen  auf  odei 
symmetrisch  zu  00\  je  nachdem  m^^4s{r^s)  ist.  Wäre  Jc\  eine  Koppel- 
curve, so  müsste  sie  auf  00'  gleichzeitig  drei  Focalcentra  und  drei  Doppel* 
punkte  besitzen.  —  Die  Koppelcurve  k^  zerfällt  gegenwärtig  in  den  Kreis  V^ 
in  den  Kreis,  der  zu  diesem  symmetrisch  ist  in  Bezug  auf  00\  und  in  die 
doppelt  zählende  unendlich  ferne  Gerade. 

B.  Die  linke  Seite  der  Gleichung  24)  wird  ferner  identisch  zu  Null  fAr 

f     A      ^  77/9«      s(r  — fi)(w*— r*) 

Durch  diese  Relationen  ist  aber  der  in  Figur  8  dargestellte  Mechanis- 
mus definirt.  Da  bei  demselben  die  beiden  Focalcentra  F^,  F^  mit  dem 
Punkte  T  zusammenfallen,  so  bildet  der  Kreis  um  T  mit  dem  Radius  TK 
einen  doppelt  zählenden  Bestandtheil  der  Curve  k^, 

Lässt  sich  aus  den  Strecken  00\  OS^  O'S'  ein  Dreieck  construiren« 
so  fallen  die  Punkte  S  und  S'  während  der  Bewegung  des  Antiparallelo- 
gramms  zweimal  zusammen,  und  dann  sind  diese  Tref^unkte,  um  welche 
die  Glieder  SK^  S'K  vereinigt  roiiren,  identisch  mit  den  Focalcentren  Gi,  Gp 
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Der  Best  der  Cnrve  h^  besteht  demnach  ans  zwei  reellen  oder  imagin&ren 
Kreisen  vom  Radius  l,  deren  Mittelpunkte  von  0  um  9,  von  &  um  r  ^  8 
entfernt  sind. 

Dieses  Ergebniss  bestätigt  in  anschaulicher  Weise  den  letzten  Satz  des 
Artikels  2.  Es  beschreiben  nämlich  alle  Punkte  K,  die  wir  in  Figur  8 
durch  zwei  beliebig,  aber  gleich  lange  Glieder  Si^y  S* K  an  die  Punkte  S^  S' 
anschliessen  können ,  drei  Schaaren  concentrischer  Kreise  um  T,  G^,  G^ 
und  überdies  eine  Schaar  symmetrischer  Eoppelcuryen  mit  den  festen  Focal- 
centren  0,  0\  G^;  dabei  theilt  G^  die  Strecke  Otf  im  Verhttltniss  OS  :  O'S'' 

II.  Die  Coordinaten  der  Punkte  G^^  G^  sind  nach  22)  die  reellen 
Losungen  der  beiden  Gleichungen: 

*>*(S*—  V^  —  (w»*+  rscosa  —  rs'cos  «OS  —  r(8sin  a  —  s'sm  a')iy 
+  mrs  cos  a  —  m  ss'cosia  +  a')  =  0, 

2m|i;  +  r{8sin  a  —  s'^in  o')S  —  {m'+rscos  a  +  rs^cosa*)  ri 
^mr8  8ina  +  mss'sin  (a  +  «')  =  0. 

Bilden  wir  nun  wieder  die  Bedingungen ,  unter  denen  die  Substitution  21) 
der  Gleichung  24)  identisch  genügt,  so  führt  die  Bechnung  einerseits  auf 
die  selbstyerstftndliche  Forderung,  es  müsse  l^V  und  im  Uebrigen  die 
Figur  so  beschaffen  sein,  dass  die  Punkte  S  und  S'  zusammentreffen  können. 
Davon  abgesehen  ergiebt  sich  ein  einziger  Fall,  in  welchem  die  linke  Seite 
von  24)  identisch  verschwindet;  derselbe  wird  definirt  durch: 

ft  =  a'=0,     3  =  s', 

P=i«,     j'*  =(«•-$)«,     ^«  =  A 

Die  quadratische  Gleichung  fttr  £  bestimmt  zwei  auf  00'  liegende 
Punkte  £^1,  G^.    Construiren  wir  dann  ein  Knie  mit  den  Schenkeln 

Sl^^OG^,    S'K^ffG^y 
so  entsteht  ein  übergeschlossener  Mechanismus,  indem  wir  K  mit  G^  durch 
das  Glied  G^X  e=s  s  verbinden. 

Machen  wir  noch  auf  RIÜ  die  Strecke  R@j^^  OG^^  so  wird 

und  wir  erhalten  einen  Brennpunktmeohanismus,  der  aus  Figur  4 
hervorgeht,  wenn  m  =  n,  r  =?  /  ist.   Dann  folgt  nämlich  aus  Gleichung  17): 

setzen  wir  nun  s'm  =3  £,  er  »  5  und  vertauschen  die  Buchstaben  T,  %  bez. 
mit  (?|,  ®i,  so  liefern  die  Gleichungen  18)  bis  20)  die  soeben  an- 
gegebenen Werthe  fttr  OC,,  Ä®,,  I,  T,  CjA",  ©^Ä^. 

Im  vorliegenden  Falle  besteht  die  Curve  k^  aus  dem  Kreise  Jd^  um  G^ 
mit  dem  Badius  8  und  aus  einer  tricircularen  Curve  sechster  Ordnung 
k'\  mit  den  Focalcentren  F|,  F^,  G^,    Dieselbe  berührt  den  Kreis  in  seinen 

18* 
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beiden  Schnittpankten  mit  Off  and  hat  überdies  auf  0€f  zwei  Doppel- 
punkte, ist  also  wiederum  keine  Eoppelcnrve.  Die  Cnryeiki  zerßUlt  in  den 
doppelt  zählenden  Kreis  Jc^  und  die  doppelt  zählende  unendlich  ferne 
Gerade. 

Der  Sylvester 'sehe  und  der  Brennpunktmechanismus  erscheinen  hier 
als  diejenigen  Sonderfälle  der  Figur  7,  in  denen  das  dort  gezeichnete  Parallelo- 
gramm 0  O'R'R  zugleich  als  Antiparallelogramm  bewegt  werden  kann.  Aber 
der  in  Figur  7  dargestellte  Mechanismus  ist  nicht,  wie  jene  beiden,  auf 
das  allgemeine  Oelenkviereck  übertragbar. 

10.  Die  Untersuchung  des  Gelenkvierecks ,  in  welchem  je  zwei  g^en- 
überliegende  Seiten  einander  gleich  sind,  hat  somit  nur  zu  solchen  fiber- 
geschlossenen Mechanismen  geführt,  die  unter  den  in  Artikel  5  und  6 
angegebenen  bereits  enthalten  sind.  Wir  können  hieraus  einige  Schlüsse 
ziehen  für  den  allgemeinen  Fall,  dass  die  Seiten  des  Vierecks  OO'lfR 
keinerlei  Beschränkungen  unterliegen.  Zunächst  folgt,  dass  es  keinen 
allgemeineren  übergeschlossenen  Mechanismus  giebt,  der  den 
Sylvester'schen  oder  den  Brennpunktmechanismus  als  speciellen 
Fall  enthält;  dabei  kommen  selbstverständlich  immer  nur  solche  Mechanis- 
men in  Betracht,  die  sich  aus  dem  Gelenkviereck  durch  Einfügung  eines 
viergliedrigen  Gelenks  bilden  lassen. 

unter  den  vier  Mechanismen ,  welche  der  soeben  behandelte  Sonderfiall 
geliefert  hat,  befindet  sich  nur  einer,  bei  welchem  die  Punktgrnppen  OBS 
O'RS'  nicht  gleichsinnig  ähnlich  sind,  und  dieser  (Fig.  8)  ist  offenbar  nur 
dem  Antiparallelogramm  eigenthümlich.  Bei  der  Betrachtung  des  allgemeinen 
Gelenkvierecks  werden  wir  deshalb  von  vornherein  voraussetzen,  es  sei 
t^ORS  gleichsinnig  ähnlich  mit  AO'r!S'. 

Für  m  =:  n,  r  ssf^  stellt  femer  Figur  7  den  einzigen  Mechanismus  dar, 
bei  welchem  im  Anschlusspunkte  T  nur  ein  Focalcentrum  der  Curve  h  liegt 
und  der  Kreis  um  T  einen  einfach  zählenden  Bestandtheil  der  Kniecnrve 
bildet.  Sind  nun  bei  einem  übergeschlossenen  Mechanismus  die  gegenüber- 
liegenden Seiten  des  Vierecks  OO'R'R  nicht  einander  gleich,  so  wird  jener 
Kreis  um  den  Anschlusspunkt  T  als  Bestandtheil  der  zerfallenden  Kniecurre 
immer  doppelt  zählen.  Dies  ist  sofort  ersichtlich,  wenn  wir  das  Viereck 
so  wählen^  dass  die  Glieder  OA,  (/R'  nicht  volle  Umdrehungen  maehen 
können,  sondern  zwischen  gewissen  Grenzlagen  zu  beiden  Seiten  von  0(f 
hin-  und  herschwingen.  Um  demnach  aus  dem  allgemeinen  GelenkTiereck 
weitere  übergeschlossene  Mechanismen  zu  bilden,  werden  wir  von  Tom- 
herein  über  die  Grössen  s,  a,  {,  V  so  verfügen,  dass  irgend  zwei  Foeal* 
centra  der  Curve  X;  mit  einander  zusammenfallen. 

Der  Vereinigung  von  F^  und  F^,  oder  von  F^  und  H^^  oder  Ton  G^ 
und  Hl  entsprechen  bez.  die  Figuren  8,  2,  4.  Die  Forderung,  dass  C, 
und  G^  zusammenfallen,  führt  bereits  beim  Antiparallelogramm  zu  keinem 
neuen   übergeschlossenen   Mechanismus.    Wir   betrachten    weiter   den  FaBt 
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dass  F^  mit  G^  identiaoh  ist  —  immer  unter  der  Voranssetzang,  es  sei 
AORS  gleichsinnig  ähnlich  mit  A^J^R'S'.  Hierfür  ergiebt  sich  aus  Gleich- 
ung 7)  die  Bedingung 

(1-  fe-'«)[(l-  «c-'«)(in»-r«)  +  «e-«(w»-  r  «)]  =  0 

und  dieser  wird,  wenn  nicht  a  =  0,  c  =  1  oder  m^r^  w  =  r'  ist,  nur 
genügt  durch: 

25)  «=0,    (l-«)(m»-r«)  +  €(n«-r'»)==0. 

Dann  wird  zugleich  %^  identisch  mit  einem  der  Punkte  ®t  ^nd  nun 
fragt  es  sich,  ob  wir  durch  geeignete  Wahl  der  Glieder  2,  2'  die  Curve  X; 
in  einen  Kreis  um  F^  und  eine  gewisse  andere  Curve  spalten  können.  Die 
Betrachtung  des  Sonderfalles  in=  n^  r  =  r  giebt  gegen wttrtig  keinen  Auf- 
schluss,  denn  sie  führt  in  Verbindung  mit  der  letzten  Gleichung  auf  die 
Forderung  tn^  r^  und  unter  dieser  Annahme  zerf&llt  die  Eniecurve,  wie 
am  Schluss  des  Artikels  7  gezeigt  wurde,  für  beliebige  Werthe  von  e,  2,  l\ 
Es  bleibt  demnach  nur  übrig,  zu  untersuchen,  wann  die  Substitution  21): 

y«s=  —  a?«  +  2«fna?  —  €*•»•  +  q* 
der  Gleichung  6)  identisch  genügt;  in  dieser  ist  nach  25)  zu  setzen: ' 

eg«=m»-(l--20r«. 
Die  Rechnung    liefert    sofort   als   erste  Bedingung   € » »  und  damit 
nach  25):  m»  +  n«  =  H  +  /«. 

Wir  gelangen  demnach  zu  dem  in  Figur  6  dargestellten  Mechanismus, 
bei  welchem  die  Diagonalen  des  Vierecks  00' RR  aufeinander  senkrecht 
stehen.     Eine  zweite  Lösung  ergiebt  sich  nicht. 

Es  wttre  endlich  noch  der  Fall  zu  untersuchen ,  dass  H^  mit  H^  identisch 
wird.  Nach  Gleichung  8)  vereinigt  sich  H^  mit  H^  und  gleichzeitig  ^| 
mit  $,,  wenn  ^j  ^  ^y  =  m«-  « (m» -  n«) e«« 

ist,  das  heisst,  einerseits  für 

26)  m^n,    (2±0*  =  w», 
andererseits  für 

27)  a  =  0,    (I±l7  =  m»-«(m«^w2). 

Die  Bedingungen  26)  führen  zu  dem  Mechanismus  in  Figur  7  für  den 
speciellen  Fall,  dass  der  Anschlusspunkt  T  auf  der  Geraden  00'  liegt.  Die 
BO  entstehende  Figur  genügt  für  a  s=  0  und  für  beliebige  Werthe  von  l 
und  B  zugleich  der  Gleichung  27) ;  es  scheint  aber  immerhin  fraglich,  ob 
nicht  diese  letzte  Bedingung  für  bestimmte  Werthe  von  l  und  e  noch 
einen  übergeschlossenen  Mechanismus  liefert,  bei  welchem  das  Viereck  0  0' A'jß 
kein  Parallelogramm  zu  sein  braucht. 

Um  hierüber  Auskunft  zu  erhalten ,  sind  wir  von  einem  Viereck  aus- 
gegangen, in  welchem  zweimal  zwei  folgende  Seiten  einander  gleich  sind 
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etwa  r^m^  r  s=  n.  Bei  diesem  kann  das  Glied  OR  mit  dem  festen  GHede  0  ff 
zur  Deckung  gebracht  werden;  bezeichnen  wir  mit  F^  die  zugehörige  Lage 
des  Punktes  5,  so  bilden  die  Punkte  0\  F|,  A",  S'  ein  Gelenkyiereck  und 
die  Eniecurve  Ä;  zerfällt  in  den  doppelt  z&hlenden  Kreis  k^  um  F^  und  eine 
Curve  achter  Ordnung  k^.  Der  Punkt  G^  fUlt  gegenwärtig  mit  F^  zusammen 
und  die  Curve  X's  hat  die  Focalcentra  F^y  G^^  H^^  H^\  dabei  ist 

(l-t)m» 
"''»=   (l_e),„»+jn«' 

nnd  wenn  die  Punkte  Hj  und  H^  sich  vereinigen  sollen ,  nach  27) : 

Bilden  wir  nun  die  Gleichung  der  Curve  Ä;^,   machen  wieder  die  Sub- 
stitution yf=:_a?»+2|«-S«+9« 

und  setzen  die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  x  nach  einander 
gleich  Null,  so  erhalten  wir  nur  die  unbrauchbare  Lösung  m  s=ti,  die  auf  den 
bereits  erwähnten  speciellen  Fall  von  Figur  7  zurückführen  würde.  Es  ent- 
spricht also  auch  der  Vereinigung  von  J7^  und  H^^  zunächst  unter  der 
Voraussetzung  r^^^m^  r^n  und  dann  offenbar  ebenso  im  allgemeinen 
Falle,  kein  neuer  übergeschlossener  Mechanismus. 


XV. 
Die  BesohletmiKUiigspole  der  kinematisohen  Kette. 

Von 

Prof.  F.  WiTTENBAüER 

in  Gras. 


Hienn  Tafel  X  und  XI  Fig.  1—17. 

Eines  der  wichtigsten  und  interessantesten  Probleme  der  modernen 
Kinematik  ist  die  coustractive  Ermittelung  des  Beschlennignngszustandes 
kinematischer  Ketten.  Bis  jetzt  sind  aaf  diesem  Gebiete  noch  geringe  Er- 
folge erzielt  worden:  ausser  wenigen  einfachen  SpecialfHllen  kinematischer 
Ketten,  für  welche  elegante  Construetionen  d^v  Beschleunigung  gefunden 
wurden,  kennt  man  keine  allgemeine  Methode  für  die  Lösung  des  Pro- 
blems: die  Beschleunigung  jedes  Punktes  einer  kinematischen 
Kette  in  Bezug  auf  jedes  beliebige  Glied  derselben  zu  cou- 
struiren. 

Ich  habe  in  zwei  Abhandlungen:  ,,Die  Wendepole  der  kinematischen 
Kette^  und  „üeber  den  Beschleunigungspol  der  zusammengesetzten  Be- 
wegung**  versucht,  die  Lösung  dieses  Problems  vorzubereiten  und  hoffe, 
dass  es  mir  mit  vorliegender  Abhandlung,  welche  hauptsächlich  die  bisher 
wenig  beachteten  Tangentialpole  untersucht,  gelungen  ist,  diese  Lösung 
selbst  zu  finden,  indem  ich  zeige,  wie  man  die  Beschleunigungspole  einer 
kinematischen  Kette  mit  Hilfe  von  Construetionen,  die  hauptsttchlich  aus 
projectiven  Beziehungen  hervorgegangen  sind  und  zu  ihrer  Ausführung  nur 
das  Ziehen  von  Parallelen  und  Senkrechten  bedürfen,  bestimmen  kann. 

Allerdings  liefert  der  Beschleunigungspol  nur  die  Richtung  der  Be- 
schleunigung eines  Systempunktes;  allein  der  nttchste  Schritt,  die  Be- 
stimmung der  Grösse  der  Beschleunigung,  ist  ein  verhSltnissmitosig  sehr 
einfacher« 

1.  Bei  jeder  Bewegung  eines  ebenen  unveränderlichen  Systems  in 
seiner  Ebene  giebt  es  in  jedem  Augenblicke  der  Bewegung  vier  wichtige 
Punkte  (Fig.  1):  den  Drehpol  0,  den  Wendepol  J*,  den  Tangentialpol  H  und 
den  Beschleunigungspol  G. 

An  die  Eigenschaften  dieser  Punkte  möge  hier  kurz  erinnert  werden. 
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Bezeichnet  d  den  Durchmesser  des  über  OJ  beschriebenen  Kreises, 
des  Wendekreises ,  e  den  Durchmesser  des  über  OH  beschriebenen  Kreises, 
des  Tangentialkreises,  m  und  X  die  augenblickliche  Winkelgeschwindigkeit 
bezw.  Winkelbeschlennigung  des  Systems,  so  gilt  die  Beziehung 

die  momentane  Bewegung  des  Systems  ist  eine  Drehung  um  O  mit  d& 
Winkelgeschwindigkeit  o ;  gleichzeitig  tritt  um  den  auf  der  Poltangente  OH 
liegenden  Taugentialpol  H  die  Winkelbeschleunigung  l  auf  und  yerftndert  m* 

Der  Beschleunignngspol  liegt  in  der  Senkrechten,  die  Ton  O  anf  JE 
gefüllt  wird.  Um  ihn  gruppiren  sich  die  Beschleunigungen  der  System- 
punkte  in  ähnlicher  Weise,  wie  die  Geschwindigkeiten  der  Systemponkte 
um  den  DrehpoL 

Aus  den  drei  Punkten  OJH  lässt  sich  die  Beschleunigungsriohtung 
jedes  Systempunktes  auf  lineare  Weise  construiren. 

2.  um  den  Beschleunigungspol  irgend  eines  Gliedes  einer  kinematischen 
Kette  in  Bezug  auf  irgend  ein  anderes  Glied  derselben  zu  .bestimmen,  giebt 
es  nach  Obigem  folgenden  Weg:  Man  bestimme  die  drei  Punkte  OJH 
der  relativen  Bewegung  der  Glieder;  dann  ist  G  der  Fusspunkt  der  Ge- 
raden 0G±  JH. 

Die  Bestimmung  des  Drehpoles  0  hat  nach  den  bekannten  Gmndsfttien 
über  die  Polbestimmung  kinematischer  Ketten  zu  erfolgen.** 

Die  Ermittelung  des  Wendepoles  J  habe  ich  in  der  Abhandlang :  „Die 
Wendepole  der  kinematischen  Kette"  (Zeitschrift  für  Mathematik  and  Physik 
40.  Jahrgang)  gezeigt« 

Es  bleibt  somit  noch  die  Construction  des  Taugentialpoles  ff,  mit 
welcher  sich  diese  Abhandlung  Yomehmlicb  beschäftigen  soll.  Es  giebt 
eine  directe  Methode,  sKmmtliche  Tangentialpole  einer  zwangläufigen  kine- 
matischen Kette  zu  bestimmen.  Da  nun  auch  die  Wendepole  jeder  solchen 
Kette  auf  selbstständige  Weise  und  nach  ganz  anderer  Methode  za  ermitteb 
sind,  wie  ich  gezeigt  habe,  so  hat  man  in  dem  Kriterium 

<J0H=9(y> 

stets  ein  werthyoUes  Mittel ,  sich  Ton  der  Richtigkeit  der  Theorie  ra  fiber- 
zeugen und  andererseits  die  Genauigkeit  der  durchgeführten  Constraclionei 
za  prüfen. 

3.  Es  seien  1,  2,  3,  4  vier  ebene  Systeme,  deren  gegenseitige  Bewegong 
studirt  werden  soll.  Die  Polconfiguration  derselben  O^^O^Oi^O^^O^^O^ 
(Fig.  2)    sei    gegeben,    ebenso    von    drei  der    gegenseitigen   Bewesguigeo 


*  Vergl.  W.  Sohelh  „üeber^den  BeschleunigungszuBtand  des  ebenen  imTer> 
ünderlicheD,  in  der  Ebene  beweglichen  Systems"  (Zeitschrift  fär  Mathematik  oad 
Physik  XIX.  Bd.). 

**  L.  Burmester:  „Lehrbuch  der  Kinematik"  I.  Bd.  S.  430. 
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die  Wendepole  Ji^Jf^J^  ^^^  ^^^  Tangentialpole  H^^H^^H^^;  dann  sind 
nach  Obigem  anch  die  zagehörigen  Beschleunignngspole  G-^^G-^Q-i^  be- 
stimmt. In  der  früher  erwähnten  Arbeit:  „üeber  den  Beschlennigangspol 
der  zusammengesetzten  Bewegung"  habe  ich  gezeigt,  wie  die  übrigen  Wende- 
pole, Tangentialpole  und  Beschleunigungspole  zu  finden  sind;  man  erhält 
mit  Hilfe  der  dort  geschilderten  Constructionen 

aus  Ol, 0,30,,,     JuJu9    ^li^»  ^iö  Punkte  Jjsflis» 

»      O11O14O24,      J^J^y      -Hil-Hli      fi  »  Jw-^sif 

»      ^81 014^84»      «^81  «^14»      -^81-^14      »  »  «'s4'^84* 

Wurde  richtig  construirt,  so  können  nun  wieder 

aus    0240430,8,      J24J^48»       ^84^48   ^^«   PonktC   7,3^,8, 

welche  gegeben  waren,  zurückerhalten  werden.  Bezüglich  der  Stellenzeiger 
sei  daran  erinnert,  dass  z.  B.  Jmn  der  Wendepol  der  resultirenden  Be- 
wegung eines,  geführten  Systems  n  ist,  welches  die  Bewegung  eines 
führenden  Systems  m  mitzumachen  gezwungen  wird.  Durch  die  Umkehrung 
der  Bewegung,  das  heisst,  durch  die  Vertauschung  der  Führerrolle  der 
beiden  Systeme,  yerftndem  die  Drehpole  und  Tangentialpole  ihre  Lage 
nicht,  es  ist  also  allgemein 

Onm  =  Ofi«,      Hmn^Snm^ 

hingegen  wird  der  Wendepol  Jmm  durch  die  ümkehrung  der  Bewegung  ein 
anderen  Jnm  und  zwar  wird  die  Strecke  JmnJnm  durch  den  Drehpol 
Omn  =  0»„  halbiri 

Auf  diese  Weise  wurden  in  der  Figur  die  übrigen  Wendepole  und 
Tangentialpole  construirt;  da  jedoch  diese  Constructionen  ohne  besonderen 
Einfiuss  auf  die  weitere  Untersuchung  sind ,  so  wurden  sie  in  der  Zeichnung 
nicht  weiter  angedeutet. 

Von  Wichtigkeit  fdr  alles  Nachfolgende  ist  die  Configuration  der 
Tangentialpole  E^  deren  Eigenschaften  wir  nun  studiren  wollen  (Fig.  3). 
Fällt  man  von  einem  der  Tangentialpole,  z.  B.  ^^3,  auf  die  in  0^^  sich 
schneidenden  Polgeraden  O^^O^^  und  0^4 O43  (oder  kürzer:  0^^^  und  O143) 
die  Senkrechten  bis  zu  den  Schnitten  mit  den  Geraden  ^1,^23  und  H^H^^ 
so  gelten  für  diese  Schnittpunkte  Ä\^  und  Ä\i^  die   barycentrischen  Aus- 

^18  •  -^  18  ==  ^18  •  -^l«  +  ^3  •  -^88» 


*13  •  -^  18  —  ^14  •  ""14  T  ^48  •  ^4 


48« 


das  heisst,  ^^13  theilt  die  Strecke  H^^H^^  im  umgekehrten  Verhältnisse  der 
zugehörigen  Winkelbeschleunigungen  it|3;U3,  oder  il'13  ist  der  Schwerpunkt 
der  Tangentialpole  S^^H^^  wenn  in  diesen  die  Winkelbeschleunigungen 
1^2^  ^^  Gewichte  angebracht  werden.  Dabei  bestehen  zwischen  den  Ge- 
wichten oder  Winkelbeschleunigungen  die  Beziehungen: 
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,  ^IS  =  ^12  +  *2S  ~  ^14  +  ^48» 

^18  +  ^  +  ^81  ^^  ^14  ■!"  ^48  "!■  ^31  ^^  0« 

Bezeichnet   man   allgemein  die  Entfernung  zweier  Drehpole    0^,1,0, 
iQ^t  amnpy  so  sind  die  Strecken 


•p 


Ö«1Ä  .  «lÄ«      o> 


2 


HAt      _,  2!|13_LZi8L.  JIJ8. 
la-Ä  1»  —  ''  ~l f 

^123  *18 


MS-"  18 


IT      Ai      —    ^418  '  ^184    ,   Q>  18 
-°18-^  18  —  ^  1        » 

**I48  *13 

wie  ich  ebenfalls  in  der  früher  angezogenen  Abhandlung  bewiesen  habe;  es 
ist  somit  77    j2  ^       ^       ^ 

•"18-^  18     j_    °818  *  '^ISa  •  »148  , 
■"18-^  18  ^418  •  ^184  •  ^128 

Wenn  ein  Dreieck  O^^O^^O^^  von  einer  Geraden  ^is ^24^14  geschnitten 
wird,  so  besteht  die  Beziehung: 


^18  '  «143  '  ^' 


'428    _  1 

— —      mm»,     i. 


«123  •  «418  •  «248 

Nach  Division  der  letzten  Oleichungen  bleibt 

-^l8-<^^8    _.    «182  '  «248  _.  ^^  ß 
^19  ^\s  «184 -«423  «*»«' 

oder 

H^^Ä\^ .  m  a  =  Ej^  Ä\^ .  sin  ß, 

das  heisst,  die  Verbindungslinie  der  Theilungspunkte  ^*i3^\3  steht 
auf  der  Verbindungslinie  der  Drehpole  O^^O^^  senkrecht. 

Sucht  man  ausserdem  noch  die  Theilungspunkte  ^^^4  und  ii'34,  indem 
man  von  H^  und  H^^  die  Senkrechten  auf  die  Polgeraden  0,24  besw.  0^^ 
errichtet  bis  zum  Schnitte  mit  den  Verbindungslinien  Hi^H^^  bezw.  B^B^ 
so  gelten  für  diese  Punkte  die  barjcentrischen  Ausdrücke: 

*84  •  -^  84  ~  *82  •  -"82  +  ^«4  •  -^4» 
*41  •  -^  41  *^  ^42  •  -"42  "1"  ^21  •  ■"21* 

Hierzu  kommt  von  früher 

^18  •  "^  18  ~  ^12  •  ^12  +  ^28  •  ^2S' 

Beachtet  man,  dass  stets 
SO  liefert  die  Addition  obiger  drei  Ausdrücke: 

*18  •  -^  13  +  *84  •  -^  34    •    *4l  •  -^  41  '^  ^» 

das  heisst,  die  drei  Theilungspunkte  ii^is^^54ii'4i  liegen  in  einer 
Geraden;  jeder  von  ihnen -theilt  die  Strecke  zwischen  des 
anderen  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  zugehörigen  Winkel- 
beschleunigungem 
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80  wird: 
und  es  bleibt 


Die  drei  genannten  Theilungspunkte  verhalten  sich  also  wie  die  Dreh- 
pole dreier  Systeme  1,  3,  4,  deren  Winkelgeschwindigkeiten  den  Winkel- 
beschleanignngen  ^i^J^^^n  proportional  sind. 

Sacht  man  ferner  noch  in  Figur  3  die  Theilungspunkte  Ä^^  und  ^^24* 
indem  man  von  H^^  auf  die  Folgeraden  0,24  und  0^34  die  Senkrechten  er- 
richtet bis  zum  Schnitte  mit  den  Geraden  H^^H^^  bezw.  Hf^H^y  so  schneiden 
sich  die  Verbindungslinien  Ä\^Ä\^  und  Ä\^Ä\^  in  einem  Punkte  8  der 
Geraden  fi^ts-^H*    ^®"^  ^  ^^^  ^^^  ^^^  Bestimmungs weise  von  8: 

8=u.Ä\^+v.Ä^u'='^'  -^^s  +  y  •  ^^4 ; 
da  nun  die  vier  Theilnngspunkte  die  Ausdrücke  besitzen: 

*1S  •  -^  18  *=  ^1«  •  -^is  "1"  ^  •  -"88  > 

^18  •  -^  1$  *^  ^14  •  -^14  +  ^48  •  ^48> 
A24  .  ^  24  =  A21  •  Hji  +  A14  .  lf|4 , 

*24  •  -^  «4  "=  ^  •  -^«8  +  ^84  •  -^84 1 

^  —  ^13  •  -^  18    I    *24  •  -^  24  *^  *J8  •  «^  18    •    ^24  •  -^  24» 
<^^«^  Ä=A,3.^23+A,4.Hj4, 

das  heisst,  der  Punkt  8  theilt  die  Strecke  H^^H^^  im  umgekehrten  VerhKltnisse 
der  Winkelbeschleunigungen  A33A14  und  beide  Strecken  ^^^3^1^24,  ^^3^^24 
im  umgekehrten  Verhftltnisse  der  Winkelbeschleunigongen  Xi^l^^» 

Ebenso  kann  gezeigt  werden,  dass  die  Verbindungslinien  der  Theilungs- 
punkte il^,2il^34  und  A^^^jA?^  sich  in  einem  Punkte  8^  derselben  Geraden 
H^H^^  schneiden.  Man  gewinnt  nämlich  auf  analogem  Wege  für  8^  die 
Ausdrücke:        ä  =  1    >|3    4. 1       ^i    —  1      A^    A-  k      A^ 

Oi  —  Aj2^  12  T^  *84  •  -^  84  -"  *1«  •  -^  18  T^  *84  •  «^  84 » 
fij  =  A32  .  Ä32  +  A,4  .  lZi4. 

Die  Punkte  iSund  8^  theilen  die  Strecke  ^28^14  barmonisch,  wie  ihre 
Ausdrücke  lehren. 

4.  Die  im  vorigen  Artikel  behandelten  vier  ebenen  Systeme  besitzen 
sechs  Tangentialpole  H  und  zwölf  Theilungspunkte  A.  Diese  18  Punkte 
bilden  eine  interessante  Configuration;  sie  wurde  in  Figur  4  in  anderer 
Anordnung  vollstftndig  gezeichnet. 

Die  Eigenschaften  dieser  Configuration  ergeben  sich  aus  den  soeben 
abgeleiteten  Sfttzen  und  lassen  sich  in  Folgendem  zusammenfassen: 

a)  Jede  Verbindungsgerade  zweier  Tangentialpole  HmnSfnp  (mit  ge- 
meinsamer Ziffer  n  im  Stellenzeiger)  trttgt  einen  Theilnngspunkt  A^mp] 
derselbe  theilt  ihre  Strecke  im  umgekehrten  Verhältnisse  der 
Winkelbeschleunigungen  Imn^p* 

b)  Jede  Gerade  HmpA^mp  steht  auf  der  Polgeraden  O^np  senkrecht. 
Die  Geraden  jBmp'^^mp  9  HpnA%n,  HnmA^nm  Bind  somit  parallel. 
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c)  Jede  Verbindangsgerade  zweier  Theilungspunkte  mit  gleichen  nnt^nea 
Stellenzeigem  A^mp  tmd  A^mp  steht  senkrecht  zur  Verbindniig»- 
linie  der  Pole  OmpO„q. 

Die  Geraden  AJ^mpA^mp  und  AF^nq-AFn^  sind  somit  parallel. 

d)  Je  drei  Theilnngsponkte  mit  gleichen  oberen  Stellenzeigera 
liegen  auf  einer  Geraden.  So  liegen  z.  B.  die  Theilangspunkte 
Ä^mpAJ^pqA^qm  Auf  der  Geraden  a^  Sie  liegen  auf  derselben  wie 
die  Drehpole  dreier  Systeme  mjp^,  deren  Winkelgeschwindigkeiten 
den  Winkelbeschleunigungen  Imp^pq^qm  proportional  sind. 

e)  Die  Yer bindungsgeraden  A^mpA^nq  und  A^mpA^nq  schneiden  sieh 
in  einem  Punkte  8^  der  beide  Strecken  im  umgekehrten  Verfallt' 
nisse  der  Winkelbeschleunigungen  Xmp^nq  theilt. 

Die  Verbindungsgeraden  A^mqA^np  und  APmqA'^np  schneiden 
sich  in  einem  Punkte  £^1 ,  der  beide  Strecken  im  umgekehrten  Ver 
httltnisse  der  Winkelbeschleunigongen  Imq^p  theilt 

Die  Punkte  8  und  8^^  liegen  auf  der  Verbindungsgeraden  der 

Tangentialpole  HmnSpq  und  theilen  diese  Strecke  harmonisch  im 

umgekehrten  Verhältnisse  der  Winkelbeschleunigungen  Xmn^q^ 

5.  Die   Configuration  der  Punkte  H  und  A  kann  zur  Lösung  einiger 

Fragen  benützt  werden,  welche  für  die  kinematische  Kette  Bedeutung  haben. 

Ist  die  Configuration  der  sechs  Drehpole  0  gegeben,  so  dürfen  Tier 

Tangentialpole  B  beliebig  angenommen  werden.    Dann  sind   zwei  Oerade 

bestimmbar,   in  denen  die  beiden   übrigen  Tangentialpole  liegen  mflss^L 

Die  hier  möglichen  Fälle  lassen  sich  alle  auf  folgende  zwei  zurftckfllhrffli: 

a)  Es  sind  die  Tangentialpole  HmnSnpHpm  (Poldreiung)  und  noch 
ein  beliebiger  vierter  Tangentialpol  gegeben;  oder 

b)  Es  sind  die  Tangentialpole  JTmni^np^Pf^f  mC Po lyierung}gQgebeii. 
Von  den  15  verschiedenen  Annahmen  der  vier  unter  sechs  Tangential- 

polen  tritt  der  Fall  a)  elfmal,  der  Fall  b)  viermal  ein. 

a)  Die  Poldreiung.  In  Figur  5  seien  ausser  der  Confignration  der 
Drehpole  0  die  .Tangentialpole  H^^B^H^i  und  E^  gegeben.  Zieht  man 
Hi^A\^JL  0|2s  bis  zum  Schnitte  mit  H^^E^,  ferner  Hi^A\^J^  O^^^  und 
A\^A\^  J_  O13O24,  so  gewinnt  man  den  Theilungspunkt  ^^ij.  Auf  gleiche 
Weise  wurden  in  Figur  5  die  Theilungspunkte  A^^  und  A*^  constmirl 
Diese  drei  Punkte  liegen  in  der  Geraden  a^.  Verbindet  man  nun  A\^  imd 
A^^  mit  ^24,  so  erhält  man  zwei  Gerade  ^14^1  in  denen  die  noch  übrigen 
Tangentialpole  H^^  bezw.  H^  liegen  müssen.  Nimmt  man  einen  derselboi 
aU;  so  muss  der  andere  auf  der  Geraden  Si^H^A*i^  liegen  und  ist  somit 
eindeutig  bestimmt. 

Die  Punkte  H^^  und  S^  liegen  auf  ihren  Trägem  hi^  und  h^  in  pro- 
jectivischen  Punktreihen ,  die  perspectivische  Lage  haben. 

Fällt  H|4  mit  jB'g4  zusammen  I  so  liegt  daselbst  auch  H^.  Man  kiaa 
also    die   sechs   Tangentialpole  derart  annehmen,    dass  HmnBmpEmq  n> 
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sammenfaUen;  dann  sind  die  drei  anderen  Tangentialpole  noch  beliebig 
wählbar. 

b)  Die  Pol  vier ung.  In  Figur  6  seien  ausser  der  Conflguration  der 
Drebpole  0  die  Tangentialpole  H^^E^H^H^^  gegeben.  Sucht  man  den 
Schnitt  B'\^  der  Linien  H^^H^  und  H^H^^^  zieht  femer  ahl^O^^O^y 
acj_0j34,  &cj.öj23,  so  ist  jy'isC  eine  Gerade  Ä|3,  in  welcher  der 
Tangentialpol  H^^  liegen  muss*  Denn,  denkt  man  sich  das  Dreieck  ahc 
derart  ähnlich  yeränderlich,  dass  die  Eckpunkte  auf  ihren  durch  H'\^ 
gehenden  TrSgem  bleiben  und  die  Seiten  des  Dreiecks  ihre  Richtung  bei- 
behalten, so  entsprechen  die  Punkte  a  und  h  jederzeit  zwei  Theilungs- 
punkten  A\^  und  A^^  (yergl.  Fig.  4)  und  somit  e  dem  zugehörigen 
Tangentialpole  H^^. 

Eine  analoge  Construction  mit  Hilfe  des  Dreieckes  äef  führt  zur 
Geraden  E!'^f  oder  \^^  in  welcher  der  sechste  Tangentialpol  H^  liegen 
muss. 

Nimmt  man  nun  H^  auf  ^^4  beliebig  an,  so  irt  H^^  bestimmt.  Denn, 
zieht  man  H^H^^  ferner 

-^84-^  84  -L  Öj34,      H^A^^  J.  Oj34,      A^^A  54  J.  öjjOg^, 

so  schneidet  die  Linie  A^^H^^^  die  Linie  ^^3  in  ^13.  Ebenso  wurde  in 
Figur  6  zu  H\^  der  zugehörige  Tangentialpol  ^13  construirt.  Die  ent- 
sprechenden Punkte  JT24  und  H^^  durchlaufen  auf  ihren  Trägem  projectivische 
Pnnktreihen. 

Dem  Pimkte  B."^  entspricht  H.'\i.  In  diesem  besonderen  Falle  bilden 
die  sechs  Tangentialpole  eine  gewöhnliche  Drehpol -Configuration,  bei  welcher 
an  Stelle  der  Winkelgeschwindigkeiten  10  um  die  Drehpole,  die  Winkel- 
beschleunigungen l  um  die  Tangentialpole  treten. 

Ausser  den  beiden  soeben  behandelten  Fällen  yerdienen  noch  folgende 
zwei  Erwähnung,  da  sie  bei  der  Construction  der  Beschleunigungspole  kine- 
matischer Ketten  zur  Anwendung  kommen: 

c)  Gegeben  seien  ausser  der  Configuration  der  Drehpole  die  Tangential- 
pole B^t^^B^x  (Poldreiung)  und  drei  Gerade  ^u^^84t  ^^  denen  die  drei 
übrigen  Tangentialpole  B^^H^H^  liegen.    Man  suche  dieselben. 

Zunächst  ermittle  man  wie  in  a)  die  drei  in  einer  Geraden  a^  liegen- 
den Punkte  A\^A^^A\y  Sodann  bleibt  nur  die  Aufgabe  zu  lösen  (Fig.  7): 
durch  diese  drei  Punkte  drei  Gerade  zu  ziehen,  die  sich  paarweise  auf  den 
drei  gegebenen  Geraden  h  schneiden. 

Die  von  A^^^  ausgehenden  Strahlen  schneiden  h^^  und  h^  in  per- 
spectivisch  liegenden  Punktreihen,  die,  von  A\^  und  ^^33  projicirt,  auf 
der  Geraden  \^  zwei  cocjectivische  Punktreihen  erzeugen.  Die  beiden 
X>oppelpunkte  dieser  Punktreihen  müssen  der  gestellten  Aufgabe  genügen. 
Nxih  ist  aber  der  Schnittpunkt  B  von  h^  mit  a*  bereits  einer  dieser  Doppel- 
punkte,   um   den   anderen   zu   finden,    benöthigt  man  die  den  unendlich 
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fernen  Punkten  der  conjectivischen  Panktreiiien  entsprechenden  Gbgenpunkte 
Q'  und  Q-j  welche  durch  die  Linienzüge  Ä\^1SG\  Ä^^  III IG  gewonnen 
werden;  hierbei  ist  ^4^^  1  y  ^4^^777||  *,,. 

Macht  man  noch  DG^Q-'H^^^  so  ist  in  H^^  der  zweite  Doppelpunkt 
und  einer  der  gesuchten  Tangentialpole  gefunden;  die  beiden  anderen  H^^E^ 
werden  jetzt  im  Schnitte  von  H^A^^^  und  H^^A*^  mit  \^  bezw.  i^4  ge- 
wonnen. 

d)  Gegeben  seien  (Fig.  8)  ausser  der  Configuration  der  Drehpole  die 
Tangentialpole  H^^H^^H^^  (welche  keine  Poldreiung  bilden)  und  drei  Ge- 
rade ^18^28^1  >  ^  denen  die  drei  noch  übrigen  Tangentialpole  Hi^H^E^ 
liegen.     Man  suche  dieselben. 

Nimmt  man  auf  \^  einen  beliebigen  Punkt  \^  als  Tangentialpol  an, 
so  ist  aus  ihm  und  den  gegebenen  Tangentialpolen  nach  a)  eine  Crerade 
bestimmt,  welche  die  Gerade  ^i,  im  entsprechenden  Punkte  A|,  schnddet 
Aus  den  gegebenen  Tangentialpolen  und  den  einander  entsprechenden  Pankten 
^18  ^is  ^^  ^^^  ^^^^  ^^^  sechste  Tangentialpol  ^23  vollständig  bestimmt. 

Beschreibt  der  Punkt  ^^3  die  Gerade  ^13,  so  durchläuft  h^^  die  Ge- 
rade \^  in  projectivischer  Punktreihe;  ebenso  beschreibt  K^  eine  Gerade 
h'^  in  projectivischer  Punktreihe. 

um  letztere  zu  bestimmen,  beachte  man  Folgendes: 

Wenn  der  Punkt  ^13  auf  seine  Geraden  \^  nach  m  rückt,  das  ist  in 
den  Schnitt  von  ^13  mit  H^^H^^^  so  rückt  der  entsprechende  Punkt  A^^  m^  <h 
das  ist  in  den  Schnitt  von  \^  mit  H^^H^\  denn  es  fallen  dann  die 
Theilungspunkte  [A^^^A^^^  mit  H^^  zusammen.  Die  sechs  Tangentialpole 
bilden  dann  eine  gewöhnliche  Drehpol -Configuration  [vergl.  b)  "Und  Fig.  6] 
und  es  liegt  der  letzte  der  sechs  Tangentialpole  H^^B^^B^rnnp  im  Schnitte 
von  mn  mit  ■S^4^3^.    p  ist  somit  bereits  ein  Punkt  der  Geraden  V^, 

Um  einen  zweiten  Punkt  q  zu  erhalten ,  suche  man  jene  einander  ent- 
sprechenden Punkte  ^is^iti  für  welche  die  Winkelbeschleunigung  X^^  Ter- 
schwindet.  Dann  liegen  die  zugehörigen  Theilungspunkte  a\^  und  a\,  in 
^34  bezw.  H^^.     Man  zieht  also  ^34^3  J.  ^134  bis  zum  Schnitte   mit  A^, 

damit  ist  a'13  gewonnen;  ferner  ebenso  JT^A^j  _L  0^24  bis  zum  Schnitte  mit 
»„.sodann  ».,a»„J.O,„,    a*„a».,  J.  0„0„, 

damit  ist  a^,  gewonnen;  verbindet  man  nun  a^,,  mit  A,,,  a\^  mit  A,,,  so 
liefert  der  Schnitt  q  dieser  Geraden  einen  zweiten  Punkt  von  K^^  Wo 
sich  h^  und  ll^  treffen,  liegt  der  gesuchte  Tangentialpol  H^. 

Die  beiden  noch  übrigen  Tangentialpole  B^^H^^  sind  entweder  dired 
wie  ^23  2U  bestimmen,  oder  mit  Hilfe  des  eben  gefundenen  Tangential- 
poles  ^23  nach  der  unter  a)  angeführten  Construction  aus  der  Poldreiung 
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6.  Untersucht  man  die  gegenseitige  Bewegung  von  mehr  als  vier,  z.  B. 
von  fi  ebenen  Systemen,  so  findet  man  auf  ähnlichem  Wege  ausser  einer 

ConBguration  von  Qn{n  —  1)  Drehpolen  0  eine  gleiche  Anzahl  Tangential- 

^       1 
pole  Hund  ausserdem  ö'^(^~^)(^'~  ^)  'I^heilungspunkte  A.     Die  Con- 

1         ^ 
figuration  dieser  h'^C^'^^)'  Punkte  Hund  A  besitzt  naturgemSss  dieselben 

Eigenschaften ,  wie  sie  in  Artikel  4  für  fi  es  4  mitgetheilt  wurden.  Ins« 
besondere  seien  folgende  Eigenschaften  der  allgemeinen  Configuration  her- 
vorgehoben: 

a)  Alle  Theilungspunkte  mit  gleichem  unteren  Stellenzeiger  bilden 
eine  Ornppe  von  n  —  2  Punkten  A^'pq^  welche  um  den  Tangential- 
pol  Hpq  derart  angeordnet  sind,  dass 

HpqA^pg±Opgr      und      A^pgA'pq  ±  OpqOrs 

(vergl.  in  Figur  9  den  Tangentialpol  H^  mit  seiner  Gruppe  von 
6  —  2  =  4  Theilungspunkten). 

b)  Alle  Theilungspunkte  mit  gleichem  oberen  Stellenzeiger  bilden  eine 
gewöhnliche  Drehpol  -  Configuration  von  n— 1  Systemen. 

Die  Configuration  der  Punkte  A  zerfällt  also  in  n  verschiedene  Drehpol- 

Configurationen  zu  je  -n  (f»  — l)(n  — 2)  Polen. 

Figur  9  stellt  eine  sechsgliedrige,  zwangläafige  kinematische  Kette  dar; 
dieselbe  besitzt  15  Tangentialpole  H  und  60  Theilungspunkte  A.  Die  Con- 
figuration der  letzteren  zerfftllt  in  sechs  Drehpol -Configurationen  zu  je  zehn 
Polen;  in  Figur  9  sind  die  Configurationen  A^  und  A^  vollstSndig  ge- 
zeichnet. 

7.  Geht  man  von  der  gegenseitigen  Bewegung  von  n  ebenen  Systemen 
zu  der  einfacheren  Bewegung  einer  aus  n  Gliedern  bestehenden  ebenen 
kinematischen  Kette  über,  so  wird  die  Untersachung  bedeutend  erleichtert. 
In  allen  jenen  Punkten  nftmlich,  die  man  als  Gelenke  der  Kette  bezeichnet, 
und  in  welcher  zwei  Glieder  p  und  q  der  Kette  in  dauernder  Verbindung 
verharren,  fallen  die  vier  Punkte:  Drehpol  0^^,  Wendepol /p,,  Tangential- 
pol Spqf  und  somit  auch  Beschleunigungspol  Gpq,  stets  in  einen  und  den- 
selben Punkt  zusammen.  Solche  ausgezeichnete  Punkte  sollen  in  der  Folge 
stets  nur  mit  den  Ziffern  pq  bezeichnet  werden. 

Es  sind  somit  die  r  gegebenen  Gelenke  ebenso  viele  gegebene  Tan- 
gentialpole. 

Bei  einer  zwanglftufigen  kinematischen  Kette  genügt  die  Annahme  der 
Beschleunigung  eines  einzigen  Punktes  eines  Gliedes  p  in  Bezug  auf  ein 
fremdes  Glied  g»  um  die  Beschleunigung  jedes  Punktes  eines  anderen 
Gliedes  r  in  Bezug  auf  jedes  fremde  Glied  $  zu  bestimmen.  Da  aber  aus 
jener  angenommenen  Beschleunigung,  dem  Drehpol  Opg   und  dem  Wende- 
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pol  Jpq  jener  Glieder  p  und  g,  sowohl  der  Beschleunigangspol  Qpq  als  ancb 
der  Tangentialpol  Hpg  construirt  werden  kann,  so  genflgt  offenbar  (ausser 
den  durch  die  Gelenke  gegebenen  Tangentialpolen)  die  Annahme  eines 
einzigen  Tangentialpoles,  am  sämmtliche  übrigen  zu  bestimmen. 

Die  Annahme  dieses  einen  Tangentialpoles  darf  nicht  beliebig ,  sondern 
muss  auf  der  betreffenden  Poltangente  erfolgen,  welche  durch  die  Lage 
des  Drehpoles  und  des  Wendepoles,  also  durch  die  geometrische  Con- 
figuration  der  Kette,  bestimmt  ist.  Auf  dieser  Tangente  jedoch  darf  der 
Tangentialpol  beliebig  angenommen  werden.  Ffir  jede  angenommene  Lage 
desselben  giebt  es  entsprechende  Lagen  aller  anderen  Tangentialpole  »of 
ihren  Poltangenten.  Nach  den  Untersuchungen  des  Artikel  5  kann  der  Satz 
ausgesprochen  werden: 

Alle  einander  entsprechenden  Tangentialpole  einer 
zwangläufigen  kinematischen  Kette  liegen  in  projecti- 
vischen  Punktreihen  auf  ihren  Poltangenten. 

Sollen  zwei  nicht  durch  Gelenke  mit  einander  verbundene  Glieder  f 
und  q  der  Kette  keine  Winkelbeschleunigung  Ipq  gegeneinander  besitzen, 
so  muss  Hpq  unendlich  fem  sein;  die  übrigen  Tangentialpole  entsprechen 
in  diesem  Falle  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Poltangente  tp^ 

8.  Im  Folgenden  sollen  Anwendungen  der  bisher  beschriebenen  Con- 
structionen  der  Tangentialpole  auf  einige  wichtigere  kinematische  Kettea 
gemacht  werden. 

Um  für  das  einfache  Kurbelviereck  12,  23,  34,  41  (Fig.  10)  die  zum 
Drehpol  O,,  gehörige  Poltangente  linear  zu  construiren,  genügt  es  eine 
beliebige  Gerade  nifi  J.  O^^O^  anzunehmen  und 

pn  ±  134,    pm  ±  123 

zu  ziehen;  dann  ist  p  ein  Punkt  der  Poltangente  t^^  In  ähnlicher  Weise 
kann  die  Poltangente  t^  linear  construirt  werden. 

Nimmt  man  nun  auf  ^,3  den  Tangentialpol  H^  beliebig  an,  so  findet 
man  den  sechsten  Tangentialpol  H^^  in  folgender  Weise: 

Man  verbindet  H^^  mit  12,  zieht 

234*„  JL  123,    234^3  -L  234,    A^^A^^  ±  23.  41 

und  verbindet  34  mit  A\^ ;  der  Schnitt  dieser  Geraden  mit  ^^  ist  der  ge- 
suchte Tangentialpol  H^^, 

Oder:   Man  verbindet  H^^  mit  34,  zieht 

41  A\  J.  134,    41 A^^  ±  124,    A^^  A«,,  J.  41 ,  23 

und  verbindet  12  mit  A^^^\  der  Schnitt  dieser  Geraden  mit  t^  ist  eben- 
falls H^|.  Ebenso  könnte  ^4  noch  auf  zwei  andere  Arten  gefond» 
werden,  wenn  man  statt  12  und  41  die  ttbrigen  zwei  Gelenke  23  a»d 
34  benutzt. 
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Die  Punktreihen  Bi^H^  auf  den  Poltangenten  ti^t^  ^^^^  projectivisch; 
^18  ^M  B^^^  entsprechende  Punkte.  Projicirt  man  beide  Panktreihen  von 
diesen  Punkten  ans,  so  erhält  man  zwei  projeetivische  Strahlenbüschel ,  die 
den  Strahl  O^^O^^  entsprechend  gemein  haben;  die  Büschel  schneiden  sich 
also  in  einer  Oeraden. 

Man  kann  zeigen,  dass  diese  Schnittlinie  8  durch  den  Schnittpunkte 
der  Diagonalen  12 ,  34  und  23,  41  des  Kurbelviereckes  geht  und  auf  der 
Linie  ^18^14  senkrecht  steht.  Denn,  wenn  man  die  Punktreihen  HigJ^M 
durch  Parallelstrahlenbüschel  hi^h^^  senkrecht  zu  O^^q^^  projicirt,  so  liegen 
diese  in  Involution,  wie  später  gezeigt  werden  soll,  und  es  entsprechen  die 
durch  0|3  und  0^^  gehenden  Strahlen  h^i^h^u  doppelt  einander«  Da  ihr 
Schnitt  der  Geraden  8  angehören  muss,  so  steht  8  zu  O^^O^^  senkrecht 

Projicirt  man  die  Panktreihen  H^^  und  H^  auf  ^13  und  ^^4  &°s  12  und 
34,  so  sind  diese  Büschel  projectiTisch;  in  den  Tier  projectivischen  Büscheln: 

»«(<«).    34«^,    12(<.,),    O^itJ 

entsprechen  einander  folgende  Strahlen: 

0,30^,    340,,,     120^3,     0,,0,3, 

(>i,34,     340„.     120,4,    0^12. 

Projicirt  man  ebenso  die  Punktreihen  H^^  und  H^^  auf  ^13  und  t^^  aus 
23  und  41,  so  entsprechen  in  den  vier  projectivischen  Büscheln 

0»{tu),    23«,,),    41(<„),     0„(<„) 

einander  folgende  Strahlen: 

0,323,    230,3,    4IO3,,     03,41. 

Es  entsprechen  somit  in  den  Büscheln  0,3(^34)  und  034(^13)  den  Strahlen 

^.    a*^„  Ö„0„,    0„34,    0„23 

die  Strahlen: 

OuOts,     Ö34I2,     O344I. 

Somit  entsprechen  sich  auch  die  Strahlen  0,3 iS  und  O^^S^  da  diese  zu 
den  früher  genannten  harmonisch  liegen.  Demnach  ist  auch  8  ein  Punkt 
der  Geraden  8, 

Diese  Bemerkung  liefert  eine  einfache  Construction  des  Tangential- 
poles  ^4  aus  H^^  (Fig.  11).  Man  verbinde  H^^  mit  O34  bis  zum  Schnitte  81 
mit  der  Linie  8,  die  im  Schnitte  8  der  Diagonalen  des  Kurbelviereckes 
senkrecht  auf  0,3 O34  errichtet  wird;  dann  liefert  6^1 0,3  im  Schnitte  mit  ^34 
den  Punkt  JET,,. 

Sollen  die  Glieder  2  und  4  in  dem  betreffenden  Augenblicke  keine 
Winkelbeschleunigung  X^  gegen  einander  besitzen,  so  muss  H^^  im  unend- 
lichen liegen;  den  zugehörigen  Tangen tialpol  J7^  der  Glieder  1  und  3  be- 
kommt man ,  wenn  man  O^^S^  \\  t^  zieht  und  S^  mit  O34  verbindet;  im 
Schnitte  von  152034  mit  ^,3  liegt  J7^. 
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Auf  demselben  Wege  findet  man  H^^  wenn  die  Glieder  1  und  3  keim 
relative  Winkelbeschlennigong  A^,  besitzen  sollen.  Die  Punkte  H^  und 
E^  liegen  in  einer  Senkrechten  auf  O^^O^^^  nftmlich  in  dem  CentralstnU 
der  oben  erwfthnten  inyolu torischen  Parallel -Strahlenbfischel  h^\f. 

Die  Punkte  Ä\^A\^A\^A*i^  in  Figur  10  haben  für  das  EurbelYiereek 
besondere  Bedeutung.  Wir  wollen  sie  in  Figur  12  mit  B^B^B^B^  be- 
zeichnen; sie  liegen  auf  jenen  Oliedem,  welche  ihr  SteUenzeiger  angiebt 
Diese  Punkte  B  geben  ein  ausgezeichnetes  Bild  Aber  die  Vertheilong  der 
gegenseitigen  Winkelbeschleunigungen  der  Qlieder  des  Kurbelviereckes.  Sie 
besitzen,  wie  in  Artikel  3  gezeigt  wurde,  die  barycentrisohen  AosdrOcke: 

A42 .  Bj  =  k^i .  O^j  +  Aj, .  Ojj,     A,j .  B,  =  ^12  •  ^12  +  ^  •  ^»» 

Femer  lassen  sich  leicht  folgende  Eigenschaften  nachweisen: 
Es  ist  jederzeit  ^^^^  y  ^^„^  ^ q^^q^ 

Die  Verbindungslinien  B^B^  und  B^B^^  sowie  B^B^  nnd  B^B^  schneiden 
sich  auf  den  Diagonalen  des  Kurbelyiereckes  O^^O^  bezw.  Oi^O^*  die  Am- 
drücke  dieser  Schnittpunkte  T  und  B  sind  nämlich: 

B  =  Ajj  Oij  —  A84OJ4  =  Ai3 J?g  —  X,4 .  J?8  =  l^jBj  -  Aji . B^, 

r=Ä,8.0„  — A4i.04j  =  A^.Bg  — Agi.B4  =  A„.B,— A4,.Bj. 

Hieraus  und  aus  oben  stehenden  Ausdrücken  ergeben  sich  für  die 
zwischen  den  yier  Oliedern  vorhandenen  sechs  verschiedenen  Winkel- 
beschleunigungen k  folgende  15  Verhältnisse: 

01,0,3  :  O^B,  :  B^O,^^  k^,  :  A„  :  k^, 

^28 ^84  •  ^84-^8  •  -»8^28  =  ^42  •  *28  =  *84. 

Ö34O41  :  04,^4  :  JB4Ö84«  ^18  •  ^84  :  ^4t. 

^41  ^12  *•  ^12-^1  •  ^l  ^41  =  ^24  •  ^41  ^  ^|2l 

Oi,B:Ä034  =  A34:-A,„ 
O^T:TO,,=:k,,:-^k^, 
B^B^  :  B^B^  =  Aj3  :  ^,4. 

Die  Geraden  B^B^  und  B^B^  für  alle  möglichen  Beschlennigungs- 
zustände  des  Eurbelviereckes  bilden  zwei  involutorische  Parallel- Strahles- 
bttschel  &13  und  ^24;  denn  für 

A^==  0  fällt  B^  nach  0^,,    B^  nach  O34, 

^14=0      „      B,       „       0,j,     B4       „       Oj4; 

die  Geraden  h'  der  beiden  Büschel  entsprechen  also  einander  doppelt.  Ehensc 
entsprechen  sich  jene  Strahlen  doppelt,  welche  durch  0,3  und  O^^,  seine 
durch  0,4  und  0^3  gehen. 
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Die  ParallelstrahlenbflBchel  bj,  und  h^  stehen  mit  den  Parallelstrahlen- 
bttecheln  h^^  und  h^^  welche  früher  erw&hnt  wurden,  in  der  Beziehung, 
dass  b|3  ähnlich  mit  ft|,,  b^^  ähnlich  mit  h^^  ist  (vergl.  Fig.  10). 

Die  im  Endlichen  gelegenen  Doppelstrahlen  der  ähnlichen  Strahlen- 
bttschel  sind  b\^h\^  bezw.  b^^AV  Schneidet  man  die  vier  Parallelstrahlen- 
bttschel  /^is^is)  ^h^u  dnrch  die  Gerade  O^^O^^  in  yier  Pnnktreihen  und 
sind  P18&181  PuOu  J^  '^^^  entsprechende  Pankte  derselben,  so  ist  aus  dem 
Dreiecke  mnp:      r^    t%      ^   n  /     •      \ 

und  analog  q^^^^  .  q^ q^^  ^  ^^^ ^  ß^^  .  cosßcosß,. 

Wählt  man  P,,  in  0^,  P,^  in  0,3  und  setzt  OjjO^^s  a,  so  ist 

Die  ParallelstrahlenbOschel  &i3b34  schneiden  die  Gerade  ^13^34  in  zwei 
involutorischen  Pnnktreihen;  sollen  Qi^Q^y  ^tz^u  entsprechende  Pankt- 
paare  dieser  Involution  sein,  so  muss  die  Bedingung  erfdllt  werden: 


0,8Ä,»  . 

o«()„ , 

^  Ou^u 

.  OuQn 

Ö14Ä.,  • 

OuOu 

«»«M 

'  OxiOu 

Wählt  man  RuBu  ^^^^  ^^  ^^^  durch  12  und  34  gehenden  Strahlen 
der  inyolutorischen  Strahlenbüschel  b^^h^  die  Gerade  O^^O^  treffen,  so  ist 

^84^34 :  Ä34O13  =  tofv  « :  tof^ft ; 
dazu  kommt  von  oben: 

n   n    .n    n   ^«>g«<»g«i.  cosßeosß^ 

^i^^i^'  ^^^U^  COs{a+ay  e08{ß  +  ß,) 

Diese  drei  Proportionen  erfüllen  aber  die  oben  stehende  Bedingung 
der  Involution  und  es  sind  somit  Qx^O^  doppelt  entsprechende  Punkte  der- 
selben. Damit  ist  aber  bewiesen,  dass  ^13^34  doppelt  entsprechende  Punkte 
der  Punktreihen  P^^P^i  sind,  und  dass  die  Parallelstrahlenbüschel  Ais^n 
thatsächlich  involutorisch  sind. 

9.  In  Figur  13  ist  eine  sechsgliedrige  kinematische  Kette  dargestellt 
(Watt*scher  Mechanismus  nach  Burmester).  Es  sollen  die  Tangential- 
pole  derselben  bestimmt  werden ,  wenn  einer  derselben,  z.  B.  J7,3,  gegeben  ist. 

Der  Tangentialpol  H^^  wird  aus  dem  Kurbelviereck  1234  nach 
vorigem  Artikel  bestimmt. 

Um  H^  zu  ermitteln  I  benütze  man  das  Schema: 

fl'j4JB43JBr33(Poldreiung)fl35.  .  .Ä45, 

das  heisst,  nach  Artikel  5  a  wird  folgendermassen  construirt: 

19* 
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:^j- 


Man  Terbinde  H^  mit  23,  errichte  in  34  eine  Senkrechte  auf  0^ 
bis  zum  Schnitte  Ä^^  mit  jener  Verbindungslinie,  ziehe 

344*3,  J.  345,    4«s4^*M-L34ö«6. 
dann  ist  ^1*34  35  eine  Linie  ^45,  in  welcher  H^  liegt 

Femer  liegt  E^  auch  in  der  Poltangente  ^45;  diese  wird  entweder  auf 
bekannte  Weise  durch  Winkelübertragung  gewonnen  oder  oft  zweckmSssigsr 
und  linear  durch  F&Uung  dreier  Senkrechten: 

mnj.  045033,    mjpj.345,    np  1,456, 

dann  ist  p  ein  Punkt  der  Poltangente  ^45. 

Kennt  man  ^45  als  Schnittpunkt  der  Linien  A45  und  ^45 ,  so  kann  B^ 
aus  dem  Kurbelyiereck  3456  nach  der  im  vorigen  Artikel  beachriebena 
Methode  construirt  werden  (in  Figur  13  nicht  durohgeftlhrt). 

Um  den  Tangentialpol  H^^  zu  ermitteln,  benfltze  man  das  Schema: 

^u^iA^ii  (Poldreiung)  H^  .  .  .  \^ 
^„5,4^4,  (Poldreiung)  ^45  .  .  .  h\^\ 
Man  ziehe  also  H^iA\^  J.  134  bis  zum  Schnitte  mit  14,   34,   ferner 
H,,A\^  ±  135,    4^3-4^3  JL  O13O43, 
so  ist  35^1*13  eine  den  Punkt  H^^  tragende  Gerade  \^. 

Endlich  ziehe  man  144'|4  J.  ^^  ^^^  '^™  Schnitte  mit  12  F,^, 
14-4^4  J.  145,    A\^A\,  X  140,5, 
so  ist  ^454^4  eine  zweite  durch  H^^  gehende  Oerade  ^'15.     Im   Schnitte 
von  Ä|ß  und  Ä',5  liegt  JSTjj. 

In  ähnlicher  Weise  werden  die  noch  übrigen  Tangentialpole  bestimmt 
Figur  14  stellt  eine  andere  sechsgliedrige  kinematische  Kette  (Stephen- 
so n -Mechanismus  nach  Burmester)  dar.  Von  den  Tangentialpolen  sei 
H^  auf  der  Poltangente  ^14  gegeben.  Um  hieraus  irgend  einen  aaderen 
Tangentialpol  zu  construireui  bediene  man  sich  der  in  Artikel  5  a)  andb) 
mitgetheilten  Constructionen.  Z.  B.  zur  Bestimmung  des  Tangentialpolee  E^ 
benutze  man  das  Schema: 

^«^24^41  (Poldreiung)  H^ 
^M^46^fl6^6»  (Polvierung) 
Man  zieht  also  B^A^^A^  124  bis  zum  Schnitte  mit  12,  14,   sodans 
H,,A^^  ±  245,    A^^A^^  _L  0,,0,,; 
dann  ist  25^.^,4  ®^°o  Gerade  A45  [Construction  a)]. 
Femer  ziehe  man 

a6J.O^Oj3,    acj.246,    6c  J.  456, 
dann  ist  die  Verbindungslinie  von  c  mit  dem  Schnitte  d  der  Qeraden  56» 
46  und  25^34  eine  Gerade  V45.    Im  Schnitte  von  ^^45  und  V45  li«gt  der 
gesuchte  Tangentialpol  ir43. 


.'*\lr«- 
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In  analoger  Weise  werden  die  Übrigen  Tangentialpole  bestimmt. 

Pur  die  meisten  kinematisclien  Ketten  werden  die  oben  erwähnten 
Constmctionen  a)  und  b)  znr  Bestimmung  der  Tangentialpole  ansreichen. 
Eine  interessante  Ausnahme  behandelt  der  folgende  Artikel. 

10.  Um  die  Tangentialpole  der  in  Pigur  15  und  16  dargestellten  acht- 
gliedrigen  kinematischen  Kette  (Dreispannmechanismus  nach  Burmester, 
Interferenzkurbelkette  nach  Bittershaus)  zu  bestimmen,  wenn  z.  B.  der 
Tangentialpol  B^^  gegeben  (und  somit  nach  Artikel  8  auch  ff^  bekannt) 
ist,  schlage  man  folgenden  Weg  ein. 

Zunächst  ermittle  man  nach  Artikel  5  a  aus  den  Tangentialpolen : 

^it^n^zi  (Poldreiung)  B^^  die  Geraden  h^h^j 

worin,  wie  bisher,  hmn  eine  Gerade  bedeutet,  in  welcher  der  Tangential- 
pol Bmn  liegen  muss. 

Nimmt  man  nun  auf  der  Geraden  ^i^  einen  beliebigen  Punkt  h^^  als 
Tangentialpol  an,  so  iSsst  sich  der  zugehörige  Tangentialpol  h^^  in  folgender 
Weise  bestimmen.    Es  ergiebt  sich  nach  Artikel  5  a)  aus 

h^^B^B^i  (Poldreiung)  B^^  eine  Gerade  a^^^,  46 

und  nach  Artikel  5  b)  aus 

h^^B^B^ff^^  (Polrierung)  eine  Gerade  c,  s; 

der  Schnitt  beider  ist  ^14.  Durchläuft  h^^  alle  Punkte  der  Geraden  ^|g,  so 
beschreibt  h^^  ebenfalls  eine  Gerade  ^14,  welche  durch  den  Schnittpunkt  d 
der  Geraden  15,  54  und  26,  64  gehen  muss;  denn,  fällt  Aj^  mit  26  zu- 
sammen, so  fällt  a\ß  nach  26  und  8  nach  d.  Es  ist  also  dh^^  eine  Gerade, 
auf  welcher  der  Tangentialpol  Bj^^  liegen  muss. 
In  analoger  Weise  kann  man  aus 

V^73^8«  (Poldreiung)  ^47  1    ..      ^      ^    ^ 

V  eine  Gerade  ^24 


und  aus 


h„B^^B^Bf^^  (Polvierung) 

K^i^^n  (Poldreiung)  B^  \     ^ 

\  eine  Gerade  ^34 
K^6i^4T^is  (Polvierung)    J 


bestimmen,  auf  welcher  die  Tangentialpole  B^  bezw.  B^^  liegen.  Hierbei 
geht  ^1  durch  den  Schnitt  e  der  Geraden  26,  64  und  37,  74,  A34  durch  den 
Schnitt  f  der  Geraden  37,  74  und  15,  54.  Aus  den  drei  Geraden  ^14^94^ 
und  den  gegebenen  Tangentialpolen  12,  23,  B^^  kann  man  nun  nach  der 
in  Artikel  5c)  mitgetheilten  einfachen  Construction  mit  Hilfe  der  auf  einer 
Qeraden  a^  liegenden  Punkte  Ä\2A^^^Ä\^  die  Tangentialpole  B^^B^B^^ 
finden. 


eine  Gerade  h^^j 
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Uebrigens  kann  jeder  dieser  Pankte  auch  fUr  sich  ermittelt  werden. 
Um  z.  B.  H^^  zn  finden,  suche  man  die  Gerade  A|4,  wie  oben,  sodann  in 
gleicher  Weise  ans 

im  Schnitte  von  Ji^^  und  h\^  liegt  H^^.    Hierbei  ist  h^  ein  beliebiger  Punkt 
der  Geraden  ^5. 

Um  die  Tangentialpole  H^H^H^^  zu  ermitteln,  suehe  man  zonSchst 
drei  durch  sie  gehende  Gerade  Asg^st^s  C^^^T«  l^)*  ^^^  ^^^  ihnen,  z.  B. 
^66 >  ^^^^  ^^^  derselben  Methode  zu  bestimmen  sein,  wie  früher  \^,  Man 
nehme  auf  der  Geraden  \^  einen  beliebigen  Punkt  \^  als  Tangentialpol 
an,  bestimme  nach  Artikel  5a)  aus 

^le^es^si  (Poldreiung)  H^  eine  Gerade  a\^^  15 

und  nach  Artikel  5  b)  aus 

^16^64^46^61  (Polvierung)  eine  Gerade  c,  8. 

Der  Schnitt  beider  Geraden  liefert  den  zu  \^  gehörigen  Tangential- 
pol h^.  Durchläuft  h^^  alle  Punkte  der  Geraden  h^^^  so  beschreibt  ftn 
ebenfalls  eine  Gerade  h^^  welche  durch  den  Schnitt  d  der  Verbindungs- 
linien 15,  26  und  45,  46  gehen  muss;  denn,  fällt  der  Tangentialpol  \n 
nach  26,  so  liegt  daselbst  auch  cfi^^  und  s  fällt  nach  d.  Es  ist  also  dJbn 
die  gesuchte  Gerade  h^. 

In  anderer  Weise  kOnnte  h^  nach  dem  Schema 

*f6^61^W^6al 
^6^64^46^61  i 

ermittelt  werden.    Analog  finden  wir  die  Gerade  h^  aus 


:K 


1  «87» 


oder  aus 

*86^62^tt^78 

und  endlich  die  Gerade  h^  aus 


^62^tt^78|   , 
^64^47^7«) 


*86^6< 

oder  aus 

*<•  ~ 

K  "   "    "  ■  *'«• 


86  ^51  ^18  ^73  )    , 
86^64^47^73) 
17  ^78  ^81  ^61 1 
17^74  ^46  ^61 1 


Die  Geraden  ^50^67^6  li^^^^  nun  im  Vereine  mit  den  drei  f^egebenei 
Tangentialpolen  45,  46,   47  nach  der  in  Artikel  5d)  beschriebenen  Cos- 
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straction  die  drei  Tangentialpole  ^56^67^75*    ^^°  kOnnte  ttbrigeiiB  jeden 
derselben  auch  auf  indirectem  Wege  finden. 
So  ist  z.  B.  H^  nach  dem  Schema 

^14^46^61  (Poldreiung)  ^^1 

vollstftndig  bestimmt. 

Die  Bestimmung  der  noch  übrigen  Tangentialpole  H^^  H^,  H^^  J7,q, 
^17 >  ^27)  sowie  H^H^H^  unterliegt  jetzt  keinen  Schwierigkeiten  mehr;  < 
die  Construction  bietet  nichts  Neues.     Für  die  sechs  ersterwähnten  Fankte 
sind  überdies  schon  sechs  Gerade  ^25^90  etc.  bekannt,  auf  denen  sie  liegen. 

11.  Mit  Hilfe  der  in  Artikel  5  mitgetheilten  und  in  den  Artikeln  7 — 10 
auf  kinematische  Ketten  angewendeten  Constructionen  lässt  sich  nun,  wie 
bereits  angedeutet  wurde,  die  Aufgabe  lösen:  Den  Beschleunigungs- 
pol Qpq  der  relativen  Bewegung  irgend  zweier  Glieder  jp  und  q 
-einer  zwangläufigen  kinematischen  Kette  zu  finden,  wenn  der 
Beschleunigungspol  Qrt  irgend  zweier  anderen  Glieder  r  und  $ 
gegeben  ist  (Gelenke  ausgenommen). 

Man  bestimme  nämlich  den  Drehpol  Opq^  femer  den  Wendepol  Jpq  und 
den  Tangentialpol  Hpq  in  der  von  mir  angegebenen  Weise;  dann  liegt  der 
Beschleunigungspol  Qpq  im  Fusspunkte  der  Senkrechten  von  Opq  auf  JpqHpq. 

Die  Bestimmung  der  Punkte  Jpq  und  Hpq  kann  völlig  unabhängig  von 
einander  erfolgen,  was  für  die  Controle  und  Genauigkeit  der  Construction  auch 
zu  empfehlen  sein  wird;  der  Winkel  Jpg  Opq  Hpq  muss  dann  ein  rechter  sein« 

Sollte  die  Ermittelung  des  Wendepoles  Jpq  umständlich  sein,  wie  dies 
in  wenigen  Ausnahmefällen  vielleicht  eintrifft,  so  wird  doch  stets  auf  be- 
queme Weise  eine  Gerade  ipq  anzugeben  sein,  auf  welcher /^^f  liegen  muss; 
dann  ist  Jpq  aus  Opq  und  Hpq  leicht  zu  ermitteln. 

Analoges  gilt,  wenn  der  Tangentialpol  Hpq  umständliche  Constructionen 
erfordert  I  was  wohl  selten  eintreten  wird. 

Meistens  sind  sowohl  Jpq  und  Hpq  bequem  direct  zu  construiren. 

Figur  17  zeigt  eine  sechsgliederige  kinematische  Kette,  von  welcher 
der  Beschleunigungspol  &i^  der  Glieder  1  und  3  gegeben  ist;  es  worden 
auf  dem  soeben  beschriebenen  Wege  die  Beschleunignngspole  ff,^,  045, 
^511   ^86  onnittelt  und  eingezeichnet 


xvi.   • 

Ueber  die  AnzaM  der  Kegelschnitte,  welche  durch 
Punkte,  Tangenten  und  Normalen  bestimmt  sind. 

Von 

Dr.  A.  Wim  AN, 

Bocent  an  der  UnlTorsitftt  in  Land. 


1.  In  den  folgenden  Entwickelangen  beabsichtige  ich  darznlegen,  dass 
die  Resultate,  welche  Steiner*  bezüglich  der  obigen  Aufgabe  gegeben 
hat,  nur  zum  Theil  richtig  sind.  Doch  sind  die  Steiner'schen  Ergebnisse 
seither  von  Herrn  Sporer**  wieder  abgeleitet. 

Nach  Spore r  bestimmt  man  nun  die  Anzahl  Kegelschnitte,  welche 
zu  a  Punkten,  (  Tangenten  und  c  Normalen ,  wo 

gehören,  in  der  folgenden  Weise.  Man  betrachte  das  System  Kegelechnitte, 
welche  durch  a  Punkte,  h  Tangenten  und  nur  c^l  Normalen  bestimmt 
sind.  Es  sei  schon  bekannt,  dass  durch  jeden  Punkt  a  Kegelschnitte  dieses 
Systems  gehen,  und  dass  jede  Gerade  von  ß  Kegelschnitten  berührt  wird. 
Dann  ergiebt  sich  unmittelbar  der  Satz,  dass,  wenn  der  Berührungspunkt 
einer  Tangente  T  eines  Kegelschnittes  des  Systems  auf  einer  festen  Ge* 
raden  Q  liegt,  so  ist  die  Enyeloppe  der  Tangente  T  eine  Curve  von  der 
Klasse  a  +  ß  mit  Q  als  ß-  facher  Tangente.  Hieraus  wird  nun  die  Folgerung 
gezogen,  dass  a  +  ß  Kegelschnitte  des  durch  a  Punkte,  h  Tangenten  und 
c  —  1  Normalen  bestimmten  Systems  eine  neue  Normale  G  besitzen.  Dia 
Erledigung  der  Fälle  mit  c  Normalen  wird  somit  auf  diejenigen  mit  c—l 
Normalen  zurückgeführt,  und  man  braucht  von  vornherein  das  Problem 
nur  für  den  Fall,  wo  keine  bestimmende  Normalen  auftreten,  gelöst  %a 
haben. 

Hinsichtlich  dieser  Methode  bemerke  ich,  dass  die  uneigen tUcheo 
Lösungen  mit  Vorsicht  ausgeschieden  werden  sollen.  Herr  Sporer  acbeiat 
aber  nicht  bemerkt  zu  haben,  dass  in  den  Fällen,  wo  drei  oder  mehr  be- 
stimmende Normalen   gegeben   sind,    immer   uneigentliche  Lösungen  auf- 

*  Gesammelte  Werke  Bd.  2  S.  683. 
**  Diese  Zeitschrift  1890  36.  Jahrgang  S.  237. 
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treten«  Als  Beispiel  nehme  ich  den  dnrch  zwei  Punkte  and  drei  Normalen 
bestimmten  Fall.  Es  ist  einleuchtend ,  dass  man  hier  die  aneigentliche 
Lösung  von  der  Yerbindungsgeraden  der  beiden  Punkte  und  der  xmendlich 
fernen  Geraden  erhSlt.  Ferner  enthftlt  das  System  Kegelschnitte,  welches 
darch  einen  Punkt  und  drei  Normalen  bestimmt  ist,  oo^  uneigentliche 
Lösungen,  welche  aus  der  unendlich  fernen  Geraden  und  je  einer  Geraden 
durch  den  gegebenen  Punkt  bestehen;  diese  Lösungen  gelten  aber  auch 
noch,  falls  eine  vierte  bestimmende  N.ormale  hinzukommt.  Ebenso  finden 
wir,  dass  oo'  uneigentliche  Kegelschnitte  fttnf  gegebene  Geraden  su  Nor- 
malen haben I  nämlich  diejenigen,  welche  aus  der  unendlich  fernen  Geraden 
und  je  einer  beliebigen  Geraden  in  der  Ebene  bestehen.  Somit  tritt  die 
Eigenthümlichkeit  ein,  dass  Steiner  ftir  die  Fälle  mit  vier  oder  fünf  Nor- 
malen ausser  den  eigentlichen  Lösungen  auch  eine  gewisse  Anzahl  uneigent- 
liche mitgenommen  hat,  da  es  doch  deren  unendlich  viele  giebt. 

Die  besprochene  Methode  kann  indessen  leicht  dahin  modificirt  werden, 
dass  ihre  Giltigkeit  in  allen  Fällen  beibehalten  wird.  Von  den  «  Kegel- 
schnitten eines  Systems,  welche  durch  einen  unendlich  fernen  Punkt 
gehen,  mögen  y  in  der  obigen  Weise  nothwendig  zerfallen,  so  dass 
nur  a  —  y  eigentlich  sind.  Die  Enveloppe  von  der  Klasse  a  + /^  ciei^ 
Tangenten  der  Sjstemkegelschnitte,  welche  auf  einer  festen  Geraden  Qr 
berühren,  hat  somit  die  unendlich  ferne  Gerade  als  )^- fache  Tangente, 
and  man  ersieht  leicht,  dass  im  Allgemeinen  die  bezügliche  Enveloppe  von 
der  unendlich  fernen  Geraden  weder  in  Q-  noch  in  dem  in  Bezug  auf  die 
imaginären  Kreispunkte  conjugirten  Punkt  berührt  wird.  Durch  den 
letzterwähnten  Punkt  gehen  somit  ' 

«  +/^-y 

andere  Tangenten,  welche  also  eben  so  vielen  eigentlichen 
Kegelschnitten  angehören,  welche  die  Gerade  Q  senkrecht 
durchschneiden. 

2.  Die  Anzahl  Kegelschnitte,  welche  durch  fünf  Punkte,  vier  Punkte 
and  eine  Tangente,  drei  Punkte  und  zwei  Tangenten,  zwei  Punkte 
and  drei  Tangenten,  einen  Funkt  und  vier  Tangenten,  fünf  Tangenten 
bestimmt  sind,  werden  bekanntlich  durch  die  bezüglichen  Zahlen  1,  2,  4, 
4,  2,  1  angegeben.  Dabei  können  höchst  zwei  der  bestimmenden  Funl^te 
anendlich  entfernt  liegen.  Man  erhält  so  unmittelbar  die  Anzahl  Kegel- 
schnitte, welche  eine  Gerade  senkrecht  durchschneiden,  wenn  sie  übrigens 
durch  vier  Punkte,  drei  Punkte  und  eine  Tangente,  zwei  Punkte  und  zwei 
Tangenten,  einen  Punkt  und  drei  Tangenten,  vier  Tangenten  bestimmt 
sind,  nämlich  3,  6,  8,  6,  3,  wobei  ein  bestimmender  Funkt  in  unendlicher 
Entfernung  liegen  darf.  Weiter  finden  wir  für  zwei  Normalen  und  drei 
Punkte,  zwei  Punkte  und  eine  Tangente,  einen  Punkt  und  zwei  Tangenten, 
drei  Tangenten  die  zugehörigen  Zahlen  9,  14 ,  14,  9. 
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Um  die  Anzahl  Kegelschnitte»  welche  durch  zwei  Pnnkte  P^,  P^  geben 
und  drei  Gerade  Jf|,  N^,  N^  zn  Normalen  haben,  za  finden,  gehen  wir 
zu  den  vier  Zahlen  zurück,  welche  anssagen»  wie  viele  Kegekchnitte  dureh 
f],  P)  und  die  unendlich  fernen  Punkte  ^,  ^,  N^  gehen,  bei.  dnidi 
Px9  Pff  -^1  ^f  gehen  und  N^  berühren,  bez.  durch  P^,  P|,  N^  gehen  and 
2/g,  ^3  berühren;  bez.  durch  Pj,  P^  gehen  und  N^,  2f,,  N^  berOhren,  Wir 
erhalten  für  die  eigentlichen  Lösungen  die  Zahlen  0,  2,  4,  4  Dann  suchen 
wir  die  Anzahl  Kegelschnitte,  welche  N^  senkrecht  durchschneiden,  durch 
Pi,  P,  gehen  und  entweder  durch  N^,  N^  gehen,  oder  durch  N^  gehen  und 
N^  berühren,  oder  endlich  Ni  und  N^  berühren;  wir  finden  2,  6,  8.  Nim 
bestimmen  wir  die  Anzahl  Kegelschnitte,  welche  N^  und  ^3  zu  Normalen 
haben,  durch  P^  und  P^  gehen  und  entweder  durch  N^  gehen  oder  if, 
berühren,  und  zwar  erhalten  wir  8,  14.  Die  Anzahl  Kegelschnitte,  welche 
durch  P|,  P)  gehen  und  N^  Jf,,  N^  zu  Normalen  haben,  ist  somit 

8  +  14  =  22. 
Das  Bildungsgesetz  ist  evident: 

0        2        4        4 

2        6        8 

8       14 

22. 

Um  die  Anzahl  Kegelschnitte  zu  bestimmen,  welche  durch  einen 
Punkt  P|  gehen,  eine  Gerade  T^  berühren  und  drei  Normalen  N^^  N^^  N^ 
besitzen  I  suchen  mr  in  derselben  Weise  zuerst  die  Anzahl  Kegelschnitte, 
welche  durch  P|  gehen,  T,  berühren  und  sich  zu  N^,  N^^  N^  wie  im 
vorhergehenden  Falle  verhalten;  wir  erkennen  als  Ausgangszahlen  0,  4, 
4,  2  und  bilden  hieraus  in  gewohnter  Weise: 

0        4        4        2 

4        8        6 

12      14 

26. 

26  Kegelschnitte  besitzen  somit  die  verlangte  Eigenschaft. 

Nun  suchen  wir  die  Anzahl  Kegelschnitte,  welche  zwei  Oerade  be- 
rühren und  drei  Gerade  zu  Normalen  haben.  Wir  gehen  wie  in  den  vor* 
hergehenden  Fällen  zu  den  vier  Ausgangszahlen  0,  4,  2,  1  zurfick  und 
bilden  daraus:  0        4        2        1 

4        6        S 

10       9 

19. 

Die  Zahl  der  Lösungen  ist  somit  19. 
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Es  stellt  sich  so  die  Frage  auf,  wie  yiele  Kegelschnitte  durch  einen 
Pnnkt  Pj  gehen  und  yier  Gerade  N^  IT^^  N^,  N^  zn  Normalen  haben. 
Hier  mfissen  wir  fünf  Aasgangszahlen  suchen,  wo  die  Ni  und  ihre  unend- 
lich fernen  Punkte  die  analoge  Bolle  wie  in  den  schon  erörterten  FftUen 
spielen.  Wir  erhalten  leicht  fOr  diese  Zahlen  0,  0,  4,  4,  2  und  bilden 
daraus:  0        0        4        4        2 

0        4        8        6 

4       12      14 

16       26 

42. 

Also  ist  die  gesuchte  Anzahl  42. 

Ebenso  bestimmen  wir  die  Anzahl  Kegelschnitte »  welche  eine  Gerade  T^ 
berühren  und  yier  Gerade  N^,  N^f  N^^  N^  zu  Normalen  haben.  Diese 
Zahl  ist  33  und  wird  in  der  folgenden  Weise  gebildet: 

0        0        4        2        1 

0        4        6        3 

4       10       9 

14      19 

33. 

Es  erübrigt  noch  die  Anzahl  Kegelschnitte  zu  bestimmen,  welche  fUnf 
gegebene  Gerade  N^^  N^^  N^^  N^^  N^  zu  Normalen  haben.  Aus  den 
sechs  Zahlen  0,  0,  0,  4,  2,  1  erhalten  wir: 

0        0        0        4        2        1 

0        0        4        6        3 

0        4       10       9 

4       14      19 

18      33 

61. 

Zu  fnnf  gegebenen  Normalen  hat  man  somit  51  Kegelschnitte. 
Far  die  LOsungen  in  den  hier  erOrterten  Fftllen  mit  3,  4,  5  Normalen 
hatte  Steiner  die  Zahlen 

23,    28,    23,    51,    51,    102 
^geben. 

Bezeichnen  wir  die  Anzahl  endlicher  Punkte  mit  P,  unendlicher  Punkte 

mit  f^,   Tangenten    mit   T  und  Normalen  mit  2f,  so  ergiebt  sich   uns 

für  die  durch  die  bezüglichen  Bedingungen  bestimmten  Kegelschnitte  die 

Anzahl  L  der  Lösungen  durch  folgendes  Schema: 
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üeber  die  Ansahl  der  Eegelsehnitte  eto. 


Nr. 

P 

p« 

T 

N 

i 

Nr. 

P 

p« 

T 

N 

L 

1 

4 

3 

15 

1 

. 

2 

2 

14 

2 

2 

2 

, 

2 

16 

, 
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2 

2 

10 

3 

3 

1 

6 

17 

, 

, 

3 

2 

9 

4 

1 

2 

1 

4 

18 

2 

, 

, 

3 

32 

5 

2 

2 

8 

19 

1 

1 

, 

3 

16 

6 

, 

2 

2 

4 

20 

, 

2 

. 

3 

4 

7 

1 

3 

€ 

21 

1 

, 

1 

3 

26 

8 

, 

, 

4 

3 

22 

, 

1 

1 

3 

14 

9 

3 

, 

2 

9 

23 

. 

2 

3 

19 

10 

2 

1 

, 

2 

8 

24 

1 

, 

, 

4 

42 

11 

1 

2 

2 

4 

26 

, 

1 

, 

4 

18 

12 

2 

, 

i 

2 

14 

26 

, 

. 

1 

4 

33 

13 

1 

1 

1 

2 

12 

27 

, 

, 

, 

6 

51 

14 

. 

2 

1 

2 

4 

Doch  kann  in  den  F&llen  1,  3,  5,  7  ein  gegebener  Pankt  P  in  nn- 
endlicher  Entfernung  Hegen.  Das  Bildnngsgesetz  möchte  ich  noch  einmal 
hervorheben: 

Die  Anzahl  Kegelschnitte,  welche  durch  a  endliche 
und  a^  unendliche  Punkte  gehen,  h  Gerade  berflhren 
und  e  Oerade  zu  Normalen  haben,  wo 

ist  gleich  der  Anzahl   KegelschnittCi  welche   durch  o 
endliche  und  o,  +  1  unendliche  Punkte  gehen,  h  Gerade 
berühren    und    c  — 1    Gerade   zu   Normalen    haben,   tu- 
sammengenommen  mit  der  Anzahl  Kegelschnitte,  welche 
durch   a   endliche    und    Oi    unendliche    Punkte    gehen, 
b  +  1    Gerade  berühren   und  c  — 1  Gerade  zu  Normalen 
haben. 
3.  Das   Kegelschnittsystem   bestehe   nun  aus   Parabeln,   das  beisst, 
die  unendlich  ferne  Gerade  sei  gemeinsame  Tangente.    Das  System  sei  Ton 
der  Beschaffenheit,  dass  a  Parabeln  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  gehen 
und  ß  eine   beliebige  Gerade  G   berühren.    Es   soll   die   Anzahl   Parabdn 
bestimmt  werden,  welche  die  beliebige  Gerade  6^  senkrecht  durchschneiden« 
Die  Enveloppe  einer  Tangente  eines  Kegelschnitts  des  Systems,   deren  Be- 
rührungspunkt auf  der  Geraden  Q  liegt,   ist   natürlich  auch  hier  Ton  der 
Klasse  a  +  ß  mit  O  als  /J-facher  Tangente. 

Wir  nehmen  an,  dass  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  CF^  der  Ge- 
raden €^a^  eigentliche  Parabeln  nebst  einer  Zahl  zerfallender  Kegeleehnitte 
gehen.  Von  CT  gehen  an  die  erwähnte  Enveloppe  Q  als  /)•  fache  Tangente 
und  die  unendlich  ferne  Gerade  als  a- fache  Tangente.  Man  ersieht  aber 
leicht,  dass  die  Enveloppe  in  CT  in  a^  Zweigen  berührt  wird,  entspreefaeiid 
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den  «j  genannten  Parabeln,  so  dass  ftlr  einen  anderen  Punkt  auf  der 
unendlich  fernen  Geraden  diese  Gerade  nur  als  (o  —  aj)- fache  Tangente 
auftritt  und  somit  0^  +  ß  andere  Tangenten  der  Enveloppe  davon  ausgeben. 
Die  Zahl  der  Parabeln,  welche  die  Gerade  Q  zur  Normalen  haben,  ist 
somit  »i  +  ß  und  auf  dieselbe  Weise  zusammengesetzt,  wie  im  Falle  eines 
allgemeinen  Eegelschnittsystemes. 

Wir  erhalten  nun  leicht  in  Bezug  auf  die  Lösungen  der  Parabeln, 
welche  durch  Funkte  P,  Achsenrichtung  P"^,  Tangenten  T  und  Normalen  N 
bestimmt  sind,  das  folgende  Schema: 


Nr. 

P 

P- 

T 

^N 

L 

Nr. 

P 

P* 

T 
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1 

, 
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6 
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2 

1 

6 

11 

• 
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1 

2 

1 

4 

1 

1 

1 

2 

12 

, 

, 

2 

2 

8 

5 

1 

2 

4 

13 

1 

, 

, 

3 

8 

6 

, 

1 

2 

1 

14 

, 

1 

, 

3 

1 

7 

, 

3 

2 

16 

, 

, 

1 

3 

4 

8 

2 

• 

2 

8 

16 

. 

• 

• 

4 

6 

Kleinere  Mittheilungen. 


XXITT.  Zur  Transformation  eines  Systemes  linearor  partioller 
Differentialgleiohangen. 

Bezeichnen  wir  znr  Abkürzung: 

wo  die  Grössen  a|,  a^, .  .  .am  &j . .  •  5«  Fnnctionen  von  Xi^  ^».  •  •*«  sind, 
80  sei  znr  Integration  das  System  von  m- linearen  partiellen  Differentisi- 
gleichnngen  gegeben: 

Ä{0)^O,      ^(5)  =  0,...Jtf(5)«0. 

Sind  nun 


1) 


die  n  — 1  verschiedenen  LOsnngen  der  Gleichung  B{fi)i^O^  so  lassen  sick 
die  übrigen  Differentialgleichungen  durch  Einführung  der  Grössen 

als  unabhängige  Variable  für  die  GrOssen  jC|,  x^i.-^Xn^t  transfonniraL 
Da  die  n  — 1  /}•  Lösungen  von  £(«)  =  0  sind ,  so  wird  jede  beliebige  Puncticc 
derselben  eine  Lösung  von  B{ß)  sein,  z.  B.  (Z>(/?jy  ßif"  ß*-i)*  ^  besteht 
nun  die  Aufgabe,  diejenige  Function  O  zu  finden,  welche  die  Oleichongefi 

zugleich  befriedigt.  Betrachten  wir  der  Einfachheit  wegen  nur  die  erste 
Gleichung  Ä{js)  =  Oj  und  führen  wir  darin  die  Function  <P  ein,  so  geht 
dieselbe  über  in 

^"•Vl^lft     .   ^Vi*   -^4.         4.0,^1*^-0 

*j^  dßi  a«,     ^^  dß,  dxt^  '"^    j^  dßt  a«.  ""  * 


Setzen  wir 


so  erhalten  wir 
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*i 


dxn 


Führt  man  in  A{ß^^...  A{ßn^i)  fttr  die  o^^...Xn-^\  die  Variabein 
ßi...ßn-i  vermittelst  der  Oleichaugen  1)  ein,  so  erhalten  wir  eine 
Differentialgleichung  mit  den  Variabein  ß^^  ^, .../Sn-iY  ^*  Unter  beson- 
deren Bedingungen  ftllt  die  Variable  x«  bei  dieser  Transformation  heraus. 
80  fftllt  sie  heraus,  wenn  A{b)^0  und  £(5)  =  0  ein  Jacobi'sches  System 
bilden,  das  heisst,  AB{b)  -  BA{$)  =  0 

eine  Identitftt  ist.  Femer  fftllt  die  Variable  Xn  heraus,  wenn  ^(0)  =  O 
und  B{$)  =  Q  ein  YoUstftndiges  System  bilden,  das  heisst,  wenn 

AB{B)-BA{n):=^0 

wird  vermöge  der  Gleichungen  A{fi)^Q  und  Bfjs)  =»  0.  Es  ist  nun  noch 
der  Fall  möglich,  dass  Xn^  oder  eine  Function  von  Xn,  als  Factor  in 

A{ßd,A[ß>i...A(ßn^x) 

auftritt.  Alsdann  wfirde  die  Differentialgleichung  2)  nach  Division  ihrer 
beiden  Seiten  durch  Xn^  oder  die  betreffende  Function  von  Xn^  ebenfalls 
von  Xh  frei  sein,  und  man  hStte  dann  eine  Differentialgleichung  mit 
n  —  1  Variabein  erhalten.  Dieser  Fall  soll  hier  genau  untersucht  werden. 
Ist  ß  irgend  eines  aus  der  Reihe  ß^,^.ßn^\^  so  ist 

wenn  wir  für  ß  die  betreffende  Function  aus  dem  Systeme  1)  einsetzen. 
Drücken  wir  jetzt  die  ^i,  o^ .  • .  a^  .  1  vermittelst  des  Systems  1)  als  Functionen 
von  /}^y  /?si  • .  ./}ff.i)  Xn  aus,  und  setzen  wir  diese  erhaltenen  Functionen 
für  0^1«.. Xn^i  ein,  so  möge  l{x^,  o?, . . . o^)  übergehen  in 

Diese  Function  ^  soll  nun  die  Form  haben: 

WO  g{Xn)  eine  bestimmte  Function  von  Xm  nnd  q>  eine  solche  von  /?||.  •  .j^n-i 
ist.  Setzen  wir  in  ^(a^)^(A,  ft,.../3n-i)  für  die  ß  die  betreffenden 
Functionen  g  des  Systems  1),  so  wird  die  Qleichung 

l{Xi,   X^...Xn^i,  Xn)^g{Xn)(p[gi,  ^,,...^1.-1] 

eine  Identität.  Hierbei  ist  zu  beachten,  dass  ^|,  g%y  .gn-x  Functionen 
Ton  dP|,  x%^  . . .  Xn~\,  Xn  siud.  Differentiiren  wir  diese  Identität  nach 
^19  ^i»**^n-it  80  erhalten  wir: 
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da;, 
dl 


Multipliciren  wir  jetzt  der  Reihe  nach  die  Gleichungen  mit 
8a?|         dx^  dxn^x 

und  addiren  wir  diese  Gleichungen ,  so  erhalten  wir: 

a«!  dxn     dx^  ai»„"^"*"*'aiF„_i  a»« 

_  /  xf^y  ^^^1   aa?!     ay  ^a^,  dxt  dq>  V7a^«,i  ax,i 

La^jj^aa;*  aa;.    a^,j^ai»<  air„"^**"^a^«.i^   a^^^  ax,j 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  Null,  da  sftmmtliche 


^j  aiB^    aa?« 

Null  sind.  Setzen  wir  nttmlich  in  irgend  einer  Gleichung  des  Systemes  1), 
z.'R.  ß^ g{x^y  x^^,.,Xn)i  ftir  die  0^,  x^^.,,Xn-x  die  aus  1)  gewonneaec 
Ausdrücke  ein,  so  wird /}  a  ^  (rci ,  ^^f*^  eine  Identitftt.  Es  aoUen  nim 
Px*  ßt9»"ßn-i,  Xu  unabhftngige  Variable  sein,  mithin  mus8|  wenn  wir 
nach  Xu  diese  Identitttt  differentüren,  die  Gleichung  bestehen: 

^   dXi      dXn 

Es  ist  also  '"* 

3)  _?L^  +  J?L    ^^    \         \      ^^     ^^"^  =  0 

dXi   dxn       dx^    dXu  ^Xu^x    aa?« 

Denken  wir  uns  jetzt  in  {(a^i,  x^^  •••  Xr)  für  die  o^j,  o^  ...rR,.!  die  be- 
treffenden Functionen  von  /}|,  ßiy^ßn^u  ^  eingesetzt  und  alsdann  nac^ 
0^  differentiirt,  so  erhalten  wir* 


(i 


U«n/       aa:„  "*"  aa?!    aa;„  "*         ^  a««^i     aa;« 
wo  (g — j  bedeutet»  dass  die  x^^  x^^...Xn^i  ftls  Functionen  von 

und  Xu  angesehen  werden  sollen.    Die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichimf 
ist  bis  auf  das  erste  Glied  Null,  und  dementsprechend  ist: 


KdXnJ 
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/  dl  \       dl 

das  heisst;  darch  die  Sabstitationen  der  Fanctionen  Yon  /^^ /^sf^/^n-ii  ^n 
iür  a?|,  x^...Xn^i  wird  kein  neues  Xn  eingeführt.  Dieses  Besnltat  Iftsst 
sich  durch  folgenden  Satz  ausdrücken: 

jySnbsütuirt  man  in  dem  Ausdrucke  (a^i,  a^, ...  o?«)  für  die  rci,  a^  .. .  o^-i 
die  sich  aus  dem  System 

/*!  =  ^1(^11  ••  -«n), 

ergebenden  Functionen  von  /J^,  /},,  •.•/}«-.!  1  o;«,  so  wird  durch  diese  Sub- 
stitution kein  neues  Xu  eingeführt,  das  heisst,  es  ist 

dl 
dXn  * 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  lassen  sich  Schlüsse  über  die  Form  yon 
l{x^^  ^f*^ii)  ziehen,  wenn  nach  der  Transformation  dieser  Ausdruck  in 
ein  Product  zerfallen  soll,  dessen  einer  Factor  eine  Function  Yon  Xn  und 
dessen  anderer  Factor  eine  Function  von  /}|,  ß^j.,,ßu^\  ist 

*•  '^*  l{x^,...Xn)^g{Xn)if(sfif    ^«f  ••.^«.-1); 

wo  die  g  die  Functionen  des  Sjstemes  1)  sind ,  so  wird  nach  Sub- 
stitution der  betreffenden  Ausdrücke  für  die  a?|;...Xfi-i  der  Aus- 
druck I  übergehen  in  g{Xn)^(ßif  /J^, .../}«.!).  In  diesem  Falle 
braucht  man  für  die  g  nur  die  betreffenden  ß  zu  setzen,  um  den 
transformirten  Ausdruck  zu  erhalten. 

2.  Soll  l{Xi...Xn)  in  das  betreffende  Product  zerfallen,  so  darf  der 
andere  Factor  kein  Xn  enthalten.  Es  muss  also  {  in  der  Form 
sich  darstellen  lassen: 

Wenn  wir  nftmlich  für  x^f  a^}...^-i  die  betreffenden  Functionen 
Ton  /?!,... ^n-i»  Xn  einführen,  so  wird  nach  dem  Yorhergehenden 
Satz  kein  neues  Xn  eingeführt.  Es  wird  dann  ^{x^,  x^...x».x) 
übergehen  in  g'  O^d  /?s » . . .  /Sr  - 1).  Enthielte  nun  ^  (o^i  t . . .  ^- 1) 
Xn  explicit»  so  würde  auch  q)(^ßiy  /?,,..  ./^jt^i)  dieses  Xn  explioit 
enthalten.  Dies  widerspricht  unserer  Annahme,  also  muss  I  schon 
Yor  der  Transformation  in  das  Product  g(xH)if(Xif.Xn^O  ^^^' 
fallen,  wo  ^(x^. ,,  Xn~i)  kein  Xn  ezplicit  enthält. 

3.  Soll  {(o?^ . . .  0^)  nicht  in  ein  Product  zerfallen ,  und  ist  der  erste  Fall 
ausgeschlossen,  so  wird  nach  der  Transformation  kein  Xn  oder 
keine  Function  Yon  x^  als  Factor  sich  absondern  lassen,  da  ja 
durch  die  Transformation  kein  neues  Xn  eingeführt  wird. 

Z«ltMlixift  f.  Mathematik  a.  Phjilk.  40.  Jahrg.  1896.  B.Heft.  20 
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Dieses  Ergebniss  lässt  sich  daroh  folgenden  Satz  wiedergeben: 
j,Ist  der  Aasdruck 

gegeben ,  wo  die  a  Functionen  von  x^^  x^...Xn  sind  und  wo 

eine'Oleichung  des  Systemes 

ist,    sollen   die  o^i  .  .  .  o^n-i  durch  Functionen   von  ß^^,  ß^,,,ßn^if  x^  er- 
setzt werden,  welche  sich  aus  dem  gegebenen  System  ergeben,   und  soll 

annehmen,  so  ist  dies  nur  möglich,  wenn  I(a?|  .  .  .  ^)  schon  die  Form 

g{Xn)^{Xi  .  .  .«n-l) 

besitzt,  oder  .,  n         /    \    /  % 

ist,  wo  g^,  ^{...^n-i  die  Functionen  des  gegebenen  Sjstemes  sind.** 

Aus  der  Form,  in  welcher  l{x^^  x^,..Xn)  sich  darstellen  iSsst,  er- 
sehen wir,  dass  stets  diejenige  Variable  x  als  unabhängige  neben  den 
/?!,  .../Jn-i  genommen  werden  musS;  welche  selbst  oder  deren  Function 
als  Factor  in  dem  Ausdruck  l(x^. .,  Xn)  auftritt.     Ist  nun 

^(W=^W<Pi(A.../?«-i), 

-A(ft.-l)  =  g{Xn)fpn^l{ßi  .  .  .  /J-l). 

so  geht  die  Differentialgleichung  2)  nach  Division  ihrer  beiden  Seiten  durch 
g{x^  über  in: 

Es  ist  also  die  gegebene  Differentialgleichung  Ä{0)^O  Termittebt 
der  n— 1  Lösungen  der  gegebenen  Differentialgleichung  B{0)=sO  übe^ 
geführt  in  eine  Differentialgleichung  mit  n  — 1  unabhängigen  Variablen, 
ohne  dass  beide  Gleichungen  ein  Jacobi'sches  oder  ein  ToUstftndiges 
System  bilden.  DafOr  tritt  die  Bedingung  ein,  dass  die  n  —  l  AusdrOcke 
A{ß)  einen  gemeinsamen  Factor  g{Xn)  haben.  Das,  was  wir  bei^(«)s=0 
Yorausgesetzt  haben,  können  wir  auch  bei  den  übrigen  m'-2  Differential- 
gleichungen C(ir)  =  0,  D  W  =  0 , . . .  M{z)  =  0 
annehmen.    Alsdann  gelangen  wir  zu  dem  Satz: 

„Ist  ein  System  aus  m- linearen  partiellen  Differentialgleichungen  ge- 
geben von  der  Form: 
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••+-Ä-'' 

and  sind  die  n  — 1  Yorschiedenen  Lösungen  von  £(x;)s:0  bekannt,  so 
lassen  sich  die  übrigen  Differentialgleichungen  in  solche  mit  n  —  1  Variabein 
transformiren,  ohne  dass  die  Differentialgleichungen  mit  B(j8)bsO  die 
Jacobi'sche  Bedingung  erfüllen,  sobald  die 

die  Formen  annehmen: 

9e{^i)^\.  c(i3i.../?n-l), 

^c(«/)9«,  c(/'i,.*.fti-l)...^c(»»)9»-l,«(ft--«/'«-l)  •  •  • 

9m {Xk)  9>1. «  (A .  . .  /*«-!)  . .  •  ffmiißk)  V«-l ,  mißt . .  •  /?n-l)." 

Hierbei  ist  zu  beachten,  dass  die  Functionen  g  ftlr  die  Systeme 

und  deren  Argumente  yerschieden  sein  kOnnen,  wir  werden  stets  folgendes 
System  von  Differentialgleichungen  mit  n— 1  Variabein  erhalten: 


3) 


C\t>) 


91,  o- 


aft 


+  9>ii-i. 


Jir(<I>)  =  9)i,m  -^^  +  •  •  •  +  9>»-l, 


•aft.-i 


.0, 


=  0. 


3ft  '       '  '^""■'"a/j.-i 

Wollen  wir  mit  diesem  Systeme  3)  dieselbe  Transfonnation  vornehmen, 
und  soll  das  System  kein  Jacobi'sohes  oder  Tollstilndiges  sein,  so  mflssen 

^'W,    ^{<t>),..M\0) 
bestimmte  Formen  annehmen.  Es  seien  die  n  —  2  yerschiedenen  Lösungen  Yon 


C(O)=^0  bekannt: 
4) 


Es  lassen  sich  aus  diesem  Systeme  n— 2  /}  als  Functionen  der 
ß\  .  .  ./J'n-2   nnd  /?„— 1 
ausdrücken.    Alsdann  geht  Ä{0)  über  in: 

20' 
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xor.,|*+x-,f.)^+...+x«r.-.)^-o, 

WO  die  Ä(ßi)  Functionen  von 

Bind.  Soll  nnn  die  Differentialgleiohnng  nnr  n  —  2  Variable  enthalten,  und 
soll  die  Jacobi'sche  Bedingung  nicht  erfüllt  werden,  so  mnss  ßn^u  ^^ 
eine  Function  Yon  /Jn—i  in  jedem  Ä\ß>)  als  Factor  auftreten,  das  heisst, 
es  muss  Ä'{ß^)  von  der  Form 

/(/j«_,)9'(|j',.../r,_,) 

sein.    Hierdurch  geht  die  Differentialgleichaiig  Aber  in: 

Es  Iftsst  sich  nun  zeigen,  dass  Ä'iß')  proportional  Ä{ß^)  ist.    Nadi 
unserer  Annahme  ist  nftmlich: 

Mttltipliciren  wir  jetzt  der  Beihe  nach  die  Gleichungen  mit 

l£i,  iL,... Hl. 

und  addiren  sie,  so  erhalten  wir: 

4.«.      P'»'«    _ift_4.        4.     ^'^t        gP-.   )    , 

+ «"-MTÄ  "ä^^  ■'"•■■^  «ftTT  "ä^^;:^) +• 

^^la/s,  a««^ '^a/j,.!  a«,  J 

Die  Ausdrücke  innerhalb  der  Klammern  auf  der  linken  Seite  üni 
die  partiellen  Differentialquotienten  der  ß'  nach  x,  wenn  wir  uns  die  ff  als 
Functionen  von  o^i,  x^^...Xn  ausgedrückt  denken.  Gemftss  unaerer  Be- 
zeichnungsweise wird  dann  die  linke  Seite  Ä{^i).  Der  Ausdruck  inner* 
halb  der  Klammer  auf  der  rechten  Seite  ist  nach  unserer  Bezeichnungs- 
weise  A'{j^^. 
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Wir  haben  also  erhalten: 

Dasselbe  iSsst  sich  auch  fOr  die  anderen  (f  nachweisen ,  so  dass  all- 

ist  Diese  Gleichung  wird  zu  einer  Identitftt,  wenn  auf  der  rechten  Seite 
fUr  die  ß  die  Functionen  Yon  x^.,.Xn  aus  dem  Systeme  1)  eingeführt  werden. 
Soll  jetzt  jA:{ß')  in  das  Product  zerfallen 

so  wird  Ä{ß^)^g{xn)g{ßn^t)ip\ß',...ß\.,). 

Führen   wir  ftlr  die  j3'|,  ß^%.*>fin^t  die   ß^.,.ßn-\  vermittelst  des 
Sjstemes  4)  ein,  so  wird  in  Folge  des  vorhin  bewiesenen  Satzes 

^On  =  9Mg  ißn-lWißt,  A . . .  ßn^,). 
Diese  Gleichung  wird  zu  einer  Identität,   wenn  rechts  die  ßi^^^ßn^i 
durch  die  Functionen  von  x^, .  .Xn  ersetzt  werden.    Damit  die  angesagte 
Transformation  möglich  ist,  müssen  folgende  Gleichungen  bestehen: 


^{ß\)  =  9dMga{gn^x)(p\^d{ß^i . .  .ß^n-i) 

B(ß!n^%)  =  gd{Xn)gd{Sln-\)q>'n'%,d{?\  •  •  «i^«-«) 

^(P^n)  =  gn.{Xn)gm{gn^t)  9'l,m(/J',  •  •  •  ß'n^,) 
•^(/^»•-O  =  gmiXn)g'm(gn~l)g>'n^i,  m{?\  -  •  ./^n-s), 

wo  pn.i  die  betreffende  Function  des  Systemes  ist. 

Man  kann  nun  die  Transformation  des  Systemes  mit  m  —  2  Gleichungen 
weiter  führen,  wenn  man  die  n  — 3  yerschiedenen  Lösungen  der  Gleichung 

zu  Hilfe  nimmt.    Es  ist  ohne  Weiteres  ersichtlich ,  dass  die  bei  den 

auftretenden  Factoren  bei  den  späteren  ilO^^)  sich  stets  wiederholen. 

Man  konnte  nun  die  Frage  aufwerfen,  ob  es  solche  Coefficienten  a 
giebt,  dass  A{^  die  yerlangte  Form 

9M9>{ßn  A,--.i8«-i) 
annimmt.    Es  lassen  sich  stets  n  — 1  a  so  bestimmen »  dass  die  Ä(ß)  die 
yer langte  Form  erhalten,  man  muss  sich  hierbei  nur  erinnern,  dass  die  ß 
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die  n  ^  1  verschiedenen  Lösungen  einer  partiellen  Differentialgleicfaang 
sind^  und  mithin  ihre  Functional- Determinante  niemals  Null  sein  kann. 

Die  Methode,  die  Lösungen  einer  Differentialgleichung  zur  TraoB- 
formation  anderer  zu  benutzen,  in  der  yon  uns  angenommenen  Formi  finden 
wir  schon  bei  Boole  (Mansion:  Partielle  Differentialgleichungen).  Boole 
setzt  hier  ein  vollständiges  System  voraus ,  um  eine  Variable  bei  der  Trans- 
formation herausfallen  lassen  zu  können.  Es  geschieht  dies  durch  die 
Jacobi'sche  Bedingung;    ^^^^^  _  ^Aiz)  =  0, 

welche  identisch  erfallt  werden  kann,  oder  vermöge  der  Gleichungen 
A{b)^0  und  B{p)  befriedigt  wird.  Ist  nun  ß  eine  Lösung  von  £(iBp)  =  Q, 
so  muss  vermöge  dieser  Bedingung  A(ß)  auch  eine  Lösung  von  jB(«)  =  0 
sein.    Es  ist  nftmüch  ^[5(^jj^p[^(^jj^   B(/3)  =  0, 

also  ist  B[A(ß)'\  s==  0,  das  heisst,  A{ß)  ist  eine  Lösung  von  B{b)  =  0.  Diese 
Bedingung  fftllt  bei  der  von  uns  beschriebenen  Methode  fort,  und  wird 
ersetzt  durch  die  Bedingung,  dass  eine  Variable  oder  eine  Function  von 
ihr  bei  der  Transformation  sich  absondern  lässt,  so  dass  die  A{ß)  die  Form 

annehmen.  Die  Jacobi'sche  Bedingung  wird  aber  auch  in  unserem  Fall 
erfüllt,  das  heisst,  das  System  wird  ein  vollständiges»  wenn  g{Xm)  sich  auf 
1  oder  auf  eine  Constante  reducirt  Um  dies  zu  zeigen,  stellen  wir  uns 
die  Aufgabe,  BA(ß)  zu  berechnen,  wenn 

ist.    Es  ist 

^Ä{ß)_  ,,^,viay  aft.      ^Mß)_^,^,^dip    dßi 


SÄ(ß)  _  '^dip  dß,  dg 


Bilden  wir  nnn  die  Differentialgleichung  £ii(/})  =  0,  so  erhalten  wir: 

du 


'."-'^Ir  w. + »■'<'^'2la  ^ + ■•  ■+'-'<-)2lS 


+  hnq>'^^BA{ß). 


Ordnen  wir  jetzt  auf  andere  Weise,  so  erhalten  wir: 


+  hn'P^  =  BA(ß). 
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Da  die  ß^^  /S^ . .  ./Jn-i  Lösungen  Yon  B{g)  =^0  sind,  so  sind  die  Aus- 
drücke in  den  Klammern  Null,  und  es  wird 

Soll  jetzt  die  Jacob i 'sehe  Bedingung  erfüllt  werden,  also  Ä{ß)  eine 
Lösung  Ton  B{0)^O  sein,  so  muss 

».,^  =  0 

sein.    Dies  ist  nur  möglich,  wenn  -r-^  =  0  ist,  was  bedeutet,  dass  g  eine 

Constante  sein  muss,  denn  g  ist  nur  eine  Function  yon  Xn*  In  jedem  an- 
deren  Falle  tritt  bei  der  Transformation  Xn  auf.  Wir  haben  hier  beilSufig 
bewiesen,  dass,  wenn  in  einem  vollstftndigen  Systeme  linearer  partieller 
Diflferentialgleichungen  die  verschiedenen  Lösungen  der  einen  von  ihnen  zur 
Transformation  benutzt  werden,  das  System  auf  ein  solches  mit  n—1  Variabein 
sich  reducirt    Wir  sind  also  zu  folgendem  wichtigen  Resultat  gelangt: 

jylst  ein  System  von  m-linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
mit  w- unabhängigen  Variablen  gegeben,  deren  zweites  Qlied  Null 
ist,  so  lässt  sich  dieses  System  unter  Benutzung  der  n  —  1  ver- 
schiedenen Lösung  einer  diesem  System  angehörenden  Differential- 
gleichung in  ein  System  von  m  —  1  Gleichungen  mit  n  —  1  Variabein 
transformiren,  ohne  dass  die  Jacobi'sche  Bedingung 

erfüllt  wird,  wenn  bei  der  Transformation  eine  Variable  oder  eine 

Function   von    ihr    als   Factor   heraustritt.     Beducirt   sich    diese 

Function  auf  eine  Constante,  so  ist  das  System  ein  vollständiges, 

und  die  Jacobi'sche  Bedingung  wird  erfüllt. ** 

Diese   Transformation  lässt  sich  auf  das  neu  erhaltene  System  von 

ff»  —  1  Gleichungen  anwenden.     Es  föllt  die  eine  Variable  heraus,  sobald 

diese    oder    eine   Function  von    ihr    als   Factor  auftritt,    oder   wenn  die 

Gleichungen    ein    vollständiges    System    bilden.     Soll    ein    System    von 

m- Gleichungen  ein  vollständiges  sein,  so  sind ^ —  Bedingungen  zu  er- 
füllen.    ErfCLllen    in    dem    gegebenen    System   von  m- Gleichungen    nur 

A;- Gleichungen  die  ^ —  Bedingungen  eines  vollständigen  Systemes,  so 
bleiben  m(fit—  1)       ä(ä— 1) 

2  2 

Bedingungen  unerfüllt  Diese  werden  ersetzt  durch  die  Bedingung  dos  Ab- 
sondems.  In  diesem  Falle  hat  das  System  der  m  partiellen  Differential- 
^rleichungen  eine  gemeinsame  Lösung,  obgleich  es  kein  vollständiges  ist, 
was  nach  Früherem  nicht  der  Fall  zu  sein  schien. 

Stettin,  Januar  1896.  Dr.  Ernst  Schultz. 
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ZXIV.  Der  dem  Pythagorisohen  Lehrsats  anttpreohand« 

Bats  der  Bphärik. 
Der  Satz  lautet: 

0  Verlängert  man  bei  einem  rechtwinkligen  Engeldreiecke,  von  deeaen 
Seiten  keine  ein  Quadrant  oder  gröseer  als  ein  Quadrant  iat,  die  Seiten  bis 
zum  Durchschnitte  mit  den  Seiten  des  reciproken  Dreiecks,  so  entsteht  fiber 
jeder  Seite  ein  durch  sie,  die  Verlängerungen  der  anstossenden  and  die 
ihr  entsprechende  Seite  des  reciproken  Dreiecks  gebildetes  Viereck.  Von 
diesen  Vierecken  ist  dasjenige  über  der  Hypotenuse  der  Summe  derer  fiber 

den  Katheten  gleich.'' 

(Entsprechende  Seiteii 
zweier  reciproker  Dreiedce 
sind  diejenigen,  die  sn  der- 
selben Höhenlinie  gehören; 
bezeichnet  man  als  Höhen- 
linien diejenigen  Haaptkreise, 
die  durch  die  Ecken  eines 
Dreiecks  senkrecht  sn  den 
gegenüber  liegenden  Seiten 
gezogen  sind,  so  sind,  wie 
leicht  zu  ersehen,  die  Höhen- 
linien eines  Dreiecks  gleich- 
zeitig die  seines  reciproken.) 
Beweis.  Im  Dreiecke 
ABO  sei  C  ein  Bechten 
dann  ist  im  reciproken  Dreiecke,  A^B^C^^  die  Seite  A^B^  ein  Qoadiwit 

Durch  Verlftngernng  der  Seiten  Yon  ABC  entsteht  fiber  AB  das 
Viereck  ABB^A^^  fiber  CB  das  Viereck  CBFQ^  und  fiber  il (7  endlich 
das  Viereck  ACED. 

C  ist  der  Pol  von  A^B^^  also  ist  A^CB^  ein  Oktant,  dessen  Inhalt 
gleich  fo,  somit 

1)  A^B^BA  +  AABO^a. 

Drücken  wir  die  Winkel  BAC  und  ABC  nach  Hechten  ans,  so  dass 

<2?^(7=«.J,     <):^BC=/?.J  ist, 

so  ist,  weil  A  der  Pol  von  FO,  B  der  von  DE, 

AFAO  =  a.a),  d.  h.  FBGO  +  AABC  =  o .  q; 
ADBE=^ß.m,  d.h.DACE+AABC^ß.ia]  addirt: 
a)  FBCa  +  DACE  +  2t^ABC^  (o  +  ß)m. 
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Nun  ist  der  sphttrische  Ezeess  des  Dreiecks  ABO  gleich 

(«  +  /!'— l)*-«*  somit 

b)  A^B(7={a  +  /J-l)w 

nnd  durch  Subtraction  dieser  Oleichang  von  a): 
2)  FBOa  +  LÄGE  +  t^ABG^  ». 

Aus  1)  and  2)  folgt: 

A^B^BA  =  FBCO  +  BACE. 
Krens  nach.  Dr.  August  Wilhelm  Vel^I'em. 


X3nr.  Die  Schranbenflächen  constanter  mittlerer  Krftmmang. 

Verleiht  man  jedem  Punkt  einer  in  der  [a;«]- Ebene  gelegenen  Curve 
0^f{x)  eine  schraubenfSrmige  Bewegung  um  die  5 -Achse,  so  ergeben 
sich  die  Coordinaten  der  so  erzeugten  Schraubenflftche  in  folgender  Form 
als  Functionen  zweier  Verttnderlichen : 

Die  Curven  t; »  constans  geben  die  Schraubenlinien  auf  der  Fl&che, 
die  Curven  u  =  ecmstam  sind  Verticalschnitte ;  g  ist  die  Constante  der 
schraubenfSrmigen  Bewegung,  deren  29r-faches  Multiplum  die  Ganghohe  der- 
selben liefert. 

Die  mittlere  Krümmung  der  SchraubenflSche  ergiebt  sich  in  folgender 
Gestalt: 

1,1^      1  ^f  HHf>)  !♦ 

Wir  fordern  nun,  dass  die  Summe  der  reciproken  Werthe  der  Haupt- 
krümmungsradien    in   allen   Punkten   der   Flftche  gleich   einer   Constanten 

2      . 

sei. 

a 

Die  erste  Integration  ergiebt  unter  Einführung  der  Gonstanten  hi 
Vg'+v^+v^riv)*  a 


•  Enneper  schreibt  irrthümlicher  Weise: 

1      l  ^^    dl  f^fHv)  \ 

9i      9t         dv\   ^H-v'H-vVHv)*   J 


Dieser  Irrthum  ist  jedoch  für  das  bei  ihm  Folgende  belanglos;  cf.  Enneper: 
Analytisch -geometrische  Untersuchungen  in  dieser  Zeitschrift,  Jahrg.  1864  8.11. 
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Die  linke  Seite,  also  auch  P{v)^  wird  gleich  Nall  für  dea  Werth 
t^Sss  — a&;  für  diesen  Werth  yon  t;'  ist  die  Tangente  der  Carre  M  =  f(s) 
vertical  gerichtet.  Kann  dies  wirklich  eintreten,  so  müssen  a  und  5  un- 
gleiche Zeichen  haben.  Wir  unterscheiden  demnach  znnSchst  die  beiden  FSlle: 

1)    a>0>6;      2)    6>0>a. 

Die  Annahme  3)  5 » 0  veranlasst  bedeutende  Verein&chnng  det 
Schlussergebnisses. 

Setzen  wir  4)  —  =  0,   so  erhalten  wir  die  MinimalflSche  anter  den 
a 

Schraubenflftchen ,  für  die  bekanntlich  die  Oleichung 

1+1  =  0 
charakteristisch  ist. 

Die  Voraussetzung  6)  —£=5  =  0  zieht  nach  sich : 
ü 

P(^)-=^0,    fif>)^consti 

sie  ergiebt  also  die  SchraubenflKche  mit  Leitebene  (ä  plan  directeur) ,  welche 
gebildet  wird  durch  die  Binormalen  einer  Schraubenlinie,  welche  sSmmtlid 
die  ir- Achse  rechtwinklig  schneiden.  Als  Minimalfläche  ist  dieselbe  seit 
Meusnier  (M6m.  sur  la  courb.  des  surf.  1776)  bekannt. 

6)  Als  letzten  Fall  werden  wir  den  behandeln,  dass  die  Constantei 
der  Schraubenbewegung  gleich  Null  gesetzt  wird»  wodurch  wir  zu  des 
Rotationsflächen  constanter  mittlerer  Krümmung  gelangen. 

1)   Es  sei  a  >  0  >  h. 
Die  obige  Gleichung  ergiebt  nach  Anwendung  der  Substitution  t^*=^te: 

{io  +  ah){io  +  g^div 


m-if- 


iv  j/{w  +  g^  {o?w  -[w  +  a  &]*) 

Da  f>  s=  Yw  ist,  so  dürfen  wir  nur  positive  Werthe  für  tp  zalaswz- 
Da  alsdann  w  +  g^  stets  positiv  ist,  so  ist  zur  Beellität  der  Wuisd  m 
Nenner  erforderlich,  dass  der  Factor 

a'w- [w  +  a&P  =-(«;- «)(ir  - /J)  >  0 
ist«     Damit  diese  Bedingung  erfüllt  sei,  muss  eine  der  üngleichongen 

richtig  sein,  je  nachdem  a  ^  /?  ist.     Hier  bedeuten: 


a«-2a&  +  al/a«-4a6         ^        a«-2a6-al/a*- 4at 
2 '     ^ 2 
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In  der  ErwSgung,  dass  a  ^  0,  1^0  ist,  erkennen  wir  leicht ^  dass 
a  and  ß  reell  und  positiv  sind,  dass  femer  a  ^ /}  ist,  der  Werthbereich 
der  Variabein  tu  also  ToUständig  festgelegt  ist. 

Um  das  vorliegende  elliptische  Integral  fOr  f{f>)  anf  die  Normalform 
zu  bringen,  benutzen  wir  die  Substitution: 

die  so  geartet  ist,  dass  den  Werthen  -^,  /?,   a,  oo  von  w  die  Werthe 

00,  0;  1,  vs  von  Q  entsprechen. 

Wir  stellen  fest,  dass  ^,  der  Modul  des  zu  erwartenden  elliptischen 
Integrals  in  der  Normalform,  positiv  ist  und  die  Einheit  nicht  erreicht. 
Folgendes  Ergebniss  hat  die  erwtthnte  Substitution: 


m 

die  weitere  Substitution  Qs=sin*q)  erzeugt  folgende  Gestalt: 

und  ff*Ä* 

ist.     Das  Zeichen  der  Wurzeln  ist  in  ErwSgung  der  Gleichung 

j/^ß^ah 

zu  wählen.  Die  weitere  Behandlung  dieser  Integrale  besteht  in  der  Ein- 
führung der  Jacobi 'sehen  Bezeichnungen  für  die  elliptischen  Functionen 
nnd  deren  Darstellung  durch  die  6 -Function.    Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir: 

so  dass  9  s=  am^  ist,  /» 

Dann  wird:  E(t)  =/ A«am*d,^. 

dq>  h^     sinam'^cosainrif       E(^) 


A 


(cf.  Durdge:  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  4.Aufl.§I9,  S. 74 und  75), 
worin  k'  den  zu  h  gehörigen  complementttren  Modulus  bedeutet. 

Wir  bezeichnen  nun  mit  K  bezw.  E^  das  voUstftndige  Integral  erster 
Gattung  für  den  Modul  h  bezw.  Jc\  mit  E  das  vollständige  Integral  zweiter 
Gattung  ftür  den  Modul  h. 
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Ferner  definiren  wir  in  bekannter  Weise: 


nnrif 


U 

(cf.  Dardgey  1.  c.  §§  54,  65,  68).    Dann  besteht  die  Gleichung: 


/-. 


d<p     ^     y''-ßVg*+«     g(»)g(»+g) 


gt+ß   K-^^  g*  +  ß     e{*) 


Dabei  bedeutet  &  den  Differentialqaotienten  von  6  nach  if.    Wir  er- 
halten also: 


+  Vg*+a 


e(«) 


In  dem  Integral  dritter  Gattung  in  //  kann  n  jeden  Werth  yon  0  Ins  Qc 
annehmen.  Um  von  der  Legendre'schen  Nonnalform  zur  Jacobi'seiNfi 
zu  gelangen,  setzen  wir: 

n  =  ^-^  =  —  h^sin^amim  =  Ji?^tang^am(w^  t*)? 

woraus  sich  sinam(w^  k')  und  Aam(a>,  %')  leicht  berechnen  lassen. 

Bezeichnen  wir  das  Integral  dritter  Gattung  in  der  Jacobi'sebes 
Normalform  mit  i7(^)>  so  ergiebt  sich  im  Torliegenden  Falle: 

(cf.  Duröge,  1.  c.  §  69). 

Führen  wir  nunmehr  auch  hier  (unter  Benutzung  der  Gleichunfei 
Durdge  §  67,1  und  §  71,1)  die  6-Functionen  ein,  so  kommt: 

TT/.    .  N  9'V^  ,  ».*w  ,    e'(«,  **) 

.  1 .,    e(ip-»«) 
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Berflcksichtigen  wir  nun  die  Benehnngen: 

qp  »2- (-  1)- «(-'«m  ^ .  Ce— IT  _  t-r) 

X 

1  A-\-xB  A 


80  heisst  nneer  zweiter  Term: 

unser  Schlossergebnise  ist  das  folgende: 

Der  Gang  der  numerischen  Becimung  ist  folgender: 

Nachdem  a  und  ß  (besw.  a  und  5),   sowie  ^  als  Data  der  Aufgabe 

festgelegt  sind ,  nimmt  man  flELr  m  einen  swischen  a  und  /}  liegenden  Werth 

an,  berechnet  mit  Hilfe  desselben  zunSchst  q^  dann  ^. 
Alsdann  liefert  die  Gleichung 

^^F{fp,  h) 

den  Werth  f&r  ^.    Da  nun  femer 


stnam((»,  JT)  =  X/    ,^^  =stng 
ist,  80  folgt:  „«J-C«,*'). 

Die  so  gefundenen  Werthe  sind  in  die  Schlussformel  einzusetzen. 
2)    Es  sei  6  >  0  >  a. 

Die  Behandlung  dieses  Falles  ist  der  des  vorhergehenden  genau  ana- 
logr*  ^8  besteht  aber  die  Ungleichung  ß^  a»  Deshalb  ist  überall  die 
Stellung  Yon  a  und  ß  zu  vertauschen. 

3)    Es  sei  b^O, 

Das  zu  transformirende  Integral  nimmt  die  Form  an: 
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Die  Warzel  bleibt  reell,  so  lange  die  stets  positive  Yerftnderliebe « 
in  den  Grenzen  0  nnd  a^  sich  bewegt  Da  nun  fthr  b  =  0  die  im  Falle  1) 
mit  «  und  /}  bezeichneten  Grenzen  des  Werthbereiches  von  w  m  €?  and  0 
übergehen,  so  ist  die  hier  anzuwendende  Substitution  aus  der  allgemeiaen 
durch  ^  =  0  herzuleiten. 

Wir  erhalten  somit  auch  ein  richtiges  Ergebniss,  wenn  wir  in  der 
Schlussformel  5  =  0  setzen: 

4)   Es  sei  —  =  0. 
a 

Die  Differentialgleichung  der  Minimalschraubenfläche  lautet: 

1    i_    i  ä,      .«m      I    ^ 

9i      Qt  ^  ^''\]/g*  +  t>'  +  t^f{v)n 

Da  —  nicht  allgemein  0  sein  kann,  so  ergiebt  sich  nach  Einffttmig 
einer  Integrationsconstante  h: 


6») 
de 


+  c 


Znr  Ansrechnnng  des  Integrals  P  verhilft  die  Snbstitntion  p'  =  t: 


p=,lu>g^(^^+9'l±y^^^ 


2^j/(t.«+j,«)-j/(e,»-6») 
Von  diesem  Werthe  unterscheidet  sich  nnr  durch  die  additire  Gonstuie 


qnod  licet,  der  folgende: 


Die  Substitution  v*s=t  verhilft  auch  znr  Auswerthung  von  Q. 


Q  =  —-arc  iang -^-^ —   f  ■'^ '— 

go  gl 


Kleinere  Mittheilangen.  319 

Von  diesem  Werthe  unterscheidet  sich  nnr  durch  die  additive  Constante 

g  .aretang—t 
9 
qnod  licet,  der  folgende: 


•  g      /e«_i,» 

Q^-garctang^y  :^^^ 

Wir  erhalten  also: 


m  =  Ihgiy^;'  +  g^+  jVTTtS) 


+  garctang —    ^  ^        ^^' —  +  c 

Durch  die  obigen  Bemerkungen  ist  die  (bis  auf  Entstellungen  durch 
Druckfehler)  völlige  üebereinstimmung  unseres  Ergebnisses  mit  denen  von 
Enneper  [diese  Zeitschrift,  Jahrgang  IX,  1864,  S.  111]  und  von  Scherk 
(Grelle  13,  Jahrgang  1834)  nachgewiesen. 

Letzterer  fand  seinen  Werth  durch  Integration  der  Differentialgleichung 
der  Minimalflttchen,   ersterer  auf  eine  der  vorliegenden  entsprechende  Art. 

Aus  der  Differentialgleichung  der  die  Minimalflttche  erzeugenden 
Curve 


dx       xl^  a?  —V^ 


ist  ersichtlich,  dass  die  Tangentenwerthe  im  Intervall 

5  <  a?  <  00 

reell  und  positiv  sind,  aber  von  oo  bis  0  abnehmen.  Somit  entfernt  sich 
die  Curve  immer  weiter  von  der  j;- Achse,  der  sie  die  concave  Seite  zu- 
wendet. I 

5)   Es  sei  —  =  6  =  0. 
a 

Dieser  Fall  ist  schon  oben  erledigt. 

6)    Es  sei  ^  =  0. 

Für  die  Botationsflttchen  constanter  mittlerer  Krümmung  erhalten  wir 

die  Differentialgleichung:       ^    .  «-l    ft 

Hier  greifen  nun  bezüglich   der  beiden  Constanten  a  und  h  dieselben 
Erwägungen  Platz,  wie  bei  den  Schraubenflächen.    In  jedem  Falle  ist  das 

Integral  ,,  ,       1     /*  w^-ah 

fiy)  =  o-    1  -dw 

zu   transfprmiren ,  in  welchem 

a^w>ß 

sein  muss ,  je  nachdem  a^ß  ist.  Die  Werthe  von  a  und  ß  sind  nicht 
gre&ndert« 
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Das  Ergebniss  lautet  im  ersten  Falle: 

Das  Ergebniss  des  zweiten  Falles  ergiebt  sich  wiedemm  dureh  Yer- 
tauschnng  von  a  und  ß. 

Fttr  b  c=  0  erhalten  wir: 

Fttr  —  ea  0  ergiebt  sich : 

(Botationsflttche  der  Kettenlinie)« 
Sobernheim.  Dr.  Hbokhoff. 
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Hierzu  Tafel  XIII  und  XIV  Fig.  1—17. 


I.  Breohung  der  liohtstrahlen  an  der  Kugelfläche. 

In  Ansohlass  an  die  Untersuchung  der  homocentrisclien  Brechung  des 
Lichtes  durch  das  Prisma*  wollen  wir  die  Beziehungen  ableiten ,  welche  bei 
der  homocentrischen  Brechung  des  Lichtes  durch  die  Linse  auftreten,  weil 
diese  homocentrische  Brechung ,  wie  es  scheint,  in  ihrer  Allgemeinheit  noch 
nicht  erkannt  wurde.  Die  Grundlage  unserer  Darlegungen  bildet  der  aus 
der  geometrischen  Optik  entlehnte  Satz:  Einem  einfallenden  astig- 
matischen Strahlenbündel,  welches  an  der  Trennungsfläohe 
zweier  Medien  gebrochen  wird,  entspricht  im  Allgemeinen  ein 
gebrochenes  astigmatisches  Strahlenbündel,  und  wenn  ins- 
besondere das  einfallende  Strahlenbündel  ein  unendlich  dünnes 
centrales  ist,  so  entspricht  auch  diesem  im  Allgemeinen  einge- 
brochenes astigmatisches  Strahlenbündel. 

Wir  betrachten  zuerst  die  Brechung  eines  unendlich  dünnen,  centralen 
Strahlenbündels ;  dessen  Strahlen  von  einem  Punkt  ausgehen,  oder  nach 
einem  Punkt  gerichtet  sind,  an  einer  Eugelfl&che  als  Trennungsfläche  zweier 
brechender  Medien,  um  in  dem  gebrochenen  astigmatischen  Strahlenbündel 
die  beiden  Brennlinien  und  die  beiden  Bildpunkte  zu  bestimmen,  welche 
clem  Lichtpunkt  des  einfallenden  Strahlenbündels  entsprechen.  Gehen  in 
f*igur  1  Tafel  XIII  die  Strahlen  eines  unendlich  dünnen,  centralen  Strahlen- 
l>ündel8   von   einem   Punkt  Ä   aus,   und   ist   aO   der   Hauptstrahl   dieses 


*  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.   1895.   Bd.  40.  8.  66. 

Zeitiehxift  f.  Mathematik  u.  Physik.  40  Jahrg.  1895.  6.Heft.  21 
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Strahlenbündels ,  der  die  Kagelfläcbe  K  in  einem  Punkt  6  trifft ,  so  erfolgt 
die  Brechung  des  Hauptstrahles  a6  in  einer  durch  aQ  und  dem  Mittel- 
punkt If  der  Eugelfläche  gelegten  Ebene,  die  wir  als  Zeichnangsebene 
nehmen.  Diese  Ebene  schneidet  die  Eugelflttche  K  in  einem  grössten  Kreis, 
den  wir  ebenfalls  mit  K  bezeichnen,  um  zu  dem  einfallenden  Haupt- 
strahl a6  den  entsprechenden  Hauptstrahl  6  er  des  gebrochenen  astig- 
matischen Strahlenbündels  zu  erhalten,  nehmen  wir  an,  es  sei  n  der 
Brechungsindex  von  dem  Medium  der  einfallenden  Strahlen  gegen  du 
Medium  der  gebrochenen  Strahlen,  beschreiben  um  If  die  Kreise  By  {;,  deren 
Radien  resp.  gleich  MQ.n  und  MQ  \n  sind.  Hierauf  ziehen  wir  yon  dem 
Schnittpunkt  Z,  den  der  Kreis  e  mit  dem  verlttngerten  Hauptstrahl  aO 
bildet,  den  Radius  ZMy  der  den  Kreis  l  in  dem  Punkt  Z  trifft,  dann  ist 
6Z  der  gebrochene  Hauptstrahl  9  a. 

Zum  Beweise  dieser  Construction ,  die  von  Weierstrass*  stammt, 
bezeichnen  wir  mit  e  den  Einfallswinkel  NQa  und  mit  s  den  Brechungs- 
winkel j9f6a.  Die  Dreiecke  JSfOZ,  MZQ  sind  ähnlich,  weil  sie  bei  U 
einen  gemeinsamen  Winkel  haben  und 


e   und    MZQ  =  c;    folglich   er- 


MZ               MQ 

MQ~^~  MZ 

ist     Demnach 

ist 

der 

Winkel   MZQ  ^  e   ui 

giebt  sich 

sine         MZ 
sine         MQ       ^ 

oder 

'     sine         MQ 
sine    ^   MZ  "" 

Wir  betrachten  nun  (Fig.  2)  in  dem  von  einem  Lichtpunkt  A  aus- 
gehenden, unendlich  dünnen  Strahlenbttndel  den  Strahlenfächer,  der  in  der 
Einfallsebene  aQa  liegt  und  in  derselben  gebrochen  wird.  Denken  wir 
uns  in  der  Einfallsebene  einen  von  Ä  ausgehenden  Strahl  angenommen, 
der  mit  dem  Hauptstrahl  aQ  einen  unendlich  kleinen  Winkel  bildet,  so 
schneidet  der  entsprechende,  gebrochene  Strahl  den  Hauptstrahl  Oa  ii 
einem  Punkt  Ad  in  dem  sich  die  gebrochenen  Strahlen  vereinen,  die  den 
einfallenden  Strahlenfftcher  entsprechen.  Der  Punkt  A|  ist  dann  der  erste 
Bildpunkt  und  die  in  A^  auf  der  Ebene  aQa  senkrechte  Gerade  ist  die 
erste  Brennlinie  in  dem  gebrochenen  astigmatischen  StrahlenbflndeL  Der 
erste   Bildpunkt  A|,    der   einem   Lichtpunkt  Ä  entspricht «   ist   in  xnannip' 


*  Zeitschrift  für  physikalischen  und  chemischen  Unterricht  1889  Bd.  2  S.  135 
erwähnt  Schell bach,  dass  diese  Construction  von  Weierstraes  mitgetfae£t 
wurde  im  Bericht  der  Versammlung  deutscher  Naturforscher  und  Aen&te  sa  Wien  189C^ 
Druckjahr  1858.  Daselbst  ist  nur  angefahrt,  dass  Weierstrass  einen  Vortrag. 
„Dioptrische  Constructionen**,  gehalten  hat. 
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faltiger  Weise  bestimmt  worden*;  nnd  wir  wollen  hier  noch  eine  kine- 
matische Ableitung  einer  neuen  Constrnction  des  ersten  Bildpunktes  mit- 
theilen. Denken  wir  uns  einen  einfallenden  Strahl  a6  in  der  Einfalls- 
ebene als  Tangente  an  einer  Curve  i  bewegt,  dann  umhüllt  der  zugehörige 
gebrochene  Strahl  6  a  eine  Curve  i.  Während  einer  unendlich  kleinen 
Bewegung  dreht  sich  der  Strahl  aQ  um  den  Berührungspunkt  A  und 
der  gebrochene  Strahl  6  a  um  den  Berührungspunkt  A|.  Nehmen  wir 
nun  an,  es  habe  während  dieser  unendlich  kleinen  Bewegung  der  Punkt  Z 
auf  dem  Kreise  z  eine  Geschwindigkeit  gleich  ZM^  die  wir  aus  ihrer 
Richtung  um  Z  nach  ZM,  also  um  einen  rechten  Winkel  drehen  und 
in  dieser  Lage  als  lothrechte  Geschwindigkeit  des  Punktes  Z  bezeichnen^, 
dann  bewegt  sich  der  Punkt  Z  auf  dem  Kreise  i  mit  der  lothrechten  Ge- 
schwindigkeit ZM.  Ziehen  wir  zu  MZ  die  Parallele  6  27,  welche  die 
Centrale  AM  in  dem  Punkt  U  trifft,  und  tkxit  AZ  die  Senkrechte  UF,  die 
Jf  6  in  V  schneidet,  so  ist  6F  die  lothrechte  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
sich  der  Punkt  6  auf  dem  Kreise  K  bewegt.  Der  Punkt  A^t  in  welchem 
der  Strahl  6a  die  Curve  i  berührt,  ergiebt  sich  demnach,  wenn  wir  auf 
6a  die  Senkrechte  FTF  bis  an  817,  und  die  Gerade  WM  ziehen,  welche 
auf  dem  Strahl  6  a  den  Punkt  A|  bestimmt. 

Nach  dieser  Constrnction  entspricht  einer  Reihe  von  Lichtpunkten 
A..  •  auf  einem  einfallenden  Hauptstrahl  aQ  eine  projective  Reihe  von  ersten 
Bildpunkten  A|. . .  auf  dem  gebrochenen  Hauptstrahl  6a,  und  diese  beiden 
projectiven  Punktreihen  befinden  sich  in  perspectiver  Lage,  weil  im  Punkt  6 
zwei  entsprechende  Punkte  zusammen  fallen.  Demnach  gehen  die  Ver- 
bindungsgeraden A\ , . . .  der  entsprechenden  Punkte  durch  einen  Punkt  G. 
Nehmen  wir  den  Punkt  Z  auf  a6  als  virtuellen  Lichtpunkt,  so  ist  nach 
der  Constrnction  der  Punkt  Z  der  entsprechende  erste  Bildpunkt  Dies  folgt 
auch  aus  der  allgemeineren  Beziehung»  dass  allen  auf  die  Eugelfläche  K 
treffenden  Strahlen,  die  nach  dem  Punkt  Z  gerichtet  sind,  gebrochene 
Strahlen  entsprechen,  welche  sich  in  dem  Punkt  Z  schneiden. 

Bezeichnen  wir  mit  D,  Aj  die  Fnsspunkte  der  von  M  auf  a6,  6a 
geMlten  Senkrechten  und  nehmen  wir  den  Fusspunkt  D  auf  dem  Haupt- 
strahl  a6  als  einen  virtuellen  Lichtpunkt,  so  entspricht  demselben  gemäss 
der  Constrnction  der  Fusspunkt  A^  auf  6  a  als  erster  Bildpunkt.  Diese 
Beziehung  ergiebt  sich  auch,  wenn  wir  annehmen,  der  Punkt  6  bewege  sich 


*  De  PHospitai,  Analyse  des  infiniment  petita.  2.  Ed.  Paris  1716.  p.  121. — 
Reuach,  Poggendorfs  Anualen  1867.  Bd.  130  S.  497.  —  Hermann,  Ueber  schiefen 
Durchgang  der  Strahlenbündel  durch  Linsen.  1874.  S.  10.  —  Lippich,  Denk- 
schriften der  k.  k.  Akademie.  Wien  1877.  Bd.  38  S.  8.  —  EeBsler,  Zeitschrift 
fQr  Mathematik  und  Physik.  1884.  Bd.  29  S.  67.  Gleichen,  Die  Haupterschein- 
uDgeu  der  Brechung  und  Reflexion  des  Lichtes.  1889.  S.  31.  Mannheim,  G^om^trie 
cinämatique.    Paris  1894.    p.  66. 

**  L.Burm  est  er,  Lehrbuch  der  Kinematik.   1888.   Bd.  lS.64. 
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auf  dem  Kreise  K  und  der  Hauptstrahl  a6  herflhre  in  2)  einen  um  M  be- 
schriebenen Kreis ,  dann  berührt  auch  der  Haaptstrahl  6  a  in  A^  eioen 
um  M  beschriebenen  Kreis.  Die  Qeraden  ZZ,  DA^  schneiden  sich  also  m 
dem  genannten  Punkt  G. 

Es  ist  der  Winkel  DJfAi=  Z9Z,   ferner 

MB  _  sine  _  QZ  _MZ _ 

-MAi "  8%nt ""  ^'     ez  "  Jfe  ""  **' 
^'^  MB  ^ez 

M\       QZ 

Demnach  sind  die  Dreiecke  JSfDA^,  6ZZ  ähnlich  und  folglich  ist  die 
Gerade  DA^  senkrecht  auf  der  Geraden  MZ. 

Diese  Beziehung  führt  zu  der  folgenden  bekannten  Constniction  des  ersten 
Bildpunktes.  Ist  zu  einem  einfallenden  Hauptstrahl  aQ  der  entsprechende 
gebrochene  Hauptstrahl  9  a  in  der  angegebenen  Weise  construirt,  dann  ziehen 
wir  von  dem  Mittelpunkt  M  auf  aQ  oder  6 a  eine  Senkrechte,  z.  B.  auf  a6  die 
Senkrechte  MB^  f&llen  von  B  wdMZ  die  Senkrechte  BQ  und  ziehen  die 
Gerade  AQ^  welche  auf  Qa  den  zum  Lichtpunkt  A  gehörenden  ersten  Bfl<i- 
punkt  Ai  bestimmt. 

Um  den  Punkt  Q  rechnerisch  zu  bestimmen,   ziehen  wir   zu  6  a  die 
Parallele   GAtx^    zu  aQ   die    Parallele  (tAui    and   bezeichnen   mit  r  den 
Radius  der  Kugelflttche  JST.    Es  ist  die  Strecke 
^  .  .     ^       ^-     sine  _.-   sinecos^e         MQ    sineeos'e 

also  « 

-.  ^  .  rsmscosre 

1)  ^Ati  =  — '  (  __  \    • 

Femer  ist  die  Strecke 

«nie  — a)  stn{e—s)  9m(e—t) 

also  « 

2)  Q^^^^r^W« 

Setzen  wir  QA  =  o;, ,  6A|  =  Xn  ^Ati  =/|  6Avi  =  9]*  iin<i  nehmez 
wir  die  Strecken  x^  f^  entgegen  der  Richtung  des  einfisdlenden  Haupv 
Strahles  aQ  positiv,  die  Strecken  %^^  tp^  in  der  Richtung  des  gebrocbeiies 
Hauptstrahles  6a  positiv,  so  erhalten  wir: 

3)  ^  +  ^  =  1. 

Betrachten  wir  in  dem  von  einem  Lichtpunkte  A  ausgehenden  onend- 
lieh  dttnnen  Strahlenbttndel  den  Strahlenfächer,  dessen  Ebene  durch  dfc 
Hauptstrahl  aQ  geht  und  auf  der  Ebene  aQa  senkrecht  steht,  so  entsprich; 
diesem  einfallenden  Strahlenf&cher  ein  gebrochener  Strahlenf&cher,  dess^ 
Ebene  durch  den  Hauptstrahl  6a  geht,  senkrecht  auf  der  Ebene  aQu  stellt 
und  dessen  Strahlen    sich    in  dem  Schnittpunkt  A^  des  Hauptstrahles  6« 
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und  der  Centralen  AM  vereinen.  Der  Punkt  A^  auf  dem  Hauptstrahl  6 er 
ist  hiernach  der  zweite  Bildpunkt  und  die  in  der  Einfallehene  a&a  liegende 
Centrale  JKf  As  ist  die  zweite  Brennlinie  des  gebrochenen;  astigmatischen 
Strahlenbündels. 

Einer  Beihe  von  Lichtpunkten  A...  auf  dem  einfallenden  Haupt- 
strahl aQ  entspricht  demnach  eine  projectiye  Beihe  von  zweiten  Biid- 
pnnkten  Ag . . .  auf  dem  gebrochenen  Hauptstrahl  6  a  ^  weil  die  Verbindungs- 
geraden AA^.».  durch  den  Mittelpunkt  M  gehen.  Ziehen  wir  zu  6a 
die  Parallele  MAt^^  femer  zu  a9  die  Parallele  Jf  Av2i  so  ergiebt  sich,  weil 
MQ  =  r  gesetzt  wurde , 

rsins 


4)  e^„  =  A„2JJf  = 

5)  eA.8  =  il.,af  = 


rsine 


sinie—  i) 

Setzen  wir  QA=x^^  ÖA2  =  x«»  OAg^^f^y  6Arf  =  9>2,  nehmen  wir 
die  Strecken  sTj,  f^,  sowie  die  Strecken  Xt>  9>s  in  gleichem  Sinne  positiv, 
wie  die  Strecken  x^ ,  f^  und  Xi «  9i  in  Oleichung  3)  |  so  erhalten  wir : 

6)  ^  +  ^  =  1. 

Nehmen  wir  auf  dem  einfallenden  Hauptstrahl  aQ  eine  Beihe  von  Licht- 
punkten A. .  .  an ,  dann  entsprechen  derselben  eine  projective  Beihe  erster 
Bildpunkt  A^ ...  und  eine  projective  Beihe  zweiter  Bildpunkte  A^  ...  auf  dem 
gebrochenen  Hauptstrahl  6  er.  Diese  beiden  Beihen  von  ersten  Bild- 
punkten A|...  und  zweiten  Bildpunkten  A^...  sind  demnach  projectiv  und 
haben  auf  dem  Hauptstrahl  6  a  die  Doppelpunkte  6,  Z.  Wenn  wir  von 
dem  Doppelpunkt  6  absehen ,  in  welchem  der  Lichtpunkt  mit  den  beiden 
zugehCrigen  ersten  und  zweiten  Bildpunkten  identisch  ist,  so  ist  auf  dem 
einfallenden  Hauptstrahl  a 6  der  Punkt  Z  der  einzige  Lichtpunkt,  dem  ein 
homocentrischer  Bildpunkt  Z  auf  dem  gebrochenen  Hauptstrahl  6  a  ent- 
spricht; denn  im  Punkt  Z  föUt  der  entsprechende  erste  Bildpunkt  mit  dem 
entsprechenden  zweiten  Bildpunkt  zusammen.  Setzen  wir  x^=>  x^^  dann 
folgt  aus  den  Gleichungen  3)  und  6)  für  die  projectiven  Punktreihen  A^ . . . 
und  A)...  die  Oleichung 


7)  — ^ 


1—^      1—5^ 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  auch  jene  Doppelpunkte,  wenn  wir 
;^,  =  Xg  =  X  setzen ;  denn  dann  erhalten  wir  erstens  den  Werth  x  =  0 ,  durch 
welchen  der  Doppelpunkt  6  bestimmt  wird,  und  zweitens  den  Werth 

8)  ,  =  Ji^Lii^  =  ez. 

durch  welchen  der  Doppelpunkt  Z  auch  bestimmt  wird. 
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Ist  der  Hauptstrahl  aQ  senkrecht   auf  die  Eugelfl&che  K  gerichtet, 
dann  sind  die  Winkel  e  =  0,  £  =  0  und  die  Ausdrücke: 

^,  ^       rsimco^e 


.ris  r         rsinz  rsine 


welche  die  Formen  -rr  erhalten,   liefern,  wenn  wir  sins  =• einsetzen, 

0  n 

hierauf  Zähler  und  Nenner  nach  e  difTerentüren ,  oder  auch  einfacher 

setzen^ 

11)  fi^-Z — T'     ''^i^'I — T' 


12)  fi  =  'Z-J^     ^« 


1 

rn 


Hiernach  ist  fi^f^y  <Pi=9>2>  es  fällt  also  der  Punkt  O  mit  des 
Mittelpunkt  M  der  Kngelfiäche  K  zusammen  und  dies  ergiebt  sich  soch 
unmittelbar  aus  der  Construction  des  Punktes  O.  Die  beiden  Paziktreibe& 
A| . . .  und  Aj  •  • .  sind  demnach  in  diesem  Falle  identisch  und  jedes 
Lichtpunkt  auf  einem  central  einfallenden  Hauptstrahl  entspricht  ein  homo^ 
centrischer  Bildpunkt.  Einer  Reihe  von  Lichtpunkten  Ä. , .  auf  einem 
central  einfallenden  Hauptstrahl  entspricht  eine  projective  Reihe  yon  homo- 
centrischen  Bildpunkten  A...;  und  es  sind  die  Punkte  6,  M  DoppelponkU 
dieser  beiden  projectiven  Punktreihen. 

Um  entsprechende  Punkte  dieser  beiden  projectiven  Punktreifaen  Ä.., 
und  A...  zu  erhalten,  ziehen  wir  in  Figur  3  durch  den  Eintrittspunkt 6 
und  den  Mittelpunkt  M  die  Senkrechten  6  a ,  Mm  auf  den  centralen  Haupt- 
strahl aM  und  nehmen  auf  der  Senkrechten  Mm  die  Punkte  P,  TT,  so  diss 
MF  i  MTf  =  n :  1  ist.  Dann  ergiebt  sich  zu  einem  Punkt  A  der  ent- 
sprechende Punkt  A,  indem  wir  die  Gerade  AP  ziehen,  welche  die  Seo^- 
rechte  6a  im  Punkte  schneidet,  und  femer  die  Oerade  TT 9  sieben,  di« 
den  entsprechenden  Punkt  A  bestimmt.^^  Ebenso  erhalten  wir  zn  des 
Punkt  Ä  den  entsprechenden  Punkt  A'  durch  die  Geraden  PX',  TT  9'. 
Zu  dem  unendlich  fernen  Punkt  At  der  Punktreihe  A,.,  ergiebt  sich  durci 
die  zn  aM  Parallele  Pülv  und  die  Gerade  TTSlp  der  entsprechende  Punkt 
der  Brennpunkt  Av     Ebenso  erhalten  wir  zu  dem  unendlich  fernen  Punk: 


*  A.  Gleichen,   Die  Haupterscheinungen  der  Brechung  und  Reflexioo  de* 
Lichtes.   1889.   S.  44. 

**  G.  Ferraris,   Die  Fundamental  -  Eigenschaften    der  dioptrischen    Instr« 
mente.    Deutsch  von  F.  Lippich.   1879.   S.  7. 
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Ar  der  Punktreihe  A...,  indem  wir  Tf^s  parallel  aM  und  die  Gerade  P% 
ziehen,  den  entsprechenden  Punkt,  den  Brennpunkt  Äs\  und  es  ist 

9iia  =  /;=-- — ri     6Ai»=<Pi  =  - — r- 


Um  noch  eine  andere  Construction  auszuführen,  nehmen  wir  an,  es 
sei  der  eine  der  Brennpunkte,  z.  B.  Ap,  gegeben«  Wir  ziehen  durch  6  eine 
beliebige  Oerade  6ao  und  zu  derselben  die  Parallele  A^SR,  welche  jene 
Senkrechte  Mm  im  Punkt  SR  trifft.  Wenn  wir  dann  durch  die  Punkte 
Aä'Äs*»»  Senkrechte  auf  a6  ziehen,  welche  die  Gerade  Ga^  in  den  Punkten 
%y  9'oi  %0i...  schneidet,  dann  liefern  die  Geraden  SRälo,  SR^'o'  ^^oi 
die  entsprechenden  Punkte  AA';  A7. . . 

n.  Homocentrioität  bei  der  Brechung  der  Lichtstrahlen 
dnrdi  die  Linse. 

Zwei  in  Figur  4  gegebene  Kugelflächen  £,  K-,  deren  Mittelpunkte  M, 
M'  sind,  bilden  die  bei  der  Strahlenbrechung  in  Betracht  kommende  Be- 
grenzung einer  Linse.  Die  Verbindungsgerade  MM'  dieser  Mittelpunkte 
heisst  die  Linsenachse  und  eine  durch  dieselbe  gelegte  Ebene  heisst  eine 
Meridianebene  der  Linse.  Eine  Meridianebene  schneidet  die  beiden  Eugel- 
flächen  f ,  K'  in  zwei  grössten  Kreisen,  die  wir  ebenfalls  mit  JBT,  K'  be- 
zeichnen. Wir  nehmen  in  einer  Meridianebene  einen  einfallenden  Hauptstrahl 
a6  an^  diesem  entspricht  der  in  der  Linse  gebrochene  Hauptstrahl  66',  der 
auch  mit  o  bezeichnet  ist,  und  der  austretende  Hauptstrahl  6V.  Der  All- 
gemeinheit wegen  nehmen  wir  an ,  dabs  die  Medien  an  beiden  Seiten  der  Linse 
verschieden  sind.  Wir  bezeichnen  den  Brechungsindex  vom  Medium  der  ein- 
fallenden Strahlen  gegen  die  Linse  mit  n  und  vom  Medium  der  austretenden 
Strahlen  gegen  die  Linse  mit  n .  Ferner  sei  r  der  Radius  der  Kugel  K 
und  r  der  Badius  der  Kugel  K\ 

um  den  in  der  Linse  gebrochenen  Hauptstrahl  er  und  den  austretenden 
Hauptstrahl  a'  in  der  angegebenen  Weise  zu  construiren,  beschreiben  wir 
um  M  die  Kreise  5,  i  mit  den  Radien  r,n  und  r:n,  ebenso  um  M'  die 
Kreise  5 ,  ^  mit  den  Radien  r'.  n  und  /:  n .  Der  einfallende  Hauptstrahl  a 
bestimmt  auf  dem  Kreis  b  den  Punkt  Z,  und  die  Gerade  ZM  liefert  auf 
dem  Kreis  i  den  Punkt  Z  und  dadurch  den  in  der  Linse  gebrochenen 
Hauptstrahl  6Z  resp.  a.  Dieser  Hauptstrahl  o  schneidet  den  Kreis  ^  in 
dem  Punkt  Z',  und  die  Gerade  M'2!  bildet  mit  dem  Kreis  /  den  Schnitt- 
punkt Z\  durch  welchen  der  austretende  Hauptstrahl  &Z'  resp.  a  be- 
stimmt wird. 

Gehen  nun  von  einem  Lichtpunkt  A  des  Hauptstrahles  a  die  Strahlen 
eines  unendlich  dflnnen  Strahlenbündels  aus,  so  entspricht  diesem  ein  in 
der  Linse  gebrochenes  astigmatisches  Strahlenbündel ,  dessen  zweite ,  in  der 
Meridianebene  liegende  Brennlinie  die  Oerade  MÄ\  ist,  welche  auf  dem 
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Haaptstrahl  a  den  zweiten  Bildpunkt  Ag  bestimmt,  nnd  dessen  erste  auf 
der  Meridianebene  senkrechte  Brennlinie  durch  den  ersten  Bildpunkt  A^ 
geht.  Indem  wir  MAj^  senkrecht  auf  a  und  A^G  senkrecht  auf  MZ  zielieB, 
ergiebt  sich  durch  die  Oerade  ÄQ  auf  dem  Haupistrahl  a  der  erste  Bild- 
punkt Ai« 

Dem  in  der  Linse  gebrochenen  astigmatischen  StrahlenbOndel  entspricht 
ein  austretendes  astigmatisches  Strahlenbündel ,  dessen  zweite  in  der  Meridiao- 
ebene  liegende  Brennlinie  die  Oerade  M'Ä^A^  ist,  welche  auf  dem  Haapt- 
strahl a  den  zweiten  Bildpunkt  Ä'^  bestimmt,  und  dessen  erste  anf  der 
Meridianebene  senkrechte  Brenn  linie  durch  den  ersten  Bildpunkt  A'^  geht 
Indem  wir  M'A\  senkrecht  auf  a  und  A\G'  senkrecht  auf  M'Z'  zSehen, 
erhalten  wir  durch  die  Oerade  &'Ai  auf  dem  Hauptstrahl  a  den  ersten 
Bildpunkt  Ä\,  Hiernach  entspricht  einem  einfallenden  unendlich  dünnes 
Strahlenbfindel ,  dessen  Sti'ahlen  von  einem  Lichtpunkt  Ä  ausgehen  oder 
nach  demselben  gerichtet  sind,  ein  austretendes  astigmatisches  Strahlen- 
bündel mit  dem  ersten  Bildpunkt  Ä\  und  den  zweiten  Bildpunkt  Ä'^. 
Gemäss  der  Bestimmung  dieser  beiden  Bildpunkte  gehört  zu  einer  Beihe 
von  Lichtpunkten  Ä. , .  auf  dem  einfallenden  Hauptstrahl  a  eine  pn>- 
jeotive  Beihe  von  ersten  Bildpunkten  Ä\. ,.  und  eine  projective  Reibe 
Yon  zweiten  Bildpunkten  Ä\  •  •  •  auf  dem  entsprechenden  austretenden 
Hauptstrahl  a.  Wenn  nun  diese  beiden  projectiven  Punktreihen  ^', ... 
und  ^'2**'  ^^^^  reelle  Doppelpunkte  Ä'p,  Ä'q  besitzen,  so  entspreehen 
diesen  in  der  Punktreihe  Ä..,  zwei  Lichtpunkte  ^p,  Äq^  denen  die  Doppel- 
punkte A'pf  Ä\  als  homocentrische  Bildpunkte  entsprechen.  Ebenso  er- 
giebt sich,  wenn  wir  auf  dem  Hauptstrahl  a  eine  Reihe  von  Punkten  A\ .  ■ 
als  Lichtpunkte  betrachten,  dass  derselben  eine  projective  Reihe  von  ersten 
Bildpunkten  A^. . ,  und  eine  projective  Reihe  von  zweiten  Bildpunkten  A^,,. 
auf  dem  Hauptstrahl  a  entspricht.  Wir  erhalten  demnach  auch  jene  beiden 
Lichtpunkte  Apj  Aq  als  die  Doppelpunkte  der  beiden  projectiven  Punkt- 
reihen ^1 . . .  und  ^s . .  •     Hieraus  folgt  der  Satz: 

Bei  der  Brechung  der  Lichtstrahlen  durch  eine  Linse  giebt 
es  auf  einem  in  einer  Meridianebene  einfallenden  Haaptstrahl 
zwei  Lichtpunkte,  denen  je  ein  homocentrischer  Bildpunkt 
auf  dem  austretenden  Hauptstrahl  entspricht;  diese  beiden 
Lichtpunkte,  sowie  diese  beiden  homocentrischen  Bildpnnkte 
sind  Doppelpunkte  je  zweier  projectiver  Punktreihen,  und 
können   als  solche  reell,    imaginär  sein,    oder  zusammenfallea 

Diese  Beziehung  können  wir  auf  beliebig  viele  Eugelfl&chen  jBT,  JET,  JBl"..^ 
deren  Mittelpunkte  Jlf ,  JlT,  1\S". . .  in  einer  Oeraden  liegen ,  erweitem  und  dem- 
nach gilt  dieser  Satz  auch  für  die  Brechung  durch  beliebig  viele  centrirte 
Linsen  oder  für  die  Brechung  durch  beliebig  viele  Medien,  die  durch  Kngel- 
fiächen  getrennt  sind,  deren  Mittelpunkte  in  einer  Oeraden  liegen.  Den 
bekannten  Fall,    dass  jedem  Lichtpunkt  auf    der  Achse  MM"  ein   hämo- 
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ceoirischer  Bildpnnkt  entspricht,  oder  insbesondere,  dass  jedem  Lichtpunkt 
anf  der  Achse  einer  Linse  ein  homocentrischer  Bildpnnkt  entspricht,  lassen 
wir  hier  ausser  Beachtung. 

Nehmen  wir  in  der  schematischen  Figur  5  anf  dem  Hauptstrahl  d  drei 
beliebige  Punkte  Äg^  Ay^  ^.'san,  so  entsprechen  diesen  auf  dem  Haupt- 
strahl er  die  Punkte  A^iAyiAzi  und  A^sAj^sAsS)  denen  ferner  auf  dem 
Hauptstrahl  a  die  Punkte  Aa\AyxAzx  und  Ax%A^%Ax%  entsprechen.  Durch 
diese  drei  Paare  entsprechender  Punkte  sind  die  beiden  projectiven  Punkt- 
reihen ^1 . . .  und  ^2  •  •  •  bestimmt.  Da  der  Punkt  Xy  der  Vereinfachung 
wegen  identisch  mit  Punkt  6'  und  der  Punkt  Ä^  auf  der  Geraden  M'Qt 
angenommen  wurde,  so  fallen  die  beiden  Punkte  Ayi,  Ays  mit  6  und  die 
beiden  Punkte  A«i,  Ats  in  einem  Punkt  zusammen. 

um  die  Doppelpunkte  A^^  Aq  dieser  beiden  projectiven  Punktreihen 
SU  construiren ,  ziehen  wir  von  einem  beliebigen  Punkt  0  Gerade  nach  den 
Punkten  Ax\Ay\A9\Ax%Ay%AM%  und  beschreiben  einen  durch  0  gehenden 
Kreis  {,  der  diese  Geraden  resp.  in  den  Punkten  Sl«i%yi9si9l«2^s%zs 
schneidet.  Die  drei  Schnittpunkte  V«y,  Vy«,  V««  der  Gegenseiten  des  Sechs- 
ecks !l«iS[ys)(«i8(«s%yi^st  liegen  nach  dem  Pascal'schen  Satze  in  einer 
Geraden  ^,  welche  mit  dem  Kreise  X  zwei  Schnittpunkte  9p ,  ^l^  bildet.  Die 
Geraden  0%^,  0%^  bestimmen  dann  auf  dem  Hauptstrahl  a  die  Doppel- 
punkte Jp,  Aq  und  diesen  entsprechen  als  Lichtpunkte  die  homocentrischen 
Bildpnnkte  J.'p,  Alq  auf  dem  Hauptstrahl  a,  die  wir  erhalten,  wenn  wir 
durch  O  die  Geraden  Apkfi^  ^^^A^i,  durch  Q'  die  Geraden  Api^'p»  ^qi-^'q 
ziehen,  oder,  wenn  wir  durch  M  die  Geraden  ilpAps,  AqtKq%^  durch  M'  die 
Geraden  Apt-^p,  ^q%A'q  ziehen.  Die  Doppelpunkte  Ap^  Aq  sind  reell, 
imaginftr,  oder  fallen  zusammen,  je  nachdem  die  Gerade  ^  den  Kreis  C 
schneidet,  nicht  schneidet  oder  berührt 

Diese  Construction  ist  ein  specieller  Fall  der  bekannten  Construction 
der  beiden  in  Figur  6  gezeichneten  Vierecke  jipApiJ.pAps,  -4^Agi-4'gAg2» 
deren  Seiten  resp.  durch  vier  gegebenen  Punkte  0,  Q'^  M\  M  gehen  und 
deren  Ecken  resp.  auf  vier  gegebenen  Geraden  a,  a,  a ,  a^  liegen.^  Denn, 
lassen  wir  die  Gerade  o,  mit  der  Geraden  a  zusammenfallen,  so  erhalten 
wir  den  obigen  Fall,  der  bei  der  homocentrischen  Brechung  durch  eine 
Linse  auftritt 

Wir  wollen  noch  eine  andere  Construction  der  Doppelpunkte  jener 
projectiven  Punktreihen  A^,,.  und  J.^. . .  angeben ,  von  der  wir  vorzugsweise 
Gebranch  machen  werden  bei  der  Construction  der  Lichtpunkte,  denen  homo- 
centrische  Bildpunkte  entsprechen. 

Bestimmen  wir  in  Figur  7  auf  dem  Hauptstrahl  a  zu  dem  unendlich 
fernen  Punkt  J.^i  der  Punktreihe  ^Ij...  den  entsprechenden  Punkt  ii «et  der 
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Punktreihe  ^  • . . ,  indem  wir  durch  die  Punkte  G^,  Q\  M\  M  resp.  die  Ge- 
raden ^Ii^Ahi,  Atti-i^,  Ä'ukuij  Aus -^118  ziehen;  bestimmen  wir  femer  k 
dem  unendlich  fernen  Punkt  il«*t  der  Punktreihe  Ä^.,.  den  entsprechesda 
Punkt  Avi  der  Punktreihe  ili .  •  •,  indem  wir  durch  die  Punkte  If ,  2f,  (r , G 
resp.  die  Geraden  il^sAffS,  kvtÄ'p,  Ä^P^tu  A«iil«i  ziehen,  dann  sinditi, 
Au^  die  Oegenpunkte  der  beiden  projecUven  Pnnktreihen  il^...  nnd  A^.,. 
Nehmen  wir  nun  noch  einen  beliebigen  Punkt  Äy  auf  dem  Hanptstnbla 
an,  zu  dem  wir  in  der  angegebenen  Weise  die  beiden  entsprechenden  Punkte 
^yi,  Ayt  auf  dem  Hauptstrahl  a  ermitteln,  so  sind  die  beiden  projectiveB 
Punktreihen  durch  die  drei  Paar  entsprechenden  Punkte  ^i^iyi,  A^i"^ 
Au%Äy%At%  bestimmt.  Am  einfachsten  erhalten  wir  die  zwei  eniapreeha- 
den  Punkte  A^u  ^^ys»  wenn  wir  A'y  im  Punkt  6'  annehmen;  denn  diis 
ergeben  sich  durch  die  Geraden  &Q^  &M  die  Punkte  ^i,  Ay^  auf  dec 
Hauptstrahl  a. 

Um  nun  die  Doppelpunkte  Ap^  Aq  zu  construiren,  ziehen  wir  dnrd 
die  Gegenpunkte  A^i^  Aut  Senkrechte  A^iO^^  Au%0^  auf  dem  Han^ 
strahl  a  und  durch  die  Punkte  il^i,  Ay%  zwei  beliebige  auf  einander  aeii- 
rechte  Gerade  AyiO^y  Ay%0^y  welche  die  Senkrechten  J.«iO|,  A^^O^  r^ 
in  den  Punkten  0|,  0,  schneiden;  dann  beschreiben  wir  über  0^0^  ^ 
Durchmesser  einen  Kreis  {  und  dieser  schneidet  den  Hauptstrahl  a  in  d« 
beiden  Doppelpunkten  Ap^  Aq^  die  also  symmetrisch  zur  Mitte  der  Stiecb 
AtiAut  liegen.  Werden  die  beiden  auf  einander  senkrechten  Gerade: 
^yiO|,  Ay%0^  so  gezogen,  dass  sie  mit  dem  Hauptstrahl  a  einen  Winkt 
von  45®  bilden,  dann  ist  AviO^=^  A^iAyi  und  Au^O^  =3  Au2Ay%.  Die  Doppel- 
punkte Ap^  Aq  sind  reell,  imaginär,  oder  fallen  zusammen,  je  nachdem  ce: 
Kreis  {  den  Hauptstrahl  a  schneidet,  nicht  schneidet  oder  berührt. 

Liegen  in  Figur  8  die  Punkte  JKf,  O  auf  einer  durch  6' gehenden  Genis 
und  die  Punkte  iT,  ff  auf  einer  durch  6  gehenden  Geraden ,  sind  femer  dir 
Punkte  JEf,  Q  und  M\  Q-'  so  gelegen,  dass  einem  Punkte  J^^  auf  de 
Hauptstrahl  a  ein  einziger  Punkt  A«  auf  dem  Hauptstrahl  a  entspricht 
schneiden  sich  also  die  Geraden  AxOy  AlgQ'  in  einem  Punkt  Asi  ^f  - 
und  schneiden  sich  ebenso  die  Geraden  AxM^  A'x^'  ^^  einem  Ponk?- 
Ajrt  ^^f  ^f  dann  sind  die  beiden  Punktreihen  A^...  und  il^..«  iden&sc^ 
Denn  den  Punkten  A'x^  A'y^  Ä,  auf  dem  Hauptstrahl  a  entsprechen  i' 
Punkte  Agj  Ay,  Az  auf  dem  Hauptstrahl  a  und  in  jedem  der  Punkte  At 
Ayy  Aa,  sind  je  zwei  entsprechende  Punkte  der  Punktreihen  ^|...,  A* 
vereint.  In  diesem  Falle  entspricht  jedem  Lichtpunkte  auf  dem  Hacrc 
strahl  a  ein  homocentrischer  Bildpunkt  auf  dem  Hauptstrahl  a'. 

Wenn  dieser  theoretisch  mögliche  Fall  physikalisch  verwirklieht  wcfda 
kann,  so  giebt  es  ausser  dem  mit  der  Linsenachse  coincidirenden  Haupt^c^^ 
noch  unendlich  viele  andere  Hauptstrahlen,  auf  denen  jedem  Lich^ysr 
ein  homocentrischer  Bildpunkt  bei  der  Brechung  durch  eine  Linse  «e* 
spricht. 


Von  Dr.  L.  Burmestbr.  331 

In  Figur  9    (Tafel  XIV)   ist    eine    biconvexe    Linse    KE!  mit   einem 

einfallenden  Hanptstrahl  a   and   den    entsprechenden   gebrochenen  Hanpt- 

strahlen  er,  a'  in   einer  Meridianebene  gezeichnet    Hierbei,  sowie  in  allen 

folgenden   Zeichnungen  wird  unbeschadet   der  Allgemeinheit  angenommen, 

dass    an    beiden    Linsenseiten    sich   dasselbe   Medium   befindet,    und   der 

3 
Brechungsindex  ft  ==  ft'=  ^  gesetzt.     Es  sind  M^  M'  die  Mittelpunkte  der 

Eugelflächen  K,  K\  und  femer  sind  die  zugehörigen  Punkte  Q^  Q'  m 
der  angegebenen  Weise,  wie  die  Zeichnung  zeigt,  bestimmt.  Um  nun  auf 
dem  einfallenden  Hauptstrahl  a  die  beiden  Lichtpunkte  Ap^  Aq  zu  con- 
struiren,  denen  homocentrische  Bildpunkte  A'p^  A\  auf  dem  austretenden 
Hauptstrahl  a  entsprechen,  bestimmen  wir  auf  a  die  Gtogen punkte  Atu  ^u% 
und  zwei  entsprechende  Punkte  Ayi^  Ay$.  Wir  ziehen  durch  O  und  M  zu 
a  die  Parallelen  |  die  den  Hauptstrahl  a  in  den  Punkten  AviAvs  treffen ,  dann 
die  Oerade  A«i&',  durch  ihren  Schnittpunkt  A'u  auf  a  die  Oerade  M'A'u 
bis  Aais  ^^^  <3io  Oerade  üf  Avs,  welche  auf  a  den  Oegenpunkt  Au%  bestimmt. 
Femer  ziehen  wir  die  Gerade  A^nM*,  von  ihrem  Schnittpunkt  A't,  auf  a 
die  Oerade  A'vO'  bis  Avi  und  die  Oerade  AeiG^,  welche  auf  a  den  Oegen- 
punkt Ati  liefert.  Durch  die  Oeraden  6'&,  Q'M  erhalten  wir  auf  a  zwei 
entsprechende  Punkte  A^i,  Ay%.  Die  Doppelpunkte  Ap,  Aq  sind  ver- 
mittelst des  Kreises  {,  wie  vorhin  in  Figur  7  angegeben  wurde,  construirt. 
Ist  einer  der  Oegenpunkte  Avi^  Au%^  oder  sind  beide  unzugänglich,  dann 
muss  man  die  in  Figur  5  angegebene  Construction  der  Doppelpunkte 
anwenden. 

Durch  die  Oerade  MAp^  welche  a  in  Ap  trifft,  und  durch  die  Oerade 
M'Ap  ergiebt  sich  der  zum  Lichtpunkt  Ap  gehörende  homocentrische  Bild- 
pankt  A'p  auf  dem  austretenden  Hauptstrahl  a\  Ebenso  erhalten  wir  durch 
die  Oerade  MA^^  welche  er  in  A^  schneidet,  und  die  Oerade  Jf'A^  be- 
stimmty  zu  dem  Lichtpunkt  Aq  den  entsprechenden  homocentrischen  Bild- 
punkt A'g. 

Die  von  dem  Lichtpunkt  Ap  ausgehenden  Strahlen  eines  unendlich 
dfinnen  Strahlenbündels  vereinigen  sich  nach  der  Brechung  durch  die  Linse 
in  dem  Bildpunkt  A'p ,  und  die  nach  dem  Lichtpunkte  Aq  gerichteten  Strahlen 
eines  unendlich  dünnen  Strahlenbündels  vereinigen  sich  nach  der  Brechung 
in  dem  Bildpunkt  A'q, 

Wenn  bei  der  biconvexen  Linse  die  Mittelpunkte  zusammenfallen,  die 
Kngelflttchen  K^  K'  also  concentrisch  sind,  oder  die  Linse  in  eine  YoUkugel 
übergeht,  so  tritt  doch  keine  wesentliche  Vereinfachung  der  Construction 
der  Lichtpunkte  Ap^  Aq  ein.  Werden  in  diesen  besonderen  F&Uen  auf  allen 
in  einer  Meridianebene  liegenden  Hauptstrahlen,  die  in  einem  Punkt  6  ein- 
fallen, die  Lichtpunkte  Ap^  Aq  bestimmt,  dann  bilden  diese  Lichtpunkte 
eine  Curvci  die  wir  Homocentroide  nennen.  Die  Homocentroide  ist  in 
diesen   speciellen  Fällen  für  alle  Eintrittspunkte  6  dieselbe.    Ist  die  Homo- 
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centroide  z.  B.  für  einen  Punkt  6  einer  Vollkugel  constrnirt,  so  kann  man 
yermittelst  derselben  zu  einem  beliebig  angenommenen  Lichtpunkt  die  zu- 
gehörigen einfallenden  Hanptstrahlen  und  austretenden  Hauptsirahlen  1»- 
stimmen,  und  auf  diesen  letzteren  die  homocentrischen  Bildpunkte  oob- 
struiren,  welche  dem  angenommenen  Lichtpunkt  entsprechen.  Dadord 
gelangen  wir  zur  Bestimmung  der  homocentrischen  Verwandtschaft  zwischea 
den  Lichtpunkten  und  entsprechenden  homocentrischen  Bildpunkten  bei  der 
Brechung  durch  eine  VoUkugeL 

In  dem  geometrischen  Grenzfall,  der  eintritt,  wenn  in  Fi^r  10  der 
einfallende  Hauptstrahl  a  den  Linsenrand  der  biconvexen  Linsen  in  eines 
Punkt  6  trifft,  haben  die  beiden  projectiYen  Punktreihen  ^|...  und  ^... 
in  6  einen  Doppelpunkt  Äq.  Der  andere  Doppelpunkt  Äp  ergiebt  Ekb 
dann,  nachdem  die  Oegenpunkte  Ä^i.  Äu%  in  der  angegebenen  Weise  be- 
stimmt sind,  indem  wir  auf  dem  Hauptstrahl  a  die  Strecke 

machen.  Zu  dem  Lichtpunkt  Äp  erhalten  wir  durch  die  Gerade  MÄp, 
die  den  Hauptstrahl  a  in  Ap  schneidet,  und  die  Gerade  M'Ap  den  eot- 
sprechenden  homocentrischen  Bildpunkt  Ä'p  auf  dem  Hauptstrahl  a.  Ac: 
allen  einfallenden  Hauptstrahlen ,  die  nach  einem  Bandpunkt  6  gehen,  L^ 
dieser  Bandpunkt  ein  Lichtpunkt,  mit  dem  der  entsprechende  homocentrisebe 
Bildpunkt  coincidirt. 

In  Figur  11  sind  bei  einer  biconcaven  Linse  KK'  die  beiden  Licht- 
punkte Äpj  Äq  auf  einem  einfallenden  Hauptstrahl  a  und  die  zagehSriges 
homocentrischen  Bildpunkte  Äp ,  A'q  auf  dem  austretenden  Hanptstrahl  6 , 
ebenso  wie  bei  der  biconvexen  Linse  in  Figur  9 ,  mit  gleicher  Beseichnim^ 
bestimmt. 

Nehmen  wir  in  Figur  12  eine  biconcave  Linse  KK\  bei  welcher  ssk 
die  beiden  KugelfiSchen  jBT,  K'  im  Punkt  6  berühren,  dann  entspricht 
nach  der  ausgeführten  Construction  jedem  nach  dem  Berührongspunkt  6 
gehenden ,  einfallenden  Hauptstrahl  a ,  der  mit  der  Linsenachse  einen  Winkel 
bildet,  geometrisch  ein  austretender  Hauptstrahl  a»  der  mit  o  znsammes- 
liegt.  In  diesem  Falle  coincidiren  die  beiden  Doppelpunkte  Ap^  A^  äc 
projectiven  Punktreihen  ^ . . .  und  A^.,.  im  Punkt  6.  Diesem  Pnnkt  lii 
Lichtpunkt  entspricht  ein  mit  6  identischer  homocentrischer  Bildpnnkt. 
Demnach  giebt  es  auf  einem  solchen  einfeillenden  Hauptstrahl  aaaser  de?: 
Punkt  6  keinen  Lichtpunkt,  dem  ein  homocentrischer  Bildpunkt  entspti^ 

Zu  einem  auf  dem  Hauptstrahl  a  angenommenen  Lichtpunkt  A  er- 
halten wir  durch  die  Gerade  QA^  die  den  Hauptstrahl  a  in  A|  trifit,  vs: 
durch  die  Gerade  Ai^'t  die  den  Hauptstrahl  a\  in  A\  schneidet  den  esi 
sprechenden  ersten  Bildpunkt  A\.  Ebenso  ergiebt  sich  durch  die  Gerade  Jfi- 
welche  auf  dem  Hauptstrahl  a  den  Punkt  A^  liefert ,  luid  durch  die  (k- 
rade  A^M'  auf  dem  Hauptstrahl  a   der  entsprechende  zweite  Bildpankt  JV 
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Einer  Reihe  von  Lichtpunkten  A  anf  dem  Hauptstrahl  a  entspricht  eine 
projective  Beihe  von  ersten  Bildpunkten  Ä\. , .  und  eine  projectiye  Reihe 
von  zweiten  Bildpunkten  ^'2  ••  •  ^^^  ^^^  austretenden  Hauptstrahl  a;  und 
die  Doppelpunkte  dieser  drei  projectiven  Punktreihen  sind  im  Punkte  6 
vereint. 

Bei  der  biconvexen  Linse  in  Figur  13  ist  der  einfallende  Hauptstrahl  a 
nach  dem  Mittelpunkt  M  der  Eugelfiäche  K  gerichtet,  also  senkrecht  zu 
derselben.  Der  Hauptstrahl  a  in  der  Linse  liegt  dann  mit  a  zusammen. 
Um  zu  dem  in  Z'  befindlichen  Punkt  Ap  auf  a  nach  der  Construction  in 
Figur  3  den  entsprechenden  Punkt  Äp  auf  a  zu  bestimmen,  errichten  wir 
im  Mittelpunkt  M  und  im  Eintrittspunkt  6  die  Senkrechten  JtfP,  6  a  auf 
a,  nehmen  auf  der  Senkrechten  MP  die  Punkte  P,  TT,  so  dass 

MP  :  MT]  =  n  :  1  =  3  :  2 

ist;  ziehen  die  Gerade  ApTT,  welche  die  Senkrechte  6a  in  3(p  schneidet, 
dann  ergiebt  sich  durch  die  Gerade  PHp  der  entsprechende  Punkt  Äp,  Dem 
Lichtpunkt  Ap  auf  dem  Hauptstrahl  a  entspricht  nach  der  Brechung  an 
der  Eugelfiäche  K  der  mit  Z'  coincidirende  homocentrische  Bildpunkt  Ap 
auf  dem  Hauptstrahl  a.  Betrachten  wir  nun  Ap  als  Lichtpunkt,  so  ent- 
spricht diesem  nach  der  Brechung  an  der  Eugelfiäche  K'  der  mit  Z^  coin- 
cidirende homocentrische  Bildpunkt  A'p  auf  dem  Hauptstrahl  a.  Demnach 
gehört  zu  dem  Lichtpunkte  Ap  auf  dem  senkrecht  zur  Eugelfiäche  K  ein- 
fallenden Hauptstrahl  a  der  homocentrische  Bildpunkt  A'p  auf  dem  aus- 
tretenden Hauptstrahl  a\ 

Bestimmen  wir  so  auf  jedem  nach  dem  Mittelpunkt  M  gerichteten 
Hauptstrahl  den  Lichtpunkt,  welchen  ein  homocentrischer  Bildpunkt  ent- 
spricht, dann  bilden  die  Lichtpunkte  in  einer  Meridianebene  eine  Curve  j 
and  die  zugehörigen  homocentrischen  Bildpunkte  liegen  auf  dem  Ereis  /. 
Die  nach  M  gerichteten  einfallenden  Hauptstrahlen,  welche  den  Ereis  ^ 
berühren,  begrenzen  die  Curve  i  und  die  entsprechenden  austretenden 
Hauptstrahlen  begrenzen  als  geometrische  Grenzlagen  auf  dem  Ereis  0  das 
Bogenstück,  welches  die  homocentrischen  Bildpunkte  erfüllen.  Fttr  die 
Curve  ;',  deren  geometrische  Fortsetzung  nicht  gezeichnet  ist,  erhält  man 
eine  Gleichung  vom  vierten  Grade,  wie  sich  durch  einfache  Rechnung 
ergiebt.  Allen  Lichtpunkten  auf  der  Rotationsfiäche,  welche  durch  Drehung 
der  begrenzten  Curve  j'  um  die  Linsenachse  entsteht,  entsprechen  homo- 
centrische Bildpunkte  auf  einer  Eugelhaube. 

Durch  die  Gerade  TT 6',  welche  6a  in  ^^  schneidet,  und  durch  die 
Gerade  P^q  ergiebt  sich  zu  dem  Punkt  6'  auf  dem  Hauptstrahl  a  der  ent- 
sprechende Punkt  Aq  auf  dem  Hauptstrahl  a.  Demnach  entspricht  dem 
Lichtpunkt  Aq  auf  dem  einfallenden  Hauptstrahl  a  der  mit  6'  coincidirende 
homocentrische  Bildpunkt  auf  dem  austretenden  Hauptstrahl  a  und  es  er- 
giebt sich  eine  punktirt  gezeichnete  Curve  {'  vom  vierten  Gn^de,  auf  welcher 
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alle  Lichtpunkte  liegen ,  denen  homocentrische  Bildpnnkte  auf  dem  Kreis  t 
entsprechen.  Durch  Drehung  dieser  Cunre  f  um  die  Linsenachse  entsteht 
eine  Rotationsfläche,  die  alle  Lichtpunkte  enthält,  deren  homocenirisciie 
Bildpunkte  sich  auf  einer  Eugelhauhe  der  Eugelflfiche  K'  befinden. 

Bei  dem  speciellen  Fall  einer  planconvezen  Linse  KK'  in  Figur  14 
sind  alle  einfallende  Hauptstrahlen  senkrecht  zu  der  Ebene  K  gerichtet  und 
zu  dem  mit  Z  coincidirenden  Punkt  A^  des  Hauptstrahles  a  ergiebt  sieh 
der  entsprechende  Punkt  Ap  auf  dem  einfallenden  Hanptstrahl  a,  indem  wir 
den  Punkt  Äp  so  bestimmen,  dass  6  Ap  :  QAp  =  ft :  1  =  3  :  2  ist.  Die 
Cunre  i  ist  dann  affln  zu  dem  Kreis  t^  in  Bezug  auf  die  Gerade  K  ak 
Affinitfttsachse  und  demnach  ist  das  physikalisch  zur  Gtoltimg  kommende 
Curvenstück  cj'b  eine  halbe  Ellipse,  deren  grosse  Achse  cb  parallel  zu  K 
und  gleich  dem  Durchmesser  des  Kreises  {^  ist.  Allen  Lichtpunkten  in  einer 
Meridianebene  auf  der  halben  Ellipse  cj'  b  entsprechen  homocentrische  BiM- 
punkte  auf  dem  Halbkreis  /. 

Femer  ergiebt  sich,  wenn  wir  den  Punkt  Äq  so  bestimmen,  dase 
66':6^f»n:l  =  3 : 2,  ein  Stück  f  einer  Ellipse,  welche  su  den 
Ejreis  K'  affin  ist  in  Bezug  auf  K  als  Affinitfttsachse  und  allen  Licht- 
punkten in  einer  Meridianebene  auf  dem  Ellipsenstttok  f  entsprechen  homo> 
centrische  Bildpunkte  auf  dem  Kreis  K',  Durch  Drehung  der  halb« 
Ellipse  }'  und  des  Eilipsenstückes  {'  um  die  Linsenachse  wird  rasp.  et 
halbes  Rotationsellipsoid  und  eine  Haube  eines  anderen  Botationsellipfloides 
erzeugt. 

Bei  einer  biconcayen  Linse  KK'  in  Figur  15  gehen  die  einftdlendec 
Hauptstrahlen  von  dem  Mittelpunkt  M  der  Kugelflftche  K  aus.  Die  Corren  | 
und  f  sind  in  gleicher  Weise,  wie  in  Figur  13  bei  der  biconYexen  Linse, 
construirt  und  sind  vom  vierten  Grade.  Den  Lichtpunkten  in  einer  Meridiai- 
ebene  auf  der  begrenzten  Curve  }'  entsprechen  homocentrische  Bildpnnkte 
auf  dem  Ejreisbogen  g  und  den  Lichtpunkten  auf  der  begrenzten  Gurre  f 
entsprechen  homocentrische  Bildpunkte  auf  dem  Kreis  K\  Für  eine  pbn- 
concaye  Linse  ergeben  sich  die  analogen  Beziehungen,  wie  bei  der  plia- 
convexen  Linse  in  Figur  14. 

Wenn  der  einfallende  Hauptstrahl  mit  der  Linsenachse  einen  kleine 
Winkel  bildet,  werden  die  Lagenbeziehungen  fElr  die  Construction  der  Licfci- 
punkte  Ap^  Aq  und  der  entsprechenden  homocentrischen  Bildpnnkte  ^V 
A\  ungflnstig;  weil  dann  ungenaue  Schnittpunkte  auftreten.  Zwar  kau 
man  durch  projective  Hilfsconstructionen  die  erforderlichen  Schnittpankte 
meist  genauer  erhalten;  aber  die  Construction  wird  dadurch  umstfndlid. 
Wir  wollen  deshalb  noch  die  Formel  ableiten,  durch  welche  man  die 
Lichtpunkte,  denen  homocentrische  Bildpunkte  entsprechen,  reclinense^ 
bestimmen  kann;  aber  die  erforderliche  Rechnung  ist  sehr  omatindlick 
Sind  in  Figur  16  die  schiefen  Coordinaten  des  Punktes  G  mit  /*t>  7«  ^ 
des  Punktes  M  mit  /*,,  y^,   ferner  die  Strecken  S-lj,  0Ai,  SJ^,   ÖA, 
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resp.  mit  x^^  x^j  «^ ;  Xa  bezeichnet  nnd  beziehangsweise  positiv  in  den  Bicht- 
angen  6a,  6a,  dann  ist  nach  Gleichung  3)  und  6): 

^1  Xl  «2         Zs 

Sind  analog  die  schiefen  Coordinaten  des  Punktes  G'  mit  f'i ,  <p',  und 
des  Punktes  Jlf' mit  /^g,  gp',,  ferner  die  Strecken  Q'Ä\,  6'A|,  Ö'^',,  6'Aj 
resp.  mit  x\^  x\,  x\^  %\  bezeichnet  und  beziehungsweise  positiv  in  den  Richt- 
ungen 6V,  6'a,  dann  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

Lyju^^l        6  +  ^  =  1 

^1  Xl  «2         Xji 

Setzen  wir  die  Strecke  66'=  d,  dann  ist  %t+x\  =  i  und  Zj  +  x'2^  ^. 
Hiemach  ergiebt  sich: 

13)  _fL^  +  _^=j, 

1--^      1-V 


a^i  a; 


15) 


14)  ^  +  -I±-=.s. 

Nehmen  wir  die  Punkte  A\,  A\  in  einem  Punkt  Ä  vereint,  also 
x\  =  x\  =  x,  und  eliminiren  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen  x',  dann 
ergiebt  sich  fQr  die  beiden  projectiven  Pnnktreihen  J.^ . . .  nnd  ü, . . .  auf 
dem  Hauptstrahl  ö  die  folgende  Gleichung: 

"i'hlfii'Pi  —  i){9>i  +  Vi -6)-  f»{<P»  -  i)(<Pi  +  <P\  —  *)] 

-  *i WiftiVi  +  ¥t-  «)  +  rM9t-  «)  Wt  -  «)1 , 
+  «»[«^.r,  (g»,  +  9»',-  «)  +  fxftWi-  *)(<?,-  *)], 

-  ifif'ifiW\-f)  +  ififtfiWi  -  «)  =  0. 
Setzen  wir  znr  Abkürzung: 

-P  =  ^iCvi  -  i) (Vi+  V't  -S)-  ftisPt  -  «)(9,  +  «P'i  -  i) 
e.  =  «/i/^.  (9».  +  V'.  -  «)  +  f, U (9i  -  S)  i<P\  -  i) 
«»=«/".  r,  (V.  +  <P\  -i)  +  ft  f,  (9»,'-  i)  (<P«  -  «) 

iann  erhalten  wir: 

15a)  x^x^P-XiQi+x^Q^=^B. 

Um  die  Doppelpunkte  der  beiden  projectiven  Punktreihen  Ä^., .  und 
4^2'  "  •  rechnerisch  zu  bestimmen ,  setzen  wir  Xi=iX^  =  Xf  dann  ergiebt  sich 
kus   der  quadratischen  Gleichung: 

16)  a^P''X{Q,-'Q,)^B 

17)  a?  = ^ 
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Sind  in  Figur  17  die  Radien  r,  r  der  Engelflfiche  K^  K^  und  die 
Linsendicke  JX=  d  gegeben,  ist  der  Abstand  6J7s=A  des  Eintritte- 
Punktes  6  von  der  Linsenachse  und  der  Einfallswinkel  e  des  Hauptstrahlfö  a 
angenommen,  dann  wird  der  Brechungswinkel  s  in  der  Linse  an  der  Kugel- 
flftche  K  nach  n,8mB^=  sme  berechnet;  femer  wird  der  Brechungswinkel  i 
in  der  Linse  an  der  Eugelfläche  K'  und  der  Austrittswinkel  e  des  Hanpft- 
strahles  a  nach  svnt=^  nsmi  berechnet. 

Nach  den  Formeln  9)  und  10)  ist: 

rsinsco^e  rsineco^t  rsins  rgme 


^  _  rsins'oos'e         ,  ^  rsineeos^s'      ^  _     /ging"  ,  ^    r^ne 

^'^   «n(c'-a')  '    '^i-  ^(e-O'     ^«""^(6-/)'    ^«""sinCe'-/)' 

Durch  diese  Werthe  erhalten  wir  nach  Einsetzung  aus  17)  die  beidn 
Werthe  für  x  und  damit  auf  dem  einfallenden  Hauptstrahl  a  die  beida 
Lichtpunkte,  denen  homocentrische  Bildpunkte  auf  dem  austretenden  Haapt- 
strahl  d  entsprechen.  Die  Bildpunkte  ergeben  sich  dann  durch  Etochnimg 
aus  13)  oder  14). 

Je  nachdem    •  4PB +  («,-«,)» 1 0 

ist,  sind  die  Lichtpunkte  reell,  imaginSr  oder  fallen  zusammen. 


XVIIL 

Oonstraction  der  Focalcurve  aus  sechs  gegebenen 

Punkten. 

Von 

Dr.  R.  Müller, 

Professor  an  der  Technischen  Hochschule  in  Braunsohweig. 


Hierau  Tafel  XV  Pig.  1—7. 


Die  Focalcurve  ist  bekanntlich  eine  circulare  Curve  dritter  Ordnung 
von  der  besonderen  Beschaffenheit,  dass  ihr  Focalcentrnm  —  das  heisst 
der  reelle  Schnittpunkt  ihrer  imaginären  Asymptoten  —  auf  der  Curve 
selbst  liegt.  Sie  wird  am  einfachsten  construirt  als  Erzeugniss  eines  Kreis- 
büschels und  eines  ihm  projectiven  Strahlenbtlschels ,  dessen  Strahlen  durch 
die  Mittelpunkte  der  entsprechenden  Kreise  gehen.*  Der  Mittelpunkt  dieses 
Strahlenbüschels  ist  ihr  Focalcentrum;  die  Mittelpunkte  der  Kreise  liegen 
auf  einer  Geraden,  die  zur  reellen  Asymptote  parallel  ist  und  den  Abstand 
2wi8chen  dieser  und  dem  Focalcentrum  halbirt.  Wir  bezeichnen  dieselbe 
als  die  Mittellinie,  die  —  reellen  oder  imaginären  — Orundpunkte  des 
Kreisbüschels  als  die  Orundpunkte  der  Curve. 

Die  Focalcurve  kann  femer  definirt  werden  als  der  geometi'ische  Ort 
der  Brennpunkte  einer  Kegelschnittschaar;  sie  ist  demnach  auch  der  Ort 
eines  Punktes,  welcher  die  drei  Gegeneckenpaare  eines  vollständigen  Vier- 
seits  durch  eine  symmetrische  Involution  projicirt.  In  der  Kinematik  der 
starren  ebenen  Systeme  begegnen  wir  ihr  als  Kreispunktcurve,  das 
heisst  als  dem  Orte  derjenigen  Systempunkte,  die  in  vier  auf  einander 
folgenden  Systemlagen  sich  auf  einem  Kreise  befinden.**  In  dieser  Be- 
deutung spielt  sie  z.  B.  in  der  Lehre  von  der  angenäherten  Geradführung 
eine  wichtige  Bolle. 


*  Vergl.  Schröter,    über  eine  besondere  Curve  dritter  Ordnung  und  eine 
einfache  Erzeagungsart   der  allgemeinen   Curve  dritter  Ordnung  (Mathematische 
Annalen  Bd.  6  S.  50).    Dur^ge,  über  die  Curve  dritter  Ordnung,  welche  den  geo- 
metrischen Ort  der  Brennpunkte  einer  Eegelschnittschaar  bildet  (daselbst  S.  83). 
**  Burmester:  Kinematik  I  S.  616. 
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unter  den  ebenen  Cnrven  dritter  Ordnung  nimmt  die  Focalcunre  eio« 
ähnlich  ausgezeichnete  Stellung  ein ,  wie  der  Kreis  unter  den  Eegelscbnittei. 
Es  dürfte  deshalb  von  Nutzen  sein,  diese  specielle  Gurve  eingehender  so 
untersuchen.  Im  Folgenden  beschränken  wir  uns  immer  auf  die  Beirachtimg 
des  allgemeinen  Falls,  dass  die  Curve  keinen  Doppelpunkt  hat.  Wir  be- 
ginnen mit  der  Construction  der  Focalcurve  aus  sechs  beliebig  gewühltes 
Punkten;  dazu  bedarf  es  aber  zunächst  der  Ableitung  einiger  HilfssStze 
über  circulare  Curyen  dritter  Ordnung  im  Allgemeinen. 

§  1.  Construction  des  Fooaloentrums  einer  durch  sieben  Punkte 
gegebenen  oircularen  Gurve  dritter  Ordnung. 

Durch  sieben  beliebig  gegebene  Punkte  1,  2,  ...7  ist  eine  circulare 
Curve  dritter  Ordnung  c  eindeutig  bestimmt.  Beschreibt  man  durch  irgend 
zwei  dieser  Punkte,  z.  B.  durch  1  und  2,  ein  Ereisbüschel ,  so  schneidet 
jeder  solche  Kreis  die  Curve  —  von  den  imaginären  Kreispunkten  J,  J 
abgesehen  —  noch  in  zwei  weiteren  Punkten,  und  die  Verbindnngsliiiie 
derselben  geht  bekanntlich  durch  einen  festen  Punkt  P  der  o,  .den  Geges- 
punkt  der  vier  Punkte  1,  2,  i,  /.  Dann  ist  die  c  das  Erzengniss  des 
Kreisbüschels  1  2(3  4...)  und  des  ihm  projectiven  Strahlenbttschels  P(34...\ 
mithin  ist  das  Doppel verhältniss  der  vier  von  P  nach  3,  4,  5,  6  gehendes 
Strahlen  gleich  dem  Doppelverhältniss  der  vier  entsprechenden  Kreise  des 
Büschels  12,  und  der  Punkt  P  liegt  demnach  auf  dem  Kegelschnitte,  der 
durch  3,  4,  5,  6  geht  und  das  Doppelverhältniss  1  2(3  45  6)  fasst.  Ebessc 
befindet  sich  P  auf  dem  Kegelschnitte,  der  über  den  Punkten  4,  5,  6,  T 
das  Doppelverhältniss  12(4567)  fasst;  folglich  kann  P  als  der  vierte 
Schnittpunkt  beider  Kegelschnitte  in  bekannter  Weise  linear  constroin 
werden. 

Ein  Kreis  des  Büschels  zerfällt  in  die  unendlich  ferne  Gerade  d^ 
Ebene  und  in  die  Gerade  1  2.  Der  entsprechende  Strahl  des  BOschels  P 
schneidet  die  Curve  c  in  ihrem  reellen  unendlich  fernen  Punkte  U  and  ii 
einem  auf  1 2  liegenden  Punkte  Q,  Um  die  zum  Punkte  U  gehörende 
Asymptote  u  zu  erhalten,  betrachte  man  P  und  Q  als  Grundpankte  eines 
neuen  Kreisbüschels  und  construire  zu  P,  Q^  I^  J  den  Gegenpunkt  S  '^ 
derselben  Weise,  wie  vorher  den  Punkt  P  als  Gegenpunkt  von  12JJ. 
Nun  schneidet  der  in  die  Geraden  PQ  und  IJ  zerfallende  Kreis  d:e 
Curve  c  noch  in  zwei  Punkten,  die  beide  mit  U  zusammenfEdlen.  Die 
Verbindungslinie  derselben  ist  die  Asymptote  u,  und  diese  geht  also  dard 
den  Punkt  S,  Wählt  man  demnach  zur  Erzeugung  der  Curve  r 
ein  Kreisbüschel,  dessen  Grundpunkte  auf  einer  Parallele! 
zur  reellen  Asymptote  liegen,  so  ist  der  Mittelpunkt  des  zu- 
gehörigen Strahlenbüschels  der  Asymptotenschnittpunkt  S** 


*  In  anderer  Weise  abgeleitet  von  Dur5ge,  diese  Zeitschrift  Bd.  14  8.  36^ 
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Ist  die  Parallele  za  u,  welche  die  Ornndponkte  des  erzeugenden  Ereis- 
bUscheld  verbindet,  unendlich  benachbart  zur  unendlich  fernen  Geraden,  so 
sind  die  Orundpunkte  selbst  unendlich  benachbart  zu  den  imaginären  Kreis- 
punkten J,  J,  und  das  Ereisbüschel  verwandelt  sich  in  ein  Bttscbel  con- 
centrischer  Kreise  um  das  Fooalcentrum  F  der  Curve  c.  Dann  folgt  aus 
dem  vorhergehenden  Satze:  Jeder  Kreis  um  das  Focalcentrum  F 
schneidet  die  Curve  c  in  zwei  Punkten,  deren  Verbindungs- 
linie durch  den  Asymptotenschnittpunkt  8  geht.  Oder:  Die 
Mittelsenkrechten  aller  Sehnen,  welche  die  Curve  c  auf  den 
durch  den  Asymptotenschnittpunkt  8  gehenden  Strahlen  ab- 
schneidet, gehen  durch  das  Focalcentrum  F,* 

Sind  demnach  die  Punkte  P,  Q,  8  ermittelt,  so  fälle  man  auf  irgend 
zwei  Strahlen  des  Büschels  8,  z.  B.  auf  /S3,  84,  Lothe  aus  den  Mittel- 
punkten der  entsprechenden  Kreise  PQ3,  PQ4;  dieselben  schneiden  sich 
im  Focalcentrum  F. 

Die  Curve  c  construirt  man  am  einfachsten  als  Erzeugniss  des  Kreis- 
büschels PQ  und  des  ihm  projectiven  Strahlenbüschels  8^  wobei  die  Strahlen 
von  8  senkrecht  sind  auf  den  Geraden,  die  den  Punkt  F  mit  den  Mittel- 
punkten der  entsprechenden  Kreise  verbinden. 

§  2.   Sätze  über  Büschel  von  circularen  Curven 
dritter  Ordnung. 

Acht  Punkte  2/ 12. ..6  bestimmen  ein  Büschel  von  Curven  dritter 
Ordnung;  durch  Angabe  der  Tangente  in  einem  der  Grundpunkte,  z.  B.  in 
Jy  wird  eine  bestimmte  Curve  c  des  Büschels  eindeutig  definirt.  Ordnet 
man  demnach  in  den  Strahlenbüscheln  um  I  und  /  immer  zwei  solche 
Strahlen  i  und  j  einander  als  entsprechend  zu ,  die  in  diesen  Punkten  die- 
selbe Curve  c  berühren ,  so  sind  die  Strahlenbüschel  projectiv  auf  einander 
bezogen,  und  der  Schnittpunkt  F  von  i  und  j  beschreibt  einen  durch  die 
Punkte  I  und  J  gehenden  Kegelschnitt  f  (Fig.  1).  Fallen  nun  die  Punkte 
I  und  J  mit  den  imaginären  Kreispunkten  zusammen,  so  wird  c  eine 
circulare  Curve  dritter  Ordnung,  F  ihr  Focalcentrum,  und  dann  ergiebt 
sich  der  Satz:  Die  Focalcentra  eines  Büschels  von  circularen 
Curven  dritter  Ordnung  erfüllen   einen  Kreis  f. 

In  Figur  1  geht  durch  jeden  Punkt  U  der  Geraden  IJ  eine  bestimmte 
Curve  c  des  Büschels.  Hierdurch  wird  die  in  der  Geraden  IJ  liegende 
Punktreihe  UU'U".,.  projectiv  bezogen  auf  das  Büschel  i%i\.,  der  zu- 
gehörigen Tangenten  in  I  und  folglich  auch  auf  die  Punktreihe  FF'F'\ . ., 
deren  Träger  der  Kegelschnitt  f  ist.  Lässt  man  den  Punkt  U  mit  I 
zusammenfallen,    so    berührt  die  zugehörige  Curve  c  die  Gerade  IJ  in  J, 

*  Auf  andere  Weise  erhalten  von  Eckard t,  diese  Zeitschrift  Bd.  10  S.  321. 
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also  wird  •  identisch  mit  IJ  und  F  identisch  mit  J.  Wird  andererseitg 
der  Punkt  J  der  Reihe  UU'U"...  zugewiesen,  so  entspricht  ihm  in 
FF'F". . .  der  Punkt  J.  Bezeichnet  man  demnach  mit  U^  den  Tiertea 
harmonischen  Punkt  zu  J,  «7*,  U^  mit  F^  den  entsprechenden  Paukt  auf  f^ 
so  sind  auch  J,  i,  J^,  Fi  vier  harmonische  Punkte,  folglich  geht  die  Ge- 
rade FF^  durch  den  Pol  der  Geraden  IJ  in  Bezug  auf  /*.  —  Seien  jetst 
wieder  J,  /  die  imaginftren  Kreispunkte  der  Ebene.  Dann  lieg^i  die 
Punkte  F,  F^  auf  einem  Durchmesser  des  Kreises  ^  und  die  Punkte  27,  T. 
gehören  zu  zwei  circularen  Gurven  c,  C|,  deren  Asymptoten  anf  einander 
senkrecht  stehen.  Das  heisst:  In  dem  Büschel  von  circularen  CurTen 
dritter  Ordnung  haben  je  zwei  Curven^  deren  Asymptoten  eines 
rechten  Winkel  einschliessen,  zu  Focalcentren  immer  zwei 
Oegenpunkte  des  Kreises  f. 

Verbindet  man  endlich  in  Figur  1  einen  beliebigen  Punkt  Fq  des  Kegel- 
schnitts f  mit  entsprechenden  Punkten  der  Punktreihen  UTTU". .  .  und 
FF'F'\..y  so  erhSlt  man  zwei  projective  Strahlenbflschel ,  in  denen  di« 
Strahlen  FqI,  FqJ  einander  doppelt  entsprechen;  die  beiden  Bfischel  bildei 
demnach  eine  Involution,  von  welcher  F^I^  FqJ  ein  Paar  entsprechende 
Strahlen  sind.  In  dem  besonderen  Falle,  wo  Jund  J  die  imaginfiren  Kreis- 
punkte darstellen ;  ist  diese  Involution  symmetrisch,  weil  ihre  Doppelstrahlec 
durch  I  und  J  harmonisch  getrennt  werden.  Hieraus  folgt:  Die  Geradec, 
welche  die  reellen  unendlich  fernen  Punkte,  sowie  die  eot- 
sprechenden  Focalcentra  des  Büschels  von  circularen  CnrTen 
dritter  Ordnung  mit  einem  beliebigen  Punkte  J^^  des  Kreises  f 
verbinden,  sind  die  Paare  einer  symmetrischen  Involution. 


§  3.    Die  Focalonrve  als  Sonder&ll  der  ciroalaren  Cnrve 
dritter  Ordnung.    Ein  charakteristischer  Kreis. 

Schreibt  man  die  Gleichung  einer  circularen  Gurve  dritter  Ordnnng  c 
für  rechtwinklige  Coordinaten  in  der  Form: 

so  erh&lt  man  die  Coordinaten  §,  ti  des  Focalcentrums  F^  indem  man  aus- 
drückt, dass  jede  der  Geraden,  die  F  mit  den  imaginSren  KreispunkteE 
verbinden,  nur  einen  endlichen  Punkt  mit  der  c  gemein  hat;  dann  eirgiek 
sich  nach  ein^her  Rechnung: 

9^  t--^(L-lfl+^^         _      b(e-c)  +  ttb 

^^  ^^         2(a«+b^    '    "^^        2(a*+b«) 

Die  Curve  e  ist  eine  Focalcurve,  wenn  sie  durch  den  Punkt  F  hii- 
durchgeht,  wenn  also  die  Coordinaten  £,  ti  der  Gleichung  1)  identisci! 
genügen.     Nun  ist  nach  2): 
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a*c+  abb  +  b*e 


mitbin: 


a»+b« 


■(?+iJ»). 


(a|  +  bij)(|*+  ij*)  +  i^+Hv  +  eV  =  -^-J-^(l«  +  1)»). 


Die  Oleichnng  1)  stellt  also  eine  Focalcnrre  dar,  sobald  der  Aasdmck 

verschwindet;  oder,  anders  ansgedrücki,  die  circulare  Curve  dritter 
Ordnung  c  ist  eine  Focalcnrvey  wenn  der  Kreis  k 

3)  ^^  (a^  +  y*)  +  f  OJ  +  8  y  +  ^  =  0 

durch  ihr  Focalcentrnm  geht 

Die  Curve  c  und  der  Kreis  k  stehen  in  einer  einfachen  geometrischen 
Beziehung.  Bezeichnet  man  nämlich  zur  Abkürzung  die  linken  Seiten  der 
Gleichungen  1)  und  3)  bez.  mit  S  und  j{  und  setzt 

so  ist  a'=a,  b'=b,  t'= -^-i  b'"b,  ^'==-o~'  f=fl'=V=0,  c'+c'=0, 

c' —  c'=  c  —  c.  Dann  wird  durch  die  Gleichung  5)  =  0  eine  circulare  Curve 
dritter  Ordnung  d  dargestellt,  die  im  Coordinaten- Anfangspunkte  einen 
Doppelpunkt  hat,  deren  reelle  Asymptote  parallel  ist  zur  reellen  Asymptote 
von  c  und  deren  Focalcentrnm  zufolge  der  Gleichungen  2)  mit  F  zusammen- 
fällt.   Dieselbe  ist  überdies  eine  Focalcurve,  denn  es  ist: 

-^(1* + v*)  ■+  n + i'v + r  =  0. 

Die  Cnrven  c  und  d  schneiden  sich,  von  den  unendlich  fernen  Punkten 
abgesehen,  noch  in  vier  endlichen  Punkten,  und  diese  liegen  sSmmtlich  auf 
dem  Kreise  k. 

Man  kann  nun  zu  jedem  Punkte  P  der  Ebene  eine  Focalcurve  d  con- 
struiren,  die  in  P  einen  Doppelpunkt  besitzt,  und  die  mit  der  gegebenen 
Curve  c  das  Focalcentrum  F,  sowie  den  reellen  unendlich  fernen  Punkt 
gemein  hat;  und  zwar  wird  durch  diese  3  +  5+1  Bedingungen  die  Curve  d 
eindeutig  bestimmt  Hierdurch  wird  aber  auch  jedem  Punkte  P 
in  Bezug  auf  die  Curve  c  ein  bestimmter  Kreis  k  zugeordnet, 
der  die  vier  endlichen  Schnittpunkte  von  c  und  d  enthält  und  der  immer 
dann  und  nur  dann  durch  das  Focalcentrum  F  geht,  wenn  die 
c  eine  Focalcurve  ist  Der  so  definirte  Kreis  k  soll  im  Folgenden  als 
der  dem  Punkte  P  in  Bezug  auf  die  Curve  e  zugeordnete  Kreis 
bezeichnet  werden. 
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Liegt  der  Punkt  P  auf  c,  so  zählt  er  für  zwei  Schnittpunkte  der 
Curven  c  und  d,  und  dann  berührt  der  zugeordnete  Kreis  jb  die 
Curvec  inP.  In  diesem  Falle  ergiebt  sich  eine  einfache  Construetion 
des  Kreises  h.  Wählt  man  nämlich  den  Punkt  Pzum  Coordinaten- Anfangs- 
punlit  und  zieht  die  ^- Achse  parallel  zur  reellen  Asymptote  u  von  e,  so 
bat  man  für  die  Curve  c,  die  Asymptote  u  und  den  Kreis  Je  bez.  die  Gleichnngen: 

x{x^  +  y^)  +  crc*+ba?y +  c|^*+  \x  +  gy  =  0, 

-^(a^'  +  y*)  +  f^  +  9y  =  o 

und  für  den  Punkt  F  wird 

c  — e 


6  =  - 

Sind   nun   Q  und  B  bez.  die  Schnittpunkte  der  y- Achse  mit  c  und  l^ 
V  der  Schnittpunkt  der  a;- Achse  mit  u,  so  ist: 


also 
und 


Pö=-f 

t  +  e 

PV=^-t, 

e(c  +  e) 

PB             2e 
QB            c-e 

PV 

1 

Kennt  man  demnach  von  der  Curve  c  des  Focalcentnim  JP,  di^ 
Asymptote  u,  auf  einer  Parallelen  zu  u  die  Punkte  P  und  Q  und  in  P 
die  Tangente  p  —  was  zur  eindeutigen  Bestimmung  von  c  gerade  ass 
reicht  —  so  ziehe  man  PV  senkrecht  zu  u,  P&  senkrecht  zuP^,  QTFpanJle. 
und  gleich  zu  FG  (Fig.  2).  Dann  geht  der  gesuchte  Kreis  k  dnreh  des 
Schnittpunkt  B  von   VW  mit  PQ  und  berührt  in  P  die  Gerade  p. 

Die  Coefficienten  der  Gleichung  3)  sind  linear  zusammengesetzt  aa£ 
den  Coefficienten  der  Gleichung  1).  Bestimmt  man  also  zum  Punkte  P  ia 
Bezug  auf  zwei  circulare  Curven  dritter  Ordnung  6  =  0  und  €*=  0  die 
zugeordneten  Kreise  ft  =  0  und  $'=  0,  so  entspricht  demselben  Punkte  P 
in  Bezug  auf  die  Curve  6  — )16'=0  der  Kreis  ft  — Xft'=0.  fiSeraus 
folgt:  Die  einem  Punkte  P  in  Bezug  auf  ein  Büschel  von  eir- 
cularen  Curven  dritter  Ordnung  zugeordneten  Kreise  bildet 
gleichfalls  ein  Büschel. 
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§  4.    Construotion  der  Focalonrve  ans  sechs  beliebig  gewählten 

Punkten. 

Sechs  beliebig  gegebene  Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  6  bestimmen  ein 
Büschel  von  circularen  Curven  dritter  Ordnung  Cj  o';  c\ . .  und  einen 
Kreis  f  als  Ort  der  zugehörigen  Focalcentra  JP,  F'  F'\  . .  Construirt  man 
für  irgend  einen  Paukt  P  der  Ebene  in  Bezag  auf  c,  c,  c\  . .  die  zugeord- 
neten Kreise  hj  k\  Jc'...^  so  ist  das  entstehende  Kreisbüschel  projectiv 
bezogen  auf  die  Punktreihe  FF'F". .  . .  Verbindet  man  also  einen  be- 
liebigen Punkt  Fq  des  Kreises  f  mit  F^  F'  F".  . .,  so  ist  auch  das  Strahlen- 
büschel Ff^{FF'F*')  projectiv  zu  dem  Kreisbüschel  Jch'k",,,^  und  dann 
erzeugen  beide  eine  circulare  Curve  dritter  Ordnung  z.  Dieselbe  schneidet 
den  Kreis  f  in  Fq  und  überdies  in  drei  endlichen  Punkten  Fj,  Fjj^  Fm^ 
und  diese  gehören  als  Focalcentra  zu  drei  bestimmten  Curven  C/,  cn^  ciii 
des  Büschels  C€c\  . .  Nun  ist  Fi  als  Punkt  der  Curve  z  der  eine  Schnitt- 
punkt des  Strahls  ^o^^  ^^^  ^^^  entsprechenden  Kreise  Jci  des  Büschels 
kUh", . .;  dem  Punkt  P  wird  also  in  Bezug  auf  Ci  ein  Kreis  kj  zugeordnet, 
der  durch  das  zugehörige  Focalcentrum  Fj  geht,  mithin  ist  cj  nach  einem 
der  vorher  abgeleiteten  Sfttze  eine  Focalcurve.  Hieraus  folgt:  Durch 
sechs  gegebene  Punkte  gehen  im  Allgemeinen  drei  Focal- 
curven. 

Die  Construction  der  Focalcurven  c/,  C//,  cm  erfordert  demnach  die 
Bestimmung  des  Kreises  f  und  der  Curve  z.  Um  einen  Punkt  von  f  zu 
erhalten,  füge  man  zu  den  sechs  gegebenen  Punkten  1,  2,  3,  4,  5,  6 
einen  siebenten  Punkt  U  beliebig  hinzu  und  construire  für  die  so  be- 
stimmte Curve  c  das  Focalcentrum  F.  Dabei  Ittsst  man  den  Punkt  U 
zweckmässig  zusammenfallen  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  einer  Geraden, 
die  zwei  der  gegebenen  Punkte  verbindet.  Sei  etwa  U  der  unendlich  ferne 
Punkt  der  Geraden  1 2 ,  so  lege  man  durch  die  Punkte  1  und  2  das  Kreis- 
büschel 12(3  45  6Cr)  und  bestimme  zunächst  den  Punkt  Sy  in  welchem 
die  Curve  c  ihre  Asymptote  u  schneidet.  Nach  §  1  ergiebt  sich  S  als  der 
vierte  Schnittpunkt  zweier  Hyperbeln  t>  und  U),  die  bez.  durch  die  Punkte 
3,  4,  5,  CT  und  3,  4,  6,  D"  gehen  und  die  Doppelverhftltnisse  12(34517} 
und  1  2  (3  4  6  {7)  fassen.  Die  Ausführung  dieser  Construction  gestaltet  sich 
in  folgender  Weise  (Fig.  3). 

Errichtet  man  zu  den  Geraden  13;  14,  16,  16  bez.  Lothe  in  den 
Punkten  3,  4,  5,  6  und  bestimmt  ihre  Schnittpunkte  3',  4',  5',  6'  mit 
einer  durch  2  senkrecht  zu  12  gezogenen  Geraden,  so  liegen  die  Punkte 
3'.  4',  5',  6'  bez.  auf  den  Kreisen  123,  124,  125,  126,  folglich  ist  das 
Doppelverhältniss 

1  2(3  45 17)  =  (3'4'5'oo)  =  ^. 
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Man  ziehe  nun  durch  5  zu  1 2  eine  Parallele,  welche  3  4  in  5^  schneidet, 
mache  auf  einer  durch  3  beliebig  gelegten  Geraden,  z.  B.  auf  13,  di« 
Strecken  34-^  34'^     35-^  3^5'^ 

bestimme  den  Schnittpunkt  @  von  44''  und  ÖqÖ"  und  ziehe  die  Gerade  @S 
parallel  zu  13  bis  34.    Dann  ist  das  Doppelverhältniss 

(340083)  =  (34"5"oo)  =  |4'  =  12(34517), 

mithin  ist  die  Gerade  ^U  eine  Asymptote  der  Hyperbel  \). 

Macht  man  ferner  auf  1 3  die  Strecke  3  &'=  3'6'  und  zieht  6  % 
parallel  zu  12  bis  34,  darauf  606''  bis  X  auf  44'' und  St9Qß  parallel  sq 
13  bis  34,  so  bestimmen  die  Punkte  3,  4,  6,  Z7  mit  der  Asymptote  SSZ7 
die  Hyperbel  Xo. 

Um  jetzt  den  vierten  Schnittpunkt  S  der  Hyperbeln  t>  und  to  zu  er> 
mittein,  oonstruire  man  zunächst  den  zweiten  Schnittpunkt  6 '^  der  Geraden 
36  mit  t>,  sowie  den  zweiten  Schnittpunkt  5*  von  4  5  mit  to.  In  dem 
der  Hyperbel  t>  eingeschriebenen  Ftlnfeck  3 45 Z7 6*  schneidet  die  Tangente 
des  Punktes  U  die  gegenüberliegende  Seite  34  in  S;  treffen  sich  also  36 
und  5  27  in  O,  so  ist  SSD  die  Pascal'sche  Gerade,  und  dann  geht  176' 
durch  den  Schnittpunkt  9t  von  45  und  83  O«  Ebenso  findet  man  5*  dorch 
folgende  Construction : 

0  =  45,  617;     3i'^©a',  36;    5*=45,  Z7gt'. 

Die  Hyperbeln  )>  und  it)  bestimmen  nun  ein  Kegelschnittbtischel  mit 
den  Gruudpunkten  3,  4,  17,  &  Legt  man  durch  zwei  derselben,  etwa  3 
und  4,  einen  festen  Kegelschnitt,  z.  6.  das  Geradenpaar  36,  45,  so  schneidet 
dieser  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  noch  in  Punktpaaren,  deren  Ver- 
bindungslinien durch  einen  festen  Punkt  $  der  Geraden  US  gehen.  Die 
Hyperbeln  t)  und  to  treffen  jenen  festen  Kegelschnitt  bez.  in  6"^  und  5. 
sowie  in  6  und  5'*';  demnach  ist  $  der  Schnittpunkt  von  6*5  and  65*, 
und  dann  liegt  S  auf  der  zu  1  2  parallelen  Geraden  $  17,  d.  h.  SßU  ist  die 
reelle  Asymptote  u  der  Curve  c.  Ein  dritter  Kegelschnitt  des  Bflschek 
wird  dargestellt  durch  das  Geradenpaar  SU,  AS.  Bezeichnet  man  also 
mit  yi  und  91'  bez.  die  Schnittpunkte  von  317  und  45,  sowie  von  48  und 
36,  so  geht  die  Gerade  9t 91'  gleichfalls  durch  $,  folglich  ist 
91  =  36,  m-,    S=^U,  491'. 

Mit  Hilfe  des  Asymptotenschnittpunktes  S  erhält  man  unmittelbar  das 
gesuchte  Focalcentram  F  der  Curve  c.  Die  Geraden  1 3',  1 4'  schneideo 
nämlich  die  Mittelsenkrechte  der  Strecke  1  2  bez.  in  den  Mittelpunkten  äR^ 
m^  der  Kreise  123,  12  4.  Fällt  man  von  9K3,  Wt^  bez.  Lethe  auf  S$, 
/S4,  so  treffen  sich  dieselben  nach  §  1  im  Punkte  F. 

Man  construire  nun  in  ganz  derselben  Weise  das  Focalcentrum  F'  der 
circularen  Curve  dritter  Ordnung  c',  die  durch  die  Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  6, 
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sowie  durch  den  nnendlich  fernen  Pnnkt  V  der  Geraden  13  geht.  Nach 
dem  letzten  Satze  in  §  2  bilden  die  Strahlen ,  welche  F  nnd  Vy  F'  nnd 
U'  mit  irgend  einem  Punkte  des  Kreises  f^  z.  B.  mit  dem  zu  F  unendlich 
benachbarten  Punkte  verbinden,  zwei  Paare  einer  symmetrischen  Involution. 
Zieht  man  also  durch  F  die  Gerade  t  so,  dass  der  Winkel  F'Ft  gleich  ist 
dem  Winkel  UFU\  so  bertthrt  i  in  F  den  Kreis  f^  der  durch  JP,  F\  t 
demnach  bestimmt  ist. 

Um  zweitens  die  Curve  0  zu  ermitteln,  ersetzt  man  zweckmässig  den 
vorher  mit  P  bezeichneten  Punkt  durch  einen  der  sechs  gegebenen  Punkte, 
z.  6.  durch  1.  Dann  sind  zunSchst  die  dem  Punkte  1  in  Bezug  auf  die 
Curven  c,  c\  c'. .  .  zugeordneten  Kreise  h^  h\  Jc\ . .  zu  construiren.  Fällt 
man  in  Figur  3  von  F  auf  Sl  ein  Loth,  welches  die  Mittelsenkrechte  der 
Strecke  12  inWli  schneidet,  so  gehört  zu  dem  Mittelpunkte  SDti  ein  Kreis, 
der  die  Curve  c  im  Punkte  1  berührt;  zieht  man  also  durch  1  die  Gerade  jp 
senkrecht  zu  13R|,  so  ist  dieselbe  die  Tangente  der  c  im  Punkte  1.  Aus 
den  Punkten  F,  1,  2  nnd  den  Geraden  u  und  p  ergiebt  sich  nach 
Figur  2  der  Kreis  h 

Construirt  man  ebenso  für  die  Curve  c  im  Punkte  1  die  Tangente  p 
und  den  Kreis  Jc\  so  bestimmen  Je  und  Je  den  zweiten  Grundpunkt  des 
Ereisbflschels  Je  Je  Je*. . . 

Sei  ferner  U"  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Geraden  14,  c"  die  durch 
die  Punkte  1,  2,  3,  4,  6,  6,  U"  gehende  circulare  Curve  dritter  Ord- 
nung. Dann  findet  man  auf  dem  Kreise  f  das  zugehörige  Focalcentrum  F^^ 
indem  man  den  Winkel  F'FF"  gleich  macht  dem  Winkel  TJ"FU\  Fällt 
man  von  2  und  3  Loihe  auf  die  Geraden ,  welche  F"  bez.  mit  den  Mittel- 
punkten der  Kreise  124  und  134  verbinden,  so  treffen  sich  dieselben  im 
Asjmptotenschnittpunkte  S"j  und  nun  ergiebt  sich  wie  vorhin  die  Tangente 
p"  der  Curve  c"  im  Punkte  1. 

Von  den  beiden  projectiven  Strahlenbüscheln  J*(<JF'-F''...)  und  ICpjpV'...) 
kennt  man  somit  drei  Paare  entsprechender  Strahlen,  Dadurch  wird  aber 
auch  das  Strahlenbttschel  F{tF'F'\, .)  projectiv  bezogen  auf  das  Kreis- 
büschel JeJe'Je'. . . ,  und  dann  erzeugen  beide  die  Curve  » ,  welche  den  Kreis  f 
in  den  Paukten  -F,  JF/,  F//,  Fm  durchschneidet 

Es  ist  endlich  die  Focalcurve  selbst  zu  construiren ,  die  z.  B.  den 
Punkt  Fl  zum  Focalcentrum  hat  Macht  man  den  Winkel  TJ'FJJj  gleich 
dem  Winkel  FiFF\  so  liefert  die  Gerade  FTJj  den  unendlich  fernen 
Punkt  TJi  der  gesuchten  Curve  C/.  Man  könnte  nun  den  zagehörigen 
Asjmptotenschnittpunkt  8i  nach  §  1  bestimmen  aus  der  Bedingung,  dass 
das  Strahlenbüschel  Sj{Fjl  2  3  £/>)  projectiv  sein  muss  einem  Büschel  con- 
centrischer  Kreise,  die  um  den  Punkt  Fj  bez.  mit  den  Radien  Null,  J^/1, 
Fi2,  Fiij  FjUis=  CO  beschrieben  werden;  dann  würde  mauiS/  in  analoger 
Weise  wie  vorher  den  Punkt  S  erhalten  als  den  vierten  Schnittpunkt 
zweier  Hyperbeln,   welche  bereits  die  Punkte  Fi^  1,  Uj  mit  einander  ge- 
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mein  haben.  Einfacher  ist  es  aber,  statt  des  Punktes  8/  die  Mittellinie  »/ 
der  Cnrve  Cr  zn  construiren,  nach  einem  Verfahren ,  das  im  folgendes 
Paragraphen  abgeleitet  wird. 

§  5.    Construotion  der  Focalcnrve  ans  dem  Focaloentmm, 

dem  reellen  unendlich  fernen  Punkt  und  drei  beliebigen 

anderen  Punkten. 

Von  einer  Focalcurve,  die  wir  jetzt  wieder  kurz  mit  e  bezeichnen, 
seien  gegeben  das  Focalcentrum  JP,  der  reelle  unendlich  ferne  Pankt  V 
und  drei  beliebige  andere  Punkte  1,  2,  3  (Fig.  4).  Der  Punkt  ZT  bestimmt 
die  Richtung  der  unbekannten  Mittellinie  m.  Versteht  man  unter  M^ ,  Mf, 
M^  bez.  die  Schnittpunkte  der  Geraden  Fl^  J^2,  F3  mit  m,  so  schneideB 
sich  die  Kreise,  welche  ilf|,  M^,  M^zu  Mittelpunkten  haben  und  bes.  durch 
ly  2,  3  gehen,  in  den  beiden  reellen  oder  imaginftren  Grundpnnkten  der 
Curve  c;  sie  haben  also  jedenfalls  eine  gemeinschaftliche  Chordale  m. 

Man  ziehe  nun  in  der  Richtung  nach  U,  aber  sonst  beliebig,  die  Ge- 
raden g,  r.. .,  bestimme  ihre  Schnittpunkte  Q^  Rif.Qf,  JBt»...  Q^t  -^s-- 
bez.  mit  den  Geraden  Fl^  jP2,  F3  und  beschreibe  um  die  Punkte  der 
ersten  Punktreihe  Kreise  durch  1 ,  ebenso  um  jeden  Punkt  der  zweiten  und 
dritten  Punktreihe  einen  Kreis  bez.  durch  2  und  3.  Dadurch  entetdiea 
drei  projective  Kreisbttschel  mit  je  zwei  in  1,  2,  3  vereinigten  Grund- 
punkten.  Es  seien  femer  q^,  t). . .  bez.  die  Chordalen  der  Kreise  nm  Qi 
und  ^3,  um  B^^  und  iZ, . . .,  sowie  c^^f  1*2  ••  *  ^^^  Chordalen  der  ILreise  va 
Q^  und  Q3,  jß,  und  B^...  Würden  dann  z.  B.  q^  und  q,  mit  einander  xa- 
sammenfallen ,  so  wären  sie  identisch  mit  der  Geraden  m»  und  q  wSre  die 
Mittellinie  der  Curve  c. 

Haben  zwei  projective  Kreisbttschel  die  unendlich  ferne  Gerade  ent- 
sprechend gemein,  so  bilden  die  Chordalen  entsprechender  Kreise  efa 
Strahlenbüschel,  das  zu  den  Kreisbttscheln  projectiv  ist.  Denn  die  bdde& 
Kreisbüschel  erzeugen  eine  circulare  Curve  dritter  Ordnung,  nnd  jeder 
Kreis  des  einen  Büschels  schneidet  dieselbe  in  zwei  Punkten,  deren  ?&• 
bindungslinie  durch  einen  festen  Punkt  der  Curve  geht.  Diese  Verbindungs- 
linie ist  aber  die  Chordale ,  welche  der  Kreis  mit  dem  entsprechenden  Kreide 
des  anderen  Büschels  gemein  hat  —  Im  vorliegenden  Falle  sind  also  die 
Parallelstrahlenbüschel  q|r|...  und  qjT2***  projectiv  zu  dem  Kreiabfiäcbel 
3(Qs-^8'*')  ^^^  folglich  auch  projectiv  zu  dem  Parallelstrahlenbüschel  ^r. . - 
Dem  durch  F  gehenden  Strahle  des  letzteren  entsprechen  drei  eoncentrisekr 
Kreise  um  F^  und  diese  haben  die  unendlich  ferne  Gerade  lur  gene£a> 
schaftlichen  Chordale;  die  Büschel  q^ti...  und  q^Tg...  sind  demnaeh  eis- 
ander ähnlich. 

um  den  endlichen  Doppelstrahl  m  derselben  zu  construiren,  genügt  ^ 
Kenntniss  von  zwei  Strahlenpaaren  q^  q,  und  x^  Tg.  Wfthlt  man  nls  q  am 
unendlich  ferne  Gerade,  so  gehen  q^,   q,  bez.  durch  die  Schnittpunkte  de? 
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in  3  zn  j^3  errichteten  Lothes  mit  den  Geraden,  die  in  1  nnd  2  bez.  anf 
Flj  F2  senkrecht  stehen.  Schneiden  tu  r^  die  Gerade  r  in  SR|,  91^,  and 
qi;  q,  irgend  eine  Parallele  v  zu  r  in  33||  IBj,  so  geht  die  Gerade  m  durch 
den  Schnittpunkt  von  St^lBi  und  Sfi^^s* 

Das  Parallelstrahlenbttscbel  ntq|T|...  trifft  die  Gerader  in  der  Punkt- 
reihe  SOtO^SRi...,  und  diese  ist  projectiy  zu  der  Punktreihe  M^Q^R^,,,^ 
in  welcher  das  Parallelstrahlenbüschel  mqr ...  die  Gerade  Fi  schneidet. 
Dabei  entspricht  dem  Punkte  F  der  zweiten  Punktreihe  der  unendlich  ferne 
Punkt  der  ersten,  und  da  auch  der  Punkt  ^3  unendlich  fem  ist,  so  sind 
O]  und  F  die  Gegenpunkte  beider  Reihen.  Dann  geht  die  perspective 
Achse  X  der  Panktreihen  durch  iR|  parallel  zu  O^i^;  zieht  man  also  äRF 
bis  X  auf  X  und  durch  X  die  Gerade  XM^  parallel  zu  r,  so  ist  XM^  die 
gesuchte  Mittellinie  m. 

Beschreibt  man  um  M^  einen  Kreis  durch  den  Punkt  3,  so  bestimmt 
derselbe  ein  Ereisbttschel ,  ilas  m  zur  Chordale  hat.  Dasselbe  erzeugt  die 
Curve  c  in  Verbindung  mit  dem  Strahlenbüschel  Fj  dessen  Strahlen  durch 
die  Mittelpunkte  der  entsprechenden  Kreise  gehen. 

§  6.    Die  Focalcurven  durch  die  sechs  Eckpunkte 
eines  vollständigen  Vierseits. 

In  Figur  5  sind  ÄÄ\  BSj  CC  die  drei  Gegeneckenpaare  eines  volU 
ständigen  Vierseits.  Construirt  man  für  jedes  der  Dreiecke  ÄBO^  AB'C\ 
ÄBC\  il'^Oden  umschriebenen  Kreis,  so  schneiden  sich  diese  vier  Kreise 
bekanntlich  in  einem  Punkte  JF/,  dem  Brennpunkt  der  dem  Vierseit  ein- 
geschriebenen Parabel.  Dann  erfüllen  die  Brennpunkte  aller  dem  Vierseit 
eingeschriebenen  Kegelschnitte  eine  Focalcurve  o/|  welche  durch  die  sechs 
Eckpunkte  geht,  den  Punkt  Fi  zum  Focalcentrum  hat  und  deren  Mittel- 
linie ffij  die  Mittelpunkte  der  drei  Diagonalen  AX^  BB^y  CO'  verbindet.* 
Wir  bezeichnen  dieselbe  im  Folgenden  als  die  Brennpunktscurve  des 
gegebenen  Vierseits* 

Jede  Seite  des  Vierseits  bildet  mit  dem  Kreise,  der  durch  die  drei 
nicht  auf  ihr  liegenden  Eckpunkte  geht,  eine  ausgeartete  Curve  des  Büschels 
von  cireularen  Curven  dritter  Ordnung,  welches  A^  A\  Bs  Fl ^  C  C  zu 
Grundpunkten  hat.  Demnach  liegen  die  Mittelpunkte  der  vier  Kreise  mit 
dem  Punkte  Fi  auf  dem  Kreise  /*,  der  nach  §  2  die  Focalcentra  aller  Curven 
des  Büschels  enthält,  und  dieser  ist  also  im  vorliegenden  Falle  ohne 
Weiteres  bekannt.  Da  ferner  durch  den  Punkt  Fi  bereits  fünf  Curven  des 
Büschels  gehen,  so  ist  derselbe  der  neunte  Grundpunkt  des  Büschels. 
Mithin  ergiebt  sich  der  Satz:  Alle  cireularen  Curven  dritter  Ord- 
nung, welche  durch  die  sechs  Eckpunkte  eines  vollständigen 
Vierseits  gehen,  enthalten  auch  den  Brennpunkt  der  dem  Vier- 

*  Daröge,  Mathematische  Annalen  Bd.  5  S.  90« 
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seit  eingeschriebenen  ParabeJ.  Diejenige  Onrve  des  Büschels, 
die  diesen  Brennpunkt  zum  Focalcentrum  hat,  ist  die  Brenn- 
punktscurve  des  Vierseits. 

Gegenwärtig  ist  also  von  den  drei  Lösungen  der  in  §  4  behandelten 
Aufgabe  die  eine,  nämlich  die  Curve  Cx,  direct  gegeben,  und  es  ist  dem- 
nach zu  erwarten,  dass  auch  die  beiden  noch  fehlenden  Lösungen  en  und 
CjTT  sich  in  weit  einfacherer  Weise  werden  conatruiren  lassen,  als  in  deoi 
vorher  betrachteten  allgemeinen  Falle.  In  der  That  ergiebt  sich  eine  solche 
Construction  mit  Hilfe  einiger  Sätze,  die  wir  im  nächsten  Paragit^phen 
ableiten  werden. 

Vorher  möge  noch  ein  interessanter  Sonderfall  erwähnt  werden,  is 
welchem  alle  drei  Lösungen  unmittelbar  vorliegen.  Derselbe  tritt  ein,  wess 
zweimal  zwei  Seiten  des  gegebenen  Vierseits  auf  einander  senk- 
recht stehen.  Sind  in  Figur  6  die  Geraden  Ä'B'  und  ÄJff  bez.  senkrecht 
auf  AB  und  AB^  so  ist  Bl'  der  Höhenschnittpunkt  des  Dreiecks  ABÄ\ 
also  auch  BB:  senkrecht  auf  ÄÄ\  Dann  gehen  die  vier  Kreise  ABC 
AB^C\  ÄBC\  ÄB^C  durch  den  Schnittpunkt  von  AÄ  und  Bff-^  derselbe 
ist  folglich  das  Focalcentrum  Fj  der  Brennpunktscurve  C/.  unter  den  dureb 
Fl  gehenden  Strahlen  schneiden  zwei  die  Curve  cj  bez.  m  A^  Ä  und  JB,  If, 
und  die  beiden  Kreise  tlber  den  Durchmessern  AÄy  BB^  treffen  sich  in 
C  und  C'\  mithin  sind  (7,  C  die  Grundpunkte  der  c/.  Constmirt  maa 
nun  die  Cr  in  bekannter  Weise  aus  dem  Kreisbttschel  CC'  und  dem  StraUen- 
büschel  JP/,  so  entspricht  dem  Kreise  CO'Fj  der  Durchmesser  FjSr^  der 
die  ci  in  Fj  berührt  und  in  fij  schneidet.  Die  Funkte  Fj  und  Sj  haben 
aber  gleiche  Entfernungen  von  der  Mittellinie  der  Curve,  mithin  geht 
durch  8i  die  reelle  Asymptote  u/. 

Zwei  Kreise  über  den  Darchmessern  AB'  und  A'B  schneiden  sieh  in  C 
und  Fi,  folglich  ist  der  Punkt  C  das  Focalcentram  einer  zweiten  Focalcurve  cn 
mit  den  Grundpunkten  C'  und  Fi.  Ebenso  wird  die  dritte  Focalcurve  cw 
bestimmt  durch  das  Focalcentrum  C  und  die  Grandpunkte  C  und  JPj;  der 
früher  mit  f  bezeichnete  Kreis  geht  demnach  durch  die  Punkte  C,  C\  T\ 
und  hat  zam  Mittelpunkte  den  Schnittpunkt  der  Mittellinien  n»/,  mn%  ^in- 
Construirt  man  zu  den  Punkten  C  und  C  bez.  die  Oegenpunkte  8n  und  Sin, 
so  sind  die  Asymptoten  uy,  w//,  um  die  Höhen  des  Dreiecks  SiSnSniy  ^ 
schneiden  sich  also  in  einem  Paukte. 

§  7.  Die  drei  Systeme  von  ooi^jugirten  Punkten 
auf  einer  zweitheiligen  Focalcurve. 
Wenn  aus  einem  Punkte  Q  einer  Curve  dritter  Ordnung  c  vier 
reelle  Tangenten  an  dieselbe  gehen,  so  ist  die  Curve  zweitheilig  und  der 
Punkt  Q  befindet  sich  auf  dem  unpaaren  Zuge  derselben.  Die  zugehörigee 
Berührungspunkte  P,  P\  P'\  P'"  werden  als  ein  Punktqnadrupei 
der  c  bezeichnet.     Nennt   man   ferner   zwei   Paukte  der  c  einander    eoo- 
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conJQgirt,  wenn  sie  denselben  Tangentialpnnkt  besitzen,  so  können  die 
Punkte  jenes  Quadrupels  auf  drei  verschiedene  Arten  zn  Paaren  conjngirter 
Punkte  zusammengefasst  werden.  Aus  jedem  solchen  Paare  erhält  man 
neue  Paare  derselben  Art,  indem  man  das  Paar  aus  beliebigen  Punkten 
der  Curye  auf  dieselbe  projicirt.  Auf  diese  Weise  entstehen  aus  den  Paaren 
FJP'j  PF"^  PF'"  drei  verschiedene  Systeme  von  conjugirten  Punkten.  Die 
Geraden,  welche  die  Paare  desselben  Systems  mit  irgend  einem  Punkte  der 
Curve  verbinden,  bilden  bekanntlich  eine  Involution. 

Ist  e  eine  Focalcurve,  so  sind  die  imaginären  Ereispunkte  J,  J  ein 
Paar  coiyugirte  Punkte  mit  dem  Focalcentrum  als  Tangentialpnnkt.  Daun 
werden  alle  Paare  desjenigen  der  drei  Systeme,  zu  welchem  das  Paar  J,  J 
gehört,  aus  jedem  Curvenpunkte  durch  eine  symmetrische  Involution  pro- 
jicirt. Dieses  System  nimmt  also  gegenüber  den  beiden  anderen  Systemen 
eine  ausgezeichnete  Stellung  ein;  wir  bezeichnen  es  im  Folgenden  kurz  als 
das  symmetrische  System  von  conjugirten  Punkten. 

Bilden    nun    wieder  die  Punkte   P,    P\  P",  P"'  ein  Quadrupel  der 
Focalcnrve  C;  so  geht  dieselbe  auch  durch  die  Diagonalpunkte  Q',  (j!\  Q!" 
des   vollständigen    Vierecks   PP'P"P'\     Entspricht    dem    Punkte    P    in 
dem  symmetrischen  System  etwa  der  Punkt  P\   so    ist  F'*P"'   ein   Paar 
derselben  Art,  und  dann  werden  alle  Paare  dieses  Systems  aus  dem  Schnitt- 
punkte (jf  der  Geraden  PF'  und  F"p"'  durch  eine  symmetrische  Involution 
projicirt,  welche  FF'  und  F"F'"  zu  Doppelstrahlen  hat;  mithin  steht  FF' 
senkrecht  auf  F"F''\     Bei  jeder  Focalcnrve  bilden  demnach   die 
Punkte  eines  Quadrupels  ein  Viereck,  in  welchem  zwei  Gegen- 
seiten einen  rechten   Winkel  einschliessen.    Die  beiden  Paare 
des  Quadrupels,   deren  Verbindungslinien  auf  einander  senk- 
recht stehen,  gehören  zu  dem  symmetrischen  System  conjugirter 
Punkte.     Umgekehrt  findet  man  leicht:    Wenn  bei  einer  Focalcnrve 
zwei  Paare  von  conjugirten  Punkten  des  symmetrischen  Systems 
Verbindungslinien  haben,   die  auf  einander  senkrecht  stehen, 
so    bilden    die    beiden    Paare   ein   Punktquadrupel.    und    femer: 
Wenn    eine    circulaie    Curve    dritter    Ordnung    ein    Quadrupel 
besitzt,  von  welchem  zwei  Gegenseiten  einen    rechten  Winkel 
einschliessen^  so  ist  die  Curve  im  Allgemeinen  eine  Focalcnrve. 
Ist  nämlich  FF'  senkrecht  auf  F"F"\  so  existirt  immer  eine  Focalcurve, 
aus    deren  Punkten   die  Paare  FF'  und   F''F'"  durch  eine  symmetrische 
Involution  projicirt  werden ,  und  diese  geht  auch  durch  die  Diagonalpunkte  Q\ 
Q^'y  Q"'  des  gegebenen  Vierecks.    Andererseits  ist  durch  die  sieben  Punkte  P, 
P',   P",  P'",  (^,  q!\  ^"  eine    circulare    Curve    dritter  Ordnung  im   AU- 
gemeinen  eindeutig  bestimmt  — wenn  nicht  diese  sieben  Punkte  mit  den 
imaginären  Ereispunkten  die  Grundpunkte  eines  Büschels  von  Curven  dritter 
Ordnung  bilden.    Wir  kommen  auf  diesen  Ausnahmefall  weiter  unten  wieder 
zurück. 
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Eine  Fooalcuiye  ist  bekanntlich  eintheilig  oder  zweitheilig,  je  nach- 
dem ihre  Grandpunkte  imaginär  oder  reell  sind.  Wird  in  Figur  7  eioe 
zweitheilige  Focalcurve  c  gegeben  durch  das  Focalcentrum  F  und  die  GniDd- 
punkte  Q-  und  jET,  so  ist  ihre  reelle  Asymptote  u  senkrecht  auf  &J7;  di& 
selbe  schneidet  c  in  dem  Oegenpnnkte  S  des  Punktes  F  auf  dem  dureb 
JP,  &,  H  gehenden  Kreise.  Betrachtet  man  die  e  als  Erzeugniss  des  Strahlen- 
büschels  F  und  des  ihm  projectiven  Kreisbüschels  QH,  so  entspricht  dem 
Strahl  8Q  der  Kreis  des  Büschels,  dessen  Mittelpunkt  auf  F&  liegt,  mid 
dieser  berührt  die  c  in  Gr;  folglich  ist  8G  die  Tangente  der  Curve  in  G- 
Dasselbe  gilt  vom  Punkte  H^  und  da  auch  die  Gerade  8F  die  Cnnre  in  J 
berührt,  so  bilden  die  Punkte  JF",  6r,  H  und  der  reelle  unendlich  ferne  Pankt  l 
ein  Quadrupel  mit  dem  Tangentialpunkt  8.  Nun  ist  die  Gerade  GH  senk- 
recht auf  FU]  mithin  sind  OH,  F  U  zwei  Paare  des  sjmmetrischeB 
Systems  conjugirter  Punkte,  d.h.:  Bei  jeder  zweitheiligen  Focal- 
curve sind  die  beiden  Grundpunkte  und  ebenso  das  Focal- 
centrum und  der  reelle  unendlich  ferne  Punkt  zwei  Paare  con- 
jugirter Punkte  von  derselben  Art»  wie  die  imaginftren  Kreis- 
punkte. 

Legt  man  aus  einem  Punkte  einer  Gurve  dritter  Ordnung  die  fiar 
Tangenten  an  die  Curye,  so  bleibt  das  Doppelverhftltniss  derselben  Iw- 
kanntlich  constant,  wenn  der  Punkt  auf  der  Curve  fortrückt  Im  Falle  dff 
Focalcurve  findet  man,  wie  hier  nur  beiläufig  erwähnt  werden  soll,  fftr 
die  aus  dem  Punkte  8  an  die  Curve  gehenden  Tangenten  das  Doppelver- 
hältniss : 

ofCRFm^  ^ing^F   sinaSü_(sinG8Fy^(FGy 
^  ^       sinHSF  '  sinHSU      \sinH8Fj       ^FH/ 

Dieses  invariante  Doppelverhältniss  eines  Tangentea- 
quadrupels  ist  also  gleich  dem  Quadrat  des  Verhältnisses  der 
Entfernungen  des  Focalcentrums  von  den  Grundpunkten  der 
Focalcurve. 

Aus  dem  unendlich  fernen  Punkte  U  gehen  an  die  Curve  c  vier 
Tangenten,  deren  Berührungspunkte  T,  T\  T",  T'"  als  die  Scheitel  der 
Curve  bezeichnet  werden.*  Nach  einem  bekannten  Satze  bilden  die  die: 
Diagonalpunkte  des  vollständigen  Vierecks  TT'T"T"'  mit  dem  Punkte  f 
ein  neues  Quadrupel  der  c;  dieselben  sind  folglich  identisch  mit  den  Punkten 
JP,  G,  H  Sind  im  Scheitelquadrupel  die  Paare  TT\  T"T'"  von  dersdber 
Art  wie  die  imaginären  Kreispunkte ^  ist  also  TT'  senkrecht  auf  TT', 
so  schneiden  sich  die  Geraden  TT"  und  T'T'",  sowie  TT'"  und  T'T"  ir 
zwei  conjugirten  Punkten  derselben  Art,  d.  h.  in  G  und  H.  Demnach  i^ 
F  der  Schnittpunkt  der  Geraden  TT'  und  fT"'.  Dann  ergiebt  sich  abe: 
aus  der  bekannten  Erzeugung  der  Focalcurve,   dass  die  Punkte  G  nnd  E 


•  Eokardt  a.  a.  0. 


Von  Dr.  R.  Müllbr.  351 


auf  einem  Kreise  liegen,  der  die  Strecke  TT'  zam  Darchmesser  hat;  mit- 
hin ist  auch  TT"  senkrecht  auf  T'T'"  und  TT"'  senkrecht  auf  TT".  Die 
vier  Scheitel  einer  Focalcurve  bilden  also  ein  Quadrupel  von 
der  speciellen  Beschaffenheit,  dass  alle  drei  Gegenseitenpaare 
desselben  rechte  Winkel  einsohliessen.  Die  Diagonalpunkte  des- 
selben sind  das  Focalcentrum  und  die  beiden  Qrundpunkte  der 
Curve.  Jeder  der  vier  Scheitel  ist  demnach  gleichweit  entfernt 
von  den  leiten  des  aus  dem  Focalcentrum  und  den  beiden  Grund- 
punkten gebildeten  Dreiecks. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Punkte  T,  T\  T",  T'"  auch  das  Scheitel- 
quadrupel  einer  zweiten  Focalcurve  darstellen,  die  G  zum  Focalcentrumi 
H  und  F  zu  Grundpunkten  hat,  sowie  das  Scheitelquadrupel  einer  dritten 
Focalcurve  mit  dem  Focalcentrum  H  und  den  Grundpunkten  F  und  0-, 
Die  sieben  Punkte  JP,  ff,  H,  T,  T\  T",  T"'  bilden  demnach  mit  den 
imaginären  Kreispunkten  die  Grundpunkte  eines  Büschels  von  circularen 
Curven  dritter  Ordnung. 

In  Figur  6  sind  C/,  C//,  Cm  die  drei  Focalcurven,  die  durch  ein  vor- 
geschriebenes Scheitelqnadrupel  bestimmt  werden;  dasselbe  ist  dort  mit 
Ai  A\  J9,  JBf  bezeichnet 

Aus  den  letzten  Darlegungen  ergeben  sich  noch  die  folgenden  Sätze: 
Auf  jeder  Focalcurve  bilden  die  vier  Scheitel  das  einzige 
Quadrupel,  bei  welchem  alle  drei  Gegenseitenpaare  rechte 
Winkel  einschliessen.  Durch  ein  Punktquadrupel,  bei  welchem 
nur  zwei  Gegenseiten  auf  einander  senkrecht  stehen,  ist  eine 
Focalcurve  eindeutig  bestimmt.  Stehen  aber  zwei,  und  folg- 
lich auch  das  dritte  Paar  von  Gegenseiten  senkrecht  auf  ein- 
ander, so  gehören  zu  diesem  Quadrupel  drei  Focalcurven. 

Bei  der  Focalcurve  c,  welche  F  zum  Focalcentrum,  Q  und  H  zu 
Orundpunkten  hat,  wird  in  Figur  7  das  symmetrische  System  conjugirter 
Punkte  dargestellt  durch  die  Paare  OH^  FU,  TT,  T"T"'\  dagegen  ge- 
hören zu  demselben  der  beiden  nicht  symmetrischen  Systeme  die  Paare 
ff  17,  HF,  TT",  TT".  Die  Paare  des  letzten  Systems  werden  aus  dem 
Punkte  Q  durch  eine  Involution  projicirt,  deren  Doppelstrahlen  OTT"  und 
QT'T"  sind,  und  da  diese  auf  einander  senkrecht  stehen ,  so  ist  die  be- 
trachtete Involution  symmetrisch.  Das  System  kann  aber  aus  keinem  zweiten 
Punkte  durch  eine  symmetrische  Involution  projicirt  werden  |  denn  sonst 
wttrden  die  imaginären  Kreispunkte  ein  Paar  desselben  bilden.  —  Pro- 
jicirt man  dasselbe  System  aus  H^  so  ist  HG  senkrecht  auf  HU,  HT 
senkrecht  auf  HT",  und  man  erhält  demnach  eine  rechtwinklige  Involution. 
Hieraus  folgt  der  Satz:  Die  Paare  eines  jeden  der  beiden  nicht 
symmetrischen  Systeme  werden  aus  einem  einzigen  Curven- 
punkte  durch  eine  symmetrische  Involution  projicirt^  näm- 
lich   aus    demjenigen    der   beiden   Grandpunkte,    der    mit    dem 
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reellen  nnendlich  fernen  Punkt  der  Curye  ein  Paar  diesei 
System»  bildet.  Aus  dem  anderen  Grnndpunkte  wird  das  be- 
treffende System  durch  eine  rechtwinklige  Involution  projicirt 

§  8.  Die  Focalcurven  duroh  die  Bachs  Eckpunkte 
eines  vollständigen  Vierseits. 

Für  jede  Focalcurve,  welche  durch  die  sechs  Eckpunkte  des  in  Figur  5 
dargestellten  Vierseits  geht,  bilden  die  drei  Gegeneckenpaare  AA!^  BS, 
CG'  drei  Paare  von  conjugirten  Punkten  derselben  Art.  Verlangt  man 
nun,  dass  diese  Paare  dem  symmetrischen  System  angehören  sollen,  so  giebt 
es  nur  eine  Focalcurve,  welche  dieser  Forderung  genügt,  nämlich  die 
Brennpunktscurve  c^  des  Vierseits,  und  diese  ist  durch  das  bereits 
gefundene  Focalcentrum  Fi  und  die  Mittellinie  m/  vollkommen  bestimmt. 

Man  kann  aber  auch  nach  derjenigen  Focalcurve  fragen,  von  welche 
ÄÄ^,  Bffy  CC  drei  Paare  eines  nicht  symmetrischen  Systems  sind.  Yci 
einer  solchen  Curve  ist  nach  dem  letzten  Satze  des  vorigen  Paragrapbe& 
der  Punkt  Fr  ein  Grundpunkt,  denn  dieser  sendet  nach  den  drei  Gegen- 
eckenpaaren  die  Strahlen  einer  symmetrischen  Involution.  Als  zweiter 
Grundpunkt  ergiebt  sich  nach  dem  angeführten  Satze  derjenige  Punkt  der 
Ebene,  welcher  dieselben  Paare  durch  eine  rechtwinklige  Involution  proji- 
cirt. Beschreibt  man  daher  Kreise  über  den  Durchmessern  ÄA\  BJBf^  CC, 
so  schneiden  sich  dieselben  in  zwei  reellen  oder  imaginSren  Punkten  Gn  xind 
Giiiy  und  dann  sind  Fi  und  ff//,  sowie  Fi  und  Qm  bez.  die  Gmndponhe 
von  zwei  Focalcurven  cn  und  C///,  die  gleichfalls  durch  die  sechs  gegebenet 
Punkte  gehen. 

Die  Mittellinien  m/,  m//,  mm  der  Curven  Ci^  Cn^  Cin  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte,  denn  sie  sind  die  Mittelsenkrechtao  der 
Seiten  des  Dreiecks  FiGiiQ-m. 

Das  Focalcentrum  Fn  der  Curve  Cn  liegt  auf  dem  Kreise  f.  Be- 
zeichnet man  mit  Fq  einen  beliebigen  Punkt  von  /*,  mit  ü/  und  Un  die 
unendlich  fernen  Punkte  der  Geraden  m/  und  mn,  so  ist  nach  §  i: 
LFiFqFii=>  LÜiiFqUi=^  LFiGiiGiii.  Fällt  man  also  von  dem  «weit« 
Schnittpunkte  des  Kreises  f  und  der  Geraden  FiQn  ein  Loth  anf  m:, 
so  trifft  dasselbe  f  in  Fu.  —  In  derselben  Weise  ergiebt  sich  das  Focal- 
centrum Fiii  der  c///. 

Die  Aufgabe,  durch  die  sechs  Eckpunkte  eines  vollst&ndigen  Vierseita 
eine  Focalcurve  zu  legen,  besitzt  hiemach  drei  Lösungen i  von  denen  abr 
nur  eine  nothwendig  reell  ist  Die  stets  reelle  Curve  C/  kann  reelle 
oder  imaginäre  Grundpunkte  haben,  d.  h  zweitheilig  oder  eis- 
theilig  sein.  Die  beiden  anderen  Curven  c/r  und  C///  sind,  wenr 
überhaupt  reell,  stets  zweitheilig. 


XIX. 

Zur  homooentrisohen  Brechung  des  Lichtes 
im  Prisma. 

Von 

Dr.  WiLSiNG 

in  Potsdam. 


In  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  1895,  Heft  2,  hat 
Herr  Prof.  Burmester  einen  interessanten  Aufsatz  über  ^^Homocentrische 
Brechung  des  Lichtes  durch  das  Prisma**  veröffentlicht,  in  welchem  der- 
selbe darauf  hinweist,  dass  das  Ergebniss  der  Helmholtz'schen  Unter- 
suchungen über  diesen  Gegenstand,  welches  sich  bei  endlicher  Entfernung 
des  leuchtenden  Punktes  nur  auf  den  besonderen  Fall  bezieht,  dass  die 
Strahlenlttnge  im  Prisma  verschwindet,  also  der  Strahl  durch  die  brechende 
Kante  des  Prismas  geht,  zuweilen  einer  missverstKndlichen  Auffassung 
begegnet.  Diese  Begrenzung  der  Aufgabe  durch  Vernachlässigung  der 
Strahlenlttnge  im  Prisma ,  deren  Bedeutung  dadurch  charakterisirt  wird, 
„dass  die  beiden  Strahlen  auf  ihrem  unendlich  kurzen  Wege  durch  das 
Prisma  als  merklich  parallel  angesehen  werden  können ,  was  selbstverständ- 
lich der  Fall  sein  muss,  wenn  ihre  Convergenzpunkte  im  Vergleich  zu 
ihrem  Wege  im  Prisma  unendlich  weit  entfernt  sind^  (v.  Helmholtz, 
Wissenschaftliche  Abhandlungen  Bd.  2  S.  167),  tritt  in  der  Fassung,  welche 
Helmholtz  dem  Resultat  seiner  Untersuchung  giebt,  nicht  unmittelbar 
hervor.  „Ein  unendlich  dünnes  Bündel  homocentrischer  Strahlen,  welches 
von  einem  endlich  entfernten  Punkte  ausgeht,  bleibt  nach  dem  Durchtritt 
durch  ein  Prisma  also  nur  dann  homocentrisch^  wenn  es  im  Minimum  der 
Ablenkung  durchgetreten  ist,  das  heisst,  wenn  es  in  einer  zur  brechen- 
den Kante  senkrechten  Ebene  verläuft,  und  gegen  beide  Prismenflächen 
unter  gleichen  Winkeln  geneigt  ist«^  Wenn  hiemach  eine  irrthümliche 
Auffassung  der  Ergebnisse  der  Helmholtz 'sehen  Abhandlung,  wenigstens 
bei  oberflächlicher  Durchsicht,  nicht  ausgeschlossen  erscheint,  so  ist  doch 
die  weitere  Bemerkung  des  Herrn  Prof.  Burmester,  dass  die  Vereinigung 
der  austretenden  Strahlen  nur  in  dem  besonderen  Falle  erkannt  sei,  wo  die 
Strahlen  im  Minimum  der  Ablenkung  dicht  an  der  brechenden  Kante  durch 
das  Prisma  gehen,  insofern  nicht  ganz  zutreffend,   als  die  exacten  Gleich- 
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ungen ,  welche  die  astigmatische  Differenz  der  Strahlen  des  Sagittal-  und 
Tangentialschnittes  bestimmen,  wenigstens  für  solche  Strahlenbündel,  die 
im  Hauptschnitt  liegen,  bereits  in  den  Arbeiten  von  S.  Czapski  (Winkd- 
mann,  Handbuch  der  Physik  S.  159)  und  A.  Gleichen  (üeber  die  Brechimg 
des  Lichtes  in  Prismen ,  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  Bd.  34  S.  169 
abgeleitet  sind,  ohne  dass  sich  allerdings  die  von  Herrn  Prof.  Burmester 
auf  geometrischem  Wege  gefundenen  Sätze  ausdrücklich  angegeben  findeo. 
Bezeichnet  man  nämlich  mit  Herrn  Czapski  die  Strecke  vom  leiichtend«i 
Punkt  bis  zur  Vorderfläche  des  Prismas  mit  a,  mit  sf  und  t'  die  Ent- 
fernungen der  Vereinigungsweiten  von  Sagittal-  und  Tangentialstrablen, 
von  der  Rücküäche  des  Prismas  gemessen,  mit  d  die  Länge  des  Haopt- 
Strahls  im  Prisma,  endlich  mit  n,  i,  r,  i\  r  Brechungsexponent,  Einfalli- 
und  Brechungswinkel  des  Hauptstrahles  an  den  beiden  Flächen  des  Prismas 
so  bestehen  die  folgenden  Beziehungen: 


1) 


d 
n 


^'  = 


co8%^  fcosr^ 


cosr^  \co8 


r«        d\ 
-r^a )• 


Bei  homocentrischem  Durchgange  des  Strahlenbündels  wird  5^s=  f=  l 
so  dass  in  diesem  Falle  die  Entfernungen  a  und  h  der  Strahlenlänge  Im 
Prisma  direct  proportional  sind.  Hieraus  ergeben  sich  sofort  die  von  Hem 
Prof.  Burmester  a.a.O.  abgeleiteten  Sätze,  dass  auf  jedem  in  einer  Normal- 
ebene  einfallenden  Hauptstrahl  im  Allgemeinen  nur  ein  einziger  Lichtpnah 
existirt,  dem  ein  homocentrischer  Bildpunkt  entspricht,  dass  die  betreflÜBodeo 
auf  parallelen  Hauptstrahlen  befindlichen  Licht-  resp.  Bildpunkte  in  gendea 
Linien  liegen,  welche  durch  die  Kante  des  Prismas  gehen,  und  dass  Licht- 
punkten, welche  auf  einer  parallelen  Linie  zu  der  erwähnten  gendes 
Linie  liegen,  gleiche  astigmatische  Differenzen  entsprechen.  Geht  der 
Strahl  aber  im  Minimum  der  Ablenkung  durch  das  Prisma,  sind  also 
i=:ii'f  rsssf  zu  setzen,  so  existiren  nur  in  dem  von  Helmholtz  behandelten 
Falle,  wo  der  Strahl  die  Kante  des  Prismas  trifft,  also  d  «=  0  ist,  endlicke 
und  gleiche  Werthe  für  a  und  b,  so  dass  dann  jedem  Punkt  des  Strabk 
ein  homocentrischer  Bildpunkt  entspricht.  Die  entsprechenden  Sätze  f9r 
den  Durchgang  des  Hauptstrahles  im  Normalschnitt  durch  eine  Beihe  tdo 
Prismen,  deren  brechende  Kanten  parallel  sind,  ergeben  sich  gleichfalls 
aus  den  von  Herrn  Czapski  mitgetheilten  Oleichongen  (a.  a.  0>  8.  158). 
Bisher  nicht  behandelt  ist  jedoch  der  von  Herrn  Prof.  Burmester  mit 
Hilfe  geometrischer  Betrachtungen  abgeleitete  Fall  homocentrischer  Brechaog. 
bei  welchem  die  Strahlen  das  Prisma  schief  durchsetzen.  In  den  folgendec 
Ausführungen  ist  nun  kurz  angedeutet,  wie  sich  diese  Sätze  aus  dee 
Helmholtz*schen  Gleichungen  auf  analytischem  Wege  ergeben.  Helo- 
holtz  hat  seinen  Untersuchungen  das  Princip  der  optischen  Länge  zn  Gnuide 
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gelegt,  das  besonders  für  die  Behandlung  des  letzterwähnten  Falles,  bei 
welchem  die  Strahlen  schief  darch  das  Prisma  gehen,  geeignet  ist.  Werden 
die  Weglängen  des  Strahles  im  ersten,  zweiten  Mittel  n.  s.  w.  mit  r^r^  etc. 
bezeichnet,  die  entsprechenden  Brechungs-Coefficienten  mitnifi^,  so  ist  die 
optische  Länge  ^:         «p  =  n^r^  +  n^r^  +  n^r^  etc. 

Der  Weg  des  Strahles  wird  dadurch  bestimmt,  dass  die  optische  Länge 
zwischen  einem  ihm  angehörigen  Punkte  im  ersten  und  letzten  Mittel  ein 
Maximum  oder  Minimum  sein  muss,  während  die  Homocentricität  eines 
unendlich  dttnnen  Strahlenbttndels  verlangt,  dass  auch  die  zweite  Variation 
der  optischen  Länge  zwischen  Licht  und  Bildpunkt  verschwindet.  Der  brechende 
Winkel  des  Prismas  m6ge  q>  sein ,  r^  die  Länge  des  Strahles  vor  dem  Prisma, 
r^  und  r,  die  Längen  im  Prisma  und  hinter  dem  Prisma  bis  zum  Bildpunkte. 
Femer  sollen  die  Grössen  m,  fi,  v  durch  die  Beziehungen  definirt  werden: 

co5ni|  =  nco5m,  cos iii=^  neos (i^  cosv^^ncosv^ 
wo  ffii  und  v^  die  Winkel  sind,  welche  der  einfallende  Strahl  mit  der  in 
der  ersten  brechenden  Fläche,  senkrecht  auf  der  brechenden  Kante  des 
Prismas  stehenden  Y-  Achse  resp.  mit  der  brechenden  Kante  selbst  oder  der 
^- Achse  einschliesst,  und  wo  fi|  dieselbe  Bedeutung  für  den  austretenden 
Strahl  hat,  wie  m^  für  den  einfallenden.  Endlich  sollen  die  Coordinaten 
des  Einfalls  -  resp.  Austrittspunktes  des  Hauptstrahles  mit  y  und  0  resp.  v 
und  ^  bezeichnet  werden,  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Strahles  des 
unendlich  dünnen  Bündels  entsprechend  mit 

y  +  Ay,    e  +  Ae,    v  +  Av,    t+Af. 

Die  Helmholtz'schen  Gleichungen;  welche  für  beliebige  Werthe  Ay 
und  Ae  erfüllt  sein  müssen,  sind  dann  die  folgenden: 

[sinm^Ay—  cosfncosvA0'-{cos(p-\-cosmcosfji,)Av  +  cosmcosvAi]rQ 

H — [(1  —  n^eosm^Ay  —  n^cosmcos  vAglr^  =  0, 
['-cosfncosvAy  +  sinv^Az'-co8(iCosvAv-'8inv*At]rQ 

•\ — [—  n^cosmcosvAy  +  (1  —  n^cos  v^)  A0]ri  =  Ü, 

[—  {cosq>+cosmcosfi)A  ''ycosficosvA0+sinfi^Av+cosfjicosvAj^]r 
•\ —  [( 1  —  n^cos  fjL^)  Af>  +  n^coS(icosvAt,]ri  =  0, 

[cos  mcosvAy  —  sinv^Ag  +  cosfACosvAv  +  sinv^Ai]  r, 

H — [n*co5fico5vA»  +  (l  — «*co5v*)Aj]r.  =  0. 

Setzt  man  fj  =  0,  so  reducirt  sich  das  vorstehende  System,  da  die 
zweite   und    vierte  Gleichung  identisch  werden,   auf  nur  drei  Gleichungen. 

Haben  die  Quotienten  —  und  -=■  dagegen   endliche  Werthe,   was  stets  der 
^ü  ''0 


2) 


23 
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Fall  ist,  wenn  der  Strahl  bei  endlicher  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes 
nicht  zugleich  durch  die  Kante  des  Prismas  geht,  so  muss  man  von  den 
vollständigen  Gleichungen  2)  ausgehen.  Aus  den  beiden  ersten  dieser 
Gleichungen  erhftlt  man  Av  und  AJ;  ausgedrückt  durch  Ay  und  As: 

rQ[co8(p8inv^+  co8mco8fi\Av  =    (ro  +  --^JÄ»nv*—  {rQ+  nri)oosm^mj/ 

+  rA njcosmcosvAe. 

ro[«>s<)pmv*+co«mcöÄft]Aj;=:-   f ro+— jcosfi4-(ro+nri)co5mco*g>  joosvAjr 

+    (fo+~j(co«mco«fi  +  co5  9)—  {rQ  +  nri)co8g>co8v*\Ai, 

Substituirt  man  die  Werthe  von  Av  und  At  in  die  beiden  letiteo 
Gleichungen  2),  so  müssen  die  Goefficienten  von  A^  und  Ae  versch winden, 
da  die  Gleichungen  2)  für  beliebige  Werthe  der  Ay  und  Ag  erfWt  sein 
sollen.  Die  Entfernungen  r^,  r,  und  r,  müssen  also,  wenn  das  Strahlen- 
bündel homocentrisch  bleiben  soll,  den  folgenden  vier  homogenen  Gleich- 
ungen zweiten  Grades  genügen: 

0  =  —  (cos  (p  +  cos  m  cos  (»)[co8  q>  sin  v*+  cosinco8^]rQr^ 

0  =  cosmcos  v[co8  (p  8inv*+  cosm  cos  (A]rQr^ 

+  (T%+  nr ^) 008(1  cos v\  (ro  +  — j^inv*— (ro+nrj)cMm*  1 

mvVjH — (1  — f»'ca5v*)ri  I 

\ro+^jcos(i+(ro+  nr^)co8mca8g>\ 
gvi     /O  =  —  cosiico8v[oo8q>8inv^+cosmco8fi]rQr^ 

+  rA njcosmcosvlsinti^r^-i — (l  — n*(»5j**)r,  I 

+  {r^+nrj}cosiicosv\  {rQ+'-^j{€os<psinv^+co$mcoSfM,) 

—  rAn )cosq>cosv^U 

0  =  —  sin  v*[cos  g>  sin  v^  +  cos  m  cos  fi]rQr^ 

+  {r2+nri)rA njcosmcosficosv^ 

+   sin  v^r^  H — (1  —  n^cos  v*)ri  J  J  f  r^H — ^  j(cos<p«» v'+cos  i 

—  rAn jcos<pco8v^\. 


b) 


—  C05V 
X 


0) 


d) 


imcosu 
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Liegt  der  Hanptstrahl  im  Normalschnitt  des  Prismas,  ist  also 

so    verschwindet    die    zweite    und    dritte    der    vorstehenden    Gleichungen, 
während  die  erste  und  vierte  in  die  folgenden  übergehen: 

0  =  —  [cos<p  +  C08mc08(iYrQr2  +  \8infi*r^  +  —{l^n^C08fi*)rA 

X  [(^0+5)  -  (^0  +  nr,)cosm^'j , 

0  =  [(»s  9  +  CO«  m  (»5^]  1^- fofg  +  (ro+ Jj  (r,+ J)]- 

Beachtet  man,  dass  zwischen  den  Grössen  fit,  (tt,  v  die  Gleichung  besteht: 

8in(p^8inv^  =  C08m^+  2cosfn  cos  (i  C08  q*  +  C08fi\ 

so  ergiebt  sich,  dass 

C08q>  +  cosmco8n  =  +  sinmsin^ 

nur    mit   m    oder   fi    verschwindet.     Aus    der    zweiten    der   vorstehenden 
Gleichungen  folgt  daher: 

während  sich  die  erste  Gleichung,  wenn  man 

{co8  (p  +  co8m  C08  fi)^=  sinm^sin  fi* 


substituirt,  in 


verwandelt^  da 


_     r  ncosf^  ncosr\    .  ^1      ^ 

*L    C08l^       °  C08%  2       *    '       'J 

nco8m  =  sini,      8infn  =  co8r^ 
neo8fi  =  8ini\      sinfi  s=  cosr 


ist.    Diese  Gleichungen  werden  identisch  mit  den  Gleichungen  1),    wenn 
r(j  =  — a,  ri=(J,  ^2  =  +&  gesetzt  wird. 

Der  allgemeinere  von  Herrn  Prof.  Burmester  behandelte  Fall  homo- 
centrischer  Brechung,  bei  welchem  der  einfallende  Hauptstrahl  gegen  den 
Normalschnitt  des  Prismas  geneigt  ist,  also  cosv  und  cosv^^  von  Null  ver- 
schieden sind,  ergiebt  sich  auf  folgende  Weise.  Multipicirt  man  die  Gleich- 
nngen  3  a)  und  3  b)  mit  C08v  resp.  C08  (i,  ebenso  die  Gleichungen  3  c)  und 
3d),  und  addirt  beide  Male,  so  erb&lt  man  die  folgenden  beiden  Gleich- 
ungen : 
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4) 


0  s=  I  —  COS  (p  {cos  g>  sin  v*+  cosmcosfijfQr^ 

+  y'i+-^)\  \ro+^)eosq>{cosq>sinv*+cosmcosiM) 

+  rA nj  cosfn{cosfn+  cos  ($  cos  g>)\\cos  v, 

0=  —  cosfi{cos(psinv^+costncos(M)rQri 

+  yi+-^j\  \rQ+—Jcosfi{cosq>sinv^+cosmcosfi) 

+  rA njcosv^{cosfn+  cosficosqi)]. 

Multiplicirt  man  ferner  die    erste   dieser  Gleichungen    mit   cosii^   die 
zweite  mit  costpoosv  und  subtrahirt,  so  kommt: 

rj(r2+— ]( n\cosv{cosm  +  cosiicosq>){cosmcosyL  —  cosv^cosq>)  =0, 

Andererseits  erhält  man   aus  den  Gleichungen  4)  durch  Moltiplication 
mit  cosv  resp.  cosm  und  Subtraction: 

— (foH-  rg  +  —  \{cosq>sinv^+  cosfncosfi){cosmcos(i  —  cosv^cosfp)  =  0. 

Beiden  Gleichungen  ist    also    genügt,    sobald   der  ihnen  gemeinsame 
Factor: 

5)  cosq>cosv^  ^  cosmcosfi=:0 

ist.  Aus  dieser  Bedingung,  welcher  die  Winkel  tn^  (i^  v  genOgen  mflssen, 
lassen  sich  in  Verbindung  mit  der  Gleichung: 

6)  8inq>^8inv^=  cosfn^+  2cosfncos(icosqt  +  cosfi^ 

für  jedes  m  entsprechende  Werthe  v  finden,  und  zwar  ergiebt  sich  ftkr  cosw^ 
eine  quadratische  Gleichung.  Zu  jedem  m  gehören  zwei  symmetrisch  mm 
Hauptschnitt  liegende  Strahlen,  deren  Winkel  mit  der  brechenden  Kaotf 
durch  V  und  180  —  v  bestimmt  werden.  Genügen  m  und  v  den  vorstehen- 
den Gleichungen,    so    können    aus    den    beiden  Gleichungen    3a)  und  3c' 

die  Quotienten  —  und  -^  berechnet   werden ,    und   zwar  ergiebt  sichi   da 

diese  Gleichungen  linear  werden,  für  jedes  r^  nur  ein  Paar  zusammen- 
gehöriger Werthe  Tq  und  r^  Auf  jedem  Strahl ,  der  einer  Mantellinie  des 
durch  die  Gleichungen  5)  und  6)  definirten  Kegelmantels  parallel  ist. 
ezistirt  also  ein  Punkt,  dem  ein  homocentrischer  Bildpunkt  ent^riekt 
Dies  ist  der  von  Herrn  Prof.  Burmester  mit  Hilfe  geometrischer  Be- 
trachtungen gefundene  Satz. 

Bei  dieser  Gelegenheit  möge  noch  darauf  hingewiesen  werden,  dasi 
die  Methode,  das  Bild  einer  ebenen  Figur  mit  Hilfe  eines  Prismas  in  seiser 
Ebene   zu  drehen,   bei  endlicher  Objectentfemung  in  optischer  Bexidmi^ 
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gleichfalls  an  dem  üebeUtande  leidet,  dass  die  Strahlen  nach  ihrem  Durch- 
gang darch  das  Prisma  nicht  mehr  homocentrisch  bleiben.  Für  den  Normal- 
schnitt iSsst  sich  dies  bereits  aas  den  oben  angeführten  Gleichungen  1)  er- 
sehen. Der  Gang  eines  vom  leuchtenden  Punkt  P  ausgehenden  Strahles, 
der  an  der  Grundflftche  des  Prismas  reflectirt  wird,  bevor  er  die  Bückflftche 
trifft,  sei  wieder  durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  die  erste  Variation 
der  optischen  Ltoge:       ^r  =  r«  +  n{r,  +  r,)  +  r, 

verschwinden  musa.  Die  Schnittpunkte  des  Strahles  mit  den  Flächen  des 
Prismas  mögen  auf  drei  Coordinatensysteme  bezogen  werden,  deren  X-Achsen 
mit  den  Seiten  des  Querschnitts  des  rechtwinklig  angenommenen  Prismas 
zusammenfallen,  deren  F- Achsen  den  Kanten  parallel  sind,  und  deren 
positive  Z- Achsen  nach  aussen  gerichtet  sind.  Die  Coordinaten  in  diesen 
Systemen  mögen  mit  x^y^z^^  ^i^i^i»  ^%y%f^%  bezeichnet  werden,  a^h^c^  die 
Coordinaten  des  leuchtenden  Punktes,  a^h^c^  die  Coordinaten  eines  im  aus- 
tretenden Strahle  gelegenen  Punktes  sein.     Dann  hat  man: 


wenn 


und  L  die  L&nge  der  Hypotenuse  des  Prismenquerschnittes  ist.     Aus  den 
Gleichungen : 

Tt T=-  —  x^ 

d^      Xq  —  üq       n  y2  ,  ♦»  «i 


^«0           ^0          y2             ^1  2 

jj  —      —  —  ajj         


r 


=  -n '^ n "^ =  0, 

OX^  Tj  fj 

L  Xq  L  Xq 


.^-"«  =  0. 


ergiebt  sich  darch  Elimination: 


360  Zar  homocentrischdn  Brechung  des  Lichtes  im  Prisma. 


L 


Z        «, 


wenn  p  den  Einfallswinkel  an  der  GrnndflSche  bedeutet,  und  da  ferner: 

eo8{roXo)=  ^"~*^  t    co5(r,ir,)  =  -^— ^. 

«»(^o^o)  =  7^ '  cosifj^g^)  =  -^  ist, 

Die  Winkel  (^r^)  und  (^fg),  welche  der  einfallende  und  austretende 
Strahl  mit  einer  im  Normalschnitt  parallel  der  Grandflftche  gezogeoeB 
Linie  l  bildet,  werden  nun  bestimmt  durch: 

€08  (/fo)  =  -  — =r  C08  (ro«o)  +  "7/=^  C08  (ro^o) » 

so  dass  mit  Bücksicht  auf  die  vorstehenden  Bedingungsgleichnngen : 

co5(Zro)  =  C08{lr^) 
wird.     Bei    einer  Drehung    des  Prismas   um  l  als   Achse  bleibt   also  der 
Winkel  zwischen  austretendem  Strahl  und  Achse  constant. 

Die  Bedingungen  für  die  Homocentricität  der  Strahlenbttndel  ergieb: 
sich  durch  Variation  der  optischen  L&nge: 

Werden  die  X  und  y  Coordinaten  der  Schnittpunkte  eines  im  Nomol- 
schnitt  liegenden  Hauptstrahles  mit  den  Seitenflächen  des  Prismas  mit: 

bezeichnet,  und  entsprechend  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  eines  l^e- 
liebigen  Strahles  des  unendlich  dünnen  Bündels  mit: 

endlich  die  Entfernungen  r^r^r^r^  für  den  Haoptstrahl  mit  (»oPi^i^*  ^ 
ergeben  sich  zunftcbst  als  Bedingungsgleichungen  für  die  Homooentrieitit 
des  Bündels: 
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—  —  n =u,     n n =»^> 

welchen    nur  genttgt  wird^    wenn    zwischen    den  Entfernungen  g  die  Be- 
dingung besteht: 

7)  «Po+C»i  +  P2+*»P8=0. 

Femer  müssen  für  beliebige  Wertbe  von  ^  noch  die  Gleichungen  er- 
füllt  sein:  a,^+a,^,=^0,     Mo+ &i5i  +  6,S,  =  0, 

wo  die  Grössen  a  und  h  sind: 

1        -' ,    «        sin?  n  sinpsini 

1  «tnp^nt      ,        1        sinp*   .    l       sinp^ 

/2(»i  «^1  ^1  ^1  ^2  P« 

1  sinp  sin  i 


6,: 


>^P2  ^Q% 


n    1        mü«inf  n        sini^    ,    1 


Y2  Qi  Q%  9t  ^92         93  93 

und  i  und  p  die  Einfallswinkel  des  Hauptstrahles  an  der  ersten  und  zweiten 
Fläche  des  Prismas  sind.    Diese  Gleichungen  führen  zu  der  Bedingung: 

\n*9Q-sini^{QQ'^n9i)'¥nQi\\Qi'Sinp^Qi'^Q^)+Q^\\n9^-sin?{nQ^+Q;)^-n*g^ 

-^^-sinpsinij  \9i93if^*9o-^^i\9o+ ^9i)  +  ^9i] 

+  9o9»[^9%-  sini*(n9^+Q^)  +  n^^J  j  =  0, 
welche  in: 

ncasi^9f  9%\{9i+  ^2)««wi?*cost*+  (^o  +  p8)«'«JP*(n*-  mt«)}  =  0, 
oder,  wenn  der  Brechungswinkel  r  eingeführt  wird  in: 

(cosi?  1 

übergeht 

Die  beiden  Gleichungen  7)  und  8)  können  aber  bei  endlicher  Ent- 
fernung von  Bild  und  Object  nur  dann  neben  einander  bestehen,  wenn 
der  Einfallswinkel  i  gleich  dem  Brechungswinkel  r  ist,  also  bei  senkrechter 
Incidenz  des  Bündels.  In  diesem  Falle,  in  welchem  überhaupt  keine 
Brechung  stattfindet,  entspricht  jedem  Funkte  des  einfallenden  Strahles  ein 
bomocentrischer  Bildpunkt. 


XX. 

Ueber  eine  besondere  Fläche  dritter  Ordnung 
mit  vier  Doppelpunkten. 

Von 

Dr.  H.  Thieme 

in  PoseiL 


I. 

Sind  in  einer  Ebene  zwei  Punkte  P^  und  P^  nnd  eine  gerade  Linie  I 
gegeben,  so  giebt  es  bekanntlich  anf  L  drei  Punkte,  deren  Verbindnogs- 
linien  mit  P^  and  P^  gegen  L  gleich  geneigt  sind.  Es  sind  dies  der  im- 
endlich  ferne  Pankt  P^  von  X,  der  Schnittpunkt  P  von  L  mit  der  (3eradei 
P^P^  und  ein  ebenso  bekannter  Punkt  Q;  sind  P^Q,  und  P^Q^  die  Lotk 
von  P|  und  P,  auf  L ,  so  theilt  dieser  Punkt  Q  die  Strecke  Q^  Q^  im  Ter- 
haltniss  PiQi'P^Qr  ^  ^^^  Q  bilden  mit  Q,  und  Q^  vier  harmonisdie 
Punkte. 

Sucht  man  alle  Punkte  der  Ebene,  welche  mit  P|  und  P,  Verbindungs- 
linien liefern y  die  gegen  L  gleich  geneigt  sind,  so  erhftlt  man  als  geo- 
metrischen Ort  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene,  die  Grerade  P^Pi 
und  eine  gleichseitige  Hyperbel.  Das  letztere  ergiebt  sich  aus  folgender 
Betrachtung. 

Hat  man  in  der  Ebene  einen  beliebigen  Punkt  X  von  der  verlangtsE 
Eigenschaft,  so  erhält  man  ersichtlich  einen  weiteren  derartigen  Punks 
wenn  man  an  P^  X  und  P,  X  auf  entgegengesetzten  Seiten  dieser  Stiahkfl 
gleiche  Winkel  antrttgt.  Der  gesuchte  Ort  ist  mithin  das  EreeugniBS  zwekr 
gleichen  Strablenbüschel  von  entgegengesetztem  Drehungssinn.  Das  Er- 
zeugniss  zweier  solcher  Büschel  ist  aber  eine  gleichseitige  HyperbeL*  Diese 
Hyperbel  geht  durch  P^  und  P,,  ihr  Mittelpunkt  ist  Pq,  die  Mitte  von  PjPf. 
die  eine  Asymptote  ist  die  Parallele  zu  L  durch  Pq,  die  andere  das  LoÖ 
von  Pq  auf  L.    Also: 

Der  Ort  der  Funkte,  deren  Verbindungslinien  mit  zwei 
festen  Punkten  P^  und  P,  gegen  eine  gegebene  Gerade  Z^  gleich 
geneigt  sind,  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel« 


*  Steiner-Schroeter,  Kegelschnitte,  2.  Aufl.,  S.  112. 
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In  den  besonderen  Fällen ^  wo  L  anf  F^F^  senkrecht  steht  oder  zu 
F^F^  parallel  ist,  zerfällt  die  gleichseitige  Hyperbel  in  die  Gerade  FiF^  und 
die  Mittelsenkrechte  von  F^F^. 

n. 

Sind  im  Baume  zwei  Punkte  F^  und  F^  und  eine  beliebige  Ebene  E 
gegeben,  so  kann  man  ebenso  nach  der  Fläche  fragen,  deren  Punkte  mit  F^ 
und  Pj  Verbindungslinien  liefern,  die  gegen  E  gleich  geneigt  sind. 

Die  Bestimmung  der  Ordnung    der  Fläche  bietet  keine  Schwierigkeit. 

Sind  P^  Qi  und  P,  Q^  die  Lothe  von  F^  und  P,  auf  jE7,  und  ist  X  ein 
beliebiger  Punkt  des  gesuchten  Ortes,  so  bilden  P^X  und  P^X  nicht  nur 
mifc  E^  sondern  auch  mit  F^Q^  und  F^Q^  gleiche  Winkel.  Die  Oesammt- 
heit  der  Geraden  durch  P,,  die  gegen  E  unter  einem  bestimmten  Winkel 
geneigt  sind,  bildet  einen  Botationskegel  mit  der  Achse  PiQ^,  ebenso  die 
Gesammtheit  der  Geraden  durch  Pg,  die  gegen  E  unter  demselben  Winkel 
geneigt  sind^  einen  Botationskegel  mit  der  Achse  F^Q^.  Ertheilt  man  dem 
Winkel  alle  Werthe  von  0^  bis  90^,  so  erhält  man  in  Pj  und  P,  zwei  pro- 
jective  Büschel  von  congruenten  und  parallelen  Botationskegeln.  Der  ge- 
suchte Ort  ist  das  Erzeugniss  dieser  beiden  Büschel. 

Eine  beliebige  Gerade  g  wird  von  jedem  dieser  beiden  Büschel  in  einer 
Involution  geschnitten.  Zwei  derartige  Involutionen  haben,  wie  man  be- 
kanntlich mit  Hilfe  eines  beliebigen  mit  g  derselben  Ebene  angehörigen 
Kegelschnitts  beweist,  vier  gemeinsame  Punkte.  Einer  der  gemeinsamen 
Punkte  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  von  ^,  da  die  Parallelen  zu  g  von 
Pi  und  Pg  aus  gegen  P^Q,  und  F^Q^  gleich  geneigt  sind,  also  einem  Paar 
entsprechender  Kegel  angehören.  Der  gesuchte  Ort  besteht  also  aus  der 
unendlich  fernen  Ebene  und  einer  Fläche  dritter  Ordnung.  Lassen  wir  die 
unendlich  ferne  Ebene  als  Theil  des  Ortes  unberücksichtigt,  so  haben  wir 
das  Resultat: 

Der  Ort  der  Punkte  des  Raumes,  deren  Verbindungslinien 
mit  zwei  Punkten  P|  und  P,  gegen  eine  Ebene  E  gleich  geneigt 
sind,  ist  eine  Fläche  dritter  Ordnung  F^. 

Dieser  Fläche  F^  gehört  ersichtlich  die  Gerade  P2P2  an»  <^&QQ  a^oi* 
auch  g^^  die  unendlich  ferne  Gerade  von ^.  Als  entsprechende  Kegel  der  beiden 
Büschel  sind  nämlich  auch  die  doppelt  zu  zählenden  Ebenen  anzusehen,  die 
durch  P|  und  P^  gehen  und  zu  E  parallel  sind;  ihr  Schnitt,  nämlich  die 
Gerade^«,  gehört  also  dem  ganzen  aus  .F^  und  der  unendlich  fernen  Ebene 
bestehenden  Orte  doppelt  an,  jedem  Theile  des  Ortes  einfach. 

ni. 

In  einfacher  Weise  lassen  sich  die  Schnitte  von  F^  mit  Ebenen  be- 
stimmen, welche  durch  die  Gerade  P]P2  oder  g^  gehen. 

Betrachten  wir  zunächst  die  Ebene  P^  Qi  P,  Q2  >  ^^  müssen  die  Geraden 
dieser  Ebene,   welche  gegen  E  gleich  geneigt  sind,   auch   gegen  die  Ge- 
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rade  Q^  Q^  gleich  geneigt  sein.  Die  Ebene  P^  $,  P,  Q^  schneidet  also  nach  I 
den  Ort  F^  (ausser  in  der  Geraden  PjP,)  in  einer  gleichseitigreii  Hyperbel, 
die  durch  P^  und  Pg  geht  und  ihren  Mittelpunkt  in  P^,  der  Mitte  toe 
PiP^f  hat,  während  ihre  Asymptoten  die  Parallele  und  die  Senkrechte  durt^ 

^0  ^^  Qi  Q2  si»^- 

Aehnlich  gestaltet  sich  die  Untersuchung  für  eine  beliebige  andere 
durch  P^P^  gehende  Ebene  G. 

Fällt  man  nämlich  auf  die  Schnittlinie  dieser  Ebene  G  und  der  Ebene  T 
von  Qi  und  Q^  die  Lothe  QiS^  und  Q^8^^  und  ist  X  ein  Punkt  auf  S^S^ 
welcher  dem  Ort  F^  angehört,  so  ist 


P,X 

P*Q» 

weil 

< 

Pi^SQ, 

=  i»,XÄ 

ist,  und 

PA. 

_PiQi 
P,Qt 

weil 

< 

PAQ, 

=  P,S,Q, 

ist;  also  ist 

F,X 

_P^S^ 

P,X       Pj^g 

und,  da  noch  <^C,  Pi^iX  =  P^S^X  =  90<^  ist,  AP^S^X  co  P^S^X,  miihJ 
sind  P^X  und  P^X  gegen  SiS^  gleich  geneigt, 

Ist  X  ein  Punkt  des  Schnittes  von  F^  und  O,  der  nicht  auf  ^5. 
liegt ,  so  kann  man  durch  X  zn  E  eine  parallele  Ebene  JE'  legen ,  und  &' 
würde  sich  in  derselben  Weise  wie  soeben  zeigen  lassen,  dass  P^Z  e^ 
P,  X  gegen  die  Schnittlinie  der  Ebene  E'  und  der  Ebene  G  gleich  gensrt 
sind.  Da  diese  Schnittlinie  aber  zu  S^S^  parallel  ist,  so  sind  P|Xcb^ 
P^X  auch  gegen  8^82  gleich  geneigt.  Die  Punkte  der  Ebene  0,  wel^ 
der  Fläche  F^  angehören,  bilden  mithin  nach  I  wieder  eine  gleichseitige 
Hyperbel.  Die  Asymptoten  sind  hier  die  Parallele  und  die  Senkrechte  tx 
Pq  zu  8^82-    Also: 

Eine  beliebige  Ebene  durch  P1P2  schneidet  F^  ansseri^ 
der  Geraden  P^Pj  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  Ebene  G  auf  der  Ebene  P^Q^P^ii 
senkrecht  steht,  wo  also  auch  die  Schnittlinie  von  G  und  E  aof  FJ 
senkrecht  steht,  zerfällt  die  gleichseitige  Hyperbel  in  die  Gerade  PiPf  d=> 
die  Gerade  ^,  die  in  P^  auf  PiQiP^Qi  senkrecht  steht;  h  ist  parallel  tx:T 
und  steht  natürlich  auch  auf  PiP^  senkrecht. 

Die  Fläche  F^  enthält  drei  reelle  gerade  Linien,  die  Ver 
bindungslinie  von  Pj  und  P^,  die  unendlich  ferne  Gerade  g^  v<'K 
E  und  die  Gerade  h,  welche  auf  P^P,  in  P^  senkrecht  steht  :is- 
zu  E  parallel  ist. 
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Da  in  dem  Schnitt,  in  welchem  F^  von  der  durch  PiP^  und  h  gehenden 
Ebene  getroffen  wird,  P|Ps  doppelt  zu  rechnen  ist;  so  wird  F^  von  dieser 
Ebene  iSngs  PiP^  in  einer  Geraden  berührt 

IV. 

Aas  der  angegebenen  Constmction  der  Asymptoten  der  in  III  be- 
handelten gleichseitigen  Hyperbeln  erkennen  wir  zugleich  den  Charakter  des 
Schnitts  von  F^  mit  der  unendlich  fernen  Ebene. 

Die  eine  der  Asymptoten  erhielten  wir,  wenn  wir  durch  P^,  die  Mitte 
von  P^P^  zu  8^8^^  die  Parallele  zogen;  der  unendlich  ferne  Punkt  dieser 
Parallelen  ist  Punkt  der  Hyperbel.  Die  unendlich  fernen  Punkte  aller 
dieser  Parallelen  bilden  die  unendlich  ferne  Gerade  g^  von  E,  von  der  wir 
schon  in  II  erkannt  hatten,  dass  sie  F^  angehört. 

Die  zweite  Asymptote  erhielten  wir,  wenn  wir  von  Pq  auf  8^8^  das 
Loth  fftllten.  Beschreibt  die  in  III  betrachtete  Ebene  Q  das  Büschel  P^Pg, 
so  beschreibt  die  Gerade  8^8^  in  E  das  Strahlenbüschel,  dessen  Scheitel  P, 
der  Schnittpunkt  von  E  mit  PiPg,  ist.  Die  Lothe  von  Pq  auf  die  Geraden 
dieses  Büschels  bilden  einen  orthogonalen  Kegel.  Der  Schnitt  der  unend- 
lich fernen  Ebene  mit  diesem  orthogonalen  Kegel  bildet  mit  g^  zusammen 
den  Schnitt  von  P'  mit  der  unendlich  fernen  Ebene.  Der  so  construirte 
orthogonale  Kegel  mit  dem  Scheitel  Pq  ist  der  Asymptotenkegel  der 
Fläche  F^.  Die  Geraden  des  Asymptotenkegels  haben  mit  F^  ausser  P^ 
and  dem  unendlich  fernen,  doppelt  zu  rechnenden  Berührungspunkt  keinen 
weiteren  Punkt  gemeinsam.  Der  unendlich  ferne  Kegelschnitt  von  F^  geht 
durch  den  unendlich  fernen  Punkt  von  P^^P^  und  den  unendlich  fernen 
Ptmkt  von  PiQi  und  PgQs;  seine  Beziehung  zum  unendlich  fernen  Kreise 
ergiebt  sich  aus  dem  Charakter  des  Kegels  als  orthogonalen. 

V. 

Die  Ebene  E  schneidet  F^  ausser  in  g^  noch  in  einem  Kreise;  ein 
Durchmesser  dieses  Kreises  verbindet  den  Schnittpunkt  P  der  Ebene  E  und 
der  Geraden  PiP^  niit  dem  Punkt  Q,  welcher  Q^Q^  im  Verhältniss 

bheilt.*    Für  jeden  Punkt  X  dieses  Kreises  ist 

g,Z:e,X=P,ft:P,e„ 

»Iso    <X  PiXQ,=:P^XQ^. 

Für  eine  beliebige  mit  E  parallele  Ebene  gilt  dasselbe  wie  für  E,  sie 
enthält  ebenso  einen  Kreis ,  dessen  Punkte  mit  P|  und  P,  verbunden  Ge- 
raden liefern,  welche  gegen  diese  parallele  Ebene  und  damit  auch  gegen 
EJ  gleich  geneigt  sind.    Also: 

*  Vergl.  Thieme,  Lehrsätze  und  Aufgaben  der  Stereometrie,  S.  11  Nr.  105. 
>eipug  1885.    B.  G.  Teubner. 


366  Deber  eine  besondere  Fläche  dritter  Ordnung  etc. 

EineEbene^  welche  zu  £  parallel  ist,  schneidet  JP' in  einen 
Kreise. 

Geht  im  Besonderen  die  parallele  Ebene  durch  P,  oder  durch  P,,  eg 
schrumpft  dieser  Kreis  in  einen  Punkt  zusammen ,  oder  vielmehr  der  Scbniu 
einer  solchen  Ebene  besteht  aus  den  beiden  imaginftren  Geraden,  wekbe 
Pi  bezw.  P^  mit  den  Schnittpunkten  des  unendlich  fernen  Kreises  und  der 
Ebene  E  verbinden.  Geht  die  zu  E  parallele  Ebene  durch  P^,  die  Mitte 
von  PiPii  so  zerföllt  der  Kreis  in  die  unendlich  ferne  Gerade  g^  und  dk 
Gerade  A,  die  in  Pq  auf  PiP^  senkrecht  steht  und  zu  E  parallel  ist.  Di 
in  diesem  Schnitt  der  Ebene  mit  F^  die  Gerade  g„  doppelt  vorkommt,  so 
berührt  diese  parallele  Ebene  die  Fläche  F^  in  g^  längs  einer  GeraöeiL 
F^  wird  also  in  P^P^  und  in  g»  von  je  einer  Ebene  berührt;  die  SchIlit^ 
linie  der  beiden  Berührungsebenen  ist  die  Gerade  h. 

VI. 

Bei  der  Bestimmung  der  Ordnung  des  untersuchten  Ortes  in  11  er- 
hielten wir  F^  zunächst  als  Erzeugniss  zweier  projectiven  Bfisehel  tos 
parallelen  und  congruenten  Botationskegeln.  Da  die  Achsen  der  Kegel 
P^Qi  und  P^Qf,  parallel  sind  und  je  zwei  entsprechende  Kegel  gleite 
WinkelöfiPnung  haben ,  so  schneiden  sich  dieselben  in  einem  der  nnendlkk 
fernen  Ebene  angehörenden  Kegelschnitt.  Die  beiden  Kegel  mflssen  sid 
demnach  noch  in  einem  zweiten  Kegelschnitt  durchdringen. 

Die  Lagenverhältnisse  dieses  zweiten  Schnitts  ergeben  sieh  ans  folger 
der  Betrachtung. 

Die  mehrfach  betrachtete  Ebene  P^  QiPiQ^  ist  Symmetrie -Ebene  beider 
Kegel;  also  auch  eine  Symmetrie -Ebene  ihres  Schnittes.  Legt  man  dorcüi 
P,  P2  eine  beliebige  andere  Ebene  Q^ ,  so  schneidet  sie  jeden  der  beklec 
Kegel  in  einem  Geradenpaar;  das  Paar  des  einen  Kegels  ist  dem  des  as- 
deren  parallel.  Die  beiden  Paare  paralleler  Geraden  bilden  ein  P&raUek 
gramm ,  in  dem  P^  und  P,  zwei  gegenüberliegende  Ecken  sind ;  die  beiik: 
anderen  Ecken  Xj  und  F,  sind  Punkte  des  zweiten  Schnitts  der  beidec 
Kegel.  Legt  man  durch  P^^P^  die  Ebene  Q^j  welche  für  die  Ebene  P,  QiPfQ: 
zu  Q-^  symmetrisch  liegt,  so  erhalten  wir  ebenso  zwei  Punkte  X^  und  I]. 
welche  dem  zweiten  Schnitt  der  beiden  Kegel  angehören.  Die  Ebern* 
welche  durch  drei  der  Punkte  X^,  Zj,  F^,  T^  geht,  enthält  auch  den  vi^tcz 
und  ist  die  Ebene  des  zweiten  Schnitts  der  beiden  Kegel.  DaP^Q^P^Q,  c 
den  beiden  Kegeln  und  zu  dem  Ebenenpaar  &,  und  G^  Symmetrie -Ebew 
ist,  so  liegen  auch  die  Punkte  Z,  und  Y,  für  Pjöi^ift  zu  X^  nnd  I, 
symmetrisch  und  die  Geraden  Z,Xj  und  T^T^  stehen  auf  P^Q^P^Q^  se&k 
recht.  Daraus  folgt,  dass  die  Ebene  X^X^T^T^  durch  A,  die  Gerade,  et 
in  Pq  auf  PtP^QiQ^  senkrecht  steht,  hindurchgeht.  Die  Linien  2,F,  nsv 
ZjYg  werden  als  Parallelogrammdiagonalen  von  P^P^  in  P^  halbirt;  P^  iss 
daher  Mittelpunkt  des  zweiten  Schnittes  der  beiden  Botationskegel.    Ah^- 
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Eine  beliebige  Ebene  dnrch  die  dem  Orte  F^  angehörige 
Gerade  h  schneidet  F^  in  einem  Kegelschnitt,  der  in  P^  seinen 
Mittelpunkt  hat. 

Die  Pankte  P|  nnd  P,  haben  ftlr  diese  Kegelschnitte  eine  besondere 
Bedeutung.  Bei  einem  Kegelschnitt  ist  der  Ort  der  Focalpunkte,  der  Punkte^ 
deren  Verbindungslinien  mit  den  Punkten  des  Kegelschnitts  einen  geraden 
Kegel  bilden,  wieder  ein  Kegelschnitt.*  Die  Punkte  P,  und  Pg  sind  für 
alle  Kegelschnitte  der  Fläche  F^^  welche  mit  h  in  einer  Ebene  liegen, 
Focalpunkte. 

VII. 

Auf  Grund  der  gefundenen  Eigenschaften  ISsst  sich  F^  nunmehr  auch 
als  Erzeugniss  eines  Ebenenbüschels  und  eines  projectiven  Büschels  von 
Kegeln  zweiter  Ordnung  nachweisen. 

Betrachten  wir  die  Schnitte  der  Ebene  Pj  Q^  P^  Q^  mit  den  beiden  pro- 
jectiven  Büscheln  von  parallelen  Botationskegeluy  so  erhalten  wir  zwei 
projective  Strahlensysteme  (Strahleninvolutionen  zweiter  Ordnung),  deren 
entsprechende  Strahlenpaare  parallel  sind.  Diese  sind  aber  im  Grunde 
nichts  Anderes  als  die  in  III  betrachteten  Strahlenbüschel  Pj  und  P,  von 
entgegengesetztem  Drehungssinn.  Das  Erzeugniss  der  beiden  Strahlen- 
involutionen setzt  sich  aus  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene  Pj  Qi  P,  Q^, 
der  Geraden  P1P2  und  der  gleichseitigen  Hyperbel  zusammen,  in  der  F^ 
von  FiQiPiQi  geschnitten  wird. 

Ein  Paar  entsprechender  Kegel  wird  von  PidPgö«  ^^  «wei  Paaren 
von  parallelen  Strahlen  geschnitten,  die  wieder  ein  Parallelogramm  bilden. 
Zwei  der  Ecken  sind  wieder  P|  und  P, ,  die  beiden  anderen  seien  X  und  T. 
Die  Gerade  XT  ist  Durchmesser  jener  gleichseitigen  Hyperbel,  X  und  T 
die  Endpunkte  desselben.  Durchlaufen  die  entsprechenden  Botationskegel 
die  ganzen  Büschel,  so  erhalten  wir  in  P|  und  P^  die  Strahleninvolutionen, 
während  die  Gerade  X  T  das  Strahlenbüschel  mit  dem  Scheitel  Pq  beschreibt. 
Dies  Büschel  ist  nach  einem  bekannten  Satze  über  Kegelschnitte  zu  jenen 
Strahleninvolutionen  projectiv.  Daraus  folgt  auch,  dass  das  Büschel  der 
£benen,  die  durch  h  nnd  XT  gehen,  zu  jedem  der  beiden  Büschel  von 
Botationskegeln  projectiv  ist,  und  F^  ergiebt  sich  als  Erzeugniss  des  Büschels 
der  Ebenen  und  eines  Büschels  von  Botationskegeln.     Also: 

f  ist  das  Erzeugniss  eines  Ebenenbüschels  und  eines  pro- 
jectiven  Büschels  von  Botationskegeln;  die  Achse  des  Ebenen- 
bOschels  steht  auf  der  gemeinsamen  Achse  der  Botations- 
kegel senkrecht. 

Diese  Erzeugungsweise  liefert  uns  noch  zwei  weitere  imaginSre  Ge- 
raden von  F^.  Der  Ebene  durch  h,  welche  zu  PiQi  parallel  ist,  entspricht 
in    dem  Kegelbüschel  P,  der  Kegel,  dessen  Winkelöflfnung  0^  betrftgt,  der 
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368  üeber  eine  besondere  Fläche  dritter  Ordnung  eto. 

alBO  nur  aas  der  Achse  oder  richtiger  ans  den  beiden  imaginttren  Ebenea 
besteht,  die  PiQi  mit  den  Schnittpunkten  von  E  und  dem  onendM 
fernen  Kreise  verbinden;  die  Schnittlinien  dieses  imagin&ren  Ebenenpaares 
mit   der  entsprechenden  Ebene  durch  h  gehören  der  Flftche  F^  an.    Also: 

Die  Ebene  durch  hj  welche  zu  PiQi  parallel  ist,  schneidet 
F^  in  drei  Geraden,  einer  reellen  und  zwei  imaginftren. 

Die  beiden  imaginftren  Geraden  haben  in  dem  unendlich  fernen  Funbe 
von  PiQi  einen  reellen  Funki 

VIIL 

F^  besitzt  in  Pj  und  P,  Doppelpunkte.  Eine  Gerade^  durch  P|  be- 
stimmt mit  PiP^  eine  Ebene,  welche  P'  ausser  in  PiP^  nur  noch  in  eaner 
auch  durch  P|  gehenden  Hjperbel  schneidet;  g  hat  also  mit  F^  höchstenä 
noch  einen  Punkt  gemeinsam;  dasselbe  gilt  für  eine  Gerade  durch  P^. 

Die  Kegel  in  P^  und  Pj,  deren  Winkelöffnungen  <XP%PiQt  ^^ 
<CPiP%Qi  sind,  schneiden  sich  ausser  im  Unendlichen  nur  in  dar  G^ 
raden  PiP^.  Die  Geraden  dieser  Kegel  treffen  also  F^  nur  in  P^  bezw.  ?,; 
diese  Botationskegel  sind  also  die  beiden  Tangentialkegelin  den  Dof^- 
punkten  P^  und  P,.  Die  beiden  Tangen tialkegel  berühren  sich  längs  P^Fr 
Die   gemeinsame  Tangentialebene  ist  die  Ebene  durch  PiP^  and  durch  k 

Nach  V  schneiden  die  Ebenen,  welche  der  Ebene  E  parallel  siiii 
die  Flftche  F^  in  Kreisen.  Diese  Kreise  gehen  sämmtlich  durch  dieeelbea 
beiden  Punkte  im  unendlichen,  die  Schnittpunkte  der  Ebene  E  m:: 
dem  unendlich  fernen  Kreise.  Daraus  folgt,  dass  F^  in  diesen  beida 
imaginftren  Punkten  auch  Doppelpunkte  besitzt«  Dass  die  Verbindungs- 
linien dieser  Punkte  mit  P|  und  P^  der  Flftche  P'  angehören,  wurde 
schon  in  Y.  gezeigt. 

Als  Gesammtresnltat  haben  wir  somit  erhalten: 

Der  Ort  der  Punkte,  deren  Verbindungslinien  mit  zwei 
festen  Punkten  P^  und  P^  gegen  eine  Ebene  E  gleich  geneigt 
sind,  ist  eine  Flftche  dritter  Ordnung,  welche  in  P^  und  f. 
reelle  und  in  den  Schnittpunkten  von  E  mit  dem  unendlich 
fernen  Kreise  imaginftre  Doppelpunkte  besitzt;  von  den  nens 
Geraden  der  Fläche  sind  drei  reell,  zwei  Gegenkanten  des 
durch  die  Doppelpunkte  bestimmten  Tetraeders  und  die  ditst 
Qegenkanten  schneidende  Gerade. 

IX. 

Zum  Schluss  möge  noch  die  Gleichung  der  untersuchten  PiSche  &c 
gegeben  werden. 

Der  Anfangspunkt  des  Coordinatensjstems  sei  die  Mitte  Pq  von  P  F^ 
die  Z- Achse  das  Loth  von  Pq  auf  £,  die  Y-Achse  die  Parallele  dorch  / 
zu  Q^Qi  und  die  Z- Achse  das  Loth  auf  PtQiP^Qt  in  P^. 
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Die  Coordinaten  seien 

von  Pj  .  .  .  0,  6,  c, 
,    Pg  .  .  .  0,  —  6,  —  c 

Die  Verbindungslinien  eines  Pnnktes  mit  den  Coordinaten  x^  y^  e  und 
der  Punkte  P,  und  P,  bilden  mit  der  Z- Achse  Winkel,  deren  cosinus 


bezw.  , 

c  +  g 

sind.     Setzt  man  diese  gleich,  so  erh&lt  man  als  Gleichung  der  Fläche 

st*+  i^  C0 

Posen,  im  October  1896. 
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XXVL  lieber  die  oonforme  Abbildung  der  Lemniscatenflftche. 

Es  sind  bekannte  Elementaraafgaben,  das  Innere  einer  eintheiligcD 
Lemniscate  oder  aber  das  Innere  der  einen  Hälfte  einer  Bernoulli'scbec 
bezw.  zweitheiligen  Lemniscate  auf  das  Innere  eines  Kreises  conform  ab- 
zubilden. Doch  scheint  mir  bisher  der  continuirliche  üebergang  von  der 
ersten  zur  zweiten  Abbildung  nicht  behandelt  zu  sein,  dessen  Eigentft 
eben  darin  begründet  liegt,  dass  das  Anfangs  einfache  FlSchenstack  in  zwei 
Theile  zerfUllt,  also  seinen  Zusammenhang  verliert.  Ich  habe  gefvindeB. 
dass  trotzdem  bei  zweckmässiger  Normirung  die  abbildendes 
Functionen  bei  diesem  Grenzübergang,  ohne  eine  ünstetigkeit 
zu  erleiden,  continuirlioh  in  einander  übergehen.  Diee  aei  im 
Folgenden  kurz  dargelegt: 

Wir  gehen  in  der  Ebene  des  Argumentes  e  von  der  allgemeinen  eis- 
theiligen  Curvenform  mit  den  Brennpunkten  ^e^  =  +  1  aus.  Wir  wollen 
das  Innere  der  Curve  derart  auf  die  Fläche  des  Einheitskreises  in  der 
tr- Ebene  abbilden,  dass  dem  Scheitelpunkt  iers=  +  a  der  Pankt  w^^-\-\ 
und  dem  Brennpunkt  z^=^  +  \  der  Mittelpunkt  tr  =  0  entspricht.  IHese 
Aufgabe  wird  übersichtlich  durch  die  successive  Anwendung  der  folgenden 
Abbildungen  gelöst:  _.  ,s 


i»*  = 


0,  + «*{«»- 2)' 


^8  =  f^(«'-l)-««t 


—  f3 


jEfo—  a 


w 

WO 


ist.  Die  Function  i^  bildet  die  Lemniscatenfläche  bekannüieh  anf  eise 
doppelt  überdeckt  zu  denkende  Kreisfläche  mit  dem  Mittelpunkt  «^  =  1  mid 
dem  Radius  a*— 1  ab,  deren  beide  Blätter  im  Punkte  i?i=0  als  eine» 
Windungspunkte  erster  Ordnung  zusammenhängen.  Die  lineare  8ab- 
stitution   z^   führt    dann     die    Kreisfläche    in    eine    analoge   über,    dere^ 
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WindaDgspankt  jetzt  jedoch  im  Mittelpunkt  jer,  =  0  liegt,  während  der  Radius 

des  neuen  begrenzenden  Kreises  — | — ?-  beträgt.     Die    Function    0^  führt 

ferner  diese  neue  Kreisfläche  in  die  schlichte  Fläche  des  Einheitskreises 
über.  Schliesslich  ist  in  den  letzten  der  obigen  Gleichungen  nochmals  eine 
lineare  Substitution  ausgeführt,  welche  den  Einheitskreis  in  sich  trans- 
formirt,  jedoch  seinen  Mittelpunkt  jetzt  dem  Punkte  5  =  +  1  entsprechen 
lässt.  Durch  Substitution  der  einzelnen  Functionen  ergiebt  sich  daher  als 
die  gewünschte  abbildende  Function: 


w  =  j/c^  —  l 


5  yi +  «*(«'- 2)-^i?»+ «*(«*- 2) 


In  der  That  lässt  dieselbe  den  Paukten  0==  a  bezw.  5  8=  +  1  die  Punkte 
iv  ==  +  1  bezw.  «;  »  0  entsprechen.  Wie  man  sich  femer  leicht  überzeugt, 
sind  bei  der  Ausrechnung  für  alle  Wurzel werthe  positiv  reelle  Bestand- 
theile  zu  wählen. 

Lassen  wir  nun  die  allgemeine  Lemniscate  in  die  BernouUi'sche 
Form  (mit  denselben  Brennpunkten)  übergehen,  so  haben  wir  einfach 
a^  =  2  zu  setzen.     Die  abbildende  Function  nimmt  für  die  Werthe  0  mit 

positiv  reellem  Theile  zunächst  die  unbestimmte  Form  tt   an,    ihr  wahrer 

Werth  ergiebt  sich  jedoch  als: 

Dies  ist  aber  gerade  die  Function,  welche  die  rechte  Hälfte  der 
Bernoulli'schen  Lemniscatenfläche  auf  den  Einheitskreis  in  angegebener 
Weise  abbildet.  Für  alle  Werthe  von  0  mit  negativ  reellem  Theile  dagegen 
wird  lim  u;  ==  —  1.  Dies  entspricht  dem  umstände,  dass  die  linke  Hälfte 
der  Lemniscatenfläche,  ehe  noch  a*  völlig  gleich  2  geworden  ist,  sich  auf 
die  nächste  Umgebung  des  Punktes  —  1  im  Einheitskreis  der  tc;- Ebene  ab- 
bildet. Der  weitere  continuirliche  Ueb  ergang  zu  der  Abbildung  des  rechten 
Ovals  der  zweitheiligen  Lemniscate  bietet  keine  neue  Schwierigkeit. 
Wir  erhalten  das  Schlussergebniss : 

Lässt  man  die  Lemniscate  mit  den  Brennpunkten  ±  1  in 
die  BernouUi'sche  Form  übergehen,  so  findet  keinerlei  Singu- 
larität bei  dem  entsprechenden  Grenzübergange  derjenigen 
Function  statt;  welche  die  Fläche  der  Lemniscate  auf  das 
Innere  des  Einheitskreises  in  der  Art  abbildet,  dass  dem 
Scheitelpunkt  +  a  der  Lemniscate  der  Punkt  +!•  dem  Brenn- 
punkte ß  =  +l  aber  der  Mittelpunkt  des  Einheitskreises  ent- 
spricht, obwohl  sich  in  der  Orenzlage  die  linke  Hälfte  der 
Fläche  völlig  abgeschnürt  hat. 

Aachen.  Fr.  Schilling. 

24» 


372  Kleinere  Mittheilnngen. 


XXVn.  Bemerkungen  Aber  doppelt- centritche  Vierecke. 

l. 

J^  sei  ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  Mi.  e,  f  seien  zwei  Tangenteo 
dieses  Kreises  in  den  Punkten  E,  F.  Construiren  wir  einen  Ereisbogea 
&,  Hj  dessen  Centriwinkel  supplementär  zu  Jf^EMiF  ist,  so  bilden  die 
resp.  Tangenton  g^  h  m  O^  H  mit  ef  ein  KreisYiereck  AB  OD»  U*  sei 
der  umschriebene  Kreis.     Mu  sei  der  Mittelpunkt 

Eine  beliebige  Tangente  q  von  J*  treffe  TP  in  den  zwei  Punkten  Q,  T. 
Wir  ziehen  durch  dieselben  je  die  zweite  Tangente  r,  ^  an  JK  Ihre  regp. 
zweiten  Schnittpunkte  mit  TP  seien  B^  8.  Dann  muss  die  Verbindungs- 
linie 8  dieser  Punkte  den  Kreis  J*  berühren,  weil  im  Kreisviereck  ^££7 
der  Winkel,  welchen  8  mit  der  Tangente  r  bildet,  zum  Winkel  der  Tau- 
genten  qt  supplementär  ist  Folglich  muss  auch  QBST  dem  Kreise  J* 
umschrieben  sein. 

Zu  jeder  Tangente  q  von  /'  gehört  ein  solches  Kreisviereck  und  also 
auch  eine  gegenüberliegende  Seite  8.  Diese  Zuordnung  ist  eine  yertanseh- 
bare.    Wir  schliessen  daher: 

Liegen  zwei  Kreise  so,  dass  der  eine  J*  einem  Viereck 
eingeschrieben  und  der  andere  U^  demselben  umschrieben  ist, 
so  giebt  es  unendlich  viele  Vierecke^  welche  U*  umschrieben 
und  c7'  eingeschrieben  sind.  Die  gegenüberliegenden  Seiteo 
dieser  Vierecke  sind  einander  involutorisch  zugeordnet.  Sie 
schneiden  sich  also  in  Punkten  einer  Geraden  p.  Die  Ver- 
bindungslinien ihrer  Berührungspunkte  gehen  durch  einec 
festen  Punkt  P.  P  und  p  sind  folglich  Pol  und  Polare  ii 
Bezug  auf  J*.  Mithin  gehen  die  Verbindungslinien  der  gegen- 
überliegenden Ecken  der  Vierecke  ebenfalls  durch  P.  Daraus 
folgt  weiter,  dass  P  und  p  auch  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf 
IP  sind.  Daher  liegt  P  auf  der  Centrale  c  beider  Kreise  uci 
wird  von  p  sowohl  durch  die  Punkte  J^J^  auf  J^  als  durch  die 
Punkte  U^U^  auf  17'  harmonisch  getrennt. 

2. 

Zu  einem  gegenüberliegenden  Seitenpaare  eg  eines  Vierecke  (siehe  die 
nebenstehende  Figur)  gehört  ein  zweites  gegenüberliegendes  Paar  fh.  Weil 
diese  Zuordnung  vertauschbar  ist;  sind  die  Geraden  EG^  FH^  welche  die 
Berührungspunkte  von  e,  p;  /*,  h  verbinden,  entsprechende  Strahlen  etsef 
Involution  J^  am  Scheitel  P.  Wir  können  beweisen,  dass  diese  Involuti^» 
rechtwinklig  sein  muss.     Es  ist  nämlich: 

<)CEaF=^EMiF    und     <)C^-Fff  =  |^<)C^Ä.<?. 
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Nun  ist 

<-E?af,F=180»-frif<ff,  also  <)::EFQ  ^QO^^HFG. 

Daraas  folgt,  dass 

<ffPi'c=  900,  das  heisst  HF±OE. 

Die  Verbindangslinien  der  gegenüberliegenden  Ecken  äC^  BD  des 
Vierecks  ABCD  sind  ein  Paar  der  Involution  harmonischer  Polaren  um  P  in 
Bezog  auf  J^    Wir  zeigen,  dass  dieses  Paar  durch  das  Rechtwinkelpaar 


W< 


P. 


\flf 


ü^^ 


Alu, 


3J3 


EO^  HF  der  Involntion  <7»  harmonisch  getrennt  wird.  ÄC  trifft  nttmlich 
p  im  Pole  V  von  BD  und  BD  schneidet  ans  p  den  Pol  W  von  ÄC.  Die 
Polare  von  F,  das  heisst  BD  mnss  aber  auch  durch  den  in  p  liegenden 
Diagonalpunkt  des  Vierecks  EFQH  gehen,  in  welchem  sich  die  Geraden 
EF^  QH  schneiden.  Also  ist  W  dieser  Diagonalpunkt.  In  analoger  Weise 
folgt  y  dass  7  der  Schnittpunkt  der  Geraden  EH^  FQ  ist  Folglich  sind 
ÄC^  BD  zwei  Diagonalen  des  Vierecks  EFQH  und  werden  durch  die 
Seiten  EQ^  HF  harmonisch  getrennt. 
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Diese  Beziehungen  gelten  für  jedes  Viereck,  welches  J'  eingeBchrieben 
und  TJ^  umschrieben  ist     Wir  scbliessen  daher: 

Ziehen  wir  durch  P  ein  Paar  xx^  der  Involation  har- 
monischer Polaren  in  Bezug  auf  JT',  so  s&hneidet  dieses  «us  IP 
die  Ecken  eines  Vierecks,  welches  J^  umschrieben  ist  Die 
zu  einander  senkrechten  Geraden  durch  P,  welche  mit  XX 
eine  harmonische  Gruppe  bilden,  treffen  J*  in  den  Berflhrungs- 
punkten  der  vier  Seiten  des  Vierecks. 

3. 

Construiren  wir  durch  einen  Punkt  X  der  Centrale  e  die  zwei  Tan- 
genten ee^  an  J*,  so  sind  diese  zu  c  orthogonal  symmetrisch.  Folglich 
müssen  auch  die  zwei  Vierecke ;  welche  zu  ee^  gehören,  orthogonal  sym- 
metrisch zu  c  liegen.  Daher  schneiden  sich  die  Seiten  ggiy  welche  des 
resp.  Seiten  ee^  gegenüberliegen,  in  einem  Punkte  x^  auf  e.  Ziehen  wir 
durch  Xi  die  Tangenten  gg^^  so  gehören  zu  ihnen  dieselben  Vierecke  wie 
zu  ee|.  Folglich  wird  durch  diese  Vierecke  eine  Involution  J  aaf  c  b^ 
stimmt  c  schneidet  die  gegenüberliegenden  Seiten  der  Vierecke  in  Paarea 
von  J. 

Der  Involution  J  gehören  die  Schnittpunkte  J^J^  von  c  mit  «P  aa; 
denn,  tritt  x  an  Stelle  von  «T^,  so  gehört  zu  der  Tangente  t^  in  J^  oi 
Viereck,  welches  zu  c  orthogonal  symmetrisch  liegt  Folglich  mnss  die 
Seite,  welche  in  diesem  Viereck  «^  gegenüberliegt,  den  Kreis  J*  in  J^  be- 
rühren. Aus  der  orthogonal  symmetrischen  Lage  des  erwähnten  Vimds 
folgt  noch,  dass  die  zwei  weiteren  gegenüberliegenden  Seitenpcuure  siek 
in  c  schneiden.  Diese  zwei  Schnittpunkte,  von  denen  der  eine  J*  ist  os^ 
der  andere  P|  in  p  liegt,  sind  also  Doppelpunkte  von  J. 

Ein  ferneres  Paar  der  Involution  J  sind  die  Schnittpunkte  U^  U^  toi 
c  mit  U*.  Um  dies  zu  zeigen,  benutzen  wir  einen  bekannten  Satx,  sack 
welchem  eine  Gerade  aus  den  gegenüberliegenden  Seiten  eines  Vierecks  nwi 
aus  den  Kegelschnitten,  welche  dem  Viereck  umschrieben  sind,  Paare  eise^ 
Involution  schneidet.  In  unserem  Falle  hat  diese  Involution  mit  J  zm 
auf  den  gegenüberliegenden  Seiten  des  Vierecks  liegende  Paare  gemeiBsaa^ 
Folglich  ist  sie  mit  J  identisch. 

Die  zwei  Paare  JiJ^y  TJ^  U^  bestimmen  J,  Diese  liegen  so,  dass  stets  d» 
eine  Paar  U^U^  das  andere  J^J^  einschliesst.  Daraus  folgt,  dass  JT  imac 
hyperbolisch  ist.  Der  Mittelpunkt  M  von  /  liegt  in  der  PotensUaie  m  der 
zwei  Kreise  J^  F*. 

Fassen  wir  das  Bewiesene  zusammen,  so  ergiebt  sich: 
Die   Centrale   der   Kreise  J*U^    schneidet   die  gegenüber- 
liegenden Seiten  der  Vierecke   und  die  Kreise  J^U^  in  Paarei 
einer  hyperbolischen  Involution,  deren  Mittelpunkt  M   im  der 
Potenzlinie  beider  Kreise  liegt     Die  Viereokseiten,   welche  /' 
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nicht  berühren,    schneiden    sich   in  einem  Doppelpunkte  P  der 
Involution. 

Eine  andere  Ausdrncksweise  dieses  Satzes  ist  folgende: 
Constrniren  wir  ttber  den  Schnittpunkten  der  Centrale 
mit  den  gegenüberliegenden  Seiten  eines  Vierecks  Kreise,  so 
schneiden  diese  sich  mit  J^  und  U*  in  denselben  zwei  imaginären 
Funkten  auf  der  Potenzlinie  dieser  Kreise.  Sie  bilden  mit 
J^IJ^  ein  Büschel.  Dr.  Bstbl. 

AJLViu.  lieber  die  partiellen  Differentialgleichungen, 

denen  die  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  einer 

algebraischen  Oleichnng  genügen. 

Im  38.  Jahrgange  dieser  Zeitschrift  habe  ich  die  partiellen  Di£ferential- 
gleichungen  behandelt,  denen  die  symmetrischen  Functionen  JB  der  Wurzeln 
einer  algebraischen  Gleichung 

1)  «"  -  c^d^-^  +  c^ixf"-'^ ±  c,.  =  0 

genügen.   Dabei  hatte  ich  die  Brioschi'schen  Formeln  in  zwei  Serien  getheilt, 

3)    ^;^''''^r^-^^^^^      (^,Ä=i,2,3...), 

hatte  einen  sehr  einfachen  Beweis  für  2)  und  einen  etwas  ferner  liegenden 
für  3)  gegeben  und  dabei  erwähnt,  dass  3)  nur  unter  Beobachtung  ge- 
wisser Yorsichtsmassregeln  verwendet  werden  dürfe,  ohne  dieselben  aber 
anrichtig  sei.  Ich  komme  hier  auf  die  Formelreihe  3)  zurück,  um  in  die 
1.  c.  ausgesprochene  Bemerkung,  ,,dass  es  im  Wesentlichen  nur  n  solcher 
Formeln  gebe*,  auch  die  in  3)  enthaltenen  hineinzuziehen,  um  für  die- 
selben zugleich  einen  Beweis  zu  liefern,  der  dem  für  2)  gegebenen  analog 
ist,  und  der  zugleich  3)  in  der  Weise  vervollständigt,  dass  er  den  Werth 
beider  Seiten  auch  durch  Differentiationen  darstellt,  die  nach  den  xx  aus- 
geführt sind. 

Statt  der  Wurzeln  x^^  x^, .  .  .  Xn  führe  ich ,  unter  i  eine  positive  ganze 
Zahl  verstehend,  die  Werthe 


2) 


ein  and  nntersnche,  wie  sich  hierdurch  erstens  die  Potenzsammen  nnd  zweitens 
die  Coefficienten  der  Gleichung  Sndem.     An  die  Stelle  von  ««  tritt 


P 
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Wir  wollen  hier  und  im  Folgenden  stets  die  höheren  Potensen  von 
t  vernachlässigen }  also  alle  Ausdrücke  nur  modulo  fi  betrachten.  Die  £iiler- 
schen  Formeln  zeigen  dann,  dass  für  x+i— l^n  —  1  dex  Coefifieient 
von  t  zu  Null  und  für  «  +  »  —  1  ==  »  —  1  zu  Eins  wird.  Femer  folgt  mit 
Berücksichtigung  von  1): 


-^c,a5-»-ca5-*+. 


^J\x£i     ^^ 


f'iH) 


V-^ 7-^ = ■ =  C<"-  »> 


r^^i 


a^+'  ^^(cf-c^)g?-^-(CtC,-C3)a^-«+ 


i^i'"^^^)    J#x 


f'ipoi) 


Die  Berechnung  der  Grössen  C^^  habe  ich  vor  Kurzem  (Monats -Hefte  f^r 
Mathematik  und  Physik)  dargelegt,  so  dass  ich  hier  nicht  darauf  einzugehen 
brauche  und  sie  als  bekannt  voraussetzen  darf.  Es  gehen  also  die  5«  über, 
wenn  man  C^J,"^^^=1  setzt,  in  die  Grössen: 


5) 


Wir  kommen  jetzt   zur  Berechnung  der  Coefficienten ,   welche   an  di« 
Stelle  der  c  treten.    Es  gehen 

Cjj   in  C,  +  >  pp— ; <  =  Co  +  >'— =— ::7r-r—    ' 


Aa^i) 


Cj   in    (^  +  y^ jry;^^ 1  =  Cj  + 


f\!Cx) 


nxi) 
^1 


=  C3+y^ 
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über.  So  lange  der  höchste  Exponent  im  Zfthler  des  Bruches  unter  dem 
letzten  Summenzeichen  <C  n— 1  ist,  verschwindet  nach  dem  Euler 'sehen 
Satze  die  Summe.     An  Stelle  von  Cn-<  erhält  man: 

Für  Cn-i+t  ergiebt  sich  mit  Berfloksichtigong  von  1): 

^  »;-c.a;?-t+...j:c.<a;j 
c,_,+,  +  (-  1)-^ j^^ 1 


=  Cn-i+i±y 


^c,_<+,4-*+- 


-t' 


(Ca  W 
C,-i 


TW) ""'■'' 

und  in  gleicher  Weise  fOr  Cn-t-^-t' 

'^-'+«  ±j2( 1^- ' 

^«,-,+.±^ f{^) '  =  ''-'+«' 

und  nach  derselben  Art  setzt  sich  die  Berechnung  bis  Cn  fort    Es  tritt  also 
an  die  Stelle  von 

Ca  wieder  c«  (wenn  a  von  n  — »  verschieden  ist), 
dagegen  (J„-<+  (— 1)»-«->  ^ 

Denkt  man  sich  nun  eine  symmetrische  Function  22  durch  die  a;,  durch 
die  c  und  durch  die  s  ausgedrückt,  führt  statt  der  x  die  Grössen  4)  und 
folglich  statt  der  c  und  der  8  die  Grössen  6)  und  5)  ein  und  vergleicht  in  den 
£ntwickelungen  von  fi  nach  i  die  Coefficienten  der  ersten  Potenzen  von  t^  so 
entsteht 

Diese  Formelserie  tritt  als  neu  neben  die  Brioschi'schen.    Neu  ist  sie 
freilich  genau  wie  3)  gegen  2)  nur  ihrer  Form,   nicht  ihrem  Inhalte  nach. 

Man   kann  nämlich  den  Bruch  -rn — r  auf  die  Form: 

f(Px) 

bringen,  und  dadurch  geht  die  linke  Seite  von  7)  in 

dB 


;K+  «1«!+  ■••  +  «n-ifl??-*) 


dxi 


ll>er.     Dieser  Ausdruck  lässt   sich   nun  aus  den    n  Formeln  2)  für  «  =  0, 
L  ^  .  . .  n  —  1  zusammensetzen.    Bildet  man  dasselbe  Aggregat  für  die  mittlere 
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Form  von  2),  so  mnoa  der  mittlere  Aasdruck  von  7)  entstehen;  denn  sonst 
hätte  man  dnroh  Snhtraction  die  für  jedes  B  geltende  Gleichung: 

welche  dann  aber  für  22  =  C| ,  c^ , . . .  c»  das  identische  Verschwinden  aller 
g>  anzeigen  würde.  Für  die  Ausdrücke  rechts  in  2)  und  7)  gelten  dieselben 
Schlüsse. 

So  erhält  man  z.  B.  für  n  =  2  aus  2) : 


8) 


und  femer  ist 


dB  ,     dB 


dB  ,, 


1 


/'(*,) 


_l ^2xi—e^ 

2»,  — c      cf— 4<^' 


n*.) 


»B 
""'de,' 

c,ag|  --2(^ 


c?-4c, 


-<n 


Multiplioirt  man   also  die  erste  der  Oleichungen  8)  mit  -= — ^—    und 
2  .     -2c,      c?-4c, 

die  zweite  mit  -ö — ^ — >   ferner  auch  die  erste  mit  -= — j^  und  die  zweite 
^  c?-4c,  <^--4c^ 

mit    o   '.. —  >  dann  entstehen  nach  Addition  die  Resultate: 


cl-W 


i 


i#+ 


i    dB 


dB 


r(«,)  a«i  ^Aa»)  »«»        «<t 


«1      aa         ai,     dB  _      dB 

fix,)  dx.'^fXx,)  aai~"*"ac,' 

and  das  stimmt  mit  7)  ttberein. 

Wir  wollen  nnn  die  Oleichnngen  7)  nnter  einander  verbinden.   Es  besteht 
für  die  C^>  die  Formelreihe: 

q— '>-c,c<«_7')=  -  q»-»>, 

C^«-i)_  c,  eil-»  +  CjC^-L-O  =  +  ciif\ 

Wenn  wir  diesen  Formeln  entsprechend  die  aus  7)  für  «  =  0, 1  stammendK 
Oleichungen  combiniren,  dann  die  für  «  =  0,  1,  2  u.  s.  w.,  so  entsteht: 


9) 
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und  gleichzeitig  entnimmt  man  ans  7),  dass  diese  Ansdrfioke  entsprechend 

'  ^-  fixi)  a*,'   ^^      f{xi)       dxi'"' 

sein  werden.  Dies  sind  die  correcten  Beziehungen,  welche  an  die  Stelle 
von  3)  zu  setzen  sind.  Ans  9  a}  geht  hervor ,  was  sich  ohne  Schwierigkeit 
auch  direct  nachweisen  lässt,  dass  die  Substitation  von 

««  +  -? ^      ^.?, ;; =^-^  statt«.   («  =  1,  2,...n) 

die  Gleichungen  9)^  9a)  hervorbringt 

Die  erhaltenen  Gleichungen  9),  9  a}  vereinfachen  sich  zu  den  Brie  sc  bi- 
schen; sobald  man  die  dort  unausgesprochene  Voraussetzung  macht;  dass 
H  als  Function  der  8  lediglich  durch  5|,  ^t»  •••^n  ausgedrückt  werde.  Dann 
entsteht  die  ergänzte  Brioschi'sche  Formel: 

^x-c.xl-^+c.xj'^-'-tCi    dB  .s^^,  ,SJ.  dB 


10) 


=  (n-t) 


dB 


In  meiner  früheren  Arbeit  habe  ich  gezeigt,  dass  die  allgemeine  Lösung 
des  Differentialgleichungssystems  2)  durch  die  Beziehungen : 

11)  Ä;i  =  ö,«}  +  OjirJ  + . .  •  +  a„«i    (a,  +  ö,  +  •  •  •  +  fln  =  n) 

gegeben  wird;  sobald  an  die  Stelle  der  e  die  Grössen  C7, ,  C^; ...  C»  treten, 
die  aus  den  8  so  abgeleitet  werden ;  wie  die  e  aus  den  s.  Für  die  Dar- 
stellung der  0  durch  die  Xij...Xh  habe  ich  die  symbolische  Form 

12)  fi!  O^  =  (a,a;,  +  0,«^  +  . . .  +  a«a;„)<^> 
gegeben,  in  welcher  die  symbolische  Potenz  xO^^  durch  x^  und 

ag*)  durch  a,{an-l){a,-2) . . .  (a»-  (a  +  1) 

za  ersetzen  ist.  Es  ist  vielleicht  nicht  überflüssig,  den  Beweis  für  diese 
Darstellungsart  anzugeben«  Die  Ableitung  des  Ausdruckes  von  c^  durch 
die  Sß  geschieht  am  einfachsten  durch  die  Formel: 

1  —  c,a?  +  c^xr ±c»a?"=  c"*'*e T'^      äT  ... 

Demgemftss  haben  wir  hier  zu  setzen: 

und  folglich  nach  11):  n 

Jjaxlogil—xxx) 

13)  1-C,it  +  ... +  C,a!«  +  ...  =  (1 -«,«)«•  (!-«,«)••...  (1 -«„«)•». 
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Die  Vergleichung  der  Coefficienten  ergiebt: 

wobei  die  Summe  über  alle  positiven  ganzen  x  erstreckt  wird,  für  die 

«1  +  X2  +  •  •  •  +  ^«  =  f* 
ist    Daraus  folgt  dann: 

=  V     .    T' r  <'^^T'  ö?*^^'  •  •  • 

^  X«!  Xal.  .  .Xnl 

(if)  * 

Ans  13)  erkennt  man  noch  unmittelbarer  als  aus  12),  dass  die  Forderaiig, 
alle  Oft,  sollen  verschwinden,  sobald  fi  >  n  ist,  nur  durch  ganzzahlige  positiTe 
Werthe  von  a^,  a^^,,*an  erfüllt  werden  kann,  und  da^die  Summe  der  d 
gleich  n  ist,  nur  durch     «^  =  ^5^+3:^  +  ...+ a^ 

und  durch  die  hieraus  entstehenden  Specialisirungen ,  in  denen  einige  der  i 
einander  gleich  gesetzt  werden. 

Die  Differentialgleichungen  10)  werden  h&ufig  mit  Vortheil  dazu  benutzt 
die  numerischen  Coefficienten  von  symmetrischen  Functionen  zu  berecbnet 
deren  litteraler  Theil  vorliegt.     Ist  z.  B. : 

gegeben,  wobei  die  u  noch  unbekannte  numerische  Grössen  bedenien,  dam 
liefert  10): 

-*IS""*"''^'     3|j=0  =  u,c,  +  u,c„ 
-2|^  =  0  =  (u,of  +  2u,c,)  +  i*,cJ  +  i*,c,, 

ds 

+  1  -^=  0=  (4uoCj  +  2UjCiC8  +  Wj,C8)+(UiCj  +  2tt3C,)Ci  +  U^CiCj+l«^f3. 

Das  System  von  linearen  Gleichungen 

t«4=4,      fig+W4=0,      W,  +  M,  =  0,     2f«3+t<4=0, 
4Wo+Wi  =  0,      2w,  +  2^3+ Mg  =  0,      Ug  4-^4=0 

ergiebt  dann  die  Werthe: 

^0=1»    u,  =  — 4,    ttj=-4,     W8=2,    U4=  — 4; 
54  =  cj  -  4(^cg  +  4c,c^+  2(|  -  4C4. 

Die  Benutzung  dieser  Methode  fordert  als  Berechtigungsnaehweis  noei. 
dass  gezeigt  wird,  die  Gleichungen  10)  reichen  wirklich  stets  zur  AafBndac| 
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s&mmtlicher  Coefficienten  u  aus,  wie  auch  immer  die  Function  B  beschafEen 
sei.  Ich  will  diesen  Beweis,  so  einfach  er  anch  ist,  hier  geben,  da  ich 
ihn  noch  nirgends  gefunden  habe.  Es  ist  also  vorausgesetzt,  dass  B  ein- 
mal in  seinem  Utteralen  Theile  durch  r^,  c^,...Ci,  mit  unbekannten  Coeffi- 
cienten  u  ausgedrückt  ist,  andererseits,  was  sich  ja  leicht  durchführen  Ittsst, 
durch  die  «, ,  «s«***^*     Bilden  wir  nun  zunächst 

^     ,^aig  ^  dB^ 

dSn  dCn 

so  treten  auf  die  rechte  Seite  alle  und  nur  diejenigen  Coefficienten  u,  welche 
zu  Aggregaten  uc^cP^cl^.*c^  gehören,  bei  denen  der  Exponent  e  von  Cn 
einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat.  Alle  diese  u  sind  nach  der 
Differentiation  mit  verschiedenen  Aggregaten  der  c  multiplicirt ,  und  jedes 
dieser  u  kommt  nur  einmal  vor.  Stellt  man  die  linke  Seite  daher  gleich- 
falls durch  die  c  dar  und  vergleicht,  so  giebt  dies  eine  eindeutige  Be- 
stimmung aller  dieser  CoefQcienten.    Ist  das  erledigt,   dann  gehen  wir  zu  | 

über.  Als  unbekannte  Coefficienten  u  kOnnen  nur  solche  auftreten,  die  der 
erste  Summand  rechts  enthält,  und  das  sind  alle  diejenigen,  welche  in 
Aggregaten  uc^c^»  • '^^i^^  vorkommen,  in  denen  6  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Werth  hat.  Jeder  derselben  kommt  nur  einmal  vor  und  es 
können  verschiedene  u  nicht  gleichen  Aggregaten  angehOren.    Ein  Vergleich  I 

der  rechten  mit  der  durch  die  c  ausgedrückten  linken  Seite  giebt  demnach  \ 

die  eindeutige  Bestimmung  aller  dieser  noch  unbekannten  Coefficienten.    Es 

BB 
können  in auch  bereits  bekannte  Coefficienten  eingehen,  nttmlich  die 

OCn^i  i 

aller  Aggregate  mit  öy  €  =^1:=  0;  die  hierdurch  sich  ergebenden  Beziehungen 
sind  widerspruchsfrei,  wie  das  aus  der  Existenz  des  Systems  10)  folgt.    Ai^f  j 

diese  Art  kann  man  fortfahren  und  so  der  Beihe  nach  sttmmtliche  Coeffi-  •  l 

cienten  u  bestinunen. 

Giessen.  Euöbn  Netto. 

XXIX.  ITeber  den  Schwerpunkt  der  gemeinsohaftlichen  Funkte  | 

eines  Kegelschnitts  und  einer  Curve  dritten  Grades. 

I. 

1.  Sind  irgend  drei  Geraden  L  und  zwei  Punkte  a,  b  gegeben,  so 
ist  dadurch  ein  Büschel  von  Curven  C^  bestimmt,  die  alle  durch  die 
Punkte  a,  h  gehen  und  die  Geraden  L  zu  Asymptoten  haben  und  zwar 
^ehen  alle  diese  Curven  C^  noch  durch  einen  weiteren  auf  ah  gelegenen 
pankt  c.  Legen  wir  durch  ah  einen  Kegelschnitt  C*,  so  bestimmt  jede 
C?^  auf  diesem  Kegelschnitt  vier  weitere  Punkte  p  und  der  Ort  der  Seiten 
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des  Vierecks  dieser  vier  Punkte  p  ist  eine  Cnrve  der  dritten  Klasse  Z*, 
indem  durch  jeden  Punkt  auf  0^  nur  eine  C^  geht  und  von  ihm  also  auch 
nur  drei  solche  Vierecksseiten  ausgehen,  unter  den  Curven  C^  ist  aber 
auch  eine  solche,  die  in  die  doppelt  zu  zählende  unendlich  ferne  Gerade 
und  in  die  Gerade  ah  zerfUlt  und  von  den  sechs  Seiten  des  zugehörigen 
Vierecks  fallen  vier  auf  G«,  während  zwei  die  Asymptoten  des  Kegelschnitti 
(P  sind.  Die  Curve  K^  hat  also  die  Gerade  Gm  zur  Doppeltangente  und 
die  Asymptoten  des  Kegelschnitts  C*  zu  einfachen  Tangenten. 

2.  Liegt  weiter  die  Mitte  einer  Sehne  de  des  Kegelschnitts  (P  auf 
einer  Geraden  &,  so  ist  ihr  Ort  eine  Parabel  P\  die  ebenfalls  die  Asymptoten 
von  C^  berührt  Die  beiden  Curven  K^  und  P*  haben  aber  ausser  Q»  und 
diesen  beiden  Asymptoten  noch  zwei  weitere  Tangenten  gemein ,  das  heisst, 
auf  der  Geraden  Q  liegen  zwei  Punkte,  die  Mitten  von  Sehnen  de  sind, 
die  zugleich  zu  Seiten  obiger  Vierecke  werden;  oder  wir  finden: 

Jede  der  Curven  C^  bestimmt  auf  dem  Kegelschnitt  C 
vier  Punkte  |7  und  der  Ort  der  Mitten  der  sechs  Seiten  des 
Vierecks  der  Punkte  p  ist  ein  Kegelschnitt  K*  und  da  der 
Mittelpunkt  dieses  Kegelschnitts  K^  zugleich  Schwerpunkt 
der  Ecken  jedes  einzelnen  Vierecks  ist,  so  haben  also  die 
vier  Punkte;  die  eine  C  auf  C^  bestimmt«  einen  festen  Funkt 
zum  Schwerpunkt  und  ebenso  haben  auch  alle  sechs  Punkte 
(a5und4|7),  die  auf  0^  und  irgend  einer  Curve  C?^  gelegen  sind, 
einen  festen  Punkt  8  zum  Schwerpunkt. 

3.  Ist  femer  irgend  eine  Curve  C\  gegeben,  die  dem  obigen  Bfischel 
nicht  angehört,  dagegen  die  gleichen  Geraden  L  zu  Asymptoten  hat, 
welche  mit  dem  Kegelschnitt  C^  unter  Anderem  zwei  Punkte  r  und  t 
gemein  hat,  so  können  wir  unter  den  obigen  Curven  C^  zunächst  die- 
jenige auswählen,  die  durch  den  Punkt  r  geht.  Durch  die  Punkte  a  und 
r  ist  dann  ein  neues  Bflschel  von  Curven  C^  mit  den  Asymptoten  L  be- 

*  stimmt  und  die  sechs  Punkte,  welche  eine  Curve  dieses  Büschels  auf  (? 
bestimmt,  haben  den  gleichen  Punkt  8  zum  Schwerpunkt,  indem  eine 
Curve  zugleich  beiden  Büscheln  angehört.  Von  diesem  zweiten  Büschel 
können  wir  übergehen  zu  einem  Büschel  durch  r  und  t  und  finden,  dass 
auch  die  Curven  dieses  Büschels  auf  C*  je  sechs  Punkte  mit  dem  Punkte  s 
als  Schwerpunkt  bestimmen  und  da  diesem  Büschel  die  Curve  C\  angehört, 
so  folgern  wir  daraus,  dass  überhaupt  jede  Cnrve  dritten  Grades,  welche 
die  Geraden  L  zu  Asymptoten  hat,  mit  C^  sechs  Punkte  gemein  hat,  die 
einen  festen  Punkt  s  zum  Schwerpunkt  haben,  und  da  die  drei  Asymptoten 
selbst  als  eine  solche  Curve  aufgefasst  werden  können,  so  haben  wir,  wenn 
wir  noch  berücksichtigen,  dass  die  Abschnitte  einer  Geraden,  welche  die 
Asymptoten  eines  Kegelschnitts  und  den  Kegelschnitt  selbst  ausschneideD, 
dieselbe  Mitte  haben: 
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Der  Schwerpunkt  der  gemeinsamen  Punkte  eines  Kegel- 
schnitts C*  und  einer  Curve  dritten  Grades  ist  der  Schwerpunkt 
der  gemeinsamen  Punkte  der  Asymptoten  der  ersten  Curve 
mit  den  Asymptoten  der  zweiten  Curve  und  dieser  Schwerpunkt 
bleibt  derselbe,  wenn  wir  die  beiden  Curven  beliebig  ver- 
ündern,  jedoch  ihre  Asymptoten  beibehalten,  und  soll  also  der 
Schwerpunkt  der  gemeinsamen  Punkte  beider  Curven  bestimmt 
werden,  so  können  wir  eine  oder  beide  Curven  durch  ihre 
Asymptoten  ersetzen.* 

n. 

1.  Die  Polarkegelschniite  C^  einer  Basis  C^  für  Pole  auf  der  unend- 
lich fernen  Geraden  bilden  ein  Büschel  durch  vier  Grundpunkte.  Jeder 
dieser  Kegelschnitte  schneidet  eine  Asymptote  in  zwei  zugeordneten  Punkten 
einer  Involution,  deren  Doppelpunkte  die  Berührungspunkte  der  Kegel- 
schnitte des  Büschels  sind,  die  die  Asymptote  berühren.  Einer  dieser 
BerOhrungspunkte  ist  aber  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Asymptote  selbst, 
in  dem  für  diesen  als  Pol  der  zugehörige  Kegelschnitt  die  Basis  und  somit 
auch  die  Asymptote  selbst  in  diesem  Punkt  berührt.  Der  andere  Berührungs- 
punkt auf  der  Asymptote  ist  also  Mitte  der  Strecke  zwischen  je  zwei  zu- 
sammengehörigen Punkten  der  Involution;  oder,  die  Polaren  C^  für  Pole 
auf  ff«  in  Bezug  auf  eine  Basis  des  dritten  Grades  bestimmen  auf  jeder 
Asymptote  der  letzteren  Sehnen,  die  eine  gemeinsame  Mitte  haben.  Wir 
folgern  daraus  aber,  dass  die  sechs  Punkte,  welche  einer  der  obigen  Polar- 
kegelscbnitte  mit  den  Asymptoten  gemein  hat,  einen  festen  Schwerpunkt 
haben»  oder  wir  finden  folgenden  von  Chasles  gegebenen  Satz: 

Jeder  Polarkegelschnitt  0*  eines  Pols  p  auf  der  unendlich 
fernen  Geraden  in  Bezug  auf  eine  Basis  des  dritten  Grades  C^ 
hat  mit  dieser  sechs  Punkte  gemein,  die  einen  festen  Punkt  s 
zum  Schwerpunkt  haben,  oder,  ziehen  wir  an  eine  Basis  des 
dritten  Grades  irgend  sechs  parallele  Tangenten,  so  haben 
deren  sechs  Berührungspunkte  einen  festen  Punkts  zum  Schwer- 
punkt. 

Der  Punkt  8  ist  zudem  Schwerpunkt  des  Asymptotendreiecks  der 
Curve  C\ 

2.  Drehen  wir  eine  Curve  C^  um  einen  Pol  p  um  einen  Winkel  von 
180^,  80  liegen  von  den  gemeinsamen  neun  Punkten  der  beiden  Lagen  der 
Curve  C^  drei  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  G«  und  die  übrigen  sechs 

*  Dieser  Satz  gilt,  wie  wir  a.  a.  0.  gezeigt  haben,  ganz  allgemein  für  zwei 
beliebig^e  Curven  des  mten  aod  n^^  Grades.  Mit  geringer  Aenderang  lässt  er  sich 
auf  Kegelschnitte  und  Curven  n^n  Grades  ausdehnen,  doch  versagt  diese  Art  des 
Beweises  ffir  den  aligemeinen  Fall;  und  wir  haben  es  deshalb  auch  unterlassen, 
die  in  II.  gez.  Resultate  auf  eine  beliebige  Basis  auszudehnen. 
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sind  Endpunkte  von  drei  solchen  Sehnen  aoii  &%i  ^nd  cc,  der  Basb, 
'  die  ihre  Mitte  in  p  haben.  Die  Endpunkte  dieser  Sehnen  liegen  dann  a&e- 
mal  auf  einem  Kegelschnitt  J^  der  „inneren  Polare"  des  PnnktBejpis 
Bezug  auf  die  Basis  C\  Ziehen  wir  weiter  von  p  an  die  Basis  C^  dk 
sechs  Tangenten,  so  liegen  die  sechs  Berührungspunkte  derselben  auf  ier 
,, äusseren  Polare  Ä^*  (ersten  Polare)  Yon  p  in  Bezug  auf  dieaelbe 
Basis.*  Die  unendlich  fernen  Punkte  der  letzteren  sind  aber  die  une&dlieii 
fernen  Punkte  der  beiden  Geraden  L  und  X^  durch  p,  die  mit  der  Bass 
je  drei  Punkte  gemein  haben,  deren  Schwerpunkt  p  ist.  Der  Schwer- 
punkt der  sechs  Punkte  a,  a|,  b,  h^  und  c,  c^  ist  aber  ebenfalls  dei 
Mittelpunkt  p  von  J'  und  nach  Obigem  bleibt  dieser  derselbe,  wem 
wir  die  Polare  JT*  durch  deren  Asymptoten  ersetzen.  Daraus  folgt  abff, 
dass  die  Asymptoten  ebenfalls  mit  der  Basis  je  drei  Punkte  gemein  habeo 
mflssen^  die  in  p  ihren  Schwerpunkt  haben,  da  nur  dann  p  Schwerpimb 
der  sechs  gemeinsamen  Punkte  der  Asymptoten  mit  der  Basis  sein  kaas. 
Die  Asymptoten  yon  J^  sind  also  die  Geraden  L  und  I^^,  oder  wir  findet: 
Die  Polaren  J' und  ^' haben  parallele  Asympoten(Steinera  a-O.,. 

«  Diese  Beseichnung  rührt  von  Steiner  her. 

Cannßtatt,  im  October  1895.  Benedikt  Spom«. 
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Historisohe  Misoellen  n. 

Von 

Dr.  Armin  Wittstein. 


1.  Da  ich  über  einen  von  Dorn  erkiftrten  arabischen  Himmelsglobus 
des  13.  Jahrhunderts  leider  nur  in  einem  sehr  kurzen  Anhängsel  zu  meinen 
Historisch-astronomischen  Fragmenten  berichten  konnte  und  yer- 
muthe,  dass  die  »Transactions  of  the  Royal  Asiatic  Society  of  Oreat  Britain 
and  Ireland '^^  in  deren  zweitem  Bande  Dorn  seine  Beschreibung  veröffent- 
licht hat,  nicht  jedem  Leser  meiner  Zeilen  leicht  zugänglich  sind,  so  will 
ich  hier  zunächst,  an  Stelle  jenes  ungenügenden  Citates,  eipe  etwas  ausführ- 
lichere Mittheilung  treten  lassen.  Der  vollständige  Titel  der  angezogenen 
Abhandlung  lautet  in  getreuer  Copie:  Description  of  an  Arabic 
celestial  globe,  belonging  to  Major -General  Sir  John  Malcolm,  depo- 
sited  in  the  Museum  of  the  Royal  Asiatic  Society  of  Oreat  Britain  and 
Ireland.  By  Dr.  Bernhard  Dorn.  (London,  1829.  Gr.  4^  Mit  zwei 
Figurentafeln.)  —  Der  Globus  ist  von  Messing  und  „augenscheinlich  per- 
sische Arbeit^,  wie  der  Verfasser  aus  verschiedenen  Merkmalen  schliessen 
za  können  glaubt.  Sein  Durchmesser  wird  zu  Oy^  Zollen  angegeben;  hat 
man  darunter  englische  zu  verstehen,  so  wären  dies  etwa  230  mm.  Die 
Schrift -Charaktere  sind  kufische.  In  der  Nähe  des  Südpoles  findet  sich 
die  Inschrift: 

..         ...      ..        ..  „Der  vor  Gott  dem  Höchsten  ganz 

"^  yS^  yJ'    ^*'  Niedrige  Mohammed  ben  Hilftl ,  Astro- 

SJU*r  ^i    JU>j-JJ  j«-yu^il  Jil^  ^2^      nom  von  Mösul  [am  Tigris  in  Mesopo- 
tamien],  hat  ihn  im  Jahre  674  der 
^y^  A*^      p^^^j^^  verfertigt" 

Das  Jahr  674  der  Hegra  begann  (jul.)  am  25.  Juni  1275. 

2.  Die  Entscheidung  der  berüchtigten ,  noch  immer  schwebenden  Streit- 
frage nach  dem  wahren  Entdecker  der  dritten  Mond  -  Ungleichheit  ist  vor  un- 
gefähr zwei  Jahren  durch  die  grosse  kritische  Untersuchung,  L*Almageste 
d'Abü'l  W6fa  Albüzdjäni,  des  Herrn  Baron  Carra  de  Vaux,  im 
19.  Bande  des  „Journal  Asiatique**  (Huiti^me  s^rie.    Paris,  1892),   in  ein 

Hirt.  -  Ut.  Abtb.  d.  Zeitochr.  f.  Math,  u  Phje.  40.  Jahrg.  1895. 1.  Hea  1 
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Stadium  gelangt ,  das  man  versucht  dein  mOchte,  ein  abschlieaaendes  sn 
nennen;  zum  Mindesten  aber  mussten  ihre  Ergebnisse  auf  die  Anhingcr 
des  jüngeren  S6dillot  eine  sehr  ernüchternde  Wirkung  ausaben.  Ich  halte 
es  geradezu  für  meine  Pflicht  —  auch  schon  deshalb,  weil  ich  mich  i£ 
diesen  Blättern  selbst  offen  zur  Meinung  L.  Am.  S^dillot's  bekannt  habe  — 
die  Aufmerksamkeit  der  Astronomen  und  Mathematiker,  die  sich  nicht  mit 
der  Lektüre  philologischer  Zeitschriften  befassen,  auf  diese  bedeuts&ae 
Arbeit  des  französischen  Gelehrten  zu  lenken ,  und  um  so  mehr  glaube  idi 
mich  hierzu  berufen,  als  meines  Wissens  bis  jetzt  von  anderer  Seite  Niehti 
der  Art  geschehen  ist 

Ausser  der  Einleitung,  die  übrigens  keine  Sjlbe  davon  enihfilt,  das 
man  irgend  eine  Entdeckung  zu  erwarten  habe,  zerf&llt  der  j, Abnagest^ 
des  Abül  Wef&  in  drei  Theile:  1.  Ebene  und  sphärische  Trigonometne. 
2.  Anwendung  der  trigonometrischen  Formeln  auf  Beobachtungen.  3.  Tbecrie 
der  Bewegung  der  Planeten.  Hiervon  umfasst  der  erste  Theil  das  Beste, 
während  der  dritte,  der  eigentlich  den  Kern  des  Werkes  bilden  sollte,  fiel 
gelitten  hat;  j^er  entspricht  durchaus  nicht  Dem,  was  der  erste  orwarten 
lässt,  und  rechtfertigt  in  keiner  Weise  das  Ansehen,  dessen  sich  Abtil  Wel^ 
als  Beobachter  erfreute'. 

„Die  noch  immer  fortbestehenden  Dunkelheiten  im  10.  Abschnitte  des 
Kapitels  vom  MÖnde  [g|,3L^JI  oiUi^l  JT-m^JI ^^.»flJLt  sXä-^^  JÜf  .^U.' 
^ih:£»> /^ii  ^  von  der  3.  Ungleichheit,   die  sich  beim  Monde  findet  ose 

Ungleichheit  mohdd&t  heisst]  müssen  auf  einer  naohtheiligen  TextverftnderuBf 
beruhen,  die,  wie  wir  an  mehreren  Stellen  Gelegenheit  hatten  sn  betones, 
überhaupt  die  ganze  dritte  Abtheilung  von  Abü*l  Wefft's  Almagest  in  sehSd- 
lieber  Weise  beeinflusst  hat.  Gleichwohl  scheint  der  in  Rede  stehende 
Abschnitt  ganz  besonders  gelitten  zu  haben.  Der  Styl  krankt  an  selteier 
Schwerfftlligkeit,  die  Exposition  ist  ungemein  weitschweifig;  bald  beziefat 
sich  der  Verfasser  auf  ein  voraufgehendes  Kapitel  über  denselben  Gegec* 
stand y  bald  äussert  er  sich  so,  als  käme  er  nun  zu  Etwas,  das  bisher  nocb 

nicht  erklärt  worden  sei.'' „Geben  wir  daher  Jedem,  was  ihm  gebührt: 

Tjge  Brahe  den  vollen  Ruhm,  da  er  niemals  ein  Schriftstück  eines  an- 
bischen  Astronomen  vor  Augen  haben  konnte,  welches  die  erste  Enfdeeku^ 
der  Variation  enthielt;  Ptolemaeus  oder  seinen  Vorgängern  die  Ehre 
einer  genaueren  Theorie,  als  man  im  Allgemeinen  anzunehmen  geneigt  is^ 
die  den  Keim  der  dritten  Mond  -  Ungleichheit  in  sich  trug;  Abü*l  Wefi 
und  seinen  Landsleuten  endlich  sehr  wenig  in  der  bewussten  Angelegt' 
heit,  höchstens  das  Verdienst  fortgesetzter,  aber  unfruchtbarer  Beobaehtanges. 
insofern  diese  nämlich  nur  fähig  waren,  die  Wissenschaft  zu  erstarkea, 
nicht  aber  deren  Fortschritt  im  Gefolge  zu  haben.'  —  Diese  Schlusswodc 
anzufahren,  schien  mir  nöthig;  doch  glaube  ich  kaum,  dass  ein  Astronos. 
dem   die  Geschichte  seiner  Wissenschaft  nicht  ganz  fremd  ist,   sie  in  aller 
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Punkten  wird  unterschreiben  können.  Derlei  Bedenken  haben  jedoch  mit 
der  Hauptsache,  auf  die  es  hier  ankommt,  nichts  zu  thun,  und  kann  daher 
ihre  Begründung,  die  sich  in  Ettrze  nicht  wohl  wtlrde  erledigen  lassen, 
fflglich  unterbleiben. 

3.  Ein  Zufall  setzt  mich  in  den  Stand ,  über  die  Lebenszeit  des  Mathe- 
matikers ''Omar  Alhajj&ml  Angaben  machen  zu  können,  die  vielleicht 
als  hinreichend  erachtet  werden  dürften  und,  wenn  ich  recht  unterrichtet 
bin,  bis  zur  Gegenwart  vermisst  wurden,  selbst  bei  Historikern,  wie 
Franz  Woepoke  (L'algöbre  d*Omar  Alkhayy&ml  etc.  Paris,  1851)  und 
Moritz  Cantor  (im  L  Bande  seiner  „ Vorlesungen *'),  die  der  Würdigung 
seiner  Leistungen  im  vollen  Maasse  gerecht  werden.  Er  hat  jedenfalls  in 
dem  Zeiträume  von  1056  bis  1123  unter  den  Lebenden  geweilt,  später 
aber  nicht  mehr ;  denn  im  letztgenannten  Jahre  starb  er.  —  Dazu  hat  das 
Excerpt  aus  einem  persischen  Codex  verhelfen,  welches  Hyde  in  seinem 
tiefgelehrten  Werke  über  die  Beligion  der  alten  Perser*  glücklicherweise 
der  Nachwelt  überliefert  hat,  von  dem  aber  nur  der  Anfang  uns  hier 
interessirt:  Li  Libro  Persico  D.  Bundei,  Num.  44,  de  Morte  Celeberrimi 
Ästronami  Omar  Cheiydm^  sequente  modo  legitur; 

U,,..        g^.v.  j^  ^jLa^  ^^  Chronica  memoralum  &  exara- 

f  tum  estf  quöd  Mars  Begis  Sapientum  & 

.4Jju^  ^^\hU  L4XsHJ  ,JdA  ^li^  d£=>  c^I     Principis  Bodorum  atque  Exemplaris 

^  .^  ^Lp^j^  «^'y=^  *^  cXhAll  ^.s^ä     ExceOentium^  Bodissimi  Choffja  Omar 

Cheiydm    acddü   anno  517  in    Urhe 

jO  ci^^l  zoyi  »iL  o--^*^^  r^  ^     Neishäbur.  Atque  in  omnibus  ScUniiis 

oL±^  ^'UX^-j  r^  f  Uj  jO^  ^^LÄAi     ^^  Sapientiis  unicus  &  sdeniissimus 

sui  temporis  fuU  Chogja  Negämi  Versi- 

y^j:^  yy^  ^^'>^  ^yi  «L*^  (»^'^     ficator  Samarcandensis,  qui  sui  temporis 

oyi.^js^  o-ä*  JliLi  s^D  ^J^y^     Bodissimus  atque  unus  ex  Bisdpülis 

dicH  Chogja  Omar  fuit:  d  is  mortem 
s.  w     »j^  .^  »^'^  ^^Ij/Lä  jJ  ^^     (JJ^^^  Q^^^  sequente  modo  narrat. 

Der  Anfang  des  Jahres  517  d.  H.  fällt  (jul.)  auf  den  27.  Februar  1123. 
—  Da  der  Höga  (Lehrer,  Meister)  'Omar  im  Jahre  1076  zum  anni 
persici  reformator  erwählt  worden  war,  so  musste  er  damals,  auch 
wenn  er  der  Monge  seiner  Zeit  gewesen  wäre,  doch  etwa  20  Jahre  ge- 
zählt haben.  Nlschäbür,  wo  er  aus  dem  Leben  schied,  liegt  im  nordöst- 
lichen Persien  ungefähr  unter  36^/^^  Nordbreite. 

4.  Schleifen    bildende    Curven,    ganz    besonders    ihr    Prototyp,    die 
L«emniscate,    hat   das   Alterthum   eben   so  zweifellos  gekannt ,    wie   deren 


*  Veterum  Persarum  et  Parthornm  et  Medorum  Religionis 
Historia.  (Autor  est  Thomas  Hyde,  S.  T.  D.  Linguae  Hebndcae  in  üniversitate 
Ox.on.  EVofessor  Regina,  &  Linguae  Arabicae  Professor  Laudianus.)  Editio 
seciuida.    Oxonii,  MDCCLX.  4^    S.  629. 

1* 
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mathematische  Discussion  daznmal  unterhlieb^  yielleicht  auch  imterbleibeE 
masste,  and  erst  sehr  epftt,  im  August  1638,  also  zu  einer  yerblltni» 
massig  gar  nicht  so  weit  hinter  ans  liegenden  Zeit,  begegnen  wir  fm 
solchen,  nämlich  der  des  sogenannten  ^Cartesischen  Blattes^;  von  di^ 
Carve  sagt  M.  Cantor  („Vorlesungen**,  IL  Bd.  S.  781) ,  „dass  sie  nr- 
muthlich  eine  der  ersten;  wenn  nicht  die  erste  Schleifenlinie  gewesäisei 
mit  der  man  sich  beschäftigt  habe**. 

Die  Lemniscate  oder,  wenn  man  lieber  will,  die  Hippopede  desEodoxis^ 
definirte  vor  ca.  2000  Jahren  Heron  von  Alexandria  als  Schnitt dne 
wulstartigen  Rotationskörpers  {annga)  mit  einer  Ebene ,  und  nirgends  ss 
angegeben,  dass  dieselbe  jemals  als  ebener  Schnitt  einer  Regelfliche  be- 
trachtet  worden  wäre,  die  sich  auch  schon  den  Alten  fast  Yon  selbst  falte 
darbieten  kOnnen.  Es  ist,  wenn  ich  mich  so  ausdrücken  darf,  ein  Mittel- 
ding zwischen  dem  geraden  Cylinder  und  Kegelt  das  ich  meine,  d.  keisf 
Fläche,  bei  der  die  erzeugende  Gerade,  statt  wie  beim  Kegel,  doreh  de 
Mittelpunkt  eines  Basis  -  Kreises  des  Cjlinders  hindurchzugehen ,  sich  lic^^ 
eines  Durchmessers  dieses  Kreises  bewegt,  wodurch  zwei  mit  der  Scb&e^ 
an  einander  stossende  keilförmige  Gebilde  oder  Conolide  entstehen ,  ansdeoa 
die  Lemniscate  sammt  ihrer  allgemeinen  Gestalt,  die  jetzt  Cassini *sche  Con; 
heisst,    dnrch  ebenen   Schnitt   hervorgeht,    wie    das  Folgende   durch  est 

höchst  einÜBcheEi^ 
wickelang,  aaf  e^ 
ein  wenig  bI^'* 
meinerer  Gmodl^^' 
zeigen  wird. 

EineEllipse^Tc: 
den  Halbachsen  ic: 
c,  sei  so  sitairtTdife 
ihr  Mittelpunkt  tf 
der  Achse  der  X 
in  der  Entfeni3£ 
o;  =3  a  vom  ürspno^ 
liegt,  und  ihre baiiiß 
Achsen  resp.  pvt^ 
den  Achsen  der  Y  und  der  Z  sind.  Eine  zur  Ebene  der  XJp&n^' 
Gerade   möge    nun   gleichzeitig   die    Ellipse  und  die  Achse  der  Z  tre&s 


*  Die  neueste ,  der  Untersuchung  der  Hippopede  gewidmete  Schrift  ist  bebte.' 
„Der  Astronom,  Mathematiker  und  Geograph  EudoxosvonKnidoa.  I-^ 
Lebensbeschreibung  des  Eudozos,  Ueberblick  über  seine  astronomische  L^  ^ 
geometrische  Betrachtung  der  Bippopede  von  Hans  Künssberg.  (ProgramA i>^ 
Jahresbericht  der  viercursigen  Königl.  Realschule  Dinkelsbfihl  pro  1888.)"  8*.  ^ 
einer  Figurentafel. 


Historische  Miscellen  TL 

dann  ist  der  geometrische  Ort  aller  Lagen  der  erzeugenden  Geraden  die 
windschiefe  Segelfläche  »  ,        „ 

Schneidet  man  diese  Fläche  durch  eine  Ehene^  welche  durch  die  Achse 
der  Y  gelegt  und  gegen  die  XF- Ebene  um  den  Winkel  a  geneigt  ist, 
und  nimmt,  um  die  wahre  Schnittfigur  zu  erhalten ,  eine  leichte  Coordinaten- 
Transformation  vor,  so  ergiebt  sich 

Vo  yo  \hcosa/ 

eine  Gleichung,  die  sofort  den  Lemniscaten- Charakter  der  betreffenden 
Carve  verrftth.  I^etztere  schneidet  die  neue  Achse  der  X  in  Xq  =  0  und 
XQ  =  ±c.C08€Ca^  oder  im  Coordinaten  -  Anfang  und  in  zwei  Punkten,  in 
denen  die  Tangente  senkrecht  auf  der  Achse  der  X  steht.    Im  ersten  wird 

ihre  Neigung  durch  +  — cos  a  bestimmt,  d.  h.  die  Neigung  der  beiden  hier 

möglichen  Tangenten;  denn  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  erscheint 
als  ein  Doppelpunkt,  wenn  auch  nicht  im  allgemeinen  Sinne.  Weiter  be- 
sitzt die  Curve  in   /  c.coseea  ^hc  \ 

Mazimalpunkte,  in  denen  die  Tangenten  parallel  der  Achse  der  X  sind. 
Führt  man  in  die  obige  Gleichung  die  Polarcoordinaten  r,  y  ein  und 
berücksichtigt,  dass  rcos^y  =  r^^  so  folgt: 

""  h.}/2,8inac08a 

Ist  nun  C08a^=-r^  so  erhält  man  die, gemeine  Lemniscate: 

+  c 


U  =  — -  '}/cos2y, 


die  im  Coordinaten -Anfange,  ihrem  Inflexionspunkt,  unter  45^  mit  concaver 
Krfimmung  ansteigt,  und  bei  der  die  halbe  Entfernung  ihrer  Brennpunkte 

c 


v^y 


1- 


l>eträgt.  Ein  solcher  Schnitt  ist  aber  nur  dann  reell,  wenn  a  <<  &, 
<3.  h.|  wenn  die  beiden  Geraden  (a^  —  6d?)(a^  +  ^^)  =  0,  die  Spuren 
Tsnserer  Fläche  in  der  alten  XF- Ebene ,  einen  Winkel  mit  einander  ein- 
schliessen,  der  grösser  als  90^  ist,  oder  wenn  die  Fläche  eine  grosse  Apertur 
l>esitzt. 


Historisch -literarische  Abtheilung. 

Jede,  zur  Ebene  der  YZ  parallele  Ebene,  z.  B.  die  in  der  Entieno; 
o;  =  a  vom  Anfangspunkte ,  schneidet  das  Cono!(d  nach  einer  Ellipse. 
Der  körperliche  Inhalt  des  keilförmigen  Raumes  zwischen  Schnittellipse  ui 
Achse  der  Z  wird,  wenn  man  bei  der  Integration  von  einem  der  ifflsia 
gleichschenkelige  Dreiecke  liefernden  Querschnitte  parallel  der  Ebene  dtr 
2  rausgeht:  4.« 

7=—.  l]/J^^d0^4-'<^i^' 

Eine  Tangentenebene 

f 0fl;*6«  +  riya^i?  +  lx{z^  -  c*)5*  -  x^z^b^  —  O 
an  die  Fl&che  (welche  fttr  5  —  c  in  den  cono-cnneus  von  Wallis  ühr- 
geht)  schneidet  sie  nach  einer  Erzeugenden  und  einer  liitie  dritter  Ordnus: 

Wird  endlich  in  der  voraufgehenden  Lemniscaten-Gleichang  der  Fut<T 
der  WurzelgrOsse  im  Z&hler  der  Einheit  gleich,  so  nimmt  das  die  Uir^ 
des  Lemniscaten- Quadranten  darstellende  elliptische  Integral  erster  Oattiicr 
die  Form  an: 

Vi 


/v 


Die  abgekürzte  Multiplication. 

Von 

Maximilian  Cürtze 

in  ThOTD. 


Es  unterliegt  ja  keinem  Zweifel  ^  dass  in  der  freilich  nur  hand- 
schriftlich erhaltenen  Arithmetica  von  Jost  Bürgi  die  abgekürzte 
Multiplication  gelehrt  ist,  und  dass  dieses  Werk  kurz  nach  1592  geschrieben 
wurde.  Aber  Jost  Bürgi  ist  nicht  der  Einzige,  welcher  auf  diesen  Bech- 
nungsTortheil  gelangt  ist,  und  zwar  geschah  dies  etwa  um  dieselbe  Zeit 
oder  etwas  später.  Vor  mir  liegt  eine  Handschrift,  welche  den  Titel  führt: 
„Georgii  Joachimi  Bhetici  Canon  Triangulorum.  Johannes  Prae- 
torius  Joachimicus  Canonem  hunc  olim  ab  authore  acceptum, 
descripsit  Cracouiae,  Anno  1569.  Idem  denuo  differentiis  et 
sinu  verso  auctum,  eundem  depinxit  Anno  1599  Mense  Julio, 
Altorfij.*** 

Dem  eigentlichen  Canon  ist  auf  den  folgenden  leeren  Bl&ttern  mancherlei 
hinzugefügt  unter  dem  Oesammttitel :  „Varii  Generis  Miscellanea  Con- 
gesta  a  Job  an.  Praetorio  Joachimioo."  Diese  Miscellanea  enthalten 
nach  einander:  „  £.  Methodus  constructionis  Magni  Canonis  Bhetici.^ 
9II.  Becentiornm  quaedam  inuenta,  ad  compendiosam  Canonis 
constructionem  spectantia.*'  „III.  Compendiosa  multiplicatio 
duorum  interse  sinuum,  quando  factus  per  1000  etc. diuidendus  est**, 
und  daran  anschliessend  steht  dann  Folgendes : 

Possunt  et  in  muUiplicaJtione  duorum  sinuum^  23740^5 
vd  quorumcumque  aliorum  numerorum,  praäeriri  tSi7t02 
superuacaneae  notae,  quae  alias  per  diuisionem  sinus 
totius  resecari  sölent. 

Si  multiplicari  debent  nostri  propositi,  ducatur  primus 
inferioris,  yelut  1,  in  omnes  superiores.  postea  hac  inferiore 
nota,  cum  postrema  superioris  scilicet  5  deleta,  subsequens  in- 
ferioris;  scilicet  8,  in  residuas  superioris  multiplicetur. 
Bursus  8  cum  penultima  superioris,  scilicet  1,  deletis  sequens 
inferioris,  scilicet  9;  in  residuas  superioris  etc.  Sed  sciendum,  438504| 
si  factus  diuidi  debet  per  sinum  totum,  qui  habet  unitati 
postpositas  tot  zjphras,   quot  sunt  notae  in  inferiore  numero  multiplicato : 


237401 

5 

189920 

8 

9496 

0 

1661 

8 

23 

7 

4 

*  Codex  latinuB  Monacensis  Nr.  24101,  früher  ZZ  1101.    In  gross  Folio. 
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^2^524 


qüod   ultima   linea    adhuc  ampntari    debet,    ut  vides    in  ezemplo.  ad  id 
tarnen  prodesti  ut  ultima  nota  quoti  nostri  eo  exactior  definiri  possii 

Item   sinus  29  gr  scilicet  sit  ducendus   in   sinum  1  gr 

484809)6 
124524 

scilicet,  et  factus  diuidendus  in  10000000.  Hie  in  inferiore  sunt 
6  notae  et  tarnen  propter  10000000  7  ultimae  notae  ampn- 
tandae.  Ergo  toUatur  de  superiore  ordine  ultima  nota,  ut  vides. 
Ratio  per  se  manifesta  est. 


Vel  ordine  inverso,  ut  ultima  inferior  in  primam  snperioran. 
postea  penultima  inferioris  in  duas  priores  superioris:   item   antepennlÜBa 


48180i9 

33936 

0 

9696 

0 

1939 

2 

242 

0 

9 

6 

1 

6 

60369 

Alit 

er. 

48480  9|6 
124^4 


1 

6 

9 

6 

242 

0 

1989 

2 

9696 

0 

48480 

9 

60369 

inferioris  in  tres  priores  ^- 
perioris  etc.  et  hie  modi25 
vulgaris  multiplicationis  er- 
dinem  seruat. 


Si  sinus  7503415  multiplicari  debet  in  57320  et  factus  in  100000> 
diyidi.    Siquidem  superior  numerus  pleno  loca  sinus  ezplet,  inferior  defiei:. 


75034 
57320 


37517 

5252 

225 

15 


15 


sie  collocato:  et  ampntats 
superioribus  quoque  duabis 
notis,  perficiatur  ut  anteft 
multiplicatio. 


43009 
Item  si  508071  ducendum   sit  in  3421 ,   et  factus  in  10000000  dir^ 


dendus.  Qnia  maior  numerus 
pro  radio  dato  plenus  non  est, 
deberet  enim  habere  7  notas  ab 
initio,  defectum  exple  adposita 
0  hoc  modo: 


0608 
3421 


152 


200 


173 


071 


9 


et  amputatis  tribns  su- 
perioribus abundantibus  no^^ 
supra  inferiorem  modo  9&i*^ 
multiplica. 
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Sit  45082  dncendas  in  425  et  partiendns  in  lOOOOO.     Maiorem  video 


notas  pleni  sinns  babere,  sie 
igitnr  collooandi: 


450 
425 


82 


180 
9 
2 


Pac.  191 
Sit  7538  mnltiplicandns   in  7041    et  foctns   in    100000  dividendas. 
Nenter  bomm  pleni  sinus  notas  habet.     Sic  ergo  notabis. 


0753g 
7041 


Proba: 


7538 
7041 


527 
2 


530 


Mnltiplicetnr  50384  in 
Sumo  altemtmm  et  quidem 
maiorem. 


3 
527 


7538 
0152 
66 


Pac.:  530 
70342   et   fiictns 
0070  3|42 
50384 


351 
2 


diuidatnr  in  10000000. 
Possit  el  aliter  fieri, 
sed  baec  collooatio  est  ez- 
pedita. 


Pac.:  353 
Solent  bypotennsae  et  qnaedam  tangentes  pleno  sinn  esse  abundantiores, 

75387  9 
30104 


si  ergo  cnm  aliis  multipli- 
candi:  vide  ezemplaseqnentia. 
Qaoties  sinns  plenns  in  abun- 
dantiorem  nnmemm  mnltipli- 
candns, prior  regnla  obser- 
vetnr,  nt: 


Divisore  existente 
lOOOOO. 


226163 

753 

30 


226947 

Si  nterqne  aeqnaliter  abnndans,  snperiori  tot  zypbras  adponito,  qnot  sunt 

320453400 
3204534 


notae  abnndantes.  üt  datis 
3204534  et  3204534.  Cnm 
radins  snmatnr  100000,  dnae 
utrinqne  notae  nltra  sinum  per- 
fectnm  abnndant,  ergo  dnabus. 
Zypbris  snperior  angeatar. 


96136020 

6409068 

128181 

16022 

961 

128 


102690381 
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Idem  fiat,  si  alter  in   daabns  notis   reliqmis  in  nna  abnndat.    üt  si 


2573120 
25030 


dati    sint  257312  et  25030. 
Dinisore  posito  10000. 


514624 

128656 

771 


644052 
Si  anns  abundat,  alter  deficit,   de   abandante  tot  ampntentnr  noise, 

quot   in   reliquo   deficinnt  et 


320  5|7 
734 


2243 
96 
12 


2352 
Item  dati  eint  3201251  et  352. 


obsematnr  regala.  üt  data: 
32057  et  734.  Dioisor  antem 
sit  10  (XX).  Minori  ad  pleni- 
tudinem  nna  nota  deest,  ergo 
abnndanti  nna  anferenda  not&. 


Dinisoris  100000.    Qnia  minor  doaboä 


3201 2|51 
352 


9603 

1600 

64 


a  pleno  notis  deficit:  ergc 
de  maiore  dnae  ampatandie 
notac;  si  nnmema  is  sit  plenss 
siue  abandans. 


11268 
Si  dno  abundantes  aequaliter,  totmaiori  Zyphras  subiungantur,  quot  in 
alterutro  abondant. 

Si  inaeqnaliter  abundat  uterqne,  tot  maiori  0  adiungantar,  quot  nette 
in  minore  abnndant. 

I.  Plenns  in  plennm:  servatur  generalis  regala; 
II.  Plenns  in  abundantem:  eadem  teneatnr  regala.  abandante 

snperiore  loco  collocato; 
III.  Plenns  in  deficientem  vel  diminntum :  tot  ampntantar  notee 

de  maiore,  qnot  deficiant  in  minore; 
IUI.  Abandans  in  abundantem:    tot.O.   maiori  adiciantar,  qac: 
abundant  in  minore; 
V.  Abundans    in    deficientem:    de    abundante    tot   aaferantor 

notae,  quot  deficiunt  in  minore; 
VI.  Deficiens  in  deficientem:    de  maiore  tot  notae  anferastur. 
quot  deficiunt  in  minore  et  subscribatur  minor. 
De  quo  vero  numero   una  vel  plures  notae  amputantur  is  semp^  sc* 
periori  loco  coUocetur,  reliquus  ei  subscribatur. 


Si  multi- 
plicandus 
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Dass  hier  für  die  abgekürzte  Multiplication  von  Decimalbrüchen ,  denn 
nur  um  solche  handelt  es  sich  ja,  alles  geleistet  ist,  was  an  Fällen  über- 
haupt vorkommen  kann,  ist  klar.  Praetorius  hat  für  alle  anderswoher 
entnommenen  Regeln,  ja  selbst  Beispiele,  stets  den  Verfasser  derselben 
angegeben  —  er  nennt  z.  B.  Otho,  Bheticus,  Pitiscus,  Adrian  van 
Bornen,  Ludolph  von  Co  ein  u.  A.  — ,  so  dass  anzunehmen  erlaubt  ist, 
dass  er  alles  nicht  mit  solchem  Hinweis  Versehene  als  sein  Eigenthum  in 
Anspruch  nimmt.  Es  ist  daher  wohl  nicht  mehr  als  billig,  wenn  man  ihm 
für  die  Erfindung  und  Verbreitung  dieser  wichtigen  Rechnungsart  neben 
Jost  Bürgi  als  Hauptbewerber  nennt.  An  das  eben  Mitgetheilte  schliesst 
sich  als 

IV.  die  vollständige  Auflösung  der  rechtwinkligen  und  der 
schiefwinkligen  sphaerischen  Dreiecke  sehr  übersicht- 
lich in  Tabellenform  gebracht. 

Am  Schlüsse  derselben  findet  sich  folgende  für  die  Geschichte  wichtige 
Bemerkung: 

„  Johan.  Wernerus  NorimbergensiS;  in  suis  IUI  de  triangulis 
libris  ut  plurimum  occupatus  fuit  in  demonstratione  qualitatis 
arcus  quaesiti  vel  anguli,  quae  comitatur  qualitatem  datorum.  Eos 
libros  Werneri  Bheticns  habnit,  sed  mannsoriptos,  necdum  putoex- 
cnsos.  In  quario  libro  duos  illos  casus  pertractat,  quorum 
regulas  proximis  duabus  paginis  exposuimus,  sed  aliquante 
prolixior  est,  opus  enim  habet  duabus  operationibus." 

Es  ist  dies  jedenfalls  diejenige  Stelle,  auf  welche  sich  Doppel majr* 
als  in  einem  Manuskripte  des  Praetorius  befindlich  bezieht.  Nach  einigen 
leeren  Blättern  folgt  dann  folgende: 

Cubi  duplatio  practica.  Joh.  Pr. 
In  quadrante  sit  h  c  arcus  hexagoni ,  et  bifariam  secetur  in  d,  Bursus 
arcus  de  bifariam  in  e  et  iterum  de  in  f^  et  connectatur  afy  et  produ- 
catur  db^  af  quousque  libei  Detur  iam  latus  CQbi  ag  et  erigatur  per- 
pendiculum  gh.  Et  erit  ah  latus  cubi,  qui  duplus  est  prioris  differentia 
insensibili.  Ad  demonstratiuam  autem  praecisionem  angulns  fab  in  modico 
insto  maior  est,  non  tamen  duorum  primorum  scnipulorum  unius  gradus 
interuallo,  quod  perceptu  difficile  est.  Ad  sensum  fiet  probatio,  si  ai^ 
aequalis  fiet  ai,  et  ductu  perpendiculari  ik  fiat  huic  aequalis  al.  Et  rursus 
ducta  perpendiculari  If  fiat  af  aequalis  am^  et  perpendicularis  tandem 
erigatur  nin.  Manifestum  est  ag^  ai^  al,  am  deinceps  analoges  esse  sicut 
et  aA,  ak,  afy  an.  Item  gh,  ik^  If,  mn,  Quando  igitur  am  dupla  de- 
praehendetur  ipsius  ag,  vel  an  dupla  ah^  vel  tandem  gh  dimidium  ipsius 
ntt»,    certum   erit   propositum.     Ex    diligenti  autem  descriptione  hoc  fieri 


*  Doppelmayr,  Historische  Nachrichten  von  den  Nümbergischen  Mathe- 
maticis  und  Künstlern.    Nürnberg  1730.    Fol.    S.  84,  Anm,  cc. 
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depraehendetur.  Arbitramur  verö  practica  hanc  rationem  commodiorem  €se 
qaam  ullam  veterum.  Est  enim  certi  aliqaid  abi  in  diaisionibos  subsistai 
absqne  errore  sensibili. 

Possit  et  ad  aliam  datam  caborum  rationem  similis  angolas  fieri  m^ 
diante  tab.  sinnnm ;  sed  non  est  expedita  scrapulornm  numeratio  in  eirenm- 
ferentia  qnadrantis. 


"^^ 

\ 

\^ 

/ 

\/ 

1 

.y^ 

hy 

\ 

^ 

\ 

yT 

\ 

\ 

y^ 

\ 

\ 

\ 

\ 

a 

/X 

\ 

\ 

' 

l 

r~ 

1 

ff  ^n 

und 


sowie 


Nach  Praetorius' Construction  müsste  |^sc «ecST^SO' sein.   NqbL^ 
5ec37ö30'=  1,2604724 

f^=  1,2599210, 
5ec37028'=  1,2599101, 


daher  ist  seine  Aassage  gerechtfertigt,  dass  der  Winkel  haf  noch  nicht  n^ 
um  2'  zu  gross  ausfalle.  Bei  einem  Meter  Seite  würde  die  Kante  des  doppeltes 
Würfels  sich  noch  nicht  um  0,6  mm  von  der  Wahrheit  entfernen. 

Nach  den  auf  losen  Bl&ttern  vorn  in  der  Handschrift  befindlidie: 
Notizen  hatte  Bheticus  für  den  Umfang  des  Kreises  vom  Durchmesser  1 
gefunden: 

«<  3,141592653528. 
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Johann  Otto*  hatte  Praetorias  im  Angnst  1Ö73  zu  Wittenberg  mit- 
getheilty  dass  der  Umfang  des  Kreises  grösser  sei  als 

^  4247779609     „    ,     , ,  .        ,   g  4247779611     ^ 
löÖüOOÖÖÜÖO  •   '  ®'°®'  *  ^  ^  150000000000 " 

Praetorias  rechnet  das  um  in 

3,1415926536*  <  »  <  3.1415926537« 
Derselbe.  Otho  hatte  ihm  damals  noch  gesagt:   „Et  contracte  ad- 
modum  proximum  esse  rationem  ut  355  ad  113  et  vere  propiorem 
quam   ea   qua    Ptolemaeus  usus  est,    media  scilicet  inter  Archi- 
medis  terminos  videlicet  et  377  ad  120.**** 

Bheticus  hatte  seinen  Werth  aus  dem  sinus  1"  =  4848136811  :  10^^ 
gewonnen,  das  heisst,  aus  der  halben  Seite  des  648000ecks;  während 
Ludolph  Yon  Cöln  bis  zum  167772160eck  gegangen  war.  Nachdem 
Praetorius  auch  die  beiden  n  einschliessenden  Werthe  Ludolph's  ge- 
geben hat,  setzt  er  hinzu: 

jfQuid    putas    deberi   ei;  qui  adhuc  10  vel  100  latera 
hisce  adinuenit?     Bespondeo:  Minus  quam  0^, 
und  mit  dieser  sicherlich  für  das  vortreffliche  VerstSndniss  ihres  Verfassers 
zeugenden  Bemerkung  will  ich  diese  vielleicht  schon  zu  lange  Notiz  schliessen. 


*  Johann  Otto  muss  heissen  Valentin  Otho.    Man  sehe  meine  kleine 

Note:   „Zur  Biographie  des  Bheticus*'  (AltpreusBische  Monatsschrift  XXXL 

5.  a.  6.  Heft,  S.491~-496},  wo  ich  weitläufiger  über  diese  Notizen  gehandelt  habe. 

**  Hiervon  ist  offenbar  die  erste  Behauptung  falsch,  da 

n  <  3,1416926686 
ist. 

***  Damals  (1673)  war  also  der  Nähemngswerth  ---  för  n  schon  bekannt,  von 

welchem  Adrian  Metius  sagt,  sein  Vater  habe  ihn  in  einer  Streitschrift  wider 
Dachesne  zuerst  veröffentlicht.  Diese  Streitschrift  kann  doch  aber  vor  1683  resp. 
1586,  in  weichen  Jahren  die  Schriften  des  Duchesue  erschienen  sind,  nicht  heraus- 
g^ekommen  sein,  somit  müsste  also  Otho  als  der  Erfinder  dieses  bequemen  Ver- 
hältnisses angesehen  werden.    Die  Entstehungsart 

365  _  377  -  22 

113""    120-7 

ist  ja  wohl  auf  sich  klar.    Es  ist  der  sogenannte  Correspoudenzsatz  mit  Subtraction 

auf  die  näherungsweise  richtige  Proportion 

377^   22 

j  i.  j  320        7 

anfipewendet  worden. 


Recensionen, 


SoPHUS  LiB.  Theorie  der  Transforinationsgmppen,  Dritter  and  letster 
Abschnitt,  unter  Mitwirkung  von  Fribdbiob  Bmgel.  Leipzig  1893. 
B.  G.  Teobner.    XXV. u.  830  8. 

Das  grosse  Werk  über  die  von  Herrn  Lie  begründete  Theorie  der 
endlichen  continairlichen  Trans formationsgrnppen  —  mau  vergleiche  die  k 
dieser  Zeitschrift  (Bd.  34  1889  S.  191  n.  flg.,  Bd.  39  1894 'S.  95  n. flg. 
erschienenen  Besprechungen  der  beiden  voraufgegangenen  Bftnde  —  lie^  mit 
dem  dritten  Bande  nunmehr  abgeschlossen  vor. 

Man  darf  wohl  schon  jetzt  behaupten,  dass  dieses  Werk  in  der  Ge- 
schichte der  mathematischen  Literatur  eine  bleibende  Stelle  einnehmen  wir! 

Was  die  Wirkung  auf  die  nächste  Zukunft  angeht,  so  sind  wir  fiber- 
zeugt, dass  gerade  der  vorliegende  Schlussband  wegen  der  mannigfacba 
Anwendungen  auf  Geometrie  und  Invariantentheorie  viele  Fachgenossen  ver- 
anlassen wird,  das  Studium  der  grundlegenden  beiden  ersten  Bände  nach- 
zuholen. 

Andererseits  liegt  es  in  der  Natur  der  Sache ,  dass  einmal  eine  Reihe 
von  Anwendungen  aus  dem  specifischen  Bereiche  der  Gruppentheorie  nicb: 
heraustreten,  andere  wiederum  (so  auf  die  Theorie  der  complezen  Zahlet. 
Differentialinvarianten ,  Mechanik)  hier  nicht  berücksichtigt  werden  konatK 

Vorab  sei  hervorgehoben,  dass  ein  sorgfältiges,  von  Herrn  Engel  aa»^ 
gearbeitetes  Namen-  und  Sachregister  dem  Leser  eine  nicht  unwesentlich 
Erleichterung  in  der  Orientirung  gewährt.  Viele  werden  auch  den  Heimus 
gebern  Dank  wissen  für  das  ausführliche  Schlusskapitel  über  die  gruf^KB- 
theoretischen  Untersuchungen  anderer  Forscher ,  welches  damit  zugleich  dir 
Leistungen  von  Herrn  Lie  selber  in  das  richtige  Licht  rückt. 

Der  Inhalt  Iftsst  sich  im  Wesentlichen  in  vier  verschiedene  Tfaeüc 
zerlegen. 

Im  ersten  Theile  werden  die  endlichen  continuirlichen  Gruppen  (toi 
Funkttransformationen)  im  Gebiete  der  Geraden,  der  Ebene  und  des  Raumes. 
unter  ihnen  wiederum  insbesondere  die  projectiven  Gruppen,  klassificir^ 
nach  ,, Typen",  aufgestellt. 

Während  diese  Entwickelungen  eine  gewisse  Vollständigkeit  erreicfaer. 
stösst  die  Ausdehnung  derselben  auf  den  n-fach  ausgedehnten  Baam  k' 
solche  Schwierigkeiten,  dass  —  im  zweiten  Theile  —  eine  Beschrftnkxu* 
auf  einzelne  Klassen  besonders  wichtiger  Gruppen  eintritt. 
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Dagegen  lassen  sich  die  wichtigsten  Eigenschaften  der  endlichen  con- 
tinnirlichen  Qrnppen  mit  yerhftltnissmttssiger  Leichtigkeit  auf  den  Fall  über- 
tragen, wo  die  Transformationen  derselben  rein  reell  sind;  insbesondere 
erf&hrt  dadaroh  der  erste  Theil  eine  wesentliche  Ergänzung. 

Der  dritte  Theil  erörtert  eingehend  eine  der  vorzüglichsten  Anwendangen, 
die  Herr  Lie  überhaupt  von  seiner  Theorie  gemacht  hat,  nämlich  auf  die 
Omndlagen  der  Geometrie ,  soweit  dieselben  eben  den  Mitteln  der  Gruppen* 
theorie  überhaupt  zugänglich  sind. 

Im  letzten  Theile  werden  allgemeine  Betrachtungen  über  endliche  con- 
tinuirliche  Gruppen   entwickelt,  die  eine  Ergänzung   zu  den  beiden  ersten 
Bänden  des  Werkes  bilden,  namentlich  insofern,  als  sie  eine  rein  begriff- 
liche Auffassung  von  den  Beweisen  der  Hauptsätze  ermöglichen. 
Des  Schlusskapitels  ist  bereits  gedacht  worden. 

Bei  der*  überreichen  Fülle  des  Stoffes  muss  von  vornherein  auf  eine 
gleichmässige  Besprechung  der  einzelnen  Kapitel  verzichtet  werden;  da  es 
sich  überdies  vorwiegend  um  Fruchtbarmachung  von  früher  entwickelten 
Methoden  handelt,  mag  es  uns  um  so  eher  gestattet  sein,  nur  die  wich- 
tigsten Ergebnisse,  sowie  den  Standpunkt,  den  die  Herausgeber  bei  den 
einzelnen  Problemen  einnehmen,  zu  skizziren. 

Da  ist  denn  gleich  zu  Anfang  der  grundlegende  Satz  zu  betonen,  dass  die 
verschiedenen  Gruppentypen  der  Geraden ,  das  ist  der  einfach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit  —  sofern  immer  alle  Gruppen  zu  einem  und  demselben 
Typus  gerechnet  werden,  die  sich  durch  Ausübung  irgend  welcher  Trans- 
formationen der  Variablen  in  einander  überführen  lassen  —  auf  die  Normal- 
form von  projectiven  Gruppen  gebracht  werden  können.  Es  sind  nur  drei 
Typen,  welche  repräsentirt  werden  durch  die  allgemeine  projective  Gruppe 
aaf  der  Geraden  nebst  den  beiden  Untergruppen  von  ihr,  welche  zwei 
Punkte  resp.  einen  Punkt  auf  der  Geraden  festlassen.  Dieser  Befund  mag 
Manchem  sehr  plausibel  scheinen,  ist  aber  keineswegs  so  sehr  leicht  be- 
weisbar. Von  den  drei  völlig  verschiedenen  Beweisen,  welche  dafür  er- 
bracht werden,  mag  etwa  der  zweite,  als  besonders  durchsichtig,  gekenn- 
zeichnet werden. 

Die  infinitesimale  Transformation  einer  r-gliedrigen,  das  heisst  von  r 
and  nicht  weniger  Parametern  abhängende  Gruppe  in  einer  Variablen  x  hat 

die  Gestalt:    |e,|.(.) +«,|,(a:)  + . ..  + e,Mx)j  ^/ =  |(x)g, 

WO  /  eine  beliebige  Function,  die  £<  gewisse  Functionen  von  x,  und  die  et 
willkürliche  Constante  bezeichnen.  Der  Factor  ^{x)  kann  als  die  allgemeine 
Ltösfmg  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  r^°'  Ordnung: 

Bjageaehen   werden,    und  umgekehrt   definirt  eine  solche  Gleichung  eine 
r  '  g^liedrige  Gruppe  in  x,   sobald  ihr  die  charakteristische  Eigenschaft  zu- 
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kommt,    dass    stets  irgend    zwei    Lösungen   |,   r^  eine  dritte  ^ri—fi^^ 
dingen. 

Die  genannte  Forderung  führt  fast  unmittelbar  za  einer  Reihe  m 
Identitäten  zwischen  den  a,  welche  erstens  zeigen,  dass  r  nur  derWerthe 
1,  2^  3  fUhig  ist;  zweitens,  dass  in  diesen  drei  Fällen  die  bes.  Gleiehaog« 
lauten  müssen: 

drittens ,  dass  jede  dieser  Gleichungen  —  ganz  gleichgiltig ,  irelehe  FunetiG 
man   für  a(x)  nimmt  —   immer  nur  einen  einzigen  Gruppentypus  definiit 
Wählt  man  den  speciellen  Werth  a  =  0 ,  so  resultirt  gerade  die  prc- 
jective  Normalform  für  die  drei  Gruppentjpen : 

1)  {  =  «11    2)S  =  Cia;  +  e8,    S)  ^  =  e^s?  +  e^x  +  e^, 
oder,  in  endlicher  Darstellung: 

1)  x,=x  +  a,    2)».  =  aaj  +  6,    3)a;.  =  ^5— . 

l  +  ex 
wo  die  a,  &,,  c  Parameter  bedeuten. 

Hieran  knüpft  sich  sofort  die  besondere,  aber  nicht  minder  wichtig 
Aufgabe,  die  yerschiedenen  Typen  projectiyer  Gruppen  auf  der  Oends 
anzugeben,  wo  nunmehr  alle  die  Gruppen  zu  einem  und  demselben  Tjp^«* 
zu  rechnen  sind,  welche  durch  projective  Transformationen  in  ttOM^' 
übergehen. 

Mit  Hilfe  der  zu  der  „allgemeinen**  projectiven  Gruppe  3)  adjuogiite 
Gruppe  und  einer  geeigneten  geometrischen  Deutung  derselben  findet  idh 
dass  zu  den  obigen  drei  projectiven  Typen  jetzt  nur  noch  eine  hinntr.;: 
die  eingliedrige  Gruppe  1)  spaltet  sich  nämlich  in  zwei,  von  denen  dieej:^ 
zwei  getrennte ,  die  andere  zwei  zusammenfallende  Punkte  auf  der  G&^ 
festlässt.  Während  die  letztere  eben  durch  1)  repräsentirt  wird,  wird  t 
die  erstere  durch: 

1')  Xi=ax.  I 

Die  eben  erörterte  Aufgabe  erweitert  sich  abermals  zu  der,  alle  üi:e: 
gruppen  der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe  in  zwei  VariibäK 

4)  Xi^a^x+a^y\    yi==(hx+a^y 

zu  bestimmen. 

Die  Durchführung  stützt  sich  wesentlich  darauf,  dass  diese  Gropp 
eine  —  durch  die  Bedingung  a^a^^  a^a^^^l  charakterisirte  —  inwic' 
Untergruppe  besitzt,  welche  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  ^ 
holoedrisch  isomorph  ist. 

Im  Ganzen  ergeben  sich  elf  Untergruppen  von  4),  von  d^teo  iv: 
dreigliedrig,  vier  zweigliedrig,  fdnf  endlich  eingliedrig  sind. 

Die  Verfasser  wenden  sich  nunmehr  zu  der  ungleich  schwierigem- 
Bestimmung  aller  Typen  von  endlichen  continuirlichen  Guppen  der  £b«K 

Die  Lösung  erfolgt  stufenweise;  erst  werden  die  primitiven  Gtv^'- 
erledigt,  das  sind  solche,  bei  denen  keine  einzige  Curvenschaar  q>{Sf  j/)ssaib' 
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invariant  bleibt,  sodann  die  imprimitiyen  Ornppen,  diese  wieder  in  gewisse 
Klassen  eingetbeilt. 

Ob  eine  Gruppe  G  der  Ebene  primitiv  ist  oder  nicht,  lässt  sieb  fast 
unmittelbar  entnehmen  aus  den  Anfangsgliedern  der  Beihenentwickelung, 
welche  fttr  die  infinitesimale  Transformation  der  einen  beliebigen  Punkt 
der  Ebene  in  Buhe  lassenden  Untergruppe  von  G  besteht. 

Hieraus  wird,  mit  Hilfe  früherer  Sätze,  ohne  Weiteres  das  merkwürdige 
Ergebniss  hergeleitet,  dass  nur  drei  primitive  Typen  existiren,  die  sich 
wieder  auf  eine  projective  Normalform  bringen  lassen: 

P.  ax  +  hy  +  c  _dx  +  ey  +  f 

^)  ^^i^^g^  +  Hy+l'     ^^-gx  +  hy  +  l' 

6)  Xi=^ax+  by  +  c^    yi  —  dx  +  ey  +  f, 

7)  dito  mit  der  Bedingung  ae  — &(2=1. 

Sie  heissen  die  allgemeine  projective  Gruppe  (der  Ebene),  die  lineare 
und  die  specielle  lineare  Gruppe,  und  führen  resp.  gerade  acht,  sechs, 
fünf  Parameter  mit  sich. 

Bei  einer  imprimitiven  Gruppe  G  existirt  mindestens  eine  invariante 
Curvenschaar  q>{x,  y)  =  cansi\  führt  man  also  an  Stelle  von  x,  y  zwei 
neue  Veränderliche  ein,  deren  eine  q)  ist,  so  giebt  es  eine  zu  &  isomorphe 
Gruppe  G\  welche  die  eine  Variable  (p  für  sich  transformirt.  Daher  sind 
yier  Fälle  zu  unterscheiden ,  da,  wie  wir  wissen,  q>  nur  drei-,  oder  zwei-, 
oder  ein-,  oder  nullgliedrig  (in  letzterem  Falle  nämlich  gar  nicht)  trans- 
formirt werden  kann. 

Eine  eingehende  Untersuchung  der  vier  Fälle  führt  zunächst  zu  einem 
Systeme  von  Gruppentypen ,  welche  sicher  alle  überhaupt  möglichen  Typen 
imprimitiver  Gruppen  umfassen. 

Weiter  handelt  es  sich  darum,  zu  entscheiden,  welche  der  so  ge« 
wonnenen  Typen  etwa  noch  mit  einander  äquivalent  sind. 

Dies  durchaus  nicht  so  einfache  Problem  ist  auch  dadurch  von  In- 
teresse, als  es  auf  ein  anderes,  schon  von  Laguerre,  Halphen,  und 
weiterhin  von  englischen  Mathematikern  behandeltes  Problem  zurückfuhrbar 
ist,  nämlich  festzustellen,  welche  invarianten  Eigenschaften  einer  linearen 
Differentialgleichung  gegenüber  gewissen  Transformationen  beider  Variabein 
zukommen. 

Die  wirkliche  Lösung  der  Aufgabe  geschieht  indessen  auf  einem 
directeren  Wege:  man  wird  die  imprimitiven  Gruppen  der  Ebene,  noch 
einmal  in  Klassen  einzatheilen  suchen,  jetzt  aber  derart,  dass  jede  Gruppe 
einer  und  nur  einer  Klasse  angehört. 

Dazu  dient  die  Zahl  der  bei  einer  Gruppe  invarianten  Schaaren  von  je 
Qo^  Gurven;  je  nachdem  diese  Zahl  gleich  1,  oder  2,  oder  oo^,  oder 
aber  oo""  ist,  hat  man  vier  Hauptklassen  von  Gruppen  zu  unterscheiden. 

Uiat.  -  Ut.  Abth.  d.  Z«it8ohr.  f.  Math.  u.  Fhjs.  40.  Jahrg.  1895. 1.  Heft.  2 
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Die  gemeinte  Eintheilang  Ittsst  sich  rein  begrifflich  darchffihren  nnd 
erlaubt  dann,  ans  der  kurz  zuvor  erwähnten  Tabelle  imprirnüiver  Tjpen 
die  überflüssigen  auszuscheiden;  die  Ermittelung  der  jeweils  inTariaDten 
Curvenschaaren  erfolgt  aber  auch  auf  analytischem  Wege,  sodass  mac 
die  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  für  jene  Schaaren  wirklich  hin- 
schreiben kann. 

Die  endlichen  continuirlichen  Gruppen  von  Punkt -TransformatioDeB 
lassen  sich  auch  als  reducible  Gruppen  von  Berührungs- Transformation»!  auf- 
fassen ;  da  andererseits  bereits  im  zweiten  Bande  des  Werkes  alle  Typen  irredc- 
cibler  Gruppen  von  Berührungs- Transformationen  aufgestellt  waren,  so  ist 
man  nunmehr  im  Besitze  eines  jedenfalls  vollständigen  Systems  der  Gruppen 
von  Berührungs -Transformationen  in  der  Ebene.  Auch  hier  bedarf  es  wieder 
einer  ergänzenden  Untersuchung,  welche  überflüssige  Typen  beseitigt. 

Es  erübrigt  für  das  Gebiet  der  Ebene  noch  die  Lösung  der  —  Alge- 
braiker,  Geometer  und  Zahlentheoretiker  in  erster  Linie  interessirendei 
—  Aufgabe,  alle  projectiven  Gruppen  in  Typen  einzutheilen. 

Dieselben  ordnen  sich  von  selbst  so  an^  dass  entweder  einem  Typus 
der  dualistische  gegenüber  steht,  oder  aber  ein  Typus  zu  sich  selbst  doi- 
listisch  ist. 

Es  ist  beachtenswerth ,  dass  die,  Entwickelungen  dieses  Kapiids  «b- 
abhängig  von  den  vorhergehenden  gehalten  sind^  so  dass  ihr  Verständniss 
nur  die  einfachsten  Sätze  aus  der  Gruppentheorie  und  der  neueren  Gemeine 
erfordert. 

Zunächst  werden  die  verschiedenen  Typen  von  eingliedrigen  projeetiTCB 
Gruppen  in  Angriff  genommen;  es  geschieht  das  auf  Grund  der  Thatsacfae, 
dass  jede  projective  Transformation  der  Ebene ,  also  auch  jede  infinitesimak, 
mithin  auch  jede  eingliedrige  projective  Gruppe  mindestens  einen  Punb 
und  eine  durch  ihn  gehende  Gerade  —  oder,  wie  man  kürzer  sagt,  eis 
n  Linienelement''  —  in  Buhe  lässt.  Verlegt  man  die  Gerade  in's  unend- 
liche, so  wird  damit  für  eine  infinitesimale  projective  Transformation  tq£ 
vornherein  eine  einfache  canonische  Gestalt  gewonnen.  Deren  Diacossion 
liefert  fünf  verschiedene  Typen  eingliedriger  Gruppen;  jeder  von  ihnen  ist 
zu  sich  selbst  dualistisch  >  und  kann  vollkommen  dadurch  charakterisirt 
werden,  dass  er  je  ein  bestimmtes,  aus  Punkten  und  Geraden  zosammeii- 
gesetztes  Gebilde  invariant  lässt. 

Eine  unmittelbare  Anwendung  davon  wird  gemacht  auf  die  Behand- 
lung der  zuerst  von  F.  Klein  und  Lie  gelösten  Aufgabe,  diejenigen  eben«: 
Curven  zu  bestimmen ,  welche  (eine  oder  mehrere)  infinitesimale  projectire 
Transformationen  in  sich  zulassen. 

Abgesehen  von  den  Geraden  und  Kegelschnitten  sind  das  nur  die  Currea 
y  =  c*  und  y  =  a;",  wo  der  Parameter  a  von  0,  i,  1,  2  —  1  verschiedes 
anzunehmen  ist,  und  diese  gestatten  auch  nur  je  eine  einzige  infinitesimale 
projective  Transformation. 


Becensionen.  19 

Von  den  fünf  Typen  eingliedriger  Gruppen  wird  für  die  Fortführung 
der  Aufgabe  am  wichtigsten  der  anderswo  bei  Lie  auch  als  ^Elation^ 
bezeichnete,  welcher  alle  Punkte  einer  Geraden  und  zugleich  alle 
Strahlen  eines  auf  ihr  liegenden  Punktes  invariant  Iftsst  Untersucht  man 
nämlich  eine  projecti^e  Gruppe  daraufhin  ^  ob  und  wieviel  Elationen  sie 
enthalt,  so  gelangt  man  zu  dem  wichtigen  Ergebniss,  dass  ^  mit  Aus- 
nahme der  allgemeinen  projectiven  Gruppe,  sowie  der  dreigliedrigen, 
welche  einen  (eigentlichen)  Kegelschnitt  invariant  Iftsst  —  jede  projective 
Grappe  mindestens  einen  Punkt,  oder  aber  dualistisch  eine  Gerade  in 
Buhe  Iftsst. 

Man  kann  sich  daher  auf  die  Gruppen  besohrftnken,  bei  denen  ein 
Punkt  in  Buhe  bleibt,  und  man  wird  dieselben  nunmehr  in  Klassen  ein- 
theilen,  je  nach  der  Art  und  Weise,  wie  die  Gruppe  die  oo^  Biohtungen 
durch  den  festgehaltenen  Punkt  unter  sich  transformirt. 

So  ergeben  sich  im  Ganzen  35  verschiedene  Typen  projectiver 
Gruppen,  deren  infinitesimale  Transformationen  in  einer  Tabelle  vereinigt 
werden. 

Beferent  möchte  hier  die  principielle  Bemerkung  einschalten ,  dass  die 
Herausgeber  vielen  Fachgenossen,  denen  es  vorerst  weniger  darum  zu  thun 
ist,  sich  die  Methoden  der  Gruppentheorie  anzueignen,  als  ihre  Anwendungen 
kennen  zu  lernen,  einen  Dienst  erwiesen  haben  würden,  hfttten  sie  ihrer 
symbolischen  Tabelle  der  infinitesimalen  Transformationen  eine  zweite  reale 
an  die  Seite  gestellt,  mit  den  Gleichungen  der  Gruppen  in  der  gelttufigen 
endlichen  Gestalt. 

Herr  Lie  und  seine  Schüler  werden  zwar  einwenden,  dass  es  im  ein- 
zelnen Falle  nicht  so  schwer  sei,  die  infinitesimale  Form  der  Gruppe  in 
die  endliche  umzusetzen;  Beferent  muss  aber  persönlich  gestehen,  dass  es 
bei  ihm  langdauemder  üebung  bedurft  hat,  um  eine  derartige  „Trans- 
ponirung^  anstandslos  vornehmen  zu  können.  So  naturgemftss  das  Bechnen 
mit  den  infinitesimalen  Transformationen  einer  Gruppe  ist,  so  lange  über 
die  Natur  der  Coefficienten  in  den  endlichen  Gleichungen  gar  keine  Be- 
schränkungen vorliegen,  die  Sachlage  gestaltet  sich  ganz  anders,  wenn 
besondere  Probleme  —  beispielsweise  die  Klassification  algebraischer 
Differentialgleichungen  bei  V  e  s  s i  o  t  —  eine  functionentheoretische  oder  zahlen- 
tbeoretische  Prftcisirung  der  Coefficienten  erheischen. 

Einem  Coefficienten  a  der  infinitesimalen  Transformation  kann  in  der 
endlichen  Gleichung  der  Gruppe  je  nachdem  wiederum  ein  Coefficient  a 
entsprechen,  oder  aber  6^,  oder  auch  la  u.  s.  f. 

Für  die  speciell  hier  in  Betracht  kommenden  projectiven  Gruppen  der 
Ebene  bieten  die  endlichen  Gleichungen  auch  noch  den  nicht  zu  unter- 
schätzenden Yortheil,  dass  man,  von  ihnen  ausgehend,  die  Differential- 
invarianten und  invarianten  Differentialgleichungen  der  Gruppen  viel  directer 
bestimmen  kann,  und  zugleich  so,  dass  ihre  geometrische  Bedeutung  erhellt. 
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Es  wSre  übrigens  für  die  Geometer  eine  dankbare  Aufgabe«  znnSebt 
die  projectiven  Grappen  von  Neuem  za  bestimmen,  ohne  you  den  sped- 
fischen  Methoden  der  allgemeinen  Grappentheorie  Gebranch  zu  machen. 

Die  Li e 'sehe  Tabelle  der  projectiven  Gruppen  der  Ebene  dient  ihrer- 
seits wiederum  als  Grundlage  zur  Aufstellung  einer  entsprechenden  Tabdk 
für  die  linearen,  homogenen  Gruppen  in  drei  Veränderlichen^  die  nicht 
nur  von  Wichtigkeit  ist  für  die  Klassification  der  endlichen  conünuirlicbea 
Gruppen  von  Punkt -Transformationen  des  Baumes,  sondern  anch  fttr  die 
Zwecke  der  Zahlentheorie  Bedeutung  gewinnen  wird.  Es  tritt  jetzt  die 
Aufgabe  heran,  die  für  Gerade  und  Ebene  erlangten  Besultate  auf  den 
Baum  auszudehnen.  Da  die  vollständige  Ausführung  dieses  schvnerign 
Problems,  wie  sich  erwarten  lässt,  einen  ungemeinen  Aufwand  von  Tax 
und  Baum  beanspruchen  würde,  so  begnügen  sich  die  Herausgeber  damit 
—  sowohl  im  Falle  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen  überhaupt,  wie 
in  dem  der  projectiven  Gruppen  — ,  gewisse  hervorragende  Kategorien  ?0£ 
Gruppen  wirklich  aufzustellen,  und  im  üebrigen  den  Weg  zu  bezeichnea, 
auf  dem  der  Leser  die  in  Bede  stehenden  Fragen  erschöpfen  kann. 

Unter  den  endlichen  continuirlichen  Gruppen  des  Baumes  verdienec 
die  meiste  Beachtung  die  primitiven  unter  ihnen ;  bei  denen  also  weder  eise 
00^  Sohaar  von  Flachen,  noch  eine  oo^  Schaar  von  Curven  invariant  bleibL 

Die  Natur  einer  solchen  Gruppe  Q  hängt  in  erster  Linie  von  der- 
jenigen Untergruppe  ab,  welche  einen  beliebig  gewählten  Punkt  P  fest  lässt, 
oder  auch  von  der  mit  letzterer  isomorphen  Gruppe  G\  welche  die  x* 
Bichtungen  durch  P  transformirt.  Diese  Gruppen  Cr  sind  ja  identia<^  ml; 
den  projectiven  Gruppen  der  Ebene.  Wirkliche  Schwierigkeiten  bereitr. 
nur  der  Fall,  wo  &  einen  (eigentlichen)  Kegel  zweiten  Grades  inTariaat 
lässt,  oder,  analytisch  ausgedrückt,  eine  partielle  Differentialgleicinuig  is 
drei  Variabeln,  erster  Ordnung  und  zweiten  Grades. 

Unter  Zuziehung  der  Monge 'sehen  Cbarakteristikentheorie  redudr; 
sich  dann  die  Aufgabe  auf  die  andere ,  alle  die  Berübrungs  -  Transformatioiifts 
der  Ebene  (von  einer  gewissen  Parameterzahl)  zu  finden,  welche  eine  ge- 
wisse Curvenschaar  der  Ebene  invariant  lassen. 

Derartige  Ueberlegungen  haben  das  beachtenswerthe  Ergebnisa  zm 
Folge,  dass  es  nur  acht  verschiedene  Typen  von  primitiven  (endlichen  eoa< 
tinuirlichen)  Baumgruppen  giebt,  als  deren  canonische  Bepräsentanten  nu 
wählen  kann: 

1.  die  allgemeine  projective  Gruppe, 

2.  die  affin -projective  Gruppe, 

3.  diejenige  Untergruppe  von  2.,  welche  zugleich  alle  Volamina  bs* 
verändert  lässt, 

4.  die  Gruppe  eines  (eigentlichen)  linearen  Gomplezes, 

5.  die  Gruppe  einer  (eigentlichen)  Fläche  zweiten  Grades, 

6.  die  Gruppe  aller  Bewegungen, 
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7.  die  Grappe  aller  Bewegungen  und  Aehnlichkeits- Transformationen, 

8.  die  Gruppe  aller  Transfonnationen  durch  reciproke  Badien. 
Einzeln  genommen  waren  diese  Gruppen  den  Geometem  bekannt;  das 

Wesentliche  ist  hier  aber,   dass  sie  zusammen  ein  „ volles  System **  primi- 
tiver Baumgruppen  ausmachen. 

Die  imprimitiven  Gruppen  werden  in  drei  Klassen  eingeordnet,  von 
denen  die  beiden  ersten  vollständig  discutirt  werden,  nämlich  einmal  die- 
jenigen Gruppen,  bei  denen  eine  Schaar  von  oo^  Flächen  invariant  bleibt, 
die  sich  aber  nicht  in  eine  invariante  Schaar  von  oo^  Curven  zerlegen  lassen 
soll,  sodann  gerade  umgekehrt  diejenigen,  welche  eine  oo'  Schaar  von 
Curven  in  Buhe  lassen,  ohne  dass  sich  dieselben  in  eine  invariante  Schaar 
von  00^  Flächen  zusammenfassen  lassen. 

Ist  die  Flächenschaar  dargestellt  durch  q>(x^y^  0)  =  const^  die  Curven-^ 
schaar  durch  g>(x^y^  ^)  =  eanst,  '^{x^y^  z)=^  const^  so  kommt  die  Unter- 
suchung (analog  einem  obenerwähnten  Falle)  darauf  hinaus,  zu  ermitteln, 
wie  die  Mannigfaltigkeit  der  g>  resp.  der  <jo  und  ^  unter  sich  transformirt 
wird. 

Hinsichtlich  der  noch  fehlenden  imprimitiven  Gruppen  werden  wenigstens 
Methoden  entwickelt,  welche  die  ganze  Aufgabe  in  eine  grosse  Anzahl  ein- 
zelner Aufgaben  zerlegen,  deren  jede  unabhängig  von  den  andern  erledigt 
werden  kann.  Der  Leser  soll  dadurch  in  den  Stand  gesetzt  werden,  sich 
jede  Kategorie  imprimitiver  Baumgruppen,  deren  Kenntniss  ihm  gerade 
wünschenswerth  ist,  ohne  principielle  Schwierigkeiten  zu  verschaffen. 

Herr  L  i  e  hat  übrigens  die  erforderlichen  Bechnungen  schon  vor  längerer 
Zeit  (wenn  auch  auf  weniger  einfachem  Wege)  durchgeführt  und  ist  dabei 
zu  dem  theoretisch  sehr  wichtigen  Ergebniss  gelangt,  dass  jede  transitive 
Baumgruppe,  das  heisst  eine  solche,  welche  zwei  (innerhalb  eines  gewissen 
Bereiches)  beliebig  gewählte  Punkte  in  einander  überfUhren  kann ,  sich  auf 
eine  solche  canonische  Form  bringen  lässt,  dass  die  Coefficienten  der  in- 
finitesimalen Transformation  ganze'  rationale  Functionen  von  x,  py  e  und 
von  gewissen  Exponentialausdrückeg  e^«,  e^,...  werden,  wo  l^,  Ag,...  ganze 
lineare  Functionen  von  x,  y,  e  bedeuten. 

Ob  ein  ähnliches  Gesetz  für  die  transitiven  Gruppen  des  n-fach  aus- 
gedehnten Baumes  gilt,  steht  noch  dahin. 

Auch  die  Frage  nach  den  (projectivisch)  verschiedenen  Typen  pro- 
jectiver  Baumgruppen  wird  unter  der  Einschränkung  behandelt,  dass  nur 
die  primitiven  unter  ihnen  nebst  ihren  sämmtlichen  Untergruppen  voll- 
ständig erforscht  werden.  Es  sind  das  gerade  die  sieben  ersten  der  oben 
mitgetheilten  Tabelle. 

Als  Mittel  zur  Untersuchung  dient  die  Frage  nach  den  Curven  und 
Flächen,  welche  eine  Gruppe  projectiver  Transformationen  in  sich  ge- 
statten;  für  die  vorliegenden  Zwecke  genügt  die  Annahme,  dass  die 
gemeinten  Gruppen  von  mindestens  drei  Parametern  abhängen. 
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Von  Carven  gehören  hierher :  Gerade ,  Kegelschnitt  und  cubische  Baun- 
carve,  von  Flächen:  Ebene,  Kegel  zweiter  Ordnung,  die  AbwickelUre 
einer  eubischen  Baumcurve,  die  Fläche  zweiten  Qrades  und  die  Cajlej'&cke 
Linienfläche  dritter  Ordnung. 

Im  Interesse  der  Oeometrie  und  Invariantentheorie  möchte  man  e» 
bedauern ,  dass.  die  Herausgeber  die  in  Bede  stehende  Frage  nicht  erschöpft 
haben,  und  im  Zusammenhange  damit,  dass  sie  nicht  wenigstens  eine  Tafel 
sämmtlicher  eingliedriger  projectiver  Baumgruppen  aufgestellt  haben.  Denn 
auf  eine  Fläche  oder  Curve  (quaternäre  Form  oder  Formenschaar),  die  in- 
finitesimale projective  Transformationen  in  sich  zulässt,  ist  die  tlblick« 
Invariantentheorie  nicht  ohne  Weiteres  anwendbar,  so  dass  eben  an  dieser 
Stelle,  wie  Herr  Lie  in  der  Vorrede  stark  betont,  der  InvariaDtentheon^ 
eine  wesentliche  Lttcke  auszufüllen  bleibt  Die  Vertreter  dieses  (jebietes 
würden,  wie  wir  glauben,  den  ihnen  gemachten  Vorwurf  geduldiger  aaf 
sich  nehmen,  wenn  Herr  Lie  seine  bittere  Pille  mit  folgendem  Zusatu 
etwa  versüsst  hätte:  „Ihr  habt  allerdings  eine  wesentliche  Lücke  gelassen, 
aber  ich  kann  es  Euch  nicht  so  übel  nehmen,  denn  die  Vorfrage,  jene 
Formen  —  zunächst  im  quatemären  Gebiete,  wo  die  Sache  flberhanpt  err^ 
acut  wird  —  selbst  aufzustellen,  ist  eine  gruppentheoretische  and  zwi: 
keineswegs  ganz  leichte;  meine  Mittel  indessen  erlaubten  mir  deren  Acf- 
Stellung:  hier  habt  Ihr  sie,  verwendet  sie  nun  fruchtbar  und  füllet  jetxx 
mit  Euren  Mitteln  Eure  Lücke  aus.^  Neben  dieser  drastischen  Abschweifimg 
sei  noch  eine  andere  damit  verwandte  Bemerkung  pro  domo  gestattet 

In  seiner  Vorrede  weist  Herr  Lie  gelegentlich  darauf  hin,  wie  dis 
mannigfaltigen  Differentiationsprocesse ,  deren  sich  die  projective  Invariant» 
theorie  bedient,  nichts  Anderes  als  Differentialinvarianten  gegenfiber  gt 
wissen  projectiven  Gruppen  seien.  Beferent  hat  sich  nun  gerade  in  seinec 
„Berichte  über  die  Fortschritte  der  projectiven  Invariantentheorie  ^  von  189?* 
bemüht,  zu  zeigen,  wie  der  gemeinte  Gesichtspunkt  vor  Allem  bei  Study 
zur  Geltung  kommt. 

Von  den  primitiven  projectiven  Gruppen  kommt  für  die  metrifid^ 
Geometrie  neben  der  Gruppe  der  Bewegangen  vor  Allem  noch  die  .dtf 
Bewegungen  und  Aehnlichkeits- Transformationen"  in  Betracht,  welche  ci* 
durch  definirt  ist,  dass  sie  einen  Kegelschnitt,  den  Eugelkreis,  invmrivii 
lässt  Die  einzigen  (reellen)  Flächen,  welche  bei  dieser  Gruppe  genct 
00^  verschiedene  Lagen  annehmen,  sind  die  Kugeln;  andererseits  die  eir- 
zigen  Curven,   welche  der  nämlichen  Bedingung  entsprechen,  die   Crerade: 

Dies  ist  die  Oaelle  der  Erscheinung,  dass  die  P  lücker 'sehe  Luucc* 
geometrie  und  die  neuere,  von  Lie  so  sehr  geförderte  Kugelgeometrie  nmm 
den  Versinnlichungen  eines  vierfach  ausgedehnten  Baumes  eine  ansgexeidiae'^ 
Stellung  einnehmen. 

Die  imprimitiveu  projectiven  Baumgruppen  lassen  sämmtlich  je  ^ne  gv 
wisse  Punktfigur  invariant.    Zuerst  werden  die  wenigen  Gruppen  bestiiDB*«' 
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bei  denen  die  Fignr  keine  ebene  ist,  sodann  werden  Methoden  entwickelt, 
wie  man  zu  den  übrigen,  welche  also  einen  Punkt,  oder  eine  Gerade,  oder 
eine  Ebene  in  Rahe  lassen,  gelangen  kann. 

Das  folgende  Kapitel  dehnt  die  bisher  besprochenen  Untersuchungen 
nach  verschiedenen  Richtungen  aus. 

Was  Tor  Allem  die  Erweiterungen  auf  den  Raum  Bu  von  n- Dimen- 
sionen angeht,  so  besteht  vorlSufig  noch  gar  keine  Aussicht  auf  Methoden , 
die  die  Bestimmung  aller  endlichen  continuirlichen  Gruppen,  oder  etwa  blos 
der  primitiven  unter  ihnen  im  Bn  auch  nur  principiell  erledigten. 

Die  Herausgeber  begnügen  sich  daher  mit  einigen  besonderen  Unter- 
suchungen, die,  so  zu  sagen,  als  Muster  dienen  sollen.  So  über  Gruppen 
des  Bni  welche  in  gewissem  Sinne  analog  sind  den  drei,  früher  an  erster 
Stelle  erwähnten  projectiven  Typen  des  B^,  femer  über  solche,  die  mög- 
lichst transitiv  sind,  weiter  solche,  die  einen  Differentialausdruck  zweiten 
Grades  D  =  2fik{x)dxidxk^  oder  die  Gleichung  D  =  0  invariant  lassen. 
Stehen  schon  die  beiden  letztgenannten  Untersuchungen  in  nahem  Zu- 
sammenhange mit  denen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie,  so  gilt  das 
in  noch  höherem  Maasse  von  dem  Kapitel  über  reelle  Gruppen ,  das  übrigens 
aach  eine  specifische  Wichtigkeit  für  sich  hat. 

Es  kommt  darauf  an,  unter  welchen  Modificationen  die  allgemeinen 
Begriffe  und  Sätze  der  Gruppen theorie  auf  „reelle''  Gruppen  übertragbar 
sind,  also  auf  solche,  für  die  sämmtliche  auftretenden  Grössen  (Variable, 
Parameter,  Coefficienten ,  Zusammensetzungs - Constante  u.  s.  f.)  nur  reelle 
Werthe  annehmen  sollen. 

Sind  Xi=^fi{x^  a)  die  Gleichungen  einer  reellen  Gruppe^  (wo  die  a 
die  Parameter  bedeuten),  so  macht  es  einen  wesentlichen  Unterschied, 
ob  die  fi  analytische  Functionen  ihrer  Argumente,  also  auch  fUr  compleze 
Werthe  derselben  definirt  sind,  oder  nicht. 

Im  ersteren  Falle  ist  die  Discussion  der  Gruppeneigenschaften  ver- 
bftltnissmässig  einfach,  zu  g  gehört  eben  stets  eine  zweite  Gruppe  (?,  die 
entsteht,  wenn  man  für  die  Variablen  und  Parameter  complexe  Werthe 
zulässt,  und  man  hat  nur  festzustellen,  worin  0  und  ^übereinstimmen, 
und  worin  sie  sich  unterscheiden.  So  z.  B.  sind  beide  Gruppen  stets  gleich- 
zeitig transitiv  resp.  intransitiv,  dagegen  kann  sehr  wohl  die  eine  primitiv 
sein ,  die  andere  imprimitiv  u.  s.  f. 

Die  Uebertragung  der  Fundamentalsätze  geht  glatt  von  Statten. 
Verwickelter  ist  es  im  zweiten  Falle ,  wenn  die  f  reelle ,  nicht  ana- 
lytische Functionen  der  x  und  a  sind.  Hier  ist  es  nöthig,  tiefer  liegende 
ITntersttchungen  von  Cauchy  und  Lipschitz  über  die  Lösungen  reeller, 
nicht  analytischer  Differentialgleichungen  heranzuziehen,  wobei  besondere 
Voraussetzungen  über  die  Existenz  erster  und  zweiter  Ableitungen  der  f 
nach  den  x  und  a  erforderlich  sind.  Die  Beweise  der  Sätze  werden  nur 
angedeutet. 
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Als  besonders  merkwürdig  und  wichtig  sei  ein  Theorem  mitgeUwili 
wonach  es  bei  transitiven  reellen  Gruppen  erlaubt  ist,  sich  auf  analytiseiK 
Functionen  f  zu  beschrSnken. 

Die  oben  erw&bnten  Entwickelungen  über  Gruppen  mit  inviimfiis 
Gleichung  D  =  2fik{x)dxidxt[='0  werden  jetzt  noch  einmal  för  welk 
Gruppen  und  reelle  Ausdrücke  D  durchgeführt.  In  gleichem  Sinne  w^s 
die  in  den  ersten  Kapiteln  erhaltenen  Listen  von  Gruppen  auf  der  Geradee 
und  in  der  Ebene  ergänzt,  wobei  nur  wenige  Gruppen  als  neu  auf- 
zunehmen sind. 

Wir  müssen  uns  beeilen ,  zu  einem  der  hervorragendsten  Kapitel  fiber- 
zugehen, welches  die  Grundlagen  der  Geometrie  vom  gruppentheoretisch« 
Standpunkte  aus  beleuchtet. 

Bekanntlich  hat  zuerst  Lobatschewski  1829  auf  indirectem  We^ 
dargethan,  dass  bei  Preisgebung  des  elften  Euklidischen  Axioms  aoäse 
der  Euklidischen  Geometrie  noch  eine  zweite  existire.  Sodann  wk 
Biemann  1854  mit  analytischen  Hilfsmitteln  —  indem  er  vor  Allem  dse 
Axiom  zu  Grunde  legt,  dass  der  Baum  eine  Zahlenmannigfaltigkeit  sei  — 
nach,  dass  bei  gewissen  Forderungen,  über  die  Natur  des  Bogenelementi. 
über  die  freie  Beweglichkeit  einer  Linie  ohne  Aenderung  ihrer  Lftnge,  n^ 
anderen,  ausser  der  Euklid 'sehen  Geometrie  noch  zwei  andere  möglid 
seien,  von  denen  die  eine  eben  die  Lobatschewski'sche  ist,  wShieod 
die  andere  mit  der  auf  der  Eugeloberfläche  zusammenfällt.  Die  Bie- 
mann'sehen  Beweise  sind  1870  von  Lipschitz  geprüft  und  verYoIlsticdi^. 
worden. 

von  Helmholtz  hat  weiter  in  einer  sehr  bekannt  gewoidec« 
Arbeit  von  1868  versucht,  zu  den  Biemann 'sehen  Ergebnissen  zu  g^ 
langen,  indem  er  die  Biemann 'sehen  Axiome  durch  elementarere  ^ 
anschaulichere  ersetzte,  vor  Allem  unter  Ausschluss  solcher  über  uneii^ 
lieh  benachbarte  Punkte. 

F.  Klein  wies  Lie  1869  darauf  hin,  dass  der  Biemann-Helc- 
ho Itz 'sehen  Behandlung  der  Frage  ein  gruppentheoretisches  Problem  im- 
plicite  zu  Grunde  liege.  Lie  hat  dann  1884  mit  seinen  Mitteln  die  ax- 
geregte  Untersuchung  durchgeführt  und  dieselbe  in  zwei  Arbeiten  18^' 
(ohne  Beweise)  und  vollständig  1890  veröffentlicht. 

Das  fragliche  Problem,  hier  schlechtweg  als  das  ^Biemann-Hela* 
ho  Itz 'sehe"  bezeichnet,  wird  wörtlich  formulirt  (8.397)  wie  folgt:  ,Ei 
sollen  solche  Eigenschaften  gefunden  werden»  die  sowohl  der  Sehaar  de 
euklidischen,  als  den  beiden  Schaaren  von  nichteuklidischen  Bewegooft: 
zukommen ,  und  durch  die  diese  drei  Schaaren  vor  allen  anderen  mOgliebei 
Schaaren  von  Bewegungen  einer  Zahlenmannigfaltigkeit  ausgezeichnet  sinc.* 

Unter  Schaaren  von  Bewegungen  sind  hier  allgemeine  Schaaren  v?z 
Ortsveränderungen  oder  Punkt- Transformationen  im  Bn  zu  verstehen;  ^ 
es  indessen  naturgemäss  erscheint ,  davon  auszugehen ,  dass  die  Zosama 
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Setzung  zweier  eigentlieher  Bewegungen  stets  wieder  eine  Bewegung  liefert| 
so  wird  das  Problem  gleich  im  Anfange  näher  dahin  präcisirt,  dass  unter 
einer  Schaar  von  Bewegungen  von  vornherein  eine  ^Oruppe^,  das  heisst 
eine  reelle,  continnirliche  Gruppe  von  paarweise  inversen  Punkt- Trans- 
formationen gemeint  sein  soll.  Wir  werden  uns  im  Wesentlichen  auf  den 
gewöhnlichen  Eaum,  den  B^^  beschränken. 

Im  üebrigen  sollen  die  gesuchten  charakteristischen  Eigenschaften  für 
die  Gruppen  der  drei  Bewegungen  in  engerem  Sinne  —  oder  kürzer:  für 
die  drei  ,,ürgruppen''  —  geometrischer  und  zwar  möglichst  einfacher 
Natur  sein. 

Dass  das  Biemann'sche  Axiom  des  Baumes  als  einer  Zahlenmannig- 
faltigkeit hier  adoptirt  ist,  ist  ja  selbstverständlich,  da  die  Lie'sche  Gruppen- 
theorie ein  rein  analytisches  Gebäude  ist 

Auch  jetzt  ist  das  gestellte  Problem  noch  sehr  verschiedener  Lösungen 
fähig,  je  nach  der  Auswahl  der  zu  treffenden  Merkmale.  Lie  hat  wohl 
zuerst  betont,  dass  derartige  Merkmale  für  Bewegungen  in  zwei  wesent- 
lich getrennte  Klassen  zerfallen,  je  nachdem  sie  sich  auf  die  infinitesimale 
Umgebung  eines  Punktes  beziehen,  oder  aber  auf  endlich  von  einander 
entfernte  Punkte. 

Demgemäss  wird  die  Aufgabe  auch  doppelt  behandelt,  so,  dass  einmal 
nur  Eigenschaften  der  ersten  Klasse,  das  andere  Mal  nur  solche  der  zweiten 
benutzt  werden,  und  zwar  jedesmal  ein  System  von  nicht  nur  hinreichenden, 
sondern  auch  wirklich  noth wendigen  Eigenschaften  der  drei  ürgruppen. 

Das  erstere  Problem,  bei  dem  nur  unendlich  benachbarte  Punkte  in 
Betracht  kommen,  erweist  sich  als  das  leichtere. 

Es  wird  der  neue  Begriff  der  „freien  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen" 
eingeführt:  bei  Festhaltung  eines  (reellen)  Punktes  P  und  eines  (reellen) 
durch  P  gehenden  Linienelementes  p  soll  noch  continnirliche  Bewegung  mög- 
lich sein,  hingegen  nicht  mehr,  wenn  ausserdem  noch  ein  durch  P  und  p 
gehendes  (reelles)  Flächenelement  n;  festgehalten  wird. 

Das  Hauptresultat  lautet  dann,  dass  jede  Baumgruppe,  welche  in 
einem  (reellen)  Punkte  von  allgemeiner  Lage  freie  Beweglichkeit  im  In* 
finitesimalen  besitzt,  vermöge  einer  (reellen)  Punkt -Transformation  stets  in 
eine  der  drei  ürgruppen  überführbar  ist 

Der  Kernpunkt  des  Beweises  ist,  dass  man  die  Eigenschaften  der  frag- 
lichen Gruppen,  welche  offenbar  transitiv  und  sechsgliedrig  sind,  zurück- 
führt auf  die  der  dreigliedrigen  projectiven  Gruppe,  welche  die  (reellen) 
Linienelemente  durch  P  transformirt ,  wobei  ein  (imaginärer)  Kegel  von 
Linienelementen  ^^»^  ^  ^^«^  ^  ^^2^  ^  0 

invariant  bleibt    Alle  (reellen)  sechsgliedrigen  Gruppen  der  Art  sind  aber, 
nach  einer  früheren  Bechnung,  gerade  unsere  drei  ürgruppen. 
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Im  i2n(n  >  3)  gestaltet  sich  die  Sache  ganz  analog;  nur  in  der  Ebne 
reicht  die  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  noch  nieht  hin  sl- 
Charakterisimng  der  drei  Urgmppen. 

Die  zweite  Lösung  des  Biemann-Helmholtz 'sehen  Problems  seilte 
nur  Merkmale  der  zweiten  Klasse  benöthigen,  also  solche,  die  sich  aaf 
endlich  entfernte  Punkte  beziehen. 

Dass  in  der  That  zwischen  den  Merkmalen  beider  Klassen  ein  tief- 
gehender Unterschied  herrscht,  wird  durch  eine  Reihe  anflUIiger  Er- 
scheinungen illustrirt. 

So  folgt  z.  B.  aus  der  Annahme ,  dass  bei  einer  (etc.  continairliebec 
Grappe  zwei  endlich  entfernte  Punkte  im  Bn  stets  eine  und  nur  eine  Ii- 
Variante  besitzen  sollen ,  durchaus  noch  nicht  das  Gleiche  fitr  zwei  httM- 
harte  Punkte ,  sondern  nur,  dass  solchen  mindestens  eine  InTsrnme 
zukommt. 

Ferner  kann  dabei  (wie  auch  durch  ein  Beispiel  belegt  urird)  der  b^ 
sondere  Fall  eintreten ,  dass  eben  diese  Invarianten  von  zwei  benachhans 
Punkten  alle  homogen  von  nullter  Ordnung  in  den  dx  sind.  Da  aber  der 
Ausdruck  für  das  Biemann'sche  Bogenelement  homogen  von  erster  Ord- 
nung in  den  dx  ist,  so  kann  also  aus  der  Existenz  einer  InvamBtt 
zweier  endlich  entfernter  Punkte,  oder,  wie  man  sagt,  einer  .Abstaiif 
function'^y  durchaus  noch  nicht  mit  Sicherheit  auf  die  Existenz  eines  Boge:- 
elementes  geschlossen  werden. 

Die  zweite  Lösung  des  Problems  verlangt  von  der  fraglichen  .Grappe* 
nur,  dass  sich,  nach  Festhaltung  eines  Punktes  P,  irgend  ein  anderer, 
endlich  von  P  entfernter  Punkt  Q  noch  auf  einer,  nicht  durch  P  gehende: 
Fläche  (oder  doch  zum  Mindesten  auf  einem  irreducibeln  Theile  derselbes 
völlig  frei  bewegen  können  soll,  also  so,  dass  Q  in  jeden  anderen  Pub 
der  Flftche  noch  continuirlich  überfdhrbar  ist.  Dass  die  Fläche  nicht  dnrcr 
P  hindurchgehen  soll,  verhütet,  dass  jemals  zwei  endlich  entfernte  Punkte 
in  zwei  benachbarte  übergehen. 

Eine  solche  Gruppe  G  erweist  sich  wiederum  als  tcansitiv,  nnd  zwn 
endlich  entfernte  Punkte  haben  bei  ihr  eine  und  nur  eine  Invariante ;  feraer 
ist  sie  als  reelle  Gruppe  primitiv,  weiter  endlich  und  sechsgliedrig;  eadli:! 
werden  die  Linienelemente  durch  einen  Punkt  P  durch  eine  dreigliedrlgr 
Gruppe  g  transformirt. 

Aus  früheren  Rechnungen  lässt  sich  dann  wiederum  entnehmen,  dAs» 
die  einzig  möglichen  Gruppen  G  die  drei  ürgruppen  sind. 

Der  Beweis  für  den  Baum  von  mehr  als  drei  Dimensionen  ist  eB^ 
sprechend ;  nur  bleibt  hier  immerhin  die  Möglichkeit  offen ,  dass  die  uiakfec 
Axiome  noch  überflüssige  Bestandtheile  enthalten. 

Man  kann  nunmehr  auch   noch  verlangen,    dass    die  drei  ürgrapp«^ 
selber  durch   rein  gruppen theoretische  Merkmale   von   einander 
werden. 
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Dies  ist  in  der  That  ausführbar :  beschränken  wir  uns  wieder  auf  den 
gewöhnlichen  Baum,  so  enthält  die  Oruppe  der  Euklidischen  Bewegungen 
eine  „invariante^  (reelle)  Untergruppe,  die  beiden  anderen  Gruppen  nicht; 
andererseits  besitzen  die  letzteren  (reelle)  viergliedrige  Untergruppen,  die 
im  Falle  der  Lobatschewski 'sehen  Geometrie  „integrabeP  sind,  im 
Falle  der  Bie  man  naschen  nicht. 

Die  Helmholtz*schen  Deductionen  werden  von  Lie  einer  eingehenden 
Kritik  unterzogen;  als  Haupteinwand  ist  anzuführen,  dass  von  Helm- 
holtz  Eigenschaften  endlich  entfernter  Punkte  auf  unendlich  benachbarte 
Punkte  überträgt,  was,  wie  schon  oben  betont,  nicht  ohne  Weiteres  zulässig  ist. 
Lie  hat  sich  damit  aber  nicht  begnügt,  sondern  hat  die  Helm- 
holtz'sche  Arbeit  —  ähnlich,  wie  Lipschitz  die  Biemann'sche  — 
in  positiver  Bichtung  ergänzt. 

Hält  man  nämlich  ausschliesslich  an  den  vierHelmholtz'schen  Axiomen 
fest,  und  versucht^  deren  Forderungen  gruppentheoretisch  zu  präcisiren, 
so  ergiebt  sich ,  dass  die  drei  ersten  Axiome  bereits  gerade  hinreichen  zur 
Charakterisirnng  der  drei  Urgruppen,  dass  also  dann  das  vierte,  das  so- 
genannte „Monodromie- Axiom*",  überflüssig  wird. 

Der  Lie*sche  Ansatz  besteht  darin,  dass  sich  ein  Theil  der  Helm- 
holtz 'sehen  Forderungen  mit  einer  bestimmten  gruppentheoretischen  Frage 
deckt.  Bezeichnet  man  nämlich  eine  Invariante,  welche  r  Punkte  des  ge- 
wöhnlichen Baumes  einer  Gruppe  gegenüber  besitzen  mögen,  dann  als 
y, wesentlich",  wenn  sie  sich  nicht  durch  Invarianten  von  weniger  als 
r  Punkten  ausdrücken  lässt,  so  besagt  die  fragliche  Formulirung,  dass  die 
drei  Urgruppen  jedenfalls  solche  sein  müssen,  für  die  je  zwei  Punkte  stets 
eine  einzige  Invariante,  mehr  als  zwei  Punkte  dagegen  keine  wesentliche 
Invariante  haben. 

Die  Durchführung  der  Aufgabe,  alle  derartigen  Gruppen  zu  ermitteln, 
führt  auf  elf  Gruppentypen,  von  denen  aber  acht  nachträglich  in  Wegfall 
kommen,  da  sie  die  weiteren  Forderungen  der  drei  ersten  Helm  holtz 'sehen 
Axiome  nicht  befriedigen. 

Gegen  die  durch  Biemann  und  Lipschitz  vertretene  Auffassung 
^vird  im  Wesentlichen  nur  eingewandt,  dass  Begriffe,  wie  Bogenelement 
und  a  fortiori  Länge  einer  Curve  nicht  elementar  genug  seien,  um  gerade 
l^ei  den  Grundlagen  der  Geometrie  als  Bausteine  verwendbar  zu  sein. 

Aehnlich  wird  allerdings  Mancher  auch  die  erste  Lösung  von  Herrn 
Xiie  selber  ansehen,  denn  die  Vorstellung  unendlich  benachbarter  Punkte 
ist  schliesslich  ebenso  wenig  „elementar'',  das  heisst  in  diesem  Falle  so  viel 
cils  anschaulich. 

Am  Schlüsse  seiner  Entwickelungen  wirft  Herr  Lie  selber  die  Frage 
auf,  welchen  Nutzen  dieselben  für  die  Gesammterkenntniss  der  Grundlagen 
der  Geometrie  gewähren.  Denn  das  letzte  Ziel  aller  derartigen  Bestrebungen 
Knüsse  doch  sein^  die  Geometrie  auf  einem  „vollen''  Systeme  möglichst  ein- 
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facher  geometrischer  Axiome  aufzubauen,  nämlich  einem  solchen,  das  u 
dem  Zwecke  hinreichend  sei,  aber  auch  keine  überflüssigen  Bestandtiieik 
enthalte. 

Da  ist  denn  nun  die  Meinung  von  Herrn  Lie,  dass  seine  beide 
Lösungen  des  Problems  je  ein  Tolles  System  von  Axiomen  involviren,  nis 
dass  das  Axiom  von  der  Zahlenmannigfaltigkeit  des  Raumes  eben  kein  po- 
metrisches  (und  einfaches)  sei. 

Es  würde  sich  demnach  weiterhin  darum  handeln  mflssen ,  das  letzt- 
genannte Axiom  seinerseits  durch  ein  Äquivalentes  System  elementv- 
geometrischer  Axiome  zu  ersetzen ,  das  zusammen  mit  den  übrigen  gruppei- 
theoretischen  Axiomen  ein  definitives  volles  System  der  gewOnschtoi  Ar 
lieferte. 

Einen  Weg  dazu  giebt  er  nicht  an,  erwfthnt  auch  die  in  dieser  Rkk- 
tung  liegenden  verdienstvollen  Untersuchungen  Neuerer,  vor  Allem  ra 
F.  Klein,  mit  keinem  Woiie. 

unseres  Erachtens  müsste  man  zu  dem  Behufe  den  von  Lie  ein- 
geschlagenen Weg  consequent  rückwärts  verfolgen  und  seine  Gmppentheon 
selbst,  wie  schon  oben  bei  dem  Beispiele  der  projectiven  Gruppen  der 
Ebene  bemerkt,  rein  geometrisch  zu  begründen  versuchen. 

Die  grössten  Schwierigkeiten  würden  hierbei  voraussichtlich  die  Vor 
aussetzungen  machen,  welche  Herr  Lie  den  reellen  Gruppen  zu  Gm^ 
legen  musste,  nämlich  über  die  Existenz  erster  und  zweiter  DiffereniiL- 
quotienten  der  die  Gruppe  darstellenden  Functionen. 

Eben  dieser  Umstand  macht  die  Lie'schen  Axiome  weit  weniger  eia&cL 
als  es  auf  den  ersten  Blick  erscheint. 

Herr  Lie  übt  wiederholt  an  verschiedenen  Fachgenossen  eine  sehr  scharf 
Kritik  vom  gruppentheoretischen  Standpunkte  aus.  Es  würde  dem  BefereBtec 
nicht  anstehen,  eine  Kritik  seinerseits  wieder  kritisiren  zu  wollen;  es  dir 
denn  aber  wohl  doch  nicht  unerwähnt  bleiben,  dass  z.  B.  eine  Aensseru; 
(Vorrede  S.  XII)  wie  „das  Verdienst  der  damit  zusammenhängenden  Uoter- 
suchungen  des  Herrn  F.  Klein  über  nichteuklidische  Geometrie  ^ 
wesentlich  darin  >  dass  in  ihnen  die  Resultate  seiner  Vorgänge  popokrisi!^ 
würden**,  auf  starken  Widerspruch  stossen  wird  und  muss. 

Das  letzte  Kapitel  bringt  eine  Reihe  werthvoller  Ergänzungen  xa  ^ 
beiden  ersten  Bänden:  besonders  instructiv  für  den  Leser  dürfte  eine  nei^ 
Redaction  der  Beweise  fUr  die  grundlegenden  Sätze  der  Theorie  sein,  wddiecs: 
begrifflichen  Kern  der  analytischen  Operationen  deutlich  hervortreten  tt^ 

Möchten  diese  Zeilen  an  ihrem  Theile  zu  einer  unbefangenen  Wfirdig^ 
der  Lie 'sehen  Schöpfung  beitragen. 

Die  selbstlose  Hingabe  des  Mitarbeiters,  Herrn  F.  Engel,  dieck 
Gelingen  des  ganzen  Werkes  erst  ermöglichte,  sei  noch  einmal  rUbser- 
hervorgehoben.  W.  Fr.  Mettä. 
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Le9on8  de  raprdgation  classiqnd  de  math^matiques  par  6.  Kömiqs,  maltre 
de  Conferences  k  FEcole  normale  sap^rieore  et  ä  la  Sorbonne,  pro- 
fessenr  rempla^ant  au  College  de  France.  Paris  1892.  A.  Hermann. 
In  4fi  lith.  208  pag.  10  Prs. 

„Vielleicht  ist  es  angemessen,  fllr  diejenigen  unter  unseren  Lesern» 
welche  mit  den  französischen  ünterrichtsverhftltnissen  nicht  vertraut  sind, 
hier  zu  erwähnen,  dass  die  „agr6gation  de  math6matique8^  eine  Prüfung  ist, 
welche  denjenigen,  die  sie  bestehen^  die  Berechtigung  verleiht,  (Titular-) 
Professoren  der  Mathematik  an  einem  staatlichen  Gymnasium  zu  werden. 
Diese  Prüfung  umfasst  verschiedene  Theile  von  recht  bedeutender  Art, 
unter  denen  auch  LehrvortrSge  auftreten,  die  vor  einer  staatlichen  Commission 
über  Themata  stattfinden,  welche  auf  den  Ojmnasialunterricht  Bezug  haben 
und  ein  Jahr  vorher  bekannt  gegeben  werden.  Diese  Themata  sind  in 
den  Lehrbüchern  gewöhnlich  sehr  unvollständig  behandelt  und  eben  das 
ist  einer  der  Oründe,  sie  zu  wählen:  sie  sind  natürlich  der  Gegenstand, 
mit  dem  sich  vorzugsweise  diejenigen  beschäftigen,  die,  wie  Herr  Königs, 
damit  beauftragt  sind,  die  Candidaten  anzuleiten,  die  sich  zur  Prüfung 
vorbereiten.  Aus  dieser  Beschäftigung  ist  das  Buch  hervorgegangen,  das 
wir  besprechen.**  (Aus  einer  Becension  des  Herrn  J.  Tanner  j  im  „Bulletin 
des  sciences  math^matiques.'') 

Jedoch  ist  nicht  der  ganze  Band  diesen  Themen  gewidmet;  er  zerfällt 
vielmehr  in  zwei  Theile,  die  allerdings  äusserlich  nicht  von  einander  ge- 
schieden sind:  der  eine  (S.  5  — 108)  enthält  ,, einige  der  schwierigsten 
Themen,  die  für  die  Prüfung  des  Jahres  1892  aufgestellt  sind",  und  der 
zweite  (S.  108  —  208)  beschäftigt  sich  mit  den  anallagmatischen  Curven 
und  Flächen.  Der  Zweck  dieses  Theiles  ist  der,  „die  Studirenden  mit 
einem  der  schönsten  Kapitel  der  Geometrie  bekannt  zu  machen,  welches 
ihnen  so  schwer  zugänglich  geworden  ist,  seitdem  das  Buch  des  Herrn 
Darboux  „Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de  surfaces  alg^briques, 
et  sur  la  th6orie  des  Imaginaires*'  (1873)  vergriffen  ist.* 

Was  an  dem  ersten  Theile  besonders  angenehm  auffällt  und  die  Leetüre 
desselben  zu  einem  wahren  Genuss  macht,  ist  die  klare  Durchführung  aller 
dieser  an  sich  ja  einfacheren  Probleme,  der  echt  pädagogische  Geist ^  der 
das  Ganze  durchweht,  der  alles  ünnöthige  bei  Seite  lässt,  den  Gedanken 
aber,  der  ausgearbeitet  werden  soll,  bis  zu  seinen  letzten  Consequenzen 
durchführt,  so  dass  Nichts  unklar  bleibt,  und  es  wäre  nur  zu  wünschen, 
dass  eine  ganze  Beihe  solcher  Themen  auch  bei  uns  in  ähnlichen  Muster- 
arbeiten erschienen ;  es  könnte  das  nur  von  bestem  Einfluss  auf  die  Gediegen- 
heit der  Arbeiten  unserer  Candidaten  sein. 


*  Dem  Referenten  ist  dieses  Werk  leider  nicht  bekannt,  so  dass  er  eine 
Vergleichung  mit  demselben,  die  gewiss  recht  interessant  gewesen  wäre,  nicht 
durchfahren  kann. 
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Die  einzelnen  Tbeile  sind: 

Schnitt  zweier  FUchen  zweiten  Grades  in  dem  Falle,  Ib 
welchem  dieser  Schnitt  zerf&llt.  Auf  der  einen  Fläche  werden  die 
Parameter  k  und  ft  der  geradlinigen  Erzeugenden  als  Variable  genommen: 
jeder  Gleichung  zwischen  X  und  ^t  entspricht  eine  Curre  auf  dieser  Flicbe, 
welche  vom  zweiten  Grade  in  X,  sowie  auch  in  fi  ist^  wenn  die  Cam 
durch  eine  zweite  Fläche  zweiten  Grades  ausgeschnitten  wird.  Jedem  mög- 
lichen Falle  der  Zerlegung  dieser  Gleichung  wird  die  geometrische  Inter- 
pretation gegeben.  —  üeber  die  metrischen  Eigenschaften  eines 
Büschels  von  Kegelschnitten.  —  Achsen  eines  ebenen  Schnittes 
einer  Fläche  zweiten  Grades,  um  dieselben  zu  bestimmen,  wir: 
das  Maximum  und  das  Minimum  des  Quadrates  eines  Radios  vector  in  dec 
Schnitte  gesucht,  mit  seinem  Mittelpunkte  als  Anfangspunkt.  (Der  pan- 
bolische  Schnitt  ergiebt  sich  als  Grenzfall.)  —  Die  Flächen  s weites 
Grades  in  Ebenencoordinaten.  —  üeber  die  Zahlen  e  und  : 
Dieser  einzige  rein  analytische  Aufsatz  hal^  Herrn  Tanne rj  snm  Ver- 
fasser. In  demselben  ist  der  Beweis  der  Transcendenz  beider  GrOssen  n&:: 
den  Arbeiten  von  Hermite,  Lindemann,  Weierstrass  und  Moll 
geliefert  und  eine  ans  diesen  Beweisen  hervorgehende  Bestinunong  beide: 
Grössen  gegeben.  —  Von  den  Kugeln,  welche  vier  gegebene  Ebenes 
berühren.  —  Von  den  Kugeln,  welche  vier  gegebene  Engeln 
berühren.  Es  wird  diese  Aufgabe  als  Verallgemeinerung  der  vorbff- 
gehenden  behandelt  und  dabei  die  Gergonne*sche  Lösung  noch  yerrcl- 
st&ndigt.  —  üeber  die  Gleichung  in  k.  Mit  A  ist  hier  der  variatl- 
Parameter  eines  Kegelschnittbüschels  bezeichnet,  so  dass  f+  jl^  =  0  i? 
Gleichung  desselben  ist,  wenn  f^O  und  ^  =  0  zwei  Kegelscfaniite  de: 
Büschels  sind.  Die  behandelte  Gleichung  ist  diejenige  dritten  Graks. 
deren  erstes  Glied  die  Discrimiuante  der  Form  f  +  kg  ist. 

Damit  endet  der  erste  Theil,  in  welchem  am  Schlüsse  vieler  Aufs&tie 
noch  auf  die  Literatur  hingewiesen  ist,  die  dabei  nachgelesen  werden  kazi. 

Im  zweiten  Theile  werden  nach  einer  Einleitung  über  Inver&:cc 
und  Systeme  von  Kugeln  im  Räume  die  anallagmatischen  Flächen  c:- 
Curven  als  sich  selbst  inverse  Flächen  bez.  Curven  behandelt,  die  analh«* 
matischen  Flächen  besonders  als  die  Enveloppen  einer  Kugelschaar,  die  r 
einer  gegebenen  Kugel  orthogonal  sind.  Je  nachdem  die  Kugeln  von  eicer 
oder  von  zwei  Parametern  abhängig  sind,  beschreibt  der  Mittelpunkt  Sa 
selben  ein  Curve  oder  eine  Fläche.  Die  anallagmatischen  Flächen  ir: 
ersten  Art  werden  von  jeder  Kugel  in  einer  kreisförmigen  Krümmoax^ 
linie  berührt  und  ihre  Bückkehrkanten  (nach  der  erweiterten  Definition  >• 
Herrn  Darboux)  sind  die  allgemeinsten  anallagmatischen  Curven.  I^' 
Flächen  der  zweiten  Art  werden  von  den  Kugeln  nur  in  je  zwei  Puck>: 
berührt.  —  Unter  den  anallagmatischen  Curven  beanspruchen  diej«n'rt 
ein  erhöhtes  Interesse,  bei  welchen  die  erzeugende  Scbaar  von  Kugeln  a^ 
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auf  eine  redacirt.  Wir  erhalten  dadurch  die  sphärischen  anallagmatisohen 
Curven,  die  durch  stereographische  Projection  in  ebene  übergehen. 

Nach  einigen  Bemerkungen  über  die  Anwendung  der  Inversion  auf 
die  Systeme  von  Engeln  beschränkt  sich  der  Herr  Verfasser  auf  den  Fall, 
dass  die  Systeme  von  Kugeln  bez.  von  Kreisen  vom  zweiten  Grade  sind, 
also  auf  diejenigen  Enveloppen,  die  cjklische  Flächen  bez.  Curven  genannt 
werden.  Die  cjklischen  Curven  auf  der  Kugel  und  in  der  Ebene  theilt  er 
in  drei  Arten  ein,  je  nachdem  sie  keinen  Doppelpunkt,  einen  Doppelpunkt 
mit  verschiedenen  Tangenten  oder  einen  Bückkehrpunkt  besitzen.  Die 
Eigenschaften  dieser  Curven,  besonders  auch  die  Focaleigenschaften ,  werden 
geometrisch  abgeleitet  und  die  Gleichungen  vierten  und  dritten  Grades  dis- 
cutirt,  welche  sie  darstellen. 

Den  Schluss  bildet  die  Behandlung  der  cyclischen  Flächen ,  der  Cykliden 
im  allgemeineren  Sinne,  bei  welchen  der  Mittelpunkt  der  erzeugenden  Kugel 
eine  Curve  bez.  eine  Fläche  zweiten  Grades  beschreibt;  die  Bearbeitung  ist 
eine  eingehende,  doch  mnss  wegen  der  grossen  Zahl  der  verschiedenen 
Fälle  auf  die  auch  in  diesem  Theile  sehr  klar  und  anschaulich  geschriebene 
Originalabhandlung  verwiesen  werden.  Dr,  Willorod. 


Die  Kegelfocalen«     Von  Prof.  Dr.  G.  Hubeb.    Bern  1893.    Buchdruckerei 
Karl  Stämpfli  und  Cie.    56  Quartseiten.    Mit  einer  Figurentafel. 
Es  seien  a,  2»,  e  drei  positive  Zahlen,  a  ^  2»,  und 

a«  ^  &«  c»  ^ 
die  Gleichung  eines  Kegels  zweiter  Ordnung  ft  in  gewöhnlichen  Coordinaten. 
Kegelfocale  nennt  der  Verfasser  den  Brennpunktsort  0  der  Curven,  nach 
welchen  St  geschnitten  wird  durch  die  Ebenen  eines  Büschels^  dessen  Kante  K 
aaf  der  Hauptebene  (a,  c)  des  Kegels  senkrecht  steht  (in  einem  Punkte  0), 
Die  zum  Theil  auch  imaginären  und  räumlichen  Curven,  welche  das 
Analogen  bei  den  Hauptebenen  {ah)  und  (&c)  bilden  würden,  werden  nicht 
erwähnt.  Die  Focalen  sind  Curven  vierter  Ordnung  in  der  Ebene  (ao). 
Ihre  Gleichung  hängt  ausser  von  a^  h,  c  noch  von  den  Parametern  jp,  8 
ab,  den  cartesischen  Coordinaten  des  Punktes  0,  gemessen  resp. auf  den 
Achsen  (o)  und  (a)  als  Coordinatenachsen.  Wegen  Symmetrie  genügt  die 
DiscQSsion  positiver  Werthe  p,  8.  Die  Kegelerzeugenden  f^^  f^  in  der 
£bene  (ac)  („Focalerzeugende**)  sind  Asymptoten  aller  doppelt  unendlich  viel 
Focalen.  Berühren  sich  K  und  ft  in  einem  Punkte  von  f^  (oder  f^),  so  zerfällt 
C  in  fi  (oder  f^)  und  eine  „Berührungsfocale"  dritter  Ordnung  mit  Oval.  $  =  0 
Qriebt  die  Schaar  der  zur  Achse  (c)  symmetrischen  «Achsenfocalen", 
9  =  0  die  zur  Achse  (a)  symmetrischen  nScheitelfocalen",  5  =  00  und 
9  =  00  geben  Schaaren  von  Geradenpaaren.  0  ist  Doppelpunkt  der  Curve; 
ind    zwar  verwandelt  sich   derselbe  aus  einem  isolirten  über  einen  Selbst- 
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berühr-*  in  einen  Knotenpunkt  und  weiter  über  einen  Bttckkebr-  in  ebc: 

isolirten  Punkt ,  wenn  5*  von  oo  über  --f-  und  weiter  über  j>*  _  ^  ,    ^  krc 

0  abnimmt.  Der  Kegelscheitel  S  ist  stets  Knotenpunkt  der  Poesien  Tieita 
Ordnung;  die  Berührungsfocalen  berühren  sich  in  S\  alle  Acbsenfocale&  baben 
in  S  das  nämliche  Paar  Tangenten.  Die  Focallinien  des  Kegels  tangiren  alle  C 
umhüllen  die  Systeme  p  =  const,  und  8  =  canst^  ihre  von  der  Achse  \t 
durchzogenen  Winkel  sind  von  Zweigen  der  Focalen  nnbetreten.  Das  Gt- 
schlecht  der  Focalen  ist  1 ,  die  Coordinaten  ihrer  Punkte  sind  also  dura 
elliptische  Functionen  eines  Parameters  u  darstellbar: 


(?8  8nu—a^pcnu  +  ayh^  +  c^(psnu-'scnu)dnu 

x=^8nu' :i — 5 ö — 5 

c*sn*w  — a*cn*w 


c^ssnu  —  o^pc«t*  +  al/&*  +  c*(p«nw  — 5cnu)d«« 
yz=cnU' g — l = — |- — 

[Coordinaten -Anfang  0,  X  parallel  der  Achse  (a),   Fder  Achse  (tf)l.  Tv. 

auf  einer  Geraden  —  =  cöigamu  ausser  0  liegenden  Gurvenpankte  heissa: 

„conjugirt**.  Die  Mitten  ihrer  Verbindungsstrecken  liegen  auf  einer  HjperV. 
bei  den  Focalen  vierter,  auf  einer  Geraden  bei  denen  dritter  Ordsuzc 
Specialisirungen  werden  für  die  Cjlinderfocalen  unter  AnkQndignng  eist' 
Dissertation  von  F.  Stähli  am  Schlüsse  des  Kapitels  I  angedeutet,  f&r  ^ 
Ereiskegelfocalen  in  Kapitel  II  ausgeführt.  Für  diese  ist  b  =  a  und  *:: 
scheint  ein  dritter  Knotenpunkt  ;ä  im  Schnitt  der  Achse  (c)  mit  )tt' 
durch  K  gehenden  Normalebene;  das  Geschlecht  wird  0,  »rationale'  X^'* 
Stellung  möglich: 

(c*5—  d^pWqi)  +  a^tn(p-'8fgq>)8in(p 

{c^S''a^pfg(p)  +  a^m{p  —  8tgq>)sinq> 
y  = c^^aUg^<p '^'^' 

(0<<,<2.),    (n.  =  ?^^> 

{c^sX^  +  2ap{afn  +  a)l  +  s(afn  +  a)^\  (1  ~  A*) 

_    ''2{c^sk^  +  2ap{afn  +  ä)X  +  s{am  +  ay\k 
y-  [cn«-(am  +  ar](I  +  A2) 

(-  QO^;i<   +00). 

Die  Focalen  gehen  durch  die  imaginftren  Kreispunkte  im  Unendhetr: 
die  zugehörigen  Tangenten  durch  0,    Eine  Gerade  durch  0  schneidet  ^y-^ 

*  Zwischen  einer  Geraden  und  einer  Curve  dritter  Ordnung. 


oder: 


a;=3- 
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zwei  Curvenpnnkte  ans,  für  deren  Parameter  A,  A^«  —  1  ist;  analog  ist  beim 
Doppelpunkt  8  giltig:  /  ^a*  +  ^^  +  a  \* 

h^2^[ — ^ ;• 

Der  Ort  der  Berüfarpunkte  der  von  Ä  an  die  Kreiskegelfocalen  gehenden 
Tangenten  ist  sechster  Ordnung  and  wird  discatirt. 

Die  folgenden  Abschnitte:  Wendepnnktsgleichnng^  Wendekegelschnitt, 
Doppeltangenten  nnd  Doppeltangentenkegelschnitt  bei  Kreiskegelfocalen 
stellen  eine  Anwendung  der  von  Brill  (Math.  Ann.  Bd.  12)  gegebenen  all- 
gemeinen Formeln  für  rationale  Curven  vierter  Ordnung  dar.  Die  Wende- 
punktsgleichung sechsten  Grades  ist  nur  für  specielle  Fälle  bequem  zu 
discutiren.  Die  reellen  Wendepunkte  liegen  bei  Achsen-  und  Berühr- 
focalen  für  5  =  const^  bei  Scheitelfocalen  für  p=scon8t  auf  geraden  Linien; 
der  Wendekegelschnitt  kann  Ellipse,  Hyperbel,  Parabel  sein,  für  Achsen- 
focalen  wird  er  eine  Hyperbel,  welche  die  Curve  in  zwei  reellen  Punkten 
schneidet,  für  Scheitelfocalen  ein  Kreis,  dessen  Radius  von  s  allein  abhängt. 
Allgemein  hat  die  Kreiskegelfocale  zwei,  einen,  keinen  reellen  Wendepunkt, 
je  nachdem  k  den  Kegel  schneidet,  berührt  oder  gar  nicht  trifft.  Beeile 
Doppeltangenten  sind  nicht  vorhanden ,  abgesehen  davon ,  dass  Achsen-  und 
Scheitelfocalen  einen  Selbstberührpunkt  besitzen,  dessen  Tangente  senkrecht 
zur  Achse  (c)  steht  oder  mit  ihr  zusammenfällt.  Die  Mittelpunkte  der 
Doppeltangenten -Kegelschnitte  für  ein  System  p  =  const  oder  S'=^const 
liegen  auf  einer  Curve  fünfter  Ordnung,  welche  discutirt  wird. 

Kapitel  HI  bringt  Specialisirungen  des  vorhergehenden  auf  den  Kreis- 
cjlinder.  Wir  erwähnen  nur,  dass  als  Berührungsfocale  die  StropholCde 
oder  logocyklische  Curve  von  Booth  auftritt.  Capitel  IV  giebt  eine  directe 
Darstellung  der  Coordinaten  eines  Punktes  der  Kreiskegelfocale  durch 
rationale  Functionen  eines  Parameters,  Kapitel  V  die  verhältnissmässig  ein- 
fache Quadratur  der  Schleife  bei  Berührungs-  und  Achsenfocale. 

Dies  im  Grossen  und  Ganzen  der  Inhalt  der  Broschüre,  welche 
Stndirenden  y  die  in  Ermangelung  eines  eigenthümlichen  Gedankens  die 
Discnssion  einer  algebraischen  Curve  oder  eines  Systems  solcher  Curven 
als  Arbeit  sich  vornehmen  wollen,  zum  Muster  dienen  kann. 

Im  Interesse  der  Aufstellung  einer  unzweideutigen  Terminologie  möchten 
wir  darauf  hinweisen ,  dass  in  dem  ersten  Satze  der  Abhandlung  drei  verschie- 
dene Bedeutungen  des  Wortes  Achse  durcheinander  spielen:  Achsengerade, 
positiver  Achsenparameter,  Hauptachse.  Die  positiven  Grössen  a,  2»,  c  beim 
Kegel  und  entsprechend  überhaupt  bei  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  sicher 
eine  eigene  Wortbezeichnung  verdienen ,  scheinen  dieselbe,  nach  verschiedenen 
der  gebräuchlichsten  Lehrbücher  zu  schliessen ,  noch  nicht  gefunden  zu  haben. 
Von  „  Längen '^  der  Achsen  und  Halbachsen  kann  man  glattweg  doch  nur  beim 
Ellipsoid  sprechen.  Vielleicht  findet  der  oben  gebrauchte  Ausdruck  „positiver 
Aebsenparameter^  Anklang;  von  den  Kegelachsen  die  eine  als  Hauptachse,  die 
anderen  als  Nebenachsen  zu  bezeichnen,  liegt  ungemein  nahe.       H.  Bbunk. 

Uisi. .  Ut.  Abth.  d.  Zeitschr.  f.  Math.  n.  Phyi.  40.  Jahrg.  1896. 1.  Heft  3 
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La  gdmdtrographie  on  Tart  des  oonstraotions  gdom^triques  par  Ekiu 
Lbmoinb.  Paris  1893.  Ganthier- Villars. 
In  den  geometrischen  üntersnchnngen'  unserer  Tage  wird  das  geo- 
metrische Ding  an  sich  oft  mit  Formeln  zugedeckt  oder  aus  dem  dreidima- 
sionalen  Baume  hinausprojicirt.  Bei  dieser  Art  der  Betraehtong  ist  es  eiu 
überflüssige  Aufgabe  für  die  Werthung  von  geometrischen  CoDstnictioMe 
einen  Maassstab  zu  schaffen.  Wer  aber  gezwungen  ist,  nicht  nur  mit  dem 
Munde  zu  construiren,  sondern  seine  geometrischen  Gedanken  mit  des: 
Stifte  zu  fiziren,  der  wird  die  Lösung  dieser  Aufgabe  freudig  bogrOsecE. 
Ein  Versuch  dazu  liegt  in  einem  Büchlein  von  E.  Lemoine  vor,  wekfaes 
„Göom^trographie^  betitelt  ist. 

Der  Verfasser  iSsst  alle  Constructionen  durch  folgende  f&nf  Gmsd- 
Operationen  entstehen: 

P.  Man  legt  das  Lineal  bei  einem  Punkte  an.    Op.  (-ßi). 

29.  Man  zieht  eine  gerade  Linie.    Op.  (IZg). 

3^.  Man  setzt  eine  Zirkelspitze  auf  einen  bestimmten  Punkt.  Op.(C.. 

4^  Man  setzt  eine  Zirkelspitze  auf  irgend  einen  Punkt  einer  Lnut 

Op.  (C,). 
5^.  Man  beschreibt  einen  Kreis.    Op.  (C3). 
Jede   Construction  kann   durch  Wiederholungen  der  Grundopeiatioiig: 
ausgeführt  werden.   Die  Gresammtheit  der  Operationen  wird  durch  die  ¥arm. 

beBtüxuni  hB,  +  l,B,  +  n.,C,  +  fn,C,+m,C, 

Aus  dieser  Formel  werden  zwei  Coefficienten  zur  Beurtheilung  dw  Cct- 
structionen  abgeleitet.  Der  eine  ist  li  +  l^  +  ^t  +  ^  +  ^H^  luid  heisst  ^ 
Einfachheit  (5,  simplicitö)  der  Construction.  Der  andere  Goefficieot  ist 
{^  +  ^1  +  ^s  ^^<^  ^^A  Genauigkeit  {E,  exaotitude)  genannt  Z^  giebt  ^ 
Anzahl  der  gezogenen  Geraden,  m^  die  Anzahl  der  Kreise  oder  Km- 
bogen  an. 

Der  Verfasser  wendet  diese  Grundsätze  auf  eine  Reihe  von  Au^gabci 
der  Elementargeometrie  an  und  gelangt  zu  dem  überraschenden  Besultati. 
dass  viele  als  „klassisch^  geltende  Constructionen  weit  davon  entfernt  sie- 
die  einfachsten  zu  sein.  Der  Grund  dieser  Erscheinung  liegt  meistens  dam 
dass  der  Geometer  die  Aufgaben  mit  dem  geringsten  Aufwände  tob  Ge- 
danken und  Worten  zu  lösen  sucht,  während  der  Constructeur  die  L^^cac 
vorzieht,  welche  die  kleinste  Zahl  von  Linien  fordert  Es  ist  nicht  lete> 
beiden  Gesichtspunkten  gleichzeitig  gerecht  zu  werden.  Aber  es  ist  sefcc: 
viel  erreicht,  wenn  der  theoretisirende  Geometer  die  Bedürfnisse  des  Ck- 
structeurs  zu  berücksichtigen  sucht  und  bedenkt ,  dass  für  Viele  die  Geoswoi: 
eigentlich  doch  nur  um  des  Construirens  willen  da  ist. 

Lemoine  deutet  selbst  an,  dass  die  von  ihm  aufgestellten  Grasi* 
Sätze  für  die  darstellende  Geometrie  und  die  graphische  Statik  tad 
einiger  Erweiterungen  bedürfen,  welche  sich  auf  das  Zeichnen  mit  Wiskek 
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beziehen.  Dann  aber  wäre  ein  Maassstab  geschaffen,  nach  dem  Lösungen 
derselben  Aufgabe  auf  ihre  constructive  Einfachheit  hin  verglichen  werden 
können. 

Es  wird  nicht  an  Einwendungen  gegen  die  Grundsätze  von  Lern  eine 
fehlen  und  besonders  die  vollständige  Gleichstellung  des  Kreises  mit  der 
Geraden  erregt  Bedenken  theoretischer  Art.  Aber  abgesehen  davon  wird 
jeder  Geometer  das  Büchlein  mit  Freude  und  Nutzen  lesen  und  vielleicht 
dadurch  veranlasst  werden,  von  seinen  Constructionen  einige  Linien  ab- 
zuschneiden. Er  wird  sich  dadurch  den  Dank  aller  Derer  erwerben,  welche 
diese  Linien  wirklich  zeichnen  müssten.  Dr.  Betel. 


An  elementary  treatise  on  Fonrier'«  series  and  spherical,  cylindrical 
and  ellipsoidal  harmonics  with  applications  to  problems  in  mathe- 
matical  pbysics,  by  Williah  Elwood  Bterly  (Harvard  üniversitj). 
Boston  1893.    Ginn  &  Comp.    8^    287  p. 

Das  in  der  Ueberschrift  genannte  Werk  gehört  einer  namentlich  in 
England  und  Amerika  cultivirten  Richtung  an,  welche  vornehmlich  auf  die 
Technik  des  Rechnens  und  auf  die  leichte  Verwendbarkeit  mathematischer 
Bntwickelungen  zur  Lösung  von  Aufgaben  Gewicht  legt,  während  ein  tiefer 
gehendes  Erfossen  der  behandelten  Gegenstände,  zumal  im  Sinne  der 
modernen  Functionentheorie ,  durchaus  zurücktritt.  Es  zeigt  sich  dies  ein- 
mal darin ,  dass  der  Herr  Verfasser  gegen  die  neue  zum  grossen  Theil  mit 
geometrischen  Anschauungen  arbeitende  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  in  keiner  Weise  Stellung  nimmt,  und  dass 
er  andererseits  (in  Ansehung  der  älteren  Theorie)  Convergenzbetrachtungen 
gar  zu  sehr  in  den  Hintergrund  zurückdrängt.  Der  Hauptinhalt  des  Buches 
besteht  vielmehr  in  der  formal  analytischen  Behandlung  von  Reihen-  und 
Integral -Darstellungen  der  in  der  Ueberschrift  angedeuteten  Functionen ,  die 
theils  direet  durch  ihre  analytischen  Ansdrucksformen ,  theils  mittelbar  als 
Integrale  wohlbekannter  Differentialgleichungen  eingeführt  werden.  Die 
letzteren  anlangend,  so  handelt  es  sich  um  die  Differentialgleichungen  der 
Potentialtheorie,  der  Wärmeleitung,  der  schwingenden  Saiten  u.  s.  w.;  doch 
giobt  der  Herr  Verfasser  jeweils  nur  die  physikalische  Bedeutung  der  ein- 
zelnen Differentialgleichung  an,  ohne  auf  deren  Entwickelung  einzugehen. 
Betreffs  der  Stoffanordnung  bringt  es  eine  geringe  Erschwerung  mit  sich, 
dass  in  dem  einleitenden  Kapitel  bereits  mehrere  Untersuchungen  gegeben 
werden,  welche  zweckmässiger  vielleicht  erst  bei  den  späteren  Ausführungen 
gebracht  wären ;  besonders  macht  sich  dieser  Umstand  bei  der  Behandlung 
der  Kugelfunctionen  geltend.  Bezugnahme  auf  die  Originalliteratur  wird 
im  Verlaufe  des  Textes  fast  überall  vermieden ;  doch  muss  es  als  besonders 
werthvoU  hervorgehoben  werden,  dass  im  letzten  Kapitel  eine  von  Herrn 
Dr.  M.  Böcher  (Harvard - University)  verfasste  historische  Skizze  über  die 
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im  Buche  behandelten  Oegenstilnde  beigegeben  ist.  Im  Uebrigen  ist  sehr 
anzuerkennen,  dass  die  physikalischen  Anwendungen  jederzeit  durch  Aus- 
führung zahlreicher  Einzelbeispiele  noch  weiter  erläutert  werden.  Doch 
ist^  hiervon  abgesehen,  eine  Aufnahme  des  in  Rede  stehenden  Werkes  bei 
dem  deutschen  mathematischen  Publikum  wohl  schon  deshalb  weniger 
empfehlenswerth,  weil  wir  in  den  Vorlesungen  Biemann's  fiber  partielk 
Differentialgleichungen,  in  denjenigen  F.  Neumann *8  über  die  Theorie  des 
Potentials  und  der  Eugelfunctionen ,  vor  allem  in  Heine 's  Kugel* 
functionen  u.  s.  w.  Werke  besitzen ,  welche  die  nftmlichen  Gegenstfinde  in  einer 
vielseitigere  Anforderungen  befriedigenden  Weise  behandeln. 

Im  Einzelnen  ist  die  Stoffanordnung  die  folgende.  Im  einleitendes 
Kapitel  I  werden  einige  Angaben  über  Integration  der  Differentialgleichnogec, 
speciell  der  linearen  homogenen,  entwickelt  und  besondere  AusführusgcB 
über  Integration  durch  Reihen  gegeben.  Hieran  schliesst  sieb  gleich  die 
Behandlung  eines  besonderen  Problems  aus  der  Wärmeleitnng  zur  Ein- 
führung der  Fourier*schen  Reihen  >  sowie  die  Behandlung  einer  besonderen 
Potentialfunction  zur  Einführung  der  gewöhnlichen  Kugelfunctionen  P.tx. 
Qm{x^)  (Surface  Zonal  Harmonien)  und  endlich  die  Besprechung  der 
schwingenden  kreisförmigen  Platten  zur  Einführung  der  Hess  ersehen 
Functionen  (Cjlindrical  Harmonics).  Es  folgen  weitere  allgemeine  Er- 
örterungen aur  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen. 

Im  zweiten  und  dritten  Kapitel  sind  die  Fouri  er 'sehen  JBeifaen  be- 
handelt; doch  werden  in  Betreff  der  Convergenz  derselben  im  Wesentlichen 
nur  einige  Resultate  ohne  Ableitung  angegeben.  Bemerkenswertb  ist,  dass 
in  Einzelbeispielen  das  Zustandekommen  des  Summenwerthes  durch  wirk- 
liches Zusammenfügen  der  einzelnen  Sinuscurven  geometrisch  erlftutert  wiid 

Kapitel  IV  bringt  zahlreiche  Anwendungen  der  Fouri er *schen  Beiher 
auf  Probleme  der  Physik,  und  zwar  vor  Allem  auf  das  Problem  der 
Wftrmeleitung;  es  wird  ferner  das  Problem  der  Strömung  der  £lektneitSt 
in  einer  unendlichen  Ebene  und  die  Vibration  quadratischer  Platten  be- 
handelt 

Das  fünfte  Kapitel  ist  den  Kugelfunctionen  erster  und  tweiter  An 
Pm(^)  und  Qm(x)  (Zonal  Harmonics)  gewidmet,  die  gleich  in  der  erstes 
Hälfte  des  Kapitels  wieder  zu  einer  Reihe  physikalischer  Anwendungen 
benützt  werden.  Es  folgen  einige  elegante  analytische  Ausführungen  fiber 
Kugelfunctionen,  welche  im  Wesentlichen  die  bekannte  Darstellung  gegebeser 
Functionen  in  Reihen  nach  Kugelfunctionen  zum  Ziele  haben. 

In  entsprechender  Weise  behandeln  die  drei  folgenden  Kapitel  die 
allgemeinen  Laplace'schen  Kugelfunctionen  (Spherical  Harmonics),  d:e 
BesseTschen  Functionen  und  endlich  die  L  am  6 'sehen  FunctioceB 
(Ellipsoidal  Harmonics).  In  einem  Anhange  sind  Tafeln  über  die  numerisches 
Werthe  der  mehrfach  genannten  Functionen  beigefügt.  p    p«,c»» 
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Uniplanar  Algebra,  being  part  I  of  the  propaedeutic  to  the  higher  mathe- 
maiical    analjsis,     by    Irving    Strinoham    (üniversity    of    Cali- 
fornia).    San  Francisco  1893.    Berkeley  prese.    8^.    141  p. 
Das  vorliegende  Bach  hat  einen  ausgesprochen  didactischen  Charakter 
und   ist    ans  Vorlesungen   hervorgegangen ^    welche  Herr   Stringham  an 
der  Üniversity   of  California   zur  Einführung  in  das  höhere  mathematische 
Studium    gehalten   hat     Es    ist   das   auch    in   England    stark   verbreitete 
Studium  des  Euklid,  welches  hier  nach  Denkweise,   Methodik  und  Form 
der   Darstellung    von    bestimmenden  Einfiuss  war.     Scharfe  logische  Fun- 
dirung  und  präcise  Abgrenzung  des  dargebotenen  Stoffes  zeichnen  die  Dar- 
stellung  aus.    Uebrigens    ist    von    geometrischer  Denkweise    ausgedehnter 
Gebrauch  gemacht,  und  das  Buch  schliesst  sich  in  seiner  ganzen  Eigenart 
den  bekannten  englischen  Elementarbttchern  „Syllabus  of  Plane  Geometrie^ 
und  „Text-Book  of  Euclid's  Elements"  an. 

Etwas  apart  ist  die  Stringham'sche  Definition  „einer'  Algebra. 
£in  bei  gewissen  wohldefinirten  Operationen  sich  immer  wiedererzeugendes 
System  von  Zahlen ,  das  man  in  Verallgemeinerung  einer  bekannten  Sprech- 
weise einen  Zahlenkörper  nennen  würde,  bezeichnet  der  Herr  Verfasser  als 
eine  „Gruppe"  und  fUhrt  dann  fort  „such  a  group  is  an  algebra'',  obwohl 
unter  den  anzuwendenden  Operationen  auch  Logarithmirung  und  Ex- 
ponentiation  sich  finden. 

Die  Darstellung  beginnt  mit  Euklid 's  Lehre  von  den  Proportionen, 
entwickelt  sodann  die  Regeln  der  algebraischen  Grundoperationen,  die 
^Eigenschaften  der  Logarithmen ,  Exponentialfunctionen ,  der  goniometrischen 
und  hyperbolischen  Functionen.  Es  folgt  die  Erweiterung  der  bisherigen 
Entwickelungen  auf  complexe  Grössen ,  und  es  ist  endlich  ein  Kapitel  über 
conforme  Abbildung,  sowie  eines  über  den  Fundamentalsatz  der  Algebra 
gegeben.  B.  .Friokb. 

Die  nlohtenklidische  Geometrie  vom  Alterthnm  bis  zur  Gegenwart.    Eine 
historisch -kritische  Studie  von  Dr.  A.  Kabagiannides.    Berlin  1893. 
In  Kommission  bei  Mayer  &  Müller. 
In  dem  ersten  Abschnitte  des  Werkes  werden  diejenigen  Mathematiker 
des  Alterthums  besprochen ,   welche  sich  mit  der  Begründung  des  Parallelen- 
axioms   beschäftigten.     Den    Gegenstand    des    zweiten    Abschnittes   bilden 
die  Untersuchungen  von  Gauss,  Lobatchefsky  und  Riemann,  während 
der   dritte   sich    mit   den   Arbeiten   der  Herren  Helmholtz,    Klein    und 
Poincar6  beschäftigt.     Eine   eigentliche  Geschichte   der   nichteuklidischen 
Geometrie  ist  das  vorliegende  Werk  nicht,  da  dasselbe  nicht  ein  Gesammt- 
bild   des   Schaffens   der   in    demselben    behandelten  Autoren   bietet.     Der 
^W^erth   desselben   besteht  vielmehr   in    der   scharfen  und  treffenden  Kritik, 
die    es   der   niohteuklidischen  Geometrie   zu  Theil   werden   lässt.     Um  den 
Standpunkt  des  Verfassers  zu  charakterisiren  und  zugleich  eine  Probe  seines 
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eigenthümlichen  bilderreichen  Styls  zu  geben,  seien  hier  einige  Stellen  aoi 
der  Becapitulation  angeführt: 

1 .  Es  giebt  nur  einen  einzigen  Baum ,  in  welchem  alle  Menschen  leba 
und  denken ,  nnd  in  welchem  eine  Klasse  von  Mathematikern  nach  eigeoan 
Geschmack  nnd  eigener  Willkür  ihre  besonderen  Bäume  construirt  hat  usd 
construirt. —  Dass  es  mehrfach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten  giebt 
bestreitet  Niemand;  der  Baum  aber  hat  drei  Dimensionen. 

2.  Diejenigen  Mathematiker,  welche  einen  Baum  durch  reine  Zahk 
construiren,  gleichen  denjenigen  Menschen,  welche  ihr  MillionenTermogeE 
im  Traume  construiren.  —  Die  beiden  Gebiete  Arithmetik  und  Oeometiic 
helfen  sich  einander,  aber  nie  erzeugt  das  eine  Gebiet  das  andere,  (^ 
ersetzt  es  vollständig.  Wir  operiren  in  der  analytischen  Geonoetrie  i.  B. 
mit  Gleichungen,  aber  wir  dürfen  nicht  vergessen,  dass  wir  zugleich  C«> 
ordinaten  gebrauchen;  und  diese  Coordinaten  müssen  wir  erst  haben. 

3.  Diejenigen  Geometer,  welche  die  Definition  der  Parallelengrada. 
das  fünfte  Postulat  und  den  daraus  folgenden  Satz  der  Winkelsnmme  ic 
geradlinigen  Dreiecke  fallen  lassen  und  synthetisch  eine  ebene  Geometri 
construiren  wollen,  die  entsprechen  genau ^  kann  man  sagen,  denjenin^ 
Arithmetikern ,  welche  das  Axiom  der  Gleichheit  fallen  lassen  nnd  ilr 
algebraischen'  Probleme  nicht  durch  Gleichungen,  sondern  dnich  üi- 
gleiohungen  auflösen  wollen.  M.  Mbyo. 
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The  Evanston  CoUoqniam.  Lectures  on  mathematics,  delivered  from  Aug.  28 
to  Sept  9,  1893  at  Northwestern  üniversity  ETanston,  111.  by 
Felix  Klein,  reported  by  Alexander  Zfwet.  New -York  1894. 
Macmillau  and  Co.    8^.    109  p. 

lieber  die  Entstehung  dieses  Baches  sind  folgende  Bemerkungen  vor- 
auszuschicken.  Herr  Prof.  F.  Klein  hatte  sich  wfthrend  der  üniversitäts- 
ferien  im  Herbst  1893  im  Auftrage  der  königl.  preuss.  Begierung  nach 
Chicago  begeben,  um  bei  dem  dortselbst  während  der  Zeit  vom  21.  bis 
27.  August  tagenden  Mathematiker  -  Congress  als  Vertreter  der  deutschen 
Mathematik  zu  fungiren.  Nach  Abschluss  des  Congresses  hat  Herr  Klein 
aus  eigener  Initiative  vor  einem  grösseren  Zuhörerkreise  in  der  North- 
western üniversity  zu  Evanston  (bei  Chicago)  eine  Reihe  weiterer  Vorträge 
gehalten  und  dieselben  zu  einem  Colloquium  ausgestaltet.  Diese  Vor- 
lesungen wurden  von  Prof.  Ziwet  (Ann  Arbor)  ausgearbeitet  und  in  dem 
in  der  üeberschrift  genannten  Buche  publicirt. 

Herr  Klein  hat  in  den  in  Bede  stehenden  Vorlesungen  einen  sum- 
marischen üeberblick  über  diejenigen  Theile  der  modernen  Mathematik  ge- 
geben, in  welche  er  selbst  fortbildend  und  umgestaltend  eingegriffen  hat. 
In  vieren  unter  den  zwölf  Vorlesungen  ist  überdies  Bericht  erstattet  über 
die  Untersuchungen  -anderer  deutscher  Forscher ^  welche  Herrn  Klein 
wissenschaftlich  besonders  nahe  stehen.  In  allen  Vorlesungen  ist  Nach- 
druck darauf  gelegt,  dass  die  Grundgedanken  und  Hauptgesichtspunkte  der 
einzelnen  vorgetragenen  Theorien  möglichst  lebhaft  in  Evidenz  treten.  Es 
erscheint  dieserhalb  das  vorliegende  Buch  auch  für  deutsche  Leser  sehr 
werthvoll ;  und  es  wird  ein  kurzes  Referat  über  den  Inhalt  der  Vorlesungen 
gewiss  willkommen  sein.  Nur  wolle  man  bei  der  Beurtheilung  dieses 
Inhalts  bemerken,  dass  sich  das  Evanston  Colloquium  unmittelbar  an  den 
Congress  anschloss,  und  dass  daher  Gegenstände  ^  welche  im  Congress 
bereits  ausführliche  Berücksichtigung  fanden  (wie  z.  B.  die  Gruppentheorie) 
im  Colloquium  dementsprechend  in  den  Hintergrund  gestellt  wurden. 

Die  erste  Vorlesung  ist  Clebsch  gewidmet.  Im  Anschluss  an  eine 
Charakteristik  seiner  wissenschaftlichen  Eigenart  werden,  unter  vorläufiger 
Zurückschiebung  seiner  geometrischen  Arbeiten,  als  seine  hauptsächlichsten. 

HiBt.  •  Ut  Abth.  d.  Zeitsohr.  f.  Math.  u.  Phys.  40.  Jahrg.  1895. 2.  Heft.  4 
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Leistungen  diejenigen  in  der  Invariantentheorie  nnd  in  der  Verknüpfung  der 
Ab eTschen  Functionen  mit  der  Geometrie  genannt.  Es  knüpft  sich  hienn 
eine  kritisch  gehaltene  Gegenüberstellung  Biemann's  und  seiner  modernen 
Fortsetzer  einerseits,  sowie  von  Clebsch  und  seiner  Schule  andererseits. 
Als  weitere  von  Clebsch  inangurirte  üntersuchungsrichtongen  werden 
genannt,  einmal  die  Untersuchungen  über  algebraische  Functionen  mehrerer 
Veränderlichen,  die  durch  Noether,  Picard,  Poincar6  n.  A.  fortgesetzt 
sind,  sodann  die  mit  den  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  enge  ver- 
bundene Theorie  der  Conneze. 

In  der  zweiten  und  dritten  Vorlesung  wird  Bericht  erstattet  über  ei&ee 
Theil  der  Forschungen  von  Sophus  Lie.  Es  handelt  sich  hierbei  aber 
nicht  tim  die  allgemeinen  gruppentheoretischen  Principien ,  von  welchen  die 
neueren  Werke  Lie 's  und  seiner  Schüler  handeln,  sondern  Prof.  Klein 
bespricht  die  rein  geometrischen  Ergebnisse,  welche  einer  früheren 
Forschungsperiode  L  i  e  *b  angehören.  An  Stelle  des  Punktes ,  der  Ebene, 
der  Geraden  benutzt  Lie  die  Kugel  als  Baumelement  und  gründete  hiencf 
eine  „  Kugelgeometrie''  nach  dem  Modell  der  P  lücker 'sehen  Liniengeometrie, 
mit  welcher  erstere  in  höchst  interessantem  Zusammenhange  steht.  Sb 
anderer  Gedanke  Lie's  ist  es,  an  Stelle  der  Kugel  in  gleichem  Sinne  eii 
nach  Lage  und  Richtung  orientirtes  „ Flächenelement ^  zu  setzen.  Die  hk: 
entspringende  Geometrie  steht  in  engster  Beziehung  zur  Theorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Diese,  sowie  anch  dit 
Beziehung  zu  den  Berührungs  >  Transformationen  wird  in  der  dritten  Vor- 
lesung erläutert. 

Die  folgende  Vorlesung,  über  die  reellen  Züge  der  algebr»- 
ischen  Curven  und  Flächen,  giebt  in  ihrem  ersten  Theile  eice 
historische  Uebersicht  über  die  hier  in  Betracht  kommenden  Arbeiter 
Newton 's  „enumeratio  linearum  tertii  ordinis*  steht  natürlich  Toran;  des 
gleichen  Gegenstand  behandelt  1852  Möbius  mit  rein  geometrische 
Mitteln.  Es  folgt  ein  Bericht  über  Clebsch 's  Modell  der  Diagonalfffiche. 
sowie  über  die  sich  anschliessenden  eigenen  Arbeiten  Klein 's  und  di^ 
jenigen  Rodenberg's  über  die  Gestalten  der  Flächen  dritter  Ordnung: 
es  werden  femer  Bob n 's  Arbeiten  über  Flächen  vierter  Ordnung  aus- 
führlich charakterisirt.  Die  Untersuchung  der  reellen  Züge  algebraisther 
Curven  ist  für  die  vierte  Ordnung  von  Zeuthen  geleistet,  aUgemeioer« 
Ansätze  für  beliebige  Ordnungen  sind  von  Harnack,  Hilbert,  sowie  ir 
eigenen  Arbeiten  Kl  ein 's  entwickelt;  die  letzteren  basiren  auf  der  Heran- 
ziehung symmetrischer  Biem an n 'scher  Flächen,  welche  am  Schlosse  dff 
Vorlesung  etwas  ausführlicher  behandelt  werden. 

Eine  weitere  Vorlesung  ist  Schwarz'  Theorie  der  Dreiecks- 
fun ctionen  gewidmet,  jedoch  nicht  innerhalb  der  beschränkten ,  w 
Schwarz  selbst  eingehaltenen  Grenzen.  Vielmehr  entwickelt  Klein  -i' 
geometrische  Theorie  der  Kreisbogendreiecke  in  solcher  Allgemeinheit ,  cs55 
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sie    für    die   Oesammtheit    der    hypergeomeirischen    Functionen    eine   aus- 
reichende Grundlage  bietet. 

Demnächst  entwickelt  Prof.  Klein  seine  üeberzeugungen  über  „den 
mathematischen  Charakter  der  Raumanschauung  und  die  Be- 
ziehung der  reinen  Mathematik  zu  anderen  Wissenschaften,  in  denen  sie 
Verwendung  findet*.  An  der  Hand  interessanter  Beispiele  wird  der  Unter- 
schied zwischen  „naiver"  und  „begrifflich  geläuterter*  Raumanschauung 
entwickelt.  Ein  ganz  entsprechendes  SachverhSltniss  findet  bei  der  innerhalb 
der  Physik ,  Astronomie  etc.  angewandten  Mathematik  einerseits  und  der  für 
eich  entwickelten  abstracten  Mathematik  auf  der  anderen  Seite  statt 

Die  siebente  und  achte  Vorlesung  behandeln  zablentheoretische  Gegen- 
stände, nämlich  die  erstere  ist  im  wesentlichen  ein  Referat  über  Hilberths 
Beweis  der  Transcendenz  von  e  und  tc,  die  letztere  entwickelt  die 
Gittertheorie  der  binären  ganzzahligen  quadratischenFormen. 
Dieselbe  basirt  auf  einer  von  Gauss  herrührenden  geometrischen  Inter- 
pretation der  binären  quadratischen  Formen  und  ist  von  Herrn  Klein 
dazu  benutzt,  die  Composition  der  Formen ^  sowie  die  Eigenart  der  idealen 
Zahlen  quadratischer  Körper  geometrisch  verständlich  zu  machen. 

In  der  neunten  Vorlesung,  die  Auflösung  der  höheren  algebra- 
ischen Gleichungen,  entwickelt  Klein  seine  Auffassung  vom  Grund- 
problem der  Algebra;  seine  Arbeiten  über  die  Gleichungen  fünften  Grades, 
sowie  über  diejenigen  siebenten  Grades  mit  einer  Gruppe  von  168  Sub- 
stitutionen geben  hier  die  Richtung  an. 

Auch  die  folgende  Vorlesung,  über  einige  neuere  Fortschritte 
bei  den  hjperelliptischen  und  AbeTschen  Functionen,  giebt 
zusammenhängenden  Bericht  über  eine  längere  Forschungsperiode  Kleines 
und  seiner  damaligen  Schüler  Burkhardt,  Pascal,  Wirtinger  u.  A. 
Die  Tendenz  kann  man  kurz  dahin  angeben  ^  dass  die  hergebrachte  Lehre 
von  den  genannten  Functionen  in  lebhafte  Wechselbeziehung  gesetzt  wird 
zu  den  neueren  Theorien  der  Invarianten,  der  projectiven  Geometrie,  der 
Gruppen  u.  s.  w. 

In  der  elften  Vorlesung,  die  neuesten  Untersuchungen  über 
nicht-euklidische  Geometrie,  ist  nach  einer  allgemeineren  Einleitung 
erstlich  über  Lie's  bezügliche  Untersuchungen  (zumal  betreffend  Helm- 
holtz*  Monodromieaxiom)  Bericht  erstatten,  sodann  wird  über  Clifford's 
Ideen  gesprochen,  welche  durch  Klein's  eigene  Arbeiten  allgemeiner  be- 
kannt geworden  sind. 

Ein  Vortrag  über  „das  Mathematikstudium  in  Göttingen*',  sowie  der 
Wiederabdn^ck  eines  von  Klein  verfassten  Artikels  „Die  Entwickelung  der 
Mathematik  an  den  deutschen  Universitäten*'  aus  der  L  ex is 'sehen  Fest- 
schrift   9 Die  deutschen  Universitäten**  beschliessen  das  Buch. 

R.  Friokb. 

4* 
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Lehrbach  der  Oeometrie  zun  Oebranoh  an  Gymnasien.  Nach  den  nenn 
preussischen  Lehrplänen  bearbeitet  von  Dr.  Bebkhard  Hxrchei, 
ordentlichem  Lehrer  am  grossherzoglichen  GjmQasiam  zu  JeA 
Drittes  Heft.  Enthaltend:  Stereometrie  and  Grandlehren  von  des 
Kegelschnitten  (Lehraofgabe  der  Prima).  Leipzig  1893.  Verlag 
von  Carl  Jacobson.     Preis  1  Mk.  10  Pf. 

Lehrbncli  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene.  Für  höhere  Schulen 
von  Dr.  Bernhard  Herchbr.  Erweiterter  Sonderabdruck  ans  den 
Lehrbuch  der  Geometrie  von  demselben  Verfasser.    Preis  75  P£ 

Im  ersten  Theil  bietet  das  vorliegende  Bach  eine  leicht  verstfindlieba 
Darstellung  des  wichtigsten  Lehrstoffes  aus  dem  Gebiete  der  Siereometrie. 
Der  zweite  Theil  enthält  einen  Grnndriss  der  analytischen  Geometrie, 
welchem  in  einem  Anhang  noch  die  Cubatur  des  Botations-Ellipsoids 
hinzugefügt  ist.  Von  diesem  zweiten  Theil  hat  der  Verfasser  noch  eiseii 
erweiterten  Sonderabdruck  erscheinen  lassen.  Die  Erweiterungen  bestehen 
in  der  Einführung  der  Polar  -  Coordinaten ,  der  Ableitung  der  Pokr- 
Gleichungen  für  die  Kegelschnitte  und  der  Dreitheilung  des  Winkels. 

M.  Mbybr. 

Heber  a^jnngirte  Systeme  simnltaner  linearer  Differentialgleiehnngen  wX 
einer  unabhängig  veränderlichen  Grösse.  Von  Dr.  E.  O&ühfeld. 
Nikolsburg  1893.    Druck  von  A.  Bosenau. 

Herr  Frobenius  hat  im  77.  Bande  des  „Journals"  für  die  reine nsd 
angewandte  Mathematik  merkwürdige  Determinantenbeziehungen  gefnndea, 
welche  zwischen  den  Integralen  einer  homogenen  linearen  Differentiil* 
gleichung  und  denen  ihrer  Lagrange'schen  Adjungirten  bestehen.  Der  Ver- 
fasser stellt  analoge  Beziehungen  für  adjungirte  Systeme  simultaner  linearer 
homogener  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  auf  und  beweist,  dass 
die  Integrale  des  einen  Systems  die  integrirenden  Factoren  des  anders 
sind.  Femer  zeigt  er,  wie  sich  ein  System  linearer  nicht  homogeoer 
Differentialgleichungen  mit  Hilfe  der  Integrale  des  zugehörigen  homo- 
genen und  seines  adjungirten  Systems  integriren  lässt  und  wie  mas 
andererseits  die  Integration  eines  Systems  homogener  linearer  Differentiil- 
gleichungen  auf  die  Integration  eines  nicht  homogenen  Systems,  welch» 
eine  unbekannte  und  daher  eine  Gleichung  weniger  enthält  und  anf  eis 
Quadratur  zurückführen  kann;  die  Integration  dieses  letzteren  Sjsteisä 
erreicht  der  Verfasser  auch  durch  Anwendung  der  Theorie  des  jp  letztes 
Multiplicators".  Die  gewonnenen  Resultate  werden  fast  durch w^  auf  das- 
jenige specielle  System  angewendet,  aus  welchem  die  lineare  (homogese 
resp.  nicht  homogene)  Differentialgleichung  fi^  Ordnung  hervorgeht. 

M.  Mbtel 
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AnfEUOLgsgrliiide  der  Arithmetik  und  Algebra  für  höhere  Lehranstalten. 
Nach  den  neuen  Lehrplftnen  bearbeitet  von  Karl  SoHWBRiNa,  Director 
des  stiftischen  Gymnasiums  in  Düren.  Freiburg  i.  Br.  1893.  Herder- 
sehe  Yerlagshandlung.  79  8.  8^  Preis:  broschirt  1  Mk.,  gebunden 
1  Mk.  80  Pf. 
Die  tiefsinnigen  und  fruchtbaren  neueren  Forschungen  eines  Lipschitz, 
Dedekind,  G.  Cantor  und  anderer  über  die  Grundlagen  der  Arithmetik  sind 
von  solcher  Bedeutung,  dass  sie  nicht  ohne  Einfluss  auf  die  Elementar- 
Mathematik  bleiben  können.  Es  fragt  sich  nun,  was  und  wie  viel  davon 
für  die  Schule  zu  verwenden  sei.  Offenbar  nur  dasjenige,  was  den  bis- 
herigen Gang  einfacher,  klarer  und  zusammenhängender  macht.  So  hat 
der  Verfasser  des  vorliegenden  Buches  es  gehalten,  und  dadurch,  indem 
er  weise  Maass  hielt,  strenge  Wissenschaftlichkeit  und  Klarheit  mit  prak- 
tischer Brauchbarkeit  gepaart.  Darin  und  in  der  Berücksichtigung  des 
Geistes  der  neuen  Lehrpläne  beruht  das  Neue  und  Originelle  des  Buches. 
In  der  althergebrachten  Weise  ein  neues  Lehrbuch  zu  schreiben^  hat 
der  Verfasser  mit  Becht  wohl  für  überflüssig  gehalten.  Der  Inhalt  ist  in 
drei  Lehrgänge  getheilt ;  der  erste  umfasst  etwa  das  Lehrpensum  der  Unter- 
tertia, der  zweite  das  der  Obertertia  und  üntersecunda  eines  Gjmnasiumsi 
der  dritte  enthält  einerseits  die  Erweiterung  derjenigen  Gebiete,  die  im 
zweiten  nur  mit  Berücksichtigung  des  Allernöthigsten  und  Wichtigsten  be- 
bandelt sindy  andererseits  die  schwierigeren  Partien  und  auch  solche, 
die  durch  die  Lehrpläne  nicht  vorgeschrieben  werden.  So  werden  im 
zweiten  Lehrgange  z.  B.  der  Begriff  des  Logarithmus  und  die  logarith- 
mischen Sätze  nur  an  der  Basis  „10**  erläutert  —  ein  sehr  glücklicher  und 
höchst  praktischer  Griff  —  um  dann  im  dritten  ihre  Verallgemeinerung  und 
Erweiterung  zu  erfahren.  Die  Begeln  über  die  Bruchrechnung  und  die 
negativen  Zahlen,  ein  wunder  Punkt  in  vielen  Lehrbüchern,  entspringen 
hier  lediglich  der  Permanenz  der  Multiplicationsgesetze.  Hierin  diese  Ein- 
fachheit und  befriedigende  Klarheit  geschaffen  zu  haben  ist  ein  besonderes 
Verdienst  des  Verfassers.  Neu  ist  ferner  eine  näherungsweise  Auflösung 
der  Gleichung  x^=^a  und  die  Lösung  der  Gleichungen  vierten  Grades, 
sowie  eine  Reihe  kleinerer  Bemerkungen. 

Alles  Künstliche  und  wissenschaftlich  Werthlose,  wie  negative  und 
gebrochene  Wurzelexponente,  die  ja  selbst  dem  Fachmanne  nicht  vorkommen, 
ist  ausgeschieden.  Die  Einführung  neuer  Sätze  etc.  geschieht  unter  steter 
Vergleichung  mit  dem  gewöhnlichen  Zahlenrechnen;  es  gilt  dem  Verfasser 
als  Princip:  „Keine  Rechnung  ohne  Probe,  kein  Satz  ohne  Zahlenbeispiel''. 
Wir  sind  überzeugt ,  dass  das  Buch,  wenn  es  mit  Einsicht  und  Ge- 
schick verwendet  wird,  nicht  nur  ungemein  brauchbar ,  sondern  auch  sehr 
fruchtbar  sich  zeigen  wird.  Zum  Selbstunterrichte  würde  es  sich  dagegen 
nicht  empfehlen,  womit  wir  aber  keineswegs  einen  Tadel  aussprechen,  son- 
dern   nur    eine    das  Buch    charakterisirende    Bemerkung    machen    wollen. 
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Zum  Selbststudium  ist  es  nämlich  so  zu  sagen  nicht  „langstielig''  g^ng; 
es  wSre  zu  knapp ,  wissenschaftlich,  vornehm  exclusiv.  —  Der  Druck  ist 
tadellos,  das  Papier  gut.  p.  SchOttb. 

Trigonometrie   für   höhere    Lehranstalten.     Nach   den    neuen    Lehrpläneo 
bearbeitet   von    Karl    ScHWERiNa,    Director   des    stiftischen   Gym- 
nasiums in  Düren.    Mit  16  Figuren.    Freiburg  i.  Br.  1893.    Herder- 
sche  Verlagshandlnng.    52  S.    8^.   Preis :  broschirt  80  Pf. ,  gebunden 
1  Mk.  10  Pf,   —   Hiervon  getrennt  und   einzeln   käuflich   der  erste 
Lehrgang  u.  d.  T.  Anfangsgründe  der  Trigonometrie  für  die 
sechste  Stufe  höherer  Lehranstalten  nach  den  neuen  LefarplSnen  be- 
arbeitet,   gr.  8^    12  S.   Preis:  20  Pf. 
In  der  vorliegenden    Trigonometrie    ist    das  Lehrgebäude    nicht,   wie 
bisher  üblich,   wissenschaftlich  systematisch  aufgebaut,  sondern  den  neuen 
Lehrvorschriften  entsprechend  methodisch  concentrisch.   Wir  wollen  den  hfib- 
sehen  Bauplan  kurz  skizziren.  Ohne  einleitenden  Pomp  und  FestgeprSnge  wird 
sogleich  der  erste  Stein  gelegt:    Die  Aufgabe,  aus  den  Seiten  eines  Dreiecb 
den   Inhalt    zu    berechnen  (Heronische  Formel).     Daran   schliesst    sich: 
Man  berechne   die  Höhen.    Ein  Zahlenbeispiel  verankert  die   Steine.     Die 
Aufgabe,  die  Winkel  aus  den  Seiten  zu  berechnen,  liefert  den  einen  Eck- 
stein,  Sinus,    und    eine    zweite  Lösung   derselben  Aufgabe    den  anderen, 
Cosinus.    Die    bekannte  Aufgabe,    eine    senkrechte    Höhe   zu    besümmeB, 
liefert   die    übrigen    Ecksteine    Tangens    und    Cotangens.     Zahlenbeispiele, 
Proben  und  üebungen  sorgen  dafür,  dass  die  Steine  fest  und  richtig  liegen. 
Nach   der  Berechnung   des   rechtwinkligen    Dreiecks   folgt  die   des   gleich- 
schenkligen, und  das  Fundament  und  der  unterbau  ist  fertig. 

Der  Cosinus -Satz  —  bemerkenswerth  ist  die  Einführung  Feiner  all- 
gemeinen Gültigkeit  — ,  der  Sinus -Satz  und  die  Beziehungen  zum  Radios 
des  eingeschriebenen  Kreises,  der  Tangens -Satz,  geometrisch  abgeleitet 
bilden  den  Oberbau.  Dass  die  Tangens -Formeln  für  die  halben  Winkei 
und  die  Beziehungen  zu  den  Radien  des  ein-  und  der  angeschriebeneE 
Kreise  mit  eingemauert  werden,  dient  dem  OebSude  nicht  nur  sur  Schön- 
heit, sondern  auch  zu  praktischem  Nutzen.  Gleichzeitig  wird  unten  noch 
ausgebaut:  die  Beziehungen  der  vier  Functionen  unter  einander.  Nun  ist 
der  Bau  schon  so  fest,  dass  wir  uns  darin  einrichten,  zum  Schrecken 
derer ,  die  da  erst  Verputz  und  Stuckarbeit  angebracht  wissen  wollen.  Wir 
machen  schon  schöne  Berechnungen  von  Stücken  am  Dreiecke,  Vierecks- 
aufgaben  und  Berechnung  von  regelmftssigen  Vielecken. 

Dann  erst  (dritter  Lehrgang)  arbeiten  wir  die  Einzelheiten  des  Unter- 
baues aus:  Additions-,  Multiplications- und  Divisionstheoreme;  die  ersteres 
führen  uns  zu  Verallgemeinerungen.  Nöthig  haben  wir  noch  die  Fnnetionea 
kleiner  Winkel;  die  Berechnung  von  n  dient  mehr  zur  Zierde.  So  btut 
man  leicht,  und  es  macht  allen  viel  Freude,  so  den  Bau  erstehen  za  lasaea» 
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Eine  Reihe  von  Aufgaben,  geometriflche  und  analytische,  zeigen  uns,  dass 
der  Bau  gut,  solid  und  praktisch  hergestellt  ist,  und  zeigen  uns,  wo  wir 
noch  bequemere  Einrichtungen,  Erweiterungen,  Verzierungen  und  Ver- 
schönerungen anbringen  kOnnen.  F.  Schutts. 

Leitfaden  für  den  Unterrloht  in  der  Raumlebre.  Von  Prof.  H.  Mabtus, 
Director  des  Sophien  -  Realgymnasiums  in  Berlin.  I.  Theil:  Ebene 
Figuren.  96  S.  gr.  8^.  II.  Theil :  Dreiecksrechnung  und  Körper- 
lehre. 138  S.  gr.  80.  Bielefeld  und  Leipzig  1893.  Verlag  von 
Velhagen  &  Elasing. 

In  diesem  Leitfaden  bringt  uns  der  Verfasser  einen  yollstftndigen, 
etwa  auf  die  Hälfte  des  ümfanges  beschränkten  Auszug  seines  ausführlichen 
Lehrbuches  „Raumlehre  fttr  höhere  Schulen^.  Er  enthält  an  Lehrsätzen 
und  üebungen  alles  das,  was  zum  Aufbau  des  Systems  noth wendig  ist.  Die 
Einrichtung  und  Anordnung  ist  genau  die  des  grösseren  Werkes,  so  dass 
es  leicht  ist,  den  Inhalt  des  Leitfadens  nach  jenem  zu  ergänzen  und  weiter 
auszubauen.  Das  grössere  Werk  haben  wir  im  4.  Hefte  des  37.  Jahrganges 
und  im  6.  Hefte  des  37.  Jahrganges  ausführlich  besprochen  und  wir  weisen 
auf  diese  Besprechungen  hierdurch  hin.  Alle  die  Eigenthümlichkeiten  und 
Vorzüge,  die  wir  da  dem  Hauptwerke  beigelegt  haben,  haften  auch  dem 
vorliegenden  Leitfaden  an,  unter  anderen  die  musterhaft  klare  und  yer- 
ständliche  Darstellung  und  Anordnung,  die  Vermeidung  fremdsprachlicher 
Ausdrücke  und  deren  glückliche  Verdeutschung,  die  vielen  schönen  der 
Praxis  entnommenen  Zahlenbeispiele,  und  bei  der  Rörperlehre  insbesondere 
die  perspectivisch  richtigen  und  sauberen  Figuren,  wodurch  das  Buch  fast 
einzig  in  seiner  Art  dasteht ,  schliesslich  die  vorzügliche  Ausstattung.  Von 
dem  grösseren  Werke  haben  wir  behauptet,  dass  es  zu  den  besten  seiner 
Art  gehöre;  wir  können  auch  von  diesem  kürzeren  Auszuge  dasselbe  sagen. 

F.  Schütte. 

Die  Grundlebren  der  ebenen  Oeometrie.  Ein  Leitfaden  für  den  Unter- 
richt mit  üebungsaufgaben  von  Jos.  Lbnganbr,  Professor  am 
königl.  alten  Gymnasium  zu  Würzburg.  Vierte,  umgearbeitete  Auf- 
lage der  „Ebenen  Geometrie"  von  A.  Stegmamn.  Kempten  1893. 
Verlag  der  Jos.  Kösel'schen  Buchhandlung.    180  S.  8^. 

Vorliegendes  Lehrbuch  unterscheidet  sich  von  den  meisten  ähnlichen 
Büchern  in  Bezug  auf  Inhalt,  Darstellung,  Anordnung  und  Behandlung 
des  Stoffes,  welche  die  schon  vor  Menschenaltern  übliche  ist,  im  Ganzen  so 
wenig,  dass  man  hierüber  nichts  sagen  kann.  Der  Lehrstoff  ist  noch  recht 
umfangreich;  der  Uebungsstoff  ist  zwar  erweitert,  aber,  dass  Petersens 
j, Methoden  und  Theorien^  von  Einfluss  darauf  gewesen  seien,  wie  es  in 
der  Vorrede  heisst,  davon  merkt  man  leider  nicht  viel.     Denn  weder  sind 
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die  Aufgaben  nach  jenen  Methoden  geordnet,  noch  anch  treten  die  Ideen 
der  Auflösnng  irgendwo  pr&gnant  hervor.  Ueberhaupt  merkt  man  nicht  vid 
von  modernem  Znechniti  Anch  der  Umstand  ^  dasB  das  Werk  in  Fraktor- 
schrift  gedrückt  ist,  während  man  doch  jetzt  Atet  allgemein  ftlr  derartige 
Sachen  Antiqua  verwendet,  muthet  einen  etwas  altmodisch  an.  Lobes 
wollen  wir,  dass  die  Constructionsaufgaben  mit  Zahlenbeispielen  Tersebec 
sind;  unglücklicherweise  liefern  aber  die  meisten  dieser  Zahlen  als  Milli- 
meter genommen  sehr  winzige  Dreieckchen,  während  sie  als  Centimetef 
genommen  viel  zu  gross  für  die  Ausführung  auf  Papier  sind.  Sonst  gieU 
es  nicht  viel  zu  loben  noch  auch  zu  tadeln;  das  Buch  ist  eben  za  wenig 
originell.    Auch  die  Figuren  sind  nur  mittelmässig  schön,      p^  Schütte. 


Methodisches  Hilfsbuch  für  den  Vonmterrioht  in  der  Oeometrie  und  ^ 
geometrische   Zeichnen.    Zum  Gebrauche  an   höheren  Lehranstaltes 
und  Fortbildungsschulen.  Von  0.  Bürklbk,  Professor  am  Bealljoemo 
in  Schw.  Gmünd.  Stuttgart  1893.  Verlag  vonAd.Bonz&  Comp.  48  S.  8*. 
Die  in  diesem  Buche  befolgte  Methode  ist  so  trefflich  dem  kindliebes 
Geiste  angepasst,   dass  sie  sicher  die  schönsten  Früchte  tragen   und  dem 
Schüler  Freude  an  Geometrie  bekommen  lassen  wird.  —  Was  erklärt  werdec 
soll,   wird  vorher  gezeichnet  und  kommt  so   durch  das  Ange  zunächst  m 
die  Anschauung.     Handelt   es    sich   um    die  Congruenz   von   Figuren,  sc 
werden  sie  auf  Carton  gezeichnet,  ausgeschnitten  und  wirklich  zur  Deckung 
gebracht,    so    sind    Irrthümer    und  Unklarheit   ganz  ausgeschlossen.     Die 
Fundamentalaufgaben  (man  möchte  wünschen,  dass  sie  auch  tjrpographiaeb 
hervorgehoben  würden)  sind  sorgfältig  behandelt  und  werden  durch  yielerlä 
Wiederholungen    befestigt.    Die   Constructionsaufgaben    sind    einfach   und 
leicht,    und    die   gegebenen  Stücke    sind    in    bestimmten  Maassen,    Ceoti- 
metem,  angegeben.    Dies  erleichtert  dem  Schüler,  der  das  Concrete  mebr 
liebt I  als  das  Allgemeine,   die  Aufgabe  und  übt  sein  Auge,   es  erleichtert 
dem  Lehrer  die  Controle   und  schützt  vor  ungünstigen  Fftllen  und  Zeich- 
nungen, die  das  zu  Erweisende  nicht  deutlich  erkennen  lassen.     Besondere 
Freude  werden  dem  Schüler  die  Zeicbenübungen  machen,   namentlich  die 
einfachen  und  doch  so  hübschen  Ornamente.     Sie  geben  auch  der  Phantasie 
Nahrung,  wecken  den  Schönheitssinn,   und  es  hat  für  den  Schfiler  hohec 
Beiz,  die  Construction  selbstständig,   oder  nach  leichten  Andeutungen  n 
finden.     So  lernt  er  spielend  eine  Reihe  geometrischer  Wahrheiten  kenses 
und    zugleich   anwenden,    und   spielend  lernt  doch   das  Kind  am  liebstes. 
Wir  möchten  dem  Verfasser  sogar  rathen ,  die  Zahl  derartiger  Figuren  nod 
zu  vermehren  und  sie  passend  durch  das   ganze  Buch  hin   zu  yertheüeii. 
Gerne   gestehen  wir  ein,   dass  wir  selten  ein  Werkchen  gefunden,  das  £d 
sehr  seinem  Zwecke  entsprechend  wäre  wie  dieses  kleine  HUfsbuch. 

F.  SchGtts. 
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Algebraische  Oleichnngen  nebst  den  Beenltaten  nnd  den  Metboden  zu 
ihrer  Aaflösnng.  Von  Dr.  Ernst  Bardet.  Vierte  Auflage.  Leipzig  1893. 
Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner.  378  8.  8^  Preis:  brosch.  6  Mk. 

Dieses  ausgezeichnete  Werk,  das  nicht  nur  tbeoretisch  interessant, 
sondern  auch  für  den  Lehrenden  in  vieler  Hinsicht  praktisch  verwendbar 
ist,  liegt  nunmehr  in  vierter  Auflage  vor.  Es  dürfte  bei  den  Fachgenossen 
wohl  allgemein  so  bekannt  sein,  dass  eine  kurze  Charakteristik  hier  ge- 
nügen wird.  Das  Buch  enthält  etwa  1000  Gleichungen  nach  bestimmten 
Principien  geordnet  nebst  ihren  Lösungen,  und  zwar  quadratische  Gleich- 
ungen und  solche  höheren  Grades,  die  sich  auf  quadratische  zurückführen 
lassen,  namentlich  solche,  die  interessant  in  der  Form,  elegant  und  über- 
raschend in  der  Lösung,  einfach  in  den  Resultaten  sind,  dann  solche  mit 
aasgezeichneten  oder  leicht  erkennbaren  Wurzeln.  Die  Durcharbeitung  dieses 
Baches  schärft  den  Blick  ungemein  für  die  Erkennung  der  Zurückführbar- 
keit  einer  Gleichung  und  die  Art  und  Weise  wie  sie  anzugreifen  ist.  Femer 
werden  Gleichungen  mit  mehreren  unbekannten  behandelt,  die  in  ähnlicher 
Weise  bemerkenswerth  sind.  Die  meisten  Gleichungen  erscheinen  in  all- 
gemeiner Form,  nur  wenige  in  Zahlen werthen. 

In  dieser  neuen  Auflage  sind  Druckfehler  ausgemerzt,  einzelne  Theile 
verbessert,  einige  Lösungen  erweitert;  die  Veränderungen  sind  jedoch  keine 
wesentlichen.  .  .       _      .  P.  Schütte. 

Logarithmisch -trigonometriflche  Tafeln  für  neue  (centesimale)  Theilang 
mit  sechs  Deoimalstellen.  Von  W.  Jordan,  Professor  an  der  königl. 
technischen  Hochschule  zu  Hannover.  Stuttgart  1894.  Verlag  von 
Konrad  Wittwer.     420  S.    Eojal-Octav.     Preis  10  Mk. 

Diese  Tafeln  enthalten  zunächst  die  Logarithmen  der  gewöhnlichen 
Zahlen  von  1  bis  100000  auf  sechs  Stellen;  dann  fdlgen  die  Logarithmen 
der  trigonometrischen  Functionen.  Bei  der  hier  zn  Grunde  liegenden  Kreis- 
tfaeilung  ist  ein  Quadrant  gleich  100  Graden,  ein  Grad  gleich  100  Minuten, 
eine  Minute  gleich  100  Secunden.  Bezeichnung:  U  =  lOO^"  <=  lOOOO^^^ 
Von  0^  bis  20^  sind  die  Logarithmen  angegeben  von  je  10  zu  10^^  von 
2(y  —  50«^  von  jedem  1«  (20^=  18®  alter  Theüung).  Das  kleinere  Inter- 
vall  am  Anfange  der  Tafel  ist  nothwendig  wegen  der  sehr  grossen  und 
angleichen  Differenz  von  log  sin  und  log  ig.  Es  hätte  ausgereicht,  mit  dem 
kleineren  Intervall  bis  zu  5^  zu  gehen,  im  Interesse  der  Bequemlichkeit 
ist  weiter  gegangen,  und  soll  in  späteren  Auflagen  das  kleinere  Intervall 
v^on  10^®  bis  ans  £nde  der  Tafel  fortgeführt  werden.  Dies  ist  jedenfalls 
v^iel  bequemer,  denn  nichts  ist  lästiger  bei  derartigen  Rechnungen,  als -das 
langweilige  Interpoliren ,  das  man  wegen  grosser  Differenzen  nicht  im  Kopfe 
tnachen  kann.  Ftlr  ganz  kleine  Winkel  sind  auch  die  bekannten  Zahlen 
S  and  2*,  wie  z.  B.  bei  Bremiker  und  Schrön  unten  angebracht. 
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Der  Mangel  an  sechsstelligen  Tafeln  —  und  eine  solche  ist  f&r  doi 
Landmesser  nöthig  —  für  die  neue  Theilung  hat  den  Verfasser  zar  Heraus- 
gahe  dieses  Werkes  yeranlasst.  Benutzt  wurde  eine  grosse  aehtsteUige 
Tafel,  die  1891  in  Paris  erschien,  jedoch  hat  der  Verfasser  zur  Controk 
100  Werthe  des  log  sin  und  log  cos  auf  15  Stellen  selbststSndig  berechnet 
sowie  eine  Anzahl  Zwischenwerthe.  Die  Tafel  ist  in  verschiedener  Weite  so 
controlirt,  dass  Fehler  so  gut  wie  ausgeschlossen  sind. 

Die  technische  Anordnung  ist  wohlgelungen  und  übersichtlicb,  der 
Druck  sehr  correct.  Eine  Verbesserung  möchten  wir  Yorschlagen.  Da  die 
erste  Tafel  auf  jeder  Seite  60  Zeilen  hat,  also  nicht  rund  abschliesst,  ü 
möchte  jedes  10000  durch  einen  auffallenderen,  dickeren  oder  doppelten 
Querstrich  hervorgehoben  werden.  Das  Papier  ist  hervorragend  schön  qe: 
dauerhaft.  p.  Schütte. 

Die  Kegelschnitte  in  rein  projectiver  Behandlung.    Von  Joh.  Thomai  i£ 
Jena.     Mit  in   den  Text  eingedruckten  Holzschnitten   und  16  lithc- 
graphirten  Figurentafeln.    Halle  a.  S.  1894,  Verlag  von  Loois  Neber. 
181  S.    8^    Preis  6  Mk. 
Der  Verfasser  hatte  im  Jahre  1873  unter  dem  Titel    ^Geometrie  dsr 
Lage"  ein  Werk   über  Gebilde  erster   und  zweiter  Ordnung   verGffentlicha 
dessen  Inhalt   diesem    neuen  Werke    einverleibt    und    insbesondere   in  dei 
Kegelschnitten,  Kegelschnittbüscheln    und  Scharen    in  weit  ansftlhrlicber:: 
Weise  bebandelt  ist.    Vor  allem  sind  die  Grundaufgaben  auch  f&r  die  Flu« 
gelöst,  in  denen  ideale  Gebilde  in  dieselben  eingehen.     Diese  sind  in  des 
berühmten  Werke    von    Reye   nicht    berücksichtigt.     Von    den    Shohcba 
Werken  der  Herren  Zech;  Cremona,  Rulf  und  den  Steiner-Schröter- 
sehen   Vorlesungen   unterscheidet    sich  das  vorliegende  Werk    Tomehmliei: 
durch    die  Reinheit    der  Methode.     Es    sind    sämratliche    Ableitungen  cc- 
Beweise  rein  projecti^  erbracht.    Dadurch  gewfthrt  es  dem  Lernenden  eins 
reinen  und  in  hohem  Grade  befriedigenden  Genuss.    Denn  nicht  mit  ünnch: 
bemerkt   der   Verfasser    in   der  Vorrede:    n^^^  ^^^  schriller  Pfiff  in  ei» 
harmonische  Musik  tönt  es  herein,  wenn  z.  B.  in  Seh  röteres  Abhandlcr 
über  die  Clebsch'sche  Configuration,  die  im  Allgemeinen  projectiY  gefaahe: 
ist,  plötzlich  eine  quadratische  Gleichung  aufgelöst  wird.^  —  Von  hoher 
Interesse   sind   die  einleitenden  Erklärungen   über   die  Unmöglichkeit  eiie^ 
reinen  Geometrie  der  Ebene  ohne  den  Raum ,  über  den  Begriff  des  Punkten 
der  Linie,  und  der  Continuitftt,  die  Eigenschaften  der  Geraden,  A4jn]Mt^t 
des  uneigentlichen  Punktes,  und   der   uneigentlichen  Geraden  einer  Ebers 
das  Lineal  als  Constructionsmittel ,   Daalitftt  u.  A.    Ebenso   ist  bemerkcBr^ 
werth  das   Schlusskapitel   über  Maassverhftitnisse.     Ausser  den   speei&c^ 
Kapiteln    über    die   idealen  Elemente    enthftlt   das  Buch    an    vielen  Steli< 
Neues  oder  schon  Bekanntes  in  neuer  Beleuchtung,    wie  dies  ja  bei  tts' 
so   einheitlich    und   individuell -eigenartig    durchgearbeiteten    Bache   sc^ 
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ansbleiben  kann.  Die  Darstellung  ist  dabei  klar  und  sorgfältig,  so  dass 
sie  ancb  dem  weniger  Geübten  keine  Schwierigkeiten  bietet.  Hervorbeben 
wollen  wir  noch  die  reiche  Aniabl  von  Figuren  auf  Tafeln  und  im  Texte, 
denn  mit  Recht  hftlt  Verfasser  es  fQr  nützlich,  von  Figuren  einen  aus- 
gedehnten Gebrauch  zu  machen,  da  es  eine  zu  grosse  Unterstützung  der 
Vorstellung  ist,  deren  sich  nur  wenige  entschlagen  möchten. 

F.  Schütte. 

Rotations  de  logique  mathtfmatiqae  par  G.  Peano,   professeur  d' Analyse 
infinitesimale  4  Tüniversitö   de  Turin.     Introduction  au  Formulaire 
de  mathömatique  publik  par  la  Bivista  di  Matematica.    Turin  1894. 
62pag. 
Wenn  unter   dem  Namen  eines   Mathematikers  ein   solcher  Gelehrter 
verstanden  werden  müsste,  dem  alle  Theile  der  Mathematik  gleich  geläufig 
wären  y  so  erzwänge  diese  Forderung  das  Eingeständniss ,  dass  in  der  Gegen- 
wart Niemand   mehr    auf   diesen  Namen  Anspruch  erheben  könnte.    Min- 
destens in  gleichem  Maasse,    wie  in  irgend  einer  Wissenschaft,  hat  in  der 
Mathematik   die  Arbeitstheilung   sich   eingestellt.     Und    dennoch   sind  alle 
Einzelgebiete  so   mit  einander  verbunden,    dass  kein  Bearbeiter  des  Einen 
Kenntniss  der  Anderen   entbehren  kann.     Aus  diesem  Dilemma  kann  man 
auf  zwei  Arten  sich  erretten.     Die  eine  Art  besteht  in  Rathserholung  bei 
einem  Fachmanne  im  engeren   Sinne  des  Wortes.     Der  seit  Anfang  1894 
in   Paris  erscheinende  y^IfUermSdiaire  des  mathSmaticiens*  hat  sich  die  Auf- 
gabe gestellt,  solche  Anfragen  und  ihre  Beantwortung  zu  vermitteln,  ein,  wie 
ans  scheint,  sehr  glücklicher  Gedanke ,  insbesondere  deshalb  glücklich ,  weil 
die  Fragen,  wenn  auch  von  einem  Einzelnen  gestellt,   meistens  Vielen  aus 
der  Seele  gesprochen  sind,  und  weil  deshalb  die  Antworten  erst  recht  auf 
allg^emeineres  Interesse  rechnen  können.    Die  andere  Art,  das  dem  weniger 
Bewanderten  Nothwendige  zu  beschaffen,   besteht  in  dem  Nachschlagen  in 
ei^^ens   zu  solchem  Zwecke  hergestellten  Sammelwerken.    Ein  solches  Werk 
ist  Herrn  Hagen *s  Synopsis,  und  ähnliche  Zwecke  soll  das  „Formulaire  de 
nuxihimaiique^   erfüllen,    dessen  Herausgabe    die    y^Bivista  di  matematica'^ 
nntemommen  hat.    Will  eine  solche  Sammlung  der  bekannten  Sätze  ihren 
▼ollen  Nutzen  gewähren,  so  muss   sie  Vollständigkeit  mit  üebersichtlich- 
keit  verbinden,  und  Letztere  hat  die  Leitung  der  „Bivista  di  matematica' 
dadurch  zu  erreichen  gesucht,  dass  sie  bei  der  Drucklegung  die  wesentlich 
abkQrzenden     Zeichen    der   mathematischen    Logik    in  Anwendung    bringt. 
EiD    Missstand    findet   hier  allerdings  statt,  der  nämlich,  dass  nicht  jeder 
Mathematiker   die  Schrift    zu   lesen  im  Stande  ist!     Aber  wohl  oder  übel 
wird    man  es  lernen  müssen,    die   Zeichen  zu  yerstehen,    welche  die  all- 
gremeine  Schrift  Leibnizens   zur  Wahrheit  machen  sollen.     Fangen  doch 
wenigstens  in  Italien  auch  Schriftsteller  ausserhalb  der  „Bivista  di  matematica** 
an,     sich  ihrer  zn  bedienen,  wie  z.  B.  Herr  Francesco  Oiudice  in  den 


52  Historisch -literarische  Abtheilong. 


„ÄUi^  der  Turiner  Akademie  vom  31.  December  1893.  Freilich  bedarf 
es  zar  Erlernung  einer  Sprache  der  Hilfsmittel.  Eine  Sprachlehre,  eia 
Wörterbuch  müssen  vorhanden  sein,  und  als  solche  hat  das  kleine  Boek 
zu  gelten,  von  dessen  Erscheinen  wir  unseren  Lesern  Kenntniss  gebe», 
Dass  Herr  Peano  mehr  als  irgend  ein  Anderer  dazu  herafen  war,  ebe 
solche  Anleitung  zur  Eenntniss  der  Symbole  der  mathematischen  Logik  n 
verfassen,  bedarf  nicht  erst  der  Begründung,  und  ein  Blick  in  die  Schrift 
selbst  wird  Jedem  die  Ueberzeugung  beibringen,  dass  der  Berufene  k 
diesem  Falle  auch  der  richtig  Ausgewählte  war.  Wird  die  nene  Schrift- 
sprache in  der  That  das  leisten ,  was  Leibniz  beabsichtigte  und  erwarteter 
Wird  sie  mehr  sein  als  eine  Kurzschrift?  Wird  sie  das  Denken  Qnte^ 
stützen,  das  Erfinden  erleichtern?  Diese  Fragen  zu  beantworten  ist  es 
noch  nicht  an  der  Zeit.    Erfolg  oder  Misserfolg  werden  darüber  entsdieideL 

~~  Caktok. 

Logioa  Hatematioa  (Manuale  Hoepli).    C.  Bubalb -Forti,  Profeseore  nelj 

B.   Accademia    Militare    di  Torino.      Milano    1894.    Ulrico    Hoepl 

VI,  158  pag. 

In   der  gleichen  Stadt,    in   welcher  Herr  Peano  wirkt,    und  in  ih^ 

lieber  Bichtung  wie  er,  ist  auch  Herr  Burale-Forti  thätig.     Er  hat  an 

der  Turiner  Universität  Vorlesungen    über  mathematische   Logik   gehalten 

und  dieselben  zu  einem  ganz  kurzen  Leitfaden  verdichtet.    Nor  die  maäi^ 

matisch- logische  Symbolik   gestattete   ihn  so  kurz  sich  auszudracken,  ne 

wer  jene  vollstSndig  beherrscht,  wird  die  kleine  Schrift  zu  lesen  im  Shade 

sein,    welche  allerdings   eine  Erklärung  der   gebrauchten  Zeichen  voxsk- 

schickt,    so    dass    sie    selbst   dem   Leser  ermöglicht,   jene  Aneignung  «k 

Symbole  sich  zu  verscha&n.      Castob. 

GiDLio  VivAMTi.  n  concetto  d'infinitesimo  e  la  sua  applicazione  alla  naa- 
matica.  Saggio  storico.  Mantova  1894.  Bei  0.  Mondovi,  134  S. 
Herr  Vivanti  hat  in  dem  ungemein  fesselnd  geschriebenen  Bucbä. 
welches  wir  durch  diese  Zeilen  zu  empfehlen  wünschen,  eine  in  dme 
Form  neue  Aufgabe  sich  gestellt.  Er  ist  dem  Begriffe  dee  unendliches. 
und  zwar  sowohl  des  ünendlichgrossen  als  des  Dnendlichkleinen ,  in  set^' 
geschichtlichen  Entwickelang  von  den  ältesten  Zeiten  bis  zu  Caachj  oa^- 
gegangen,  während  er  die  Oeschichte  des  Operirens  mit  dem  ünendiidis 
das  heisst  die  verschiedenen  Methoden  der  Infinitesimalrechnung  als  neitc- 
sächlich,  wenn  nicht  schon  als  bekannt  bei  Seite  schiebt.  Dadnreh  ssi 
zwar  nicht  wesentlich  neue,  von  Vorgängern  des  VerfMsera  nie  behandel^i 
Dinge  zur  Sprache  gebracht,  aber  die  Anordnung  ist  eine  eigenartige  i3i 
lässt  das  Behandelte  in  neuer  Beleuchtung  erscheinen.  Wir  zweifeln  nic^ 
dass  Leser,  welche  philosophische  Betrachtungen  den  geschichtiidi  e^ 
zählenden  vorziehen ,  dem  uns  vorliegenden  Buche  eine  besondere  Anziehoi^ 
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kraft  nachrühmen  werden.  Aber  auch  solche  Leser,  welche  gleich  dem 
Beferenten  der  entgegengesetzten  Geschmacksrichtung  huldigen,  werden 
weder  ohne  Vergnügen,  noch  ohne  Nutzen  Herrn  Viyanti*8  Auseinander- 
setzungen folgen.  Ist  doch  jeder  Historiker  bis  zu  einem  gewissen  Qrade 
insoweit  von  seinem  Wohnorte  abhängig,  als  ihm  nicht  überall  alle 
Schriftsteller  gleich  bekannt  und  deren  Werke  gleich  zugänglich  sein  können. 
Herr  ViYanti  z.  B.  beherrscht  die  italienische  Literatur  in  einem  Maasse, 
wie  es  bei  Forschem  aus  anderer  Heimath  unmöglich  wäre,  und  wir  per- 
sönlich haben  Mancherlei  bei  ihm  gelernt  Gantob. 


Abriss  der  Geschichte  der  Mathematik  und  der  Naturwissenschaften  im 
Alterthtün.     Von  Dr.  Sibouumd   Oümthbr,    ord.  Professor  an  der 
technischen  Hochschule  München.    Separatabdruck  aus  dem  „Hand- 
buch der  klassischen  Alterthumswissenschaft".  2.  Aufl.  Bd.V,  1.  Ab- 
theilung. G.  H.  Beck'sche  Verlagsbuchhandlung  (Oskar  Beck)  in  München* 
1893.  S.  231— 313. 
Es  war  eine  schwere,   fast  unlösbare  Aufgabe,  auf  den  Raum  von 
78   Druckseiten   (S.  309— 313   sind  durch    die  Erklärung   benutzter  Ab- 
kürzungen und  durch  ein  alphabetisches  Register  in  Anspruch  genommen) 
die  Geschichte  der  Mathematik  und  der  Naturwissenschaften  im  klassischen 
Alterthume  zusammen  zu  drängen.    Zu  ihrer  blosen  Inangriffnahme  gehörte 
eine  Beherrschung  des  Stoffes  und  ein  Talent  zu  übersichtlicher  Anordnung,  wie 
sie  nur  wenigen  Persönlichkeiten  eigen  sind.    Herr  Günther  hat  gerade  diese 
beiden  Eigenschaften  schon  wiederholt  an  den  Tag  gelegt,  und  so  auch  bei 
dieser  Gelegenheit,  üeber  eine  so  kurz  gefasste  und  dennoch  verhältnissmässig 
vollständige  Darstellung  zu  berichten ,  will  kaum  angehen.    Wir  begnügen 
uns  damit,  zu  erklären ,   dass  wir  an  dem  mathematischen  Theile  des  Ab- 
risses —  über   den   naturwissenschaftlichen  Theil  zu  urtheilen    fühlen  wir 
^v^ir   uns  nicht  befugt  —  nichts  Wesentliches  auszusetzen  haben,  und  dass 
der  Leserkreis  des  Handbuches  sich  um  so  vertrauensvoller  dort  Rath  holen 
kann,  als  Herr  Günther  nicht  versäumt  hat,   überall  diejenigen  Schriften 
ansuführen ,   in  welchen  die  Einzelheiten  weitläufigere  Behandlung  gefunden 
haben.  Cantob. 

Hat  bloeitijdperk  der  wiskundige  wetensohappen  in  Nederland.  Vortrag, 

gehalten  am  8.  Januar  1894,  Gedenktag  der  Amsterdamer  Universität 

durch  D.  J.  Eortewbg.    20  S. 

Als  Blüthezeit  der  holländischen  Mathematik  bezeichnete  der  Festredner 

die    Jahrzehnte   von    dem  Auftreten  Simon   Stevin's    in   Leiden  bis  zu 

EünjgenS;  diesen  mit  eingeschlossen.    Es  ist  einleuchtend;  dass  von  einer 

solchen  Zeit  und  den  grossen  Dingen,  welche  sie  hervorbrachte,  auf  einem 

Ornckbogen   (4  Seiten  sind  durch  Anmerkungen  in  Anspruch  genommen) 
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kaam  die  umrisse  gezeichnet  werden  konnten.  Niemand  weiss  das  bee» 
als  Herr  Eorteweg  selbst^  der  schon  vor  mehreren  Jahren  einen  45  S^ 
starken  Aufsatz  im  XXII.  Bande  des  Archives  Nierlandaises  TerCffentlichte, 
welcher  aasschliesslich  mit  Constantin  Hnygens  dem  Vater  sieh  be* 
schäftigt,  mithin  nur  einen  winzigen  Theil  des  Inhaltes  der  Festrede 
behandelt.  Aber  Herr  Eorteweg  hat  es  verstanden,  jene  umrisse  mit  feste 
Hand  za  entwerfen,  so  dass  sie  seinen  Zuhörern  sich  gewiss  zu  bleibender 
Erinnerung  eingeprägt  haben.  Qanz  beiläufig  hat  er  bei  dieser  Gelegmbe; 
eine  Entdeckung  veröffentlicht.  Das  Geburtsjahr  von  Johannes  Hndde. 
welches  man  nicht  kannte,  fällt  auf  1624.  In  einem  Eirchenregister  is: 
nämlich  die  am  26.  Januar  1673  vollzogene  Trauung  Hudde*s  eingetragen 
und  bemerkt,  er  sei  damals  49  Jahre  alt  gewesen.  Castol 


Der  Magister  Johann  Fabrioius  und  die  Sonnenflecken  nebst  einem  Exen; 

über    David    Fabricius.      Eine   Studie    von    Gerhard    Bbsthold 

Leipzig  1894.  Veit  &  Comp.  60  S. 
Am  9.  März  1611  hat  Johann  Fabricius  die  Sonnenflecken  e&tdech 
Zur  Herbstmesse  des  gleichen  Jahres  erschien  dessen  Narratio,  die  gedmckü 
Beschreibung  der  auffallenden  Erscheinung.  Am  21.  October  1611  begaei 
Christoph  Scheiner  seine  Beobachtungen ,  welche  er  im  Januar  1612  k 
Drucke  veröffentlichte.  Oalilei  endlich  stellte  seine  Beobachtungen  z£i 
Sonnenfiecken  seit  dem  5.  April  1612  an.  Scheiner  und  OalUei  nenss 
Fabricius  nie  in  den  Schriften,  in  welchen  sie  sich  gegenseitig  die  E::^' 
deckung  streitig  machten.  Oleichwohl  konnten  sie,  um  nicht  su  sa^ 
mussten  sie  Eenntniss  von  dessen  älteren  Rechten  haben.  Johann  Fabiici^ 
starb  zwischen  dem  9.  März  1616  und  dem  7.  Mai  1617.  Diese,  soweit  e 
um  Fabricius  sich  handelt,  durchaus  neue  Daten  steUt  Herr  Berthold  i^ 
seiner  sehr  werthvollen  Abhandlung  fest,  welche  20  Seiten  Tert,  8  Seific 
Anmerkungen  umfassi  Die  letzten  32  Seiten  sind  durch  Abdrücke  c 
gemein  seltener,  theil  weise  nur  noch  in  einem  einzigen  Exemplare  &^ 
findbar  gewesenen  Schriften  erfUllt ,  von  welchen  die  Narratio  des  Fabhcü: 
von  1611  besonderes  Interesse  erwecken  dürfte.  CABTt>&. 


Die  geometrische  Entwickelung  des  Infinitesimalbegriffs  im  Exhaastitf»* 

beweis   bei   Archimed    und    ihre    Bedeutung   für   die   DiffereaU. 

geometrie    und    die    Schule.     Von  Hermann  Bbcker,    Ofaerl^n: 

Wissenschaftliche   Beilage  zu    dem  Jahresbericht  des  k5nigL  G.^x 

nasiums  zu  Insterburg  für  1893—1894  [Programm  •  Nummer  6],  2^-  ^ 

Sobald    die    geometrische   Betrachtung    sich   den  Aufgaben   zuwas-- 

welche  heute  mit  Hilfe  der  Infinitesimalrechnung  behandelt  werden,  ^ks^ 

sie    dieser    ähnliche    Auffassungen    nicht    missen.      Ihnen    entsprang   -' 
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Exhaastionsmethode  der  Oriechen,  welche  namentlich  von  Archimed  mit 
grosser  Knnstfertigkeit  gehandhabt  wurde.  Herr  Becker  hat  sich  der  Auf- 
gabe unterzogen ,  sämmtliche  Beispiele  der  Ezhaustion  in  Archimed's  Schriften 
aufzusuchen  und  in  moderner  Sprache  zusammenzustellen.  Cantor. 


Las  m^caniqnes  on  T^l^vateur  de  Hdron  d*Alezandrie  publikes  pour  la 
premidre   fois  sur  la  Version  arabe  de  Qost&  ibn  Lüq&  et  traduites 
en  fran9aiB  par  M.  le  Baron  Carba  de  Vaux.     Eztrait  du  Journal 
Asiatique.    Paris  1894.    Imprimerie  Nationale.    309  p. 
Der  hochinteressante  Band   besteht  aus  36  S,  Einleitung ,    115  S.  ara- 
bischem Texte  und   158  $•  französischer  Uebersetznng.     Vermöge  unserer 
vollständigen  ünkenntniss   des  Arabischen   waren   wir  nur  im  Stande  mit 
dem  in  französischer  Sprache  Oedruckten  uns  zu  beschäftigen ,  und  müssen 
wir  uns  wegen  der  Richtigkeit  der  Uebersetzung  auf  die  anderweits  erprobte 
Zuverlässigkeit   des   Herausgebers   verlassen.     Er    selbst  ist  indessen  weit 
davon   entfernt,   überall  mit  gleicher  Sicherheit  aufzutreten.     An  den  ver- 
schiedensten   Stellen    finden   sich    Fussnoten,    welche    die    Verstümmelung 
und   Dnverständlichkeit  des  Textes   bedauern,    ein  Umstand,    mit  welchen 
inan    wohl    rechnen   muss,    bevor   man   aus  einzelnen  Sätzen   weitgehende 
Folgerungen   zieht.     Wenn  z.  B.  auf  S.  73  „Posidonius   der  Stoiker"   als 
Gewährsmann  angeführt  wird,  wenn  daran  sich  anschliesst,  Archimed  habe 
eine  von  diesem  ausgehende  Erklärung  gespaltet,  wenn  eine  Fussnote  dazu 
bemerkt,  der  Name  Posidonius  sei   zweifelhaft,   und   die   Bezeichnung  als 
Stoiker  nicht  minder,  da  es  auch  heissen  könnte  „ein  Maler^,  so  möchten 
wir   den  Schluss,   Heron   müsse    also   noch    90  vor   Christi  Oeburt  gelebt 
baben,    weil    damals   erst  Posidonius    von  Rhodos   blühte,    weniger   leicht 
unterschreiben  als  den  anderen,   die  hier  genannte  Persönlichkeit  sei  eben 
nicht  Posidonius   von  Rhodos.     Jene  uebersetzung  würde  der  Herausgeber 
ivabrscheinlich  auch    nicht   in   seinen  Text  aufgenommen  haben,  wenn  er 
nicht  mit  Herrn  Di  eis  der  Ansicht  wäre,   die  Meinung,  die  seit  Martin 
sieb    eingebürgert   hat,   Heron   von   Alexandrin   habe  seine  Blüthezeit  um 
lOO  vor  Christi  Oeburt  gehabt^    müsse   wieder   verlassen    werden,  indem 
Heron  ei%t  in  einer  Zeit  lebte,  zu  welcher  römische  Eunstausdrücke  in  die 
grriechische  Sprache  eingedrungen  waren,  etwa  im  zweiten  nachchristlichen 
Jahrhunderte.     Selbstverständlich   würde    diese   Verschiebung  von  Heron's 
Liebenszeit  die  wesentlichsten  Veränderungen  in  der  Geschichte  der  Mathe- 
matik bedingen.  Die  unbestreitbaren  üebereinstimmungen  zwischen  römischer, 
grriechischer,  arabischer  Feldmessung  würden  auf  eine  andere  Urquelle  als 
auf  das  grosse  Werk  Heron's    zurückgeführt   werden  müssen.     Ein  Ano- 
ciymuBy  den  man  aber  doch  nur  als  Alexandriner  sich  denken  könnte,  träte 
:^ri    die   Stelle  Heron's  und   dieser  selbst  verlöre  an   der  Werthschätzung, 
3io    man  ihm  entgegenzubringen   sich  gewöhnt  hat.     Gerade  diese  letztere 
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Noth wendigkeit  würde  nns  persönlich,  wir  können  fast  sagen,  schmensi 
und  macht  nns  widerwillig,  die  Gründe  ohne  Weiteres  aniaerkennen,  irdebe 
Heron  an  das  Ende  eines  Zeitraums  versetzen ,  als  dessen  Lehrer  wir  lim 
betrachteten.  Auch  die  durch  Herrn  Carra  de  Vaaz  einem  grSsseRc 
Leserkreise  erschlossene  Mechanik  stimmt  za  der  Bewonderong,  weid» 
wir  für  Heron  besassen,  und  zeigt  ihn  im  schönsten  Lichte.  In  dieser  Be- 
Ziehung  ist  übrigens  der  Herausgeber  durchaus  gleicher  Meinung  mit  nss. 
und  er  hebt  in  seiner  sehr  schönen  Einleitung  herror,  wie  Heron,  gestützt  uf 
die  mechanischen  Schriften  eines  Aristoteles  und  Archimedes,  Yon  welcha 
er  Letzteren  wiederholt  nennt,  w&hrend  man  den  Namen  des  Ersteren  vs- 
gebens  sucht,  einen  erheblichen  Fortschritt  bezeichnet.  Lesern,  die  ni^t 
selbst  Untersuchungen  anzustellen  beabsichtige]»,  ist  die  Einleitnng  gu: 
besonders  zu  empfehlen,  da  sie  ihnen  erspart,  sich  durch  den  mitontv, 
wie  wir  bereits  erwähnt  haben,  recht  dunklen  und  bruchstfickartägen  Ten 
hindurch  zu  arbeiten.  Unser  Bericht  würde  eine  wesentliche  Lfieke  lasia. 
wenn  wir  nicht  erwähnten,  dass  Herr  Carra  de  Vanx  8.  21 — 22  der  Ein- 
leitung nachzuweisen  sucht ,  Heron  müsse  nach  Vitruvius  und  nach  Plinias, 
also  nicht  vor  dem  Ende  des  ersten  nachchristlichen  Jahrhundert  gelebt  habcs. 
weil  er  eine  Art  Presse  mit  Hilfe  der  Schraube  beschreibe,  von  wdck: 
Plinius  berichte,  dass  sie  in  seiner  eigenen  Lebenszeit  erfunden  woidet 
sei.  Aber  auch  dieser  Schluss  gleich  den  anderen,  welche  dazu  bestimss 
sollen  die  Lebenszeit  Heron^s  wesentlich  später  zu  setzen,  als  man  es  acs- 
her  that,  beruht  auf  einer  Annahme:  dass  nämlich  die  Mechanik  skk: 
ähnliche  Einschiebungen  erlebte,  wie  sie  in  den  geometrischen  Sehrita 
Heron's  nachweisbar  sind.  Dieser,  wie  uns  scheint,  sehr  schwerwiegende  £&* 
wurf  ist  von  Herrn  Hultsch  in  dem  i,  Literarischen  Centralblatt^  vom  14.  Apr. 
1894  S.  554-*- 555  gemacht. Cahto». 

Bouwstoffen  voor  de  geschiedenis  der  wis-en  natuurknndige  wetensscfajipEe 
in  de  Nederlanden  door  D.  Bibbbns  de  Haan.    Verhandelingea  et: 
Koninklijke  Akademie   van   Wetenschappen    te    Amsterdam  (Eestc 
Sectie,  Deel  II.  No«  1)  met  5  Eaarten.  Amsterdam  1893.  Joh.Mflikr 
60  S. 
Wer  mit  Geschichte  der  Mathematik  sich  beschäftigt,  kennt  und^ehilsi  ^ 
Funde ;  welche  Herr  Bierens  de  Haan  in  den  verschiedensten  niederllndisekec 
Archiven  gemacht  hat  und    welche  in  der  That  als  werthvoUes  Banmateci 
bezeichnet  werden   können,   nicht  immer  vollkommen  zubehauen   nad  f«* 
glftttet,  um  ohne  Weiteres  in  ein  Mauerwerk  eingefügt  werden  in  k5iiB& 
aber  stets  verwendbar  und  von  festem  inneren  OefQge.    Die  gleichen  1^^ 
Schäften   kommen  auch    der    neuesten  Veröffentlichung  unseres   bevSbrtff 
Fachgenossen  zu  Gute«    Q  uetelet  hat  in  seiner  HisMre  des  sdet^ees  me^- 
matiques  et  physiques  che»  les  Beiges  (Brüssel  1864)  sich  auf  S.247*-S^' 
mit  Michael  Florentius  van  Langren  beschäftigt»  der  von  etvm  1^* 
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bis  etwa  1660  gelebt  babe,  dessen  Mondkarte  als  diejenige  bezeicbnet  wird, 
welche   wahrscheinlich   zuerst   die   heute  noch  gebräuchlichen  Namen  der 
einzelnen  Erhöhungen  und  Vertiefungen  enthielt ,  der  auch  Verbesserungen 
des  Hafens   yon   Ostende    vorschlug   und    überhaupt  die  Sicherung  dieser, 
letzteren   Festung  sich   angelegen  sein   Hess,    wie   sein    Briefwechsel   mit 
Bouillaud  erweise.  Eben  dieser  Langren  ist  es,  dem  die  neuen  Forschungen 
des  Herrn  Bierens   de  Haan   gewidmet  sind.    Er  kam   im  Jahre  1600   in 
Begleitung  seiner  Eltern  nach  Brüssel,  lebte  also  damals  schon.     Er  starb 
im.  Mai  1675  in  Brüssel  als  königlicher  Kosmograph.    Er  sah  eine  lohnende 
Aufgabe   darin,   die  Versandung  von  Seehäfen  zu  verhindern  und,    wo  sie 
bereits  begonnen  hatte ,  ihr  entgegenzutreten.   Allerdings  widersprachen  seine 
Theorien  den  hergebrachten  Meinungen  der  Wasserbaupraktiker,   und  des- 
halb wurden  sie  bezüglich  des  Hafens  von  Mardjck  gründlich  unterschätzt, 
bis  dieser  unffthig  war  Kriegsschiffe  in  genügender  Anzahl  zu  fassen,   was 
den  Verlust  von  Dünkirchen  fQr  den  König  von  Spanien  zur  Folge  hatte. 
Um  so  lebhafter  drang  Langren  auf  die  Entsandung  des  Ostender  Hafens. 
Dieselbe  Absicht  wollte  ein  gewisser  Pierre  de  Boberti,  Vorsteher  der 
Befestigungsarbeiten ,  mit  wesentlich  anderen  Mitteln  erreichen ,  welche  be- 
deutend   kostspieliger    waren    und    statt   Nutzen   nur   Schaden   brachten. 
Unter  Langren's  Freunden,    welche   seine  Pläne   im   Grossen  und  Ganzen 
billigten,  war  auch  Constantin  Huygens  der  Vater,  und  Langren  be- 
ging  die  Taktlosigkeit,   zwei  Briefe  desselben  einer  seiner  Streitschriften 
einzuverleiben,  worüber  Jener  sich  dann  bitter  beschwerte.    Stand  es  doch 
dem  Bathe  Friedrich  Heinrichs  von  Oranien  übel  an,  öffentlich  als  Gewährs- 
mann in  einer  Sache  zu  erscheinen,   welche,  wenn  auch  wissenschaftlicher 
Natur,  dem  Könige  von  Spanien  Nutzen  zu  bringen  geeignet  war.     Herr 
Bierens  de  Haan  hat  die  auf  die  Ostender  Hafenarbeiten  bezüglichen  Acten 
nebst  den  dazu  gehörigen  Karten  fost  vollständig  zum  Abdrucke  gebracht, 
so   dass   es  nunmehr  möglich  ist,   sich  ein  eigenes  ürtheil  über  Langren's 
Theorien  zu  bilden.  Cantor. 

Die  Oeometrie  von  Sintf  Descartes,  deutsch  herausgegeben  von  Ludwig 
SoBLBSiNOBB.   Mit  zwci  Figurentafclu.   Berlin  1894.  Mayer  &  Müller. 
X.  116  S. 
Die  älteste  Ausgabe  der  Descartes*schen  Geometrie  von  1637,  sowie 
deren  lateinische  üebersetzung  von  1649  dürften  zu   den  grössten  biblio- 
graphischen Seltenheiten  gehören.    Häufiger  begegnet  man  in  antiquarischen 
Katalogen  dem  zweiten  Abdrucke  der  lateinischen  üebersetzung  von  1659. 
Oas    französische  Original  ist  seitdem   dreimal   neu  aufgelegt  worden:   im 
J&hre  1728  in  der  Gousin'schen  Oesammtausgabe  der  Descartea'schen  Werke 
Band  V  und  im  Jahre  1886.    Herr  Schlesinger  hat  nun  auch  eine  deutsche 
(Jabersetzung  der  nach  so  manchen  Richtungen  bahnbrechenden  Schrift  an- 
gefertigt, welche  ihm  bei  üebungen  zur  analytischen  Geometrie  im  Ansobluss 

0ist>Ut.  AMh.  d.  ZeiUohr.  f.  Math.  u.  Phyi.  40.  Jahrg.  1896.  9.  Heft.  5 
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aD  Descartes  diente,  die  er  an  der  Berliner  Universität  im  Sommer '. 
abhielt,  und  ein  Verleger  fand  sich  bereit,  diese  üebersetznng  der  all- 
gemeinen Benutzung  zugänglich  zu  machen.  MOge  ihr  Erscheinen  dam 
beitragen,  dass  unsere  heutigen  Mathematiker  jenes  unsterbliche  Wal 
mehr  also  nur  dem  Namen  nach  oder  aus  kurzen  AuszQgen  keimen  leroeiL 
Niemand,  dessen  sind  wir  überzeugt ,  wird  die  darauf  verwandte  Zeitmudi- 
träglich  bereuen.  Die  üebersetzung  ist,  'so  weit  wir  uns  mit  derselbeD 
näher  bekannt  gemacht  haben,  recht  treu  und  lesbar,  letzteres  sogar  nod 
etwas  mehr  als  das  Original  ^  in  welchem  Descartes  mitunter  absiehtticfc 
dunkle  Bedewendungen  bevorzugte.  44  angefügte  Anmerkungen  erleichteR 
das  Verständniss.  Cahtos. 

Ein  nngedrucktes  Reohenhuoh  aus  dem  Jahre  1676  von  Oberlehrer  Biessss. 
Programmbeilagen  aus  Glflckstadt.  [1893 :  Programm  Nr.  280  usi 
1894:  Programm  Nr.  279.]    26  und  24  S. 

Im  Jahre  1647  gab  Arnold  Möller,  Bechenmeister  zu  Lllbeek,  da 
CHÜdenen  LehrachaJt»  heraus.    Im  Jahre  1719  veröffentlichte  Paal  Halcke 
sein  Mathematisches  Simtenconfeet.  Zwischen  beide  Schriflen  fällt  das  Beefatt- 
buch,  welches  Heinrich  tho  Aspern  (1631 — 1695),   der  seit  1667  n 
der  Schule  in  Neuendorf  in  Holstein  thätig  war,  im  Jahre  1676  ver&ssk, 
und   welches  sich    handschriftlich  im   Besitze  der  Familie  tho  Aspen  er 
halten  hai    Die  Zwischenstellung  ist  keine  bloe  äusserliche.   Herr  Biessec. 
der   in   zwei   aufeinander  folgenden  Jahresprogrammen  sich    der  danke»- 
werthen^  Mühe  unterzog ,  über  jenes  ungedruckte  Bechenbnch  sa  beriditis. 
hat  sichergestellt,    dass    Heinrich  tho  Aspern  einerseits  Halcke's   Lekv 
war,  andererseits  MöUer's  Vorlage  mit  Vortheil  benutzte.    Insbesondere  ir 
die  vielfach  gereimte  Form,  sind  einzelne  Aufgabengattungen,  anch  ma^ 
bestimmte  Aufgaben  sammt   ihren  Zahlen  von   dem  einen  Verfasser  nr 
anderen  und  zum  dritten  zu  verfolgen  gewesen.    Ein  theils  beabsiehtigtr 
theils  unfreiwilliger  Humor  ist  in  allen  diesen  Schriften  wahrnehmbar,  es 
namentlich  dann,    wenn  er  in  plattdeutsche  Verse  sich  kleidet,  gerade, 
erfrischend   wirkt.    Tho  Aspem's   Bechenbuch  zerfällt  in  vier  Klassen  ex. 
einem   Lustgärtlein.      Die    I.  Klasse    lehrt   die  vier   gemeinen    Beehnosr^' 
arten  an  ganzen  Zahlen,  die  IL  Klasse  an  Brüchen.    Die  HL  Klasse  bst  er 
mit  der  Begeldetri  zu  thun,   die  IV.  Klasse  mit  Vermischangsreehnoi^ 
{Beffula  AUigationis) ,  unbestimmten  Aufgaben  (Jß.  Virginum)  und  dem  fsboK 
Ansatz  {B,  Falsi).    Das  Lustgärtlein  geht  über  diese  Aufgaben  dann  x>  : 
hinaus.    In   seinen  Beeten  —  so  heissen  die  einzelnen  Kapitel  —  «se^»^ 
Ausziehungen  von  Wurzeln  zweiten   bis  neunten   Grades,    Auflösoiig  ^-* 
Gleichungen  bis  zum   dritten  Grade  einschliesslich,    üntersuchnngea  ^^ 
figurirte  Zahlen.    Herr  Biessen  hat  überall  Anmerkungen  beigeitlgi,  weiet- 
dem  heutigen  Leser  das  Verständniss  erleichtern.  Cabtcc- 
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Professor  Dr.  Budolf  Wolf  1816--1893.  Der  Bemiscben  naturforachenden 
Gesellschaft  zum  Andenken  beim  50jährigen  JubilSnm  ihrer  i, Mit- 
theil angen**  gewidmet  von  Professor  Dr.  J«  H.  Graf.  Mit  dem  Por- 
trait von  Professor  R.  Wolp.  Bern  1894.  Bei  K.  J.  Wjss.  [Separat- 
abdruck  aus  den  Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
Yon  Bern.] 

Mit  23  Jahren  wurde  Budolf  Wolf  (1839)  in  Bern  an  der  Bealschule 
angestellt;   acht  Jahre  spftter  (1847)  trat   er  an  die  Spitze  der  dortigen 
Sternwarte;  wieder  acht  Jahre  später  (1855)  berief  ihn  sein  Heimatscanton 
Zflrich  als  Lehrer  der  Mathematik  an  das  Gymnasium  und  als  Lehrer  der 
Astronomie  an  das  neu  gegründete  Polytechnikum;  Ende  1864  bezog  er 
die  nach  Semper'schen  Plänen  erbaute  neue  schöne  Sternwarte,  als  deren 
Director  er  noch  29  Jahre  wirkte.    Dem  Bemer  Aufenthalt  gehOrt  Wolfs 
bahnbrechende   Entdeckung  von  dem   Zusammenfallen   der  Sonnenflecken- 
periode  von    lli  Jahren    mit    einer   genau    ebenso    langen    Periode    der 
Declinationsvariationen    der   Magnetnadel   an,     einem    Zusammenfallen   in 
dem  Sinne  I  dass  die  Maxima  beider  Erscheinungen  und  ebenso  ihre  Minima 
stets  gleichzeitig  auftreten.  Ebendort  begann  Wolf  mit  den  Würfelversuchen, 
durch  deren  Anstellung  er  das  Gebiet  der  Wahrscheinlichkeit  a  priori  mit 
dem  der  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori  in  Verbindung  brachte.    In  Zürich 
setzte  er  beide  üntersuchungsreihen  fort,   Sonnenfleckenbeobachtungen  und 
Würfelversuche  beschäftigten  ihn  bis  in  seine  letzte  Lebenszeit,  aber  daneben 
trat    eine    neue   Geistesriohtung  Wolfs    glänzend  herror,   die   historische. 
Die  „Biographien  zur  Kulturgeschichte  der  Schweiz'   (1858 — 1862),  das 
y, Handbuch  der  Mathematik,  Physik,  Geodäsie  und  Astronomie''  (1872),  die 
^Geschichte  der  Astronomie*'  (1877),  die  „Geschichte  der  Vermessungen  in 
der  Schweiz*'  (1879),  das  „Handbuch  der  Astronomie,  ihrer  Geschichte  und 
Liiteratur"  (1890—1893)  sind  geschichtliche  Leistungen  allerersten  Banges, 
mit  welchen  zu  wetteifern  fast  unmöglich  ist,  insbesondere,  wenn  man  die 
Baschheit  der  Aufeinanderfolge  und  die  Gründlichkeit  der  Schriften  neben- 
einander beachtet.    In  Zürich  begann  Wolf  auch  die  Veröffentlichung  seiner 
werthvollen  „Astronomischen  Mittheilungen ^,  welche  er  bis  zur  82.  Nummer 
brachte;   die   83.  Nummer   liess   er   redactionell  vollendet  zurück;    für  die 
^weitere   Fortsetzung    des    verdienstlichen    Unternehmens   sorgte    er  testa- 
mentarisch.   Diese  nackten  Thatsachen  entnehmen  wir  theils  dem  uns  vor- 
liegr^nden   warm  geschriebenen  kleinen  Buche,  theils   eigener  Erinnerung. 
IQ'iemals   wird   aus  dieser    die   liebenswürdige   Persönlichkeit   Wolfs    ver- 
schwinden, wie  er  in  seinen  Briefen,   wie  er  in  der  mündlichen  Unter- 
redung sie  offenbarte.    Wieder  genau  den  gleichen  Eindruck  gewinnen  wir 
aus    einem  Nekrologe,  den  Herr  Wolf  er,    des  Verstorbenen  Nachfolger  an 
der  Sternwarte,  in  der  „Yierte^jahresschrift  der  Astronomischen  Geselkchaft** 

Jahrgang  29  Heft  I  veröffentlicht  hat. 

Cantob. 

6* 
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Erinnernng  an  Moritz  Abraham  Stern  von  Ferdinand  Rudio.  Zarich  1894. 

Am  2.  Febraar  189^  wurde  in  Zürich  die  Leiche  eines  86Aj&hrige& 
Greises  der  Erde  übergeben,  der  gewiss  keinen  Feind,  wohl  aber  cahhraiche 
ihn  verehrende  Schüler  und  Freunde  zurückgelassen  hat.  Wie  konnte  mm 
auch  anders,  als  mit  hochschätzender  Liebe  an  ihm  hftngen,  dem  selbst  so 
liebevollen,  dienstwilligen,  zuvorkommenden  Manne >  an  dem  die  Jahre 
spurlos  vorüber  zu  gehen  schienen  bis  auf  die  Spuren  geistiger  Thfttighit, 
die-  er  selbst  in  die  wissenschaftliche  Geschichte  jener  Jahre  eintrug.  Herr 
Budio  hat  an  Stern's  Grab  als  jüngerer  Fachgenosse  warme  Worte  ge* 
sprechen.*  Dem  Referenten  persönlich  war  Stern  mehr  fUs  das.  Ich  hatte 
die  Freude,  in  den  Jahren  1849  —  1851  seine  Vorlesungen  in  GöttiBgensh 
aufmerksamer  Zuhörer  zu  besuchen  und  an  dem  mustergiltigen  Vortrage  def 
Lehrers  mich  zu  bilden.  Es  sei  gestattet,  aus  meinen  Erinnerungen  an  jene  Zeit 
wenige  ergänzende  Striche  zu  dem  von  Herrn  Budio  Gesagten  hinsnzuftgcB. 
Im  Sommersemester  1850  las  Stern  über  Elementarmathematik»  eine  Vor- 
lesxmg,  welche  unter  den  in  Anmerkung  4  genannten  nicht  enthalten  ist 
Vielleicht  gehörte  sie  nicht  zu  seinem  gewöhnlichen  Kreislauf  der  G^ga- 
stftude,  aber  jedenfalls  war  die  Vorlesung  hochinteressant  und  gab  Sten 
Gelegenheit,  nach  zwei  Bichtungen  sich  breiter  zu  fassen,  als  es  ihm  ii 
seinen  anderen  Vorlesungen  möglich  war.  Er  verweilte  bei  den  philo- 
sophischen Grundlagen  der  Mathematik  und  bei  deren  geschichtUdiea 
Wachsen.  In  beiden  Dingen  kann  ich  mich  nur  seinen  dankbaren  Schfikr 
nennen.  Stern  gehört  die  Auffassung  der  Mathematik  als  ErfiahrungS' 
Wissenschaft  an,  welche  ich  in  meinen  „Grundzügen  einer  Elementar- 
arithmetik"  (Heidelberg  1855)  an  die  Spitze  stellte,  bei  Stern  entwiekdts 
sich  meine  Neigung  zu  Forschungen  über  die  Geschichte  der  Wissensehaflea. 
Seine  Vortragsweise  war  klar^  anspruchslos,  einfach,  wie  der  ganze  Mass. 
und  auch  der  humoristische  Zug,  den  man  noch  auf  der  Photognq>bie  n 
erkennen  vermag,  fehlte  nicht.  Stern  sprach  meistens  ganz  frei.  Nur  weas 
es  sich  um  ein  bestimmtes  Beispiel  handelte  oder  um  Fortsetzung  eis« 
Erörterung,  welche  in  der  vorhergehenden  Stunde  nicht  zu  Ende  hatte 
geführt  werden  können,  zog  er  einen  bei  seinen  Zuhörern  sprichwörtlich 
gewordenen  kleinen  Zettel  aus  der  Westentasche,  dem  er  die  nötiiige 
Aufzeichnungen  anvertraut  hatte.  Er  rechnete  an  der  Tafel  mit  grosse 
Sicherheit.  Kam  es  ja  einmal  vor,  dass  er  sich  irrte,  so  war  ihm  Nicfct^ 
lieber,  als  dass  man  ihn  unterbrach,  um  den  Irrthum  so  früh  als  möglich 
verbessern  zu  können.  Während  meines  Aufenthaltes  in  Göitingen  wmtK 
das  dortige  mathematische  Seminar  eingerichtet,  in  dessen  Leitung  Stert 
sich  mit  Ulrich  theilte.    Grade  diese  Theilung  war  geeignet,   uns  erkenaei 

*  Die  Grabrede  ist  ausser  in  dem  uns  vorliegenden  besonderen  Dmeke  ttod 
mals  in  der  Vierteljahrsschrift  der  Züricher  naturwissenschaftlichen  Getellachr: 
Jahrgang  39  Heft  2,  erschienen. 
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zu  lassen,  was  wir  an  Stern  besassen.  Nur  Wenige  mögen  mit  mir  sich 
der  damaligen  Zeit  erinnern,  nnter  ihnen  jedenfalls  Richard  Dedekind. 
Aber  die  noch  Vorhandenen  haben  ohne  Zweifel  an  jene  Zeit  und  an  unseren 
Lehrer  ein  treues  Oedächtniss  sich  bewahrt.  Cantob. 


Die  Sirenen.  Ein  Beitrag  zur  Entwickelungsgeschichte  der  Akustik ,  Theil  II. 
Die  Arbeiten  deutscher  Physiker  ütafer  die  Sirene  in  dem  Zeiträume 
von  1830  bis  1856.    Von  Dr.  Ernst  Robbl,  Oberlehrer.     Wissen- 
schaftliche Beilage  zum  Jahresbericht    des  Luisenstädtischen  Real- 
gymnasiums zu  Berlin.  Ostern  1894.  [Programm  Nr.  98.]  Berlin  1894. 
R.  Oaertner*s  Verlagsbuchhandlung  (Hermann  Heyfelder).    31  S. 
Fttr  den  I.  Theil  der  Untersuchungen  verweisen  wir  auf  Bd.  XXXVII 
dieser  Zeitschrift,  Historisch •  literarische  Abtheilung  S.  71.     Der  IL  nicht 
minder  interessante  Theil  ist  der  Hauptsache  nach  den  Arbeiten  von  Opelt, 
Seebeck,  Dove,  v.  Helmholtz,   Ohm  gewidmet.    Dieselben  sind  theils 
eiperimenteller ,    theils  mathematisch  -  theoretischer    Natur  gewesen »    theils 
haben  sie  die  Aufgabe  nach  beiden  Richtungen  hin  behandelt  und  gefördert, 
wie  es  in  der  persönlichen  Richtung  der  einzelnen  Forscher  begründet  lag. 
Die  drei  zuerst  Genannten  waren   die  experimentell  arbeitenden,    der  an 
letzter   Stelle   ErwShnte    der   in    mathematischen    Entwickelungen    geübte 
Akustiker«     Helmholtz  vereinigte    in  sich  die  beiden  Begabungen.     Opelt 
hat   auf  seine  Versuche    eine  Musiklehre    aufgebaut.      Seebeck  hat  unter 
Anderem  die  Interferenz  der  Töne  einfach  nachweisbar  zu  machen  gewusst. 
Dove  vervollkommnete   die  sogenannte  mehrstimmige  Sirene,   so  dass  sie 
zur  Hervorbringung  von  Gombinationstönen  geeigneter  wurde,    v.  Helmholtz 
brachte  die  Lehre  von  diesen  Gombinationstönen  durch  Versuche  und  mathe- 
matische Entwickelungen   in's  Reine.     Ohm   hat  zuerst  den  Gedanken  aus- 
g^esprochen,  dass  jede  beliebige  periodische  schwingende  Bewegung  nach 
dem  Fourier*schen  Theoreme  entwickelt  werden  kann ,  und  dass  dann  jeder 
der  Coef&cienten  dieser  Reihe  die  Amplitude  eines  einzelnen  wahrgenommenen 
Tones    darstellt.    Bei    dem   Widerspruch  Seebeck's    gegen   die  Anwendung 
dieses  Gedankens  auf  die  Sirene  bricht  die  Abhandlung  ab.         Cai^tob. 


Systematisehes  Verzeiehniss    der  Abhandlungen ,    welche  in  den  Schul- 
schriften sämmtlicher  an  dem  Programmtausche  theilnehmenden  Lehr- 
anstalten erschienen  sind.    Bearbeitet  von  Dr.  Rudolf  Elussmank. 
Nebst  zwei  Registern.    II.  Band  1886-1890.     Leipzig  1893.    Bei 
B.  G.  Teubner.    VII,  285  S. 
Wie  viele  Gelehrsamkeit  steckt  doch  in  unseren  Schulprogrammen,  wie 
Hele  Arbeit  ruht  dort  vergraben,  manchmal  auch  begraben!   Der  geregeltere 
Progprammtausch    hat   zwar    einige  Abhilfe    getroffen.    Lehrern  derjenigen 
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Anstalten,  welche  an  dem  Tausche  theilnehmen ,  dürfte  nicht  leicht  der 
Titel  eines  Programmes  unbekannt  bleiben,  welches  ihn  interessiren  kass. 
Aber  Privatgelehrten  und  üniTersittltslehrem  kommt  gerade  umgekehrt 
nur  selten  ein  für  sie  wichtiges  Programm  zur  Kenntniss,  es  sei  denn,  dass 
der  Verfasser  es  ihnen  zuschicke.  Herstellung  eines  systematischen  Ya- 
zeichnisses  solcher  Abhandlungen  war  deshalb  geradezu  ein  BedUiiniss,  und 
Herr  Elussmann  hat  die  Aufgabe  der  Anfertigung  dieses  Verzeiehnisses  Tor- 
trefflich  gelöst.  Die  Anordung  ist  nach  Fächern  und  innerhalb  jedes 
Faches  nach  der  alphabetischen  Folge  des  Verfassemamens.  Am  Schlosse 
ist  ein  Verzeichniss  nach  dem  Orte  der  betreffenden  Anstalt,  ein  zweites 
nach  dem  Namen  der  Verfasser  angelegt,  so  dass  das  Auffinden  gesuchter 
Programme  wesentlich  erleichtert  ist.  Camtor. 


Vierstellige  logarithmisch -trigonometrische  Tafeln  nebst  einigen  phjsi- 

kaiischen  und  astronomischen  Tafeln ,  für  den  Gebranch  an  höheres 

Schulen.    Zusammengestellt  von  C.  Bohbbaoh  ,  Dr.  phil. ,  Oberiehrer 

am   Gymnasium  Emestinum   zu  Gotha.     Gotha  1893.     Verlag  tob 

E.  F.  Thienemann.    32  S. 

Vierstellige  Logarithmen,  das  scheint  bis  auf  Weiteres  die  Forderasg 

der  Mittelschulpfldagogik  geworden  zu  sein.     Im  38.  Bande  dieser  Zeitsebiift 

(Histor.-liter.  Abthlg.  S.  69)  zeigten  wir  solche  von  Herrn  £.  B.  Mfiiler  sa, 

die  in  Stuttgart  gedruckt  waren,    heute  liegen  uns  solche  ans  Ootiia  fiff. 

Druck   und  Ausstattung  dürften   bei  beiden  Tafeln  gleich  gut  sein,   auch 

der  Preis  ist  der  gleiche.    Als  Vorzug   der  Bohrbach'schen  Tafeln  könoea 

wir  hervorheben,  dass  am  Schlüsse  eine  graphische  Darstellung  der  goaiO' 

metrischen  Functionen  beigegeben   ist,  das  heisst  die  Zeiohnnng  der  aif 

ein  und  dasselbe  Coordinatensjstem  bezogenen  Gurven  y  ss  8%nx^  y  sa  coss, 

y^tangx^   ys=eatXf   pssssecx,    y^cosecx.    Die  Curven  wurden,   wie 

das  Vorwort   mittheilt,    im   doppelten    Maassstabe   gezeichnet    und   photih 

graphisch  reducirt  Cahtoe. 

TTeber  das  Versicherungswesen  der  Bergwerks- Bruderladen  und  Shnlkker 

Kasseneinrichtungen.   Von  Dr.  E.  Kobald,  ordentlichem  Professor  9s. 

der  kaiserl.  königl.  Bergakademie   zu  Leoben.    Zweiter  Theil:    Die 

Wittwen-  und  Waisenyersicherung,  mit  einem  Anhange  ftber 

die  Krankenversicherung  und  über  das  Begrftbnissgeld.  [Sonderabdreck 

aus   dem    Berg-   und   Httttenmftnnischen   Jahrbuch  etc.,   ZLL  BL] 

Leoben  1893.    Bei  Ludwig  Nüssler.    48  S. 

Wir  haben  im  38.  Bande  dieser  Zeitschrift  (Histor.-liter.  Abthlg.  S.  «^ 

den  ersten  Theil  der  Kobald'schen  Untersuchungen  besprochen.    Weaii  ^' 

ihm  die  klare  Weise  nachrühmen  durften,  in  welcher  der  Verfiisser  £« 

zusammengesetzten  Fragen,   um    welche  es  sich  handelte,  in  ihre  Bssiaaa- 
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theile  zu  zerlegen  wusetOi  so  kOnnen  wir  das  gleiche  Lob  auch  der  Fort- 
setzung ertheilen.  Die  Frage  der  Wittwenversichernng  ist  hier  behandelt, 
nnd  dabei  mussten  zwei  Fälle  unterschieden  werden,  je  nachdem  der  Mann, 
welcher  als  arbeitstüchtig  in  die  Ehe  trat  —  denn  nur  dann  gewähren  die 
österreichischen  Bruderladen  Wittwenversorgung  — ,  als  arbeitstüchtig  ver- 
storben ist  oder  früher  invalid  wurde»  also  selbst  schon  Unterstützung 
bezog.  Die  Waisen  Versicherung  kommt  nur  im  Titel  des  Heftes  vor,  im 
Texte  ist  von  ihr  so  gut  wie  nicht  die  Bede.  Bezüglich  der  anhangsweise 
behandelten  Krankenversicherung  hegen  wir  einiges  Bedenken.  Die  in  Tagen 
ausgedrückte  Krankheitsdauer  während  eines  Jahres  fasst  Herr  Kobald  als 
eine  Function  des  Alters  x  auf  und  bezeichnet  sie  mit  E{x).  Ist  das  wohl 
richtig?  Dass  die  Lebensdauer  von  dem  Alter  abhängt ,  wird  von  Jedem 
bereitwilligst  zugestanden  werden.  Auch  die  Lebensgefährlichkeit  gewisser 
bestimmter  Krankheiten  dürfte  Function  des  Alters  sein.  Ob  aber  das 
Gleiche  von  der  Krankheitsdauer  behauptet  werden  darf,  scheint  uns 
zweifelhaft.  Cantob. 

SjrnopsiB  der  höheren  Mathematik.  Von  Johann  0.  Hagen,  S.  J.,  Director 
der  Sternwarte  des  Georgetown  College,  Washington,  D.C.,  IL  Band: 
Geometrie  der  algebraischen  Gebilde.    Berlin  1894«    Verlag 
von  Felix  L.  Dames.    IV,  416  S. 
Als  wir  im  XXXVIL  Bande  (Histor.-liter.  Abthlg.  S.  151  — 152)  den 
I«  Band  der  Synopsis  unseren  Lesern  empfahlen,  nannten  wir  ihn  den  An- 
fang eines  ganz  grossartig  angelegten  Werkes.    Wir  dürfen  bei  der  Anzeige 
des  IL  Bandes ,    der  dem  ersten  in  der  fast  unglaublich  kurzen  Zeit  von 
nur  drei  Jahren  nachfolgte,    nicht  bereuen,  jenes  Ausdruckes  uns  bedient 
zu   haben,   denn    die    Fortsetzung    ist   des  Anfanges,    so    weit   zahlreiche 
Stichproben   zu   einem   Urtheile    befähigen ,    in  jeder  Weise   würdig.    Die 
dreizehn  Abschnitte  des  IL  Bandes  führen  die  üeberschriften:  I.  Die  Grund- 
lagen der  Geometrie.    II.  Die  projectivische   Geometrie.    III.  Die  Coordi- 
natensysteme.    IV.  Die   linearen  und  quadratischen  Liniensysteme.     V.  Die 
Ausdehnungslehre.    VI.  Die  ebenen  Carven  im  Allgemeinen.   VII.  Die  ebenen 
Gebilde  ersten  und  zweiten  Grades.    VIII.  Die  ebenen  Carven  dritten  Grades. 
IX.  Die  ebenen  Curven  vierten  Grades.    X.  Die  Baumgebilde  im  Allgemeinen. 
JgiL  Die  Raumgebilde  ersten  und  zweiten  Grades.    XII.  Die  Flächen  dritten 
Grades.    XIU.  Die  Flächen  vierten  Grades.     Man  wird  aus  diesen  üeber- 
schriften einigermassen  den  Umfang  des  behandelten  Stoffes  ermessen  können. 
Berr  Hagen  hat  auch  in  diesem  Bande  eine  über   nahezu  alle  Zeiträume 
cler  mathematischen  Literatur  sich  erstreckende  staunenswerthe  Belesenheit 
0n  den  Tag  gelegt ,  und  wir  gestehen  gern  ein,   dass  wir  bei  der  Durch- 
sicht  des  Bandes    wiederholt   an  Dinge   erinnert   wurden,    welche  wir   in 
cinseren  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik   mit  Stillschweigen 
tibergangen  hatten ,  kleine  Lücken  lassend ,  welche  bei  nächster  Gelegenheit 
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ausgefallt  werden  sollen.  Als  der  Druck  des  Bandes  sohon  ziemlich  wot 
vorgeschritten  war,  fand  Herr  Hagen  einen  ebenbürtigen  Mitarbeiter  ii 
Herrn  Franz  Meyer  (Clansthal),  dessen  Mitwirkung  in  der  Vorrede  alssekr 
fruchtbar  gerühmt  wird.  Unsere  eigene  Eenntniss  Mejer'seher  Arbateo 
lässt  uns  an  das  Verdientsein  dieses  Lobes  nicht  zweifeln,  und  bleibt  diese 
Mitwirkung  auch  für  den  III.  Band  erhalten,  so  können  wir  dessen  ErsehaseB 
nur  mit  um  so  höher  gespannten  Ho&ungen  erwarten.  Ohne  Herrn  Hagezi 
grossen  Verdiensten  irgend  zu  nahe  treten  zu  wollen,  bleibt  es  doeh  ioiBer 
wahr,  dass  bei  einem  Sammelwerke  yier  Augen  noch  mehr  sehen  ab 
deren  zwei.  CAirroa. 

Berechnung  von  Renten  und   Lebensversicherungen  an   der  Haod  tos 
Beispielen   erläutert   von    Jos.  Thannabaür,   kaiserL  königL  Ober- 
realschul -Professor  in  Olmütz.   Wien  1893.    Verlag  von  Karl  Gneso. 
132  8. 
Zinseiiinsen-  und  Konten -Tafeln.  Von  Jos.  Thannabaub.  Wien  1893.  Ver- 
lag von  Karl  Graeser.    78  S. 
Wir    vereinigen   in   dieser    kurzen  Anzeige  zwei  Bücher,    welche  der 
gleiche  Verfasser   zu  gleicher  Zeit  in  demselben  Verlage  erscheinen  liess, 
denn  wiewohl  als  getrennte  Werke  dem  Verkaufe  ausgesetzt,   gebOren  &ie 
doch  eigentlich   zusammen.    In   dem  einen  umfangreicheren  Bftndelien  äti 
in  etwas  breitspuriger ,  leichtverstftndlicher  Weise  die  verschiedenen  Form^ 
abgeleitet  y  welche  bei  Renten  und  Lebensversicherungen  Anwendung  findes. 
in  dem  weniger  starken  Hefte  sind  Tafeln  abgedruckt,   die  auf  Onindbg« 
jener  Formeln  hergestellt,  auch  von  solchen  Persönlichkeiten  bennist  werdes 
können ,  welche  um  die  Begründung  sich  nicht  kümmern  können  oder  ^olkn 
In  dem  dogmatischen  wie  in  dem  praktischen  Theile  ist  mit  gleicher  As§- 
führlichkeit    wie    der   gewöhnliche   Fall    einer  Verzinsung   am  Ende  einee 
Termines    auch  der  der  anticipativen  Verzinsimg  behandelt,    bei    welcher 
der  Zins  zum  Voraus  abgezogen  wird.    Wir  können  den  Zweck  dieser  Be- 
handlung eines  rechtmässig  nicht  vorkommenden  Falles  nicht  einsehen. 

Caktok. 

Ananaire  du  Bureau  des  Longitudes  avec  des  Notices  scientifiqaes.  Fan 
1893  und  1894.  Gauthier -Villars  et  fils. 
Indem  wir  den  beiden  letzten  Jahrgängen  des  berühmten  Jahresboeb 
einige  Worte  der  Anzeige  widmen,  dürfen  und  müssen  wir  nns  dsisä' 
beschränken ,  die  üeberschriften  der  dem  eigentlichen  Jahrbuch  angriiftngtea 
wissenschaftlichen  Mittheilungen  zur  Kenntniss  zu  bringen«  Das  Jahrb«^ 
für  1893  enthielt:  J.Janssen,  Das  Observatorium  auf  dem  Mont  Bkv- 
Cornu,  üeber  die  Wechselbeziehung  zwischen  den  Erscheinungen  dff 
ruhenden  und  der  bewegten  Elektricität ,  und  über  elektrische  EinhehA^ 
Tisserand,     Bede     bei    der    Beerdigung    von    Ossian    Bonnet.     Faje« 
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Boaqaet  de  la  Orye»  Loewj,  Reden  bei  der  Beerdigung  des  Admiral 
Monchez.  J.  Janssen,  Bede  bei  der  Einweihung  eines  Denkmals  des 
General  Perrier.  Dem  Jabrbuche  für  1894  sind  beigegeben:  Poincar^, 
Liebt  und  Elektricitftt  nach  Maxwell  und  Hertz.  Fleuriais^  Ursprung 
und  Gtobraucb  des  sogenannten  Compasses.  J.  Janssen,  Vier  Beobacbtungs- 
tage  auf  dem  Mont  Blanc.  Faye,  Bouquet  de  la  Orye,  Fleuriais, 
Beden  bei  der  Beerdigung  des  Admiral  P&ris.  Tisserand,  Cornu, 
Mouchez,  Beden  bei  der  Einweihung  des  Arago- Denkmals.       Cantob. 


Exercises  d'arithm^tique.   Enouc68  et  solutions  par  J.  Fitz -Patrick,  ancien 
professeur   de   math6matiques   et  Gboroes  Chbvrel,    Directeur   de 
Tinstitution  Charlemagne  a  Tours.    Avec   une  pr6face  de  M.  Jules 
Taknbry,  Sous- Directeur   des  6tudes  scientifiques  k  T^cole  normale 
supörieure.     Paris  1893.     Librairie   scientifique.     A.  Hermann.    IX, 
483  pages. 
Das  uns  vorliegende  Werk   kann  als  Lehrbuch  in  Aufgabenform  be- 
zeichnet werden,  indem  alle  465  behandelten  Aufgaben  mit  so  ausführlichen 
Auflösungen    versehen   sind,   dass    kaum  ein  wichtiger  Lehrsatz  oder  eine 
Regel  der  Arithmetik  vermisst  werden  dürfte.     Die  16  Kapitel ,  in  welche 
die  Aufgaben  vertheilt  sind,  führen  folgende  Ueberschriften :    1.  Einleitende 
Bemerkungen  und  Numeration;  2.  Addition  und  Subtraction;  S.Multiplication; 
4.  Division;   6.  Theilbarkeit  der  Zahlen;   6.  Gemeintheiler  ganzer  Zahlen; 
T.Primzahlen;    8.  Brüche;   9.  Decimalbrüche  und  Decimalzahlen ;   10,  Ver- 
hältnisse und  Proportionen;  11.  Zahlensysteme;  12.  Quadrate  und  Quadrat- 
wurzeln; 13.  Guben  und  Cubikwurzeln ;  14.  Progressionen;  15.  Verschiedene 
Aufgaben;   16.  Anfangsgründe  der  Zahlentheorie.    Als  Anhang  ist  ein  von 
Herrn  Matrot  herrührender  Beweis  des  Satzes,  dass  jede  ganze  Zahl  als 
Summe  von  höchstens  vier  Quadratzahlen  sich  darstellen  lasse,  abgedruckt 
Wenn  ein  Gelehrter  von  dem  Bange  des  Herrn  Jules  Tannery  es 
<}er  Mühe  werth  erachtet,  zu  einem  Buche,  dessen  Inhalt,   wie  wir  sehen» 
xiicht  über  die  Anfangsgründe  sich  erhebt,  eine  Vorrede  zu  schreiben^  wenn 
er  die  Aufgaben  selbst  als  insgesammt  lehrreich  und  viele  derselben  als  neu 
rind    geistvoll   bezeichnet^   so   kann  dieser  Umstand  bereits  ein  höchst  an- 
genehmes Vorurtheil  erwecken,   und  bei  genauerer  Kenntnissnahme  bildete 
sich   uns  neben  dem  Vorurtheile  ein  selbststftndiges  Urtheil,   welches  nicht 
minder  günstig  ausfiel,  als  das  des  Herrn  Tannery. 

Es  ist  ja  nur  natürlich,  dass  bei  einer  so  grossen  Menge  von  Aufgaben 
ckuch  Irrthümer  sich  einschleichen.  Wenn  z.  B.  auf  S.  248 — 249  in  Auf- 
g-abe  306  aus  n«— 4n<  Ä'<  w»-2n  der  Schluss  n-2<yN<  »- 1 
gezogen  wird,  so  ist  das  entschieden  falsch,  wie  n  =  5,  N^^l  erkennen 
J&BBt.  Der  sofort  in  die  Augen  springende  Qrund  des  Irrthums  besteht 
clarin,  dass  man  aus  der  ursprünglichen  Ungleichung  zwar  iT^n'  — 2n  +  l| 
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aber  keineswegs  n^^4n  +  4<  N zn  folgern  berechtigt  ist.  HStteiusdit 
Zeit  zu  Gebote  gestanden,  sämmtliche  Aufgaben  zu  prüfen,  so  wlren  wir 
yermuthlich  anf  mehrere  solcher  Flüchtigkeiten  gestossen;  allein  sie  siid 
weit  entfernt,  den  Gesammteindrock  zu  beeintrttohtigen. 

Die  Verfasser  haben  es  in  der  That  verstanden,  eine  Sammlung  toe 
Aufgaben  zu  yereinigen,  deren  Auswahl  es  gestattet,  bei  ihrer  AuflSssn; 
eine  Gesammtwiederholung  aller  arithmetischen  Lehren ,  welche  dem  ICtkl- 
Schulunterricht  angehören ,  zu  veranstalten.  Jeder  Lehrer,  auch  in  Dentseb- 
land,  wird  von  der  Sammlung  erwünschten  Gebrauch  machen  kGuien.  Er 
darf  nicht  fürchten;  Allzuleichtes  und  Alltftgliches  zu  finden,  im  Gegei- 
theil!  Manche  Aufgaben  machen  an  den  Scharfsinn  dessen,  der  sie  iSsen 
soll,  recht  bedeutende  Ansprüche,  und  alle,  die  wir  wenigstens  nfther  u* 
sahen,  sind  interessant  genug,  zur  Anstrengung  des  Scharfsinnes  zu  reixen. 

Caktob. 

Beor^ations  math^matiques  par  M.  Edouard  Lucas.  Tome  III.  Paris  1893. 
Oauthier -Villars  et  fils.    200  pag.    Tome  IV.   Paris  1894.   266  pag. 

Der  IL  Theil  der  mathematischen  Erholungen  ist  1883  erschienoi  isd 
im  29.  Bande  dieser  Zeitschrift  angezeigt.  Ermuntert  durch  den  BeiM 
mit  welchem  die  beiden  Theile  aufgenommen  worden  waren ,  sammelte  Lqob 
den  Inhalt  eines  III.  und  IV.  Theiles,  als  1891  ein  yorxeitiger  Tod  ^ 
wegraffte.  Engbefreundeten  Fachgenossen ,  den  Herren  H,  Delannoy,  C.  1 
Laisant,  E.  Lemoine  wurde  von  der  franzSsischen  mathematisehen  Gesefi- 
schaft  der  Auftrag,  das  von  Lucas  Vorbereitete  der  Oeffentlichkeit  zn  übff- 
geben,  und  sie  haben  ihre  Aufgabe  pflichtgetreu  erfüllt  Volle  GleichOSrmigkc: 
der  behandelten  Gegenstände  darf  man  in  den  beiden  neuen  TheOea  ff 
wenig  suchen,  als  in  den  beiden  früheren.  Der  Hauptsache  nach  hal  Lecv 
allerdings  Verstandesspiele  untersucht,  in  welchen  mit  Gombinaiorik  Ter- 
bundene  Zahlentheorie  die  Auflösung  systematisch  finden  iSssty  aber  er  ks: 
sich  das  üebergreifen  auf  andere  mathematische  Dinge  nicht  versagt 

Im  III.  Theile  haben  die  Herausgeber  zu  den  beiden  ersten  Erhoinngct 
(1.  Le  calcul  digital*,  2.  Machines  arithm6tiques)  yolksthümliche  Yoiiesungn 
benutzt,  welche  Lucas  1885  in  Paris,  1884  in  Blois  hielt.  Wir  bäte 
selten  oder  nie  einen  gleich  ernsten,  um  nicht  zu  sagen  trockenen  O^gfs- 
stand  mit  mehr  Witz  und  sprudelndem  Humore  erörtert  gesehen.  Die  te 
anderen  Erholungen  des  Bftndchens  beziehen  sieh  alle  auf  Spiele,  wd^ 
bald  mit  dem  Taquin,  bald  mit  dem  Mühlspiel  |  bald  mit  dem  Bacsn^ 
verwandt  sind. 

Die  acht  Erholungen  des  IV.  Theiles  sind  dem  ewigen  Kalender,  ^ 
Eagelarithmetik ,  der  Stftbchenarithmetik ,  dem  Mühlspie],  den  Imshs- 
quadraten  Fermat's,  den  Gittern,  dem  Vierfarbensatze  geographischer  Karte 
der  Gehmaschine  gewidmet.  Die  erste  Erholung  gehört  also  dtar  Ckm> 
logie,   die    sechste   und   siebente   der  Geometrie   der   Lage,    die  achte   «^ 
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handelt  sich  um  eine  Oelenkvorrichtong)  der  Mechanik  an.  Aber  Lucas 
war  seiner  Begabung  nach  vorzugsweise  Zahlen theoretiker,  und  so  hat  er 
auch  in  den  nicht  arithmetischen  Erholungen  Anknüpfungen  an  zahlen- 
theoretische Aufgaben  gefunden.  Man  würde  ihm  freilich  Unrecht  thun, 
wenn  man  nicht  hervorhöbe ,  dass  er  auch  umgekehrt  in  die  arithmetischen 
Erholungen  Geometrisches  hineinzuflecfaten  wusste.  Der  Geschichtsforscher 
vermöchte  allerdings  in  beiden  TheUen  Stoff  zur  Bemfingelung  ohne  grosse 
Schwierigkeit  aufzufinden,  aber  diese  kleinen  Unrichtigkeiten  muss  man 
eben  in  den  Kauf  nehmen. 

Der  alte  Dichter  wollte  durch  erregtes  Lachen  auf  die  Sitten  wirken, 
ridendo  castigat  mores,  Lucas  wollte  einen  Leserkreis,  der  ernstem  Nach* 
denken  nicht  viel  Geschmack  entgegenbringt»  dadurch  für  die  Zahlentheorie 
gewinnen ,  dass  er  deren  Anwendbarkeit  auf  Spiele  u.  s.  w.  in  anmuthiger 
Weise  zeigte.  Er  hat  dadurch  die  mathematische  Literatur  um  vier  reizende 
Bändohen  bereichert- Gantob. 

SopQUs  LiB ,  Vorlesungen  über  continnirliolie  Gruppen  mit  geometrischen 
nnd  anderen  Anwendungen.  Bearbeitet  und  herausgegeben  von 
OsoBa  ScHBFFMBS.    Leipzig  1883.    B.  G.  Teubner.    Xll  u.  810  S. 

Den  „Vorlesungen  von  S.  Lie  über  Differentialgleichungen  mit  be- 
kannten infinitesimalen  Transformationen**,  Leipzig  1891  —  vergl.  diese 
Zeitschrift  Bd.  38  S.  95  und  185  —  hat  der  Herausgeber  nach  Ablauf  von 
zwei  Jahren  einen  weiteren,  noch  umfangreicheren  Band  folgen  lassen. 
Ganz  unabhängig  von  dem  ersten  soll  derselbe  eine  Einleitung  in  die 
Lie'sche  Theorie  überhaupt  sein  und  dadurch  das  Studium  des  bekannten 
grossen  Werkes  von  Lie -Engel  vorbereiten  (vergl.  die  Besprechungen  des- 
selben in  dieser  Zeitschrift  Bd.  34  S.  171,  Bd.  39  8.  95,  Bd.  40  S.  14). 
Die  Lie 'sehe  Lehre  nimmt  heuttutage  eine  eigenthümliche  Stellung  ein; 
einer  Schaar  von  begeisterten  Anhängern  steht  eine  nicht  geringe  Partei 
Solcher  gegenüber ^  die  sich  sceptisch  und  abwartend  verhalten,  und  die 
von  derjenigen  Tragfähigkeit  und  Fruchtbarkeit,  die  Herr  Lie  selber  seinem 
Systeme  zuschreibt,  nicht  ohne  Weiteres  überzeugt  sind. 

Diese  „Indifferenten"  gehen  wohl  noch  weiter  und  glauben,  dass  das 
rapide  Anschwellen  der  Lehrbuchliteratur  über  eben  diesen  Gegenstand  der 
Förderung  der  Theorie  eher  schädlich  als  nützlich  sei. 

Selbst  Referent  kann  sich  der  Meinung  nicht  ganz  verschliessen ,  dass 
eine  knappe  Zusammenfassung  des  von  Lie  und  seinen  Anhängern  auf 
dem  Gebiete  der  Transformationsgruppen  Geleisteten  eher  am  Platze  sein 
möclite* 

Der  ganzen  Anlage  nach  ist  der  vorliegende  Band,  wie  auch  der  voran- 
gegangene, in  erster  Linie  für  einen  Studirenden  in  mittleren  Semestern 
bestimmt.    Der  Text  wird    durch   zweckmässige   Beispiele,    wo  es  angeht, 
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leichter  yerständlich  gemacht,  und  es  wird  eine  behagliche  Breite  in  de 
Darstellung  beliebt. 

Was  die  Vorkenntnisse  des  Lesers  angeht,  so  ist  Eines  anfMig; 
während  eine  tttchtige  Vorbildung  in  der  Analysis»  einschliesslich  der  for- 
malen Theorie  der  Differentialgleichungen  beansprucht  wird ,  hüt  es  de 
Herausgeber  ftr  nOthig,  die  einfachsten  Begriffe  und  Sätse  ans  der  prc- 
jectiven  Geometrie  der  Ebene  ausführlich  darzulegen. 

Da  der  Hauptinhalt  des  Buches  dem  —  vom  Referenten  bereitB  asf 
das  Eingehendste  besprochenen  —  dritten  Bande  des  Lie-EngeTscka 
Werkes  gemeinsam  ist,  so  wird  es  genügen,  auf  Einiges  aafinerksam  xt 
machen,  was  bei  S  che  ff  er  s  charakteristisch  herrortritt 

Das  Oanze  Iftsst  sich  in  drei  Hauptabschnitte  eintheilen.  Der  erste 
behandelt  die  verschiedenen  Typen  von  projectiven  Gruppen  der  Ebeat 
sowie  darüber  hinaus  die  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen  in  ztc 
Variabein.  Im  zweiten  Abschnitte  werden  die  grundlegenden  S&tie  ds 
Oruppentheorie  in  n Variabein  erörtert,  woran  sich  Untersuchungen  fibe: 
Zusammensetzung  von  Gruppen  anschliessen. 

Der  letzte  Abschnitt  bringt  eine  Auswahl  von  sehr  verschiedenartig 
unter  einander  kaum  im  Zusammenhange  stehenden  Anwendungen. 

Was  die  projectiven  Transformationen  der  Ebene  angeht,  so  las&cr 
sich  dieselben,  wie  schon  Möbius  im  Wesentlichen  erkannte ,  als  d:^ 
jenigen  Punkt -Transformationen  definiren,  welche  Gerade  stets  wieder  ii 
Gerade  überführen. 

Von  den  zwei  hierfür  erbrachten  Beweisen  bt  insbesondere  der  zvei2 
rein  analytische  von  Interesse  und  zugleich  für  den  Charakter  des  Bucbe^ 
bezeichnend. 

Die  Geraden  der  Ebene  sind  nämlich  die  Integralcurven  der  Differeniiil 
gleichung  y'^0.     Soll  also  eine  Punkt -Transformation 

jede  Gerade  wieder  in  eine  solche  überführen ,  so  muss  die  Gleiehnng  y\  = 
vermöge  y"=0  identisch  befriedigt  werden. 

Drückt  man  y\  durch  y\  y"  und  durch  die  ersten  und  zweiten  partieH« 
Ableitungen  von  <p  und  tf;  nach  x  und  y  aus,  so  führt  die  gesteLt; 
Forderung  auf  vier  partielle  Differentialgleichungen,  durch  deren  direcs 
Integration  Herr  Seh ef fers  in  der  That  darauf  geführt  wird,  dass  9  isc 
Hf  linear  gebrochene  Functionen  von  x  und  y  mit  demselben  Nenner  ne 
müssen. 

Die  linken  Seiten  jener  Gleichungen  bleiben  bei  Ausübung  einer  aL- 
gemeinen  projectiven  Transformation  bis  auf  Factoren  ungeftndert,  das  hesü 
sie  sind  „Differentialinvarianten"  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe,  jedoc: 
—  was  nicht  erwähnt  wird  —  in  dem  Sinne ,  dass  x  und  y  als  ucsb- 
hängige    Veränderliche   fungiren,    während  bei   den    sonst  im  Werke  tsc 
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kommenden  Differentialinyarianten  stets  y  als  die  anabhängige,  x  als  die 
abhängige  Veränderliche  anzusehen  ist. 

Eine  noch  verwickeltere  Analyse  erfordert  die  rechnerische  Yeri- 
fication  des  begrifflich  so  einfach  einzusehenden  Satzes,  dass  die  aus  einer 
projectiyen  infinitesimalen  Transformation  erzeugte  eingliedrige  Gruppe 
aas  lauter  projectiyen  Transformationen  besteht.  Für  die  neun  Coefficienten 
jener  Gruppe  wird  ein  System  yon  ebenso  yielen  linearen  homogenen 
Differentialgleichungen  aufgestellt,  deren  Lösungen  sie  sind. 

Auf  ein  ähnliches ,  nur  einfacheres  Ergebniss  wird  man  geführt, 
wenn  man  sich  yon  yomherein  auf  die  „allgemeine  lineare^  Gruppe  Q-^ 
beschränkt;  man  gelangt  nämlich  hier  zur  Aufgabe  der  Integration  eines 
„d'Alembert'schen^  Systems: 

dx  dy 

mit  oonstanten  Coefficienten. 

Bechnet  man  je  zwei  eingliedrige  „ lineare"  Gruppen  zu  demselben 
Typus,  wenn  sie  yermöge  einer  „linearen^  Transformation  in  einander 
überführbar  sind,  so  ergiebt  eine  Discussion,  dass  gerade  acht  solcher 
Typen  ezisüren.  * 

Es  ist  nun  instructiy  zu  sehen,  wie  die  d*Alembert*sche  Inte- 
grationsmethode des  obigen  Systems  (bei  Berücksichtigung  aller  Ausnahme- 
fälle) geradezu  äquiyalent  ist  mit  der  ZurückfÜhrung  jener  acht  eingliedrigen 
Gruppen  auf  einfache  canonische  Formen. 

Bei  Gelegenheit  der  wichtigen  Aufgabe,  die  endlichen  Gleichungen 
einer  beliebigen  r-gliedrigen  Grappe  bei  Eenntniss  ihrer  r  infinitesimalen 
Transformationen  und  deren  eingliedrigen  Gruppen  zu  construiren,  wird 
ein  yon  Lie  und  Maurer  zugleich  gefundenes  praktisches  Princip  in 
Anwendung  gebracht,  das  einfach  darin  besteht,  jene  r  eingliedrigen  Gruppen 
hintereinander  auszuüben. 

An  den  Beweis  des  Hauptsatzes,  dass  r  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  Ui^...Ur  dann  und  nur  dann  eine  r-gliedrige  Gruppe 
erzeugen,  wenn  sich  jeder^ Klammerausdruck  (UiUnc)  linear  aus  den  U  zu- 
sammensetzt, knüpft  sich  in  ungezwungener  Weise  die  wichtige  Theorie 
der  Differentialinyarianten  an,  das  sind  aus  x,  y,  y\  y\..  gebildete  Aus- 
drucke, die  der  Gruppe  gegenüber  absolut  invariant  sind. 

Alle  Differentiairnyarianten  der  Gruppe  sind  aus  zweien  ableitbar,  die 
als  LG8ui%en  eines  Systems  partieller  Differentialgleichungen  erscheinen. 

So  elegant  und  allgemein  diese  Methode  als  rein  theoretische  ist,  so 
ist  sie  doch  in  praxi  kaum  yerwendbar:  man  wird  da  yielmehr  yon  den 
endlichen  Gleichungen  der  Grappe  ausgehen. 

Bei  Aufstellung  der  yerschiedenen  T^pen  projectiyer  Gruppen  der 
Ebene  erweist  sich  die  Einführung  des  Dualitätsbegriffes  als  unumgänglich. 
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Hier  scheint  es  dem  Referenten,  als  ob  ein  zn  weit  getriebenes  Strebec 
nach  Allgemeinheit  eine  an  sich  einfache  Sache  schwierig  machen  kSone. 
Erst  wird  ein  {[riterium  dafür  aufgestellt,  dass  eine  CnrTenschaar  eise 
Qruppe  gestattet,  und  dieses  dann  auf  den  ganz  speciellen  Fall  angewandt, 
dass  die  oo'  Schaar  der  Geraden  in  der  Ebene  vermöge  einer  projectim 
Gruppe  in  sich  tibergeht. 

Als  Endergebniss  tritt  der  bekannte  elementare  Sats  auf,  dssi  dk 
Gesammtheit  aller  Projectivitäten  und  Dualitäten  wiederum  eine  Groppe 
constituirt. 

Wir  müssen  uns  beeilen ,  noch  Einiges  über  die  «Anwendangen'  dei 
dritten  Abschnittes  mitzutheilen. 

Für  den  Geometer  von  besonderem  Interesse  ist  die  Frage ,  wie  wa 
am  Einfachsten  theoretisch  entscheiden  kann,  ob  zwei  Gurven  oder  Flficbe 
congruent,  das  ist,  durch  Bewegung  in  einander  überführbar  oder  auch,  c: 
sie  vermöge  der  Gruppe  der  Bewegungen  mit  einander  äquivalent  sind. 

Es  ist  von  vornherein  klar,  dass  die  Aufgabe  nur  dann  eine  be&ir 
digende  Lösung  finden  wird,  wenn  sich  das  gemeinte  Kriterium  nur  sol^ 
mathematischer  Bildungen  bedient,  die  der  Bewegungsgruppe  gegen&be 
invariant  sind ,  und  das  werden  hier  nur  Differentialinvarianten  sein  köiuMi 

In  der  That^ergiebt  sich  für  ebene  Curven,  dass  sie  im  Aügemeaa 

congruent   sind,    wenn    die  Ableitung  —  des  Krümmungsradius   nach  dr 

Bogenlänge  bei  beiden  Curven  dieselbe  Function  von  r  ist;  bei  Baix 
curven  tritt  noch  die  Torsion  hinzu.  Aehnliches  gilt  ittr  Flächen,  w: 
übrigens  nur  die  Grundlagen  gegeben  werden. 

Das  Bemerkenswerthe  sind  aber  gerade  die  AuanahmefUle,  «c: 
nämlich  eine  der  Differentialinvarianten  ihre  Bedeutung  verliert,  das  heaac 
einen  constanten  Werth  annimmt. 

Beschränken  wir  uns  auf  die  Ebene,  so  kommt,  abgesehen  in»  c& 
tririalen  Fällen  der  Kreise  und  (allgemeinen)  Geraden,  nur  der  F^  cft 
.Minimalgeraden*'  ff  +  ix=^  const  in  Betracht 

Hier  tritt  die  merkwürdige  Erscheinung  ein,  dass  die  Geraden  jeci 
dieser  beiden  Schaaren  nur  unter  sich  congruent  sind,  dass  man  also  ai«::- 
schlechthin  sagen  darf,  dass  zwei  Gerade  stets  miteinander  congment  &s- 

Im  Baume  spielen  die  „Minimalcurven'  eine  ähnliche  Bolle.  Wcs: 
übrigens  im  Texte  behauptet  wird ,  dass  nicht  nur  die  Lösung  des  IProkks^ 
sondern  selbst  die  Formulirung  desselben  ganz  neu'  seien ,  so  dürfte  ^ 
wenigstens  hinsichtlich  der  ebenen  Curven  nicht  zutreffend  sein,4denn,  &* 
gesehen  von  den  Ausnahmefällen,  findet  man  das  oben  angegebene  Krit^«:-' 
in  etwas  anderer  Fassung  z.  B.  bei  Hoppe. 

Referent  möchte  ferner  noch  hinzufügen,  dass  er  durch  Prot  F.  Elb- 
auf dem  Chicagoer  Congress  1893  eine  Tafel  der  Differentialinwvr:^ 
allef  projectiven  Gruppen  der  Ebene  hat  vorlegen  lassen,  womit  das  Um^' 
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gewonnen  ist ,  nm  ein  analoges  Aeqoiyalenzkriieriam  f&r  alle  jene  Gruppen 
aafznstellen. 

Eine  fttr  die  Arithmetiker  interessante  Anwendung  findet  die  Gruppen- 
theorie auf  die  sogenannten  höheren  complexen  Zahlensysteme.  Es  handelt 
sich  um  die  Frage,  welche  Arten  yon  Mulüplication  bei  complexen  Zahlen 
Yon  der  Form  x  =  eiX^  +  e^x^  +  »- .  +  enXn  (wo  die  et  Einheiten,  die  Xt  ge- 
wöhnliche Zahlen  bedeuten)  noch  möglich  sind,  wenn  ausser  dem  distri- 
butiren  und  associativen  Gesetze  (nicht  aber  dem  commutativen)  nur  noch 
verlangt  wird,  dass  die  Division  ausführbar  ist. 

Wesentlich  als  Folge  des  associativen  Gesetzes  stellt  die  Muliiplication 
0ssxy  eine  erste  oder  eine  zweite  Gruppe  dar,  je  nachdem  man  die  Xt 
resp.  die  pi  als  die  ursprünglichen  Veränderlichen,  dabei  die  pi  resp.  die 
Xi  als  die  Parameter  und  beide  Mal  die  gi  als  die  neuen  Veränderlichen 
auffasst. 

Vermöge  ihrer  Bildungsweise  kommen  diesen  Gruppen  besonders  ein- 
fache Eigenschaften  zu. 

Auf  Grund  dieses  Ansatzes  Ittsst  sich  die  Aufgabe ,  für  einen  gegebenen 
Werth  von  n  alle  Typen  von  Zahlensystemen  zu  ermitteln,  auf  rein  gmppen- 
theoretische  Principien  zurfickfQhren  und  bis  incl.  n  »  5  ezplicite  ausrechnen« 

Ausser  einem  ausführlichen  Referat  über  die  älteren  Untersuchungen 
solcher  Zahlensysteme  wird  besonders  auf  die  neueren  Arbeiten  von  Study 
und  vom  Herausgeber  eingegangen;  die  nicht  unwichtige  Abhandlung  von 
Molien  ist  etwas  kurz  weggekommen. 

Als  eine  weitere  Anwendung  sei  noch  das  Kapitel  über  binäre  In- 
variantentheorie hervorgehoben:  wenn  auch  die  Ergebnisse  nicht  eigentlich 
neu  sind,  so  ist  es  doch  lehrreich  zu  sehen,  wie  sich  die  üblichen 
Operationen  in  diesem  Gebiete  in  die  Kategorien  der  Grnppentheorie  ein- 
reihen. 

Der  einschlägigen  Arbeiten  von  Study  (vergl.  besonders  seine  j^Temären 
Formen **)  wird  nicht  gedacht;  auch  der  historische  Bericht  des  Referenten 
von  1892  ist  einer  Erwähnung  nicht  für  würdig  erachtet  worden,  trotzdem 
daselbst  der  ganze  Stoff  —  durchaus  nicht  zur  Zufriedenheit  der  speci- 
fischen  Vertreter  der  Invarianten  -  Disciplin  —  nach  gruppentheoretischen 
Massnahmen  gegliedert  ist         W.  Franz  Mbyhr. 

£.  GoDRSAT.  Vorlesungen  über  die  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung.  Bearbeitet  von  C.  Bodrlet.  Autorisirte 
deutsche  Ausgabe  von  H.  Maser.    Mit  einem  Begleitwort  von  S.  Lie. 
Leipzig  1893.    B.  G.  Teubner.    VIIE  und  416  S. 
Da  den  im  Jahre  1891  erschienenen  Original -Vorlesungen  von  Goursat 

in   dieser  Zeitschrift  keine  Besprechung  zu  Theil  geworden  ist,  so  möge 

eine  solche  aus  Anlass  der  vorliegenden  deutschen  üebersetzung  nachgeholt 

-^^erden. 
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An  sich  zwar  scheint  dem  Referenten  eine  derartige  üebersetsnng  od 
so  weniger  ein  dringendes  Bedürfniss  zn  sein,  als  sich  gerade  das  firaniBeiachfi 
Idiom  zur  exacten  and  dabei  doch  eleganten  Darstellong  «^wkriger 
mathematischer  Entwickelangen  besonders  eignet:  man  möchte  ans  diesen 
Grande  eher  umgekehrt  wünschen ,  dass  manche  denteche  Lehrbfldier  ins 
Französische  übersetzt  würden. 

Doch  wollen  wir  hier  mit  dem  üebersetzer  nicht  weiter  rechtem«  inso- 
fern seine  Leistung  eine  gate  ist ,  und  er  den  anerkannton  Werth  d« 
Originals  durch  Anfügung  einer  Anzahl  instructiver  Aufgaben  und  deres 
Lösung  erhöht  hat. 

Das  Buch  verfolgt  hanpte&chlich  den  Zweck,  der  formellen  Int^iratii»»- 
theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  wie  sie  it 
neuerer  Zeit  durch  A.  Mayer  und  namentlich  durch  Lie  geschaffen  ist 
weiteren  Eingang  zu  verschaffen. 

In  der  That  bildet  das  Buch  eine  werthyoUe  Ergftnzung  zu  des 
zweiten  Bande  des  Li e-Enge loschen  Werkes  über  Transformation^gmppeB, 
insofern  die  partiellen  Differentialgleichungen  dort  nur  eine  secandfire  Bolk 
spielen  und  der  Leser  von  der  Anwendung  der  Berührungs-Tranaformationei 
auf  dieselben  keine  deuüiche  Vorstellung  erhält  (vergl.  diese  Zeitscfaiili 
Bd.  39  S.  95). 

Herr  Goursat  beginnt  mit  einer  functionentheoretischen  EinleitaBg. 
nämlich  mit  dem  vereinfachten  Kowalewskj'schen  Beweise  für  die  EzisteBi 
von  Integralen  eines  Systems  von  m  partiellen  Differentialgleichongen  f^ 
m  Functionen  von  n  Variabein;  unter  gewissen  Entwickelbarkeitebedinguuge 
für  die  Coefücienten  hat  in  der  That,  wie  schon  Cauchy  behauptet  hatte, 
ein  solches  System  in  der  Umgebung  gewisser  Anfangswerthe  ein  und  ns 
ein  System  von  Lösungen,  die  man  dann  weiterhin  dem  Prineip  der  ass- 
lytischen  Forteetzung  unterwerfen  kann. 

Den  0 Integralen^  dieses  „Ezistenzsatzes**  kommt  die  charakfteriatiseb 
Eigenschaft  zu,  dass  in  der  Nachbarschaft  eines  solchen  stete  nnendlk^ 
viele  Integrale  des  gegebenen  Gleichungssystems  existiren;  ausser  diese 
kann  es  aber  noch  sogenannte  „singulare^  Integrale  geben,  deren  MögUciikeit 
auf  verschiedene  Weisen  dargethan  wird. 

Die  Hauptaufgabe,  welche  die  partiellen  Differentialgleichangrai  hier 
darbieten,  besteht  in  der  Zurückführang  ihrer  Integration  auf  die  eiees 
Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen,  eine  Aufgabe,  welche  f^ 
die  Gleichungen  erster  Ordnung  völlig  gelöst  ist. 

Es  werden  zunächst  die  linearen  Gleichungen  in  Angriff  genommec 
Dieselben  werden  durch  den  Elammerprocess  beherrscht  Bekanntlich  re- 
steht  man,  wenn  zwei  lineare  homogene  partielle  Gleichungen  Xtf(/)='A 
Xk(f)'^0  vorliegen I  unter  dem  „Klammerausdruck^  {XiXk)  die  ebsD&l^ 
lineare  und  homogene  Bildung 

Xi{X,{f)\^X,{Xi(f)}. 
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Ein  System  7on  m  solcher  Gleichungen  Xi^sO  heisst  ein  ^yoUstttn- 
diges**,  wenn  jeder  der  Elammeran)Bdrttcke(Zi2jb)  eine  lineare  Function  der 
Xi  ist:  ist  ein  System  von  q<m  Qleiohungen  kein  vollstttndiges,  so  Iftsst 
es  sich  doch  durch  Aufnahme  neuer,  mittelst  Klammeroperation  zu  bilden- 
der Gleichungen  zu  einem  yoUstftndigen'  Systeme  ergänzen.  Man  darf  sich 
also  yon  vornherein  auf  letztere  beschränken. 

Die  Eigenschaft  der  Vollständigkeit  ist  eine  zweifach  invariante  —  ganz 
wie  bei  den  Combinanten  der  projectiven  Invariantentheorie  —  einmal  der 
Gruppe  aller  Transformationen  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  gegen- 
über, sodann  aber  auch  gegenüber  der  Gruppe  aller  linearen  Transfor- 
mationen der  X  (mit  CoefGcienten »  die  im  Allgemeinen  noch  von  den  x 
abhängen). 

Wegen  der  letzteren  Eigenschaft  darf  man  sich  ein  vollständiges  System 

von  m  Gleichungen  nach  m  der  Ableitungen  -^(«  =  1,  2,...m)  aufgelöst 

OXi 

und  hinterher  wieder  Alles  auf  die  linke  Seite  geschafft  denken;  in  dieser 
canonischen  Form  heisst  das  System  ein  „Jacobi'sches^  und  lässt  sich 
auch  dadurch  charakterisiren ,  dass  alle  (XiXk)  identisch  verschwinden« 

Für  ein  Jacobi'sches  System  —  und  damit  zugleich  für  jedes  voll- 
ständige System  —  von  m  Gleichungen  mit  tn  +  n  Veränderlichen  x  lässt 
sich  der  Hauptsatz  nachweisen,  dass  es  n  verschiedene  Integrale  <Pig>^...gfn 
besitzt. 

Um  dieselben  zu  finden,  hat  A.  Mayer  ein  besonders  einfaches  und 
zugleich  elegantes  Verfahren  eingeschlagen. 

Vermöge  einer  geeigneten  Transformation  der  tn  ersten  x  wird  die 
Aufsuchung  der  tp  zurückgeführt  auf  die  von  n  Integralen  einer  einzigen 
linearen  Gleichung,  und  diese  Aufgabe  reducirt  sich  wiederum  nach  be- 
kannter Methode  auf  die  Integration  von  n  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen der  Form: 

1)  dy^  =  ÄidXm^id  =  1,2..  .n), 

wo  die  Äi  (ausser  den  x)  noch  m  — 1  Grössen  y^...ym  bIs  Parameter  mit 
sich  führen.  Noch  mehr,  schon  die  Eenntniss  eines  ersten  Integrales  von 
1)  führt  zu  der  eines  ersten  Integrales  des  gegebenen  Systems. 

Nennt  man  eben  diese  Ermittelung  eines  ersten  Integrales  von 
n  Gleichungen  1)  —  und  damit  ist  bereits  der  Fundamental -Process  ge- 
wonnen, der  die  ganze  Theorie  durchzieht  —  eine  „Operation  von  der 
Ordnung  n'^,  so  hat  man  danach  successive  je  eine  Operation  der  Ord- 
aongen  n,  n  —  1 , ...  1  auszuführen ,  um  die  ursprüngliche  Aufgabe  zu 
erledigen. 

Die  eben  gestreifte  Beoiprocität  zwischen  der  Integration  einer  ein- 
zelnen linearen  partiellen  Gleichung  und  der  eines  gewissen  Systems 
jrewöhnlicher  Differentialgleichungen  kann  auf  ein  vollständiges  System  aus- 

Hiit..  Ui.  Abth.  d.  ZelUohr.  t  Math.  u.  Vhjt,  40.  Jahrg.  1895.  2.  Heft  6 
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gedehnt  werden,  nur  daes  dae  gewöhnliehe  System  die  Bediogang  erftBei 
mnss,  „vollstftndig  integrirhar*  m  aein,  das  ist,  dass  die  ABfiogi- 
werthe  sämmtlicher  Yariabeln  willkürlieh  angenommen  werden  dBifei. 
Ist  dann  f^  c  ein  Integral  dieses  Systems ,  so  ist  aneh  f  ein  Ini^gnl  da 
Yollstftndigen  Systems  and  umgekehrt. 

Nonmehr  wendet  sich  der  Verfasser  zu  beliebigen  partiellen  GleidiiuigeL 
erster  Ordnnng.  Nach  Lagrange  werden  drei  Kategorien  Ton  Intsgnla 
eingeführt,  das  ^Yollstftndige'',  das  y^allgemeine*,  und  das  jySin^^nllre*  n^ 
gezeigt  I  wie  zwischen  den  beiden  ersten  ein  wesentlicher  unterschied  mcht 
besteht 

Lagrange  gab  im  Falle  von  drei  Yariabeln  «,  y,  g  eine,  spilv 
von  Oharpit  veryoUkommnete  Methode  an,  um  eine  beliebige  partim 
Gleichung  erster  Ordnung  auf  eine  lineare  zurttckzuft&hren. 

Die  entsprechende  Erweiterung  auf  den  Fall  von  n  Yariabeln  gelaag 
erst  yiel  später  Jacob i,  dessen  Yerfahren  von  Mayer  vervollkommnet  wurde. 

Die  erste  allgemeine  und  zugleich  directe  Methode  zur  Integratic 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  war  aber  inswisäe 
von  Pf  äff  gegeben  worden. 

Indem  er  das  Problem  als  besondem  Fall  eines  allgeoKeineren  0- 
kannte  9  ftüirte  er  die  Lösung  des  letzteren  auf  die  vollst&ndige  IntegniiaE 
mehrerer  Systeme  von  simultanen  Differentialgleichungen  von  der  Ordniog 
1,  3,...2n-3,  2w-l  zurück. 

Unabhängig  davon  hat  bald  darauf  Gauchy  eine  weit  einfiMkeR 
Methode  angegeben,  die  mit  dem  ersten  der  Pf  äff 'sehen  Systeme  aDck 
auskommt. 

Mit  Hilfe  der  verallgemeinerten  KlammerausdrOcke  gelangte  Jacobi« 
wiederum  ohne  Gauchy  zu  kennen,  zu  einer  Integrationsmethode ,  die  ic 
Grunde  mit  der  Gauchy 'sehen  identisch  ist. 

Endlich  rtlhrt  von  Lie  eine  Methode  her^  die  gewissermassen  da 
Zusammenfassung  der  übrigen  ist,  die  aber  zugleich  vermöge  einer  natu* 
gemässen  Erweiterung  des  Intogralbegriffs  dahin  ausgedehnt  werden  kao, 
dass  sie  zugleich  alle  Ausnahmefälle  mit  umfasst. 

Bei  Gauchy  steht  der  Begriff  der  j^Gharakteristik^  im  Mittelpaabr 
des  Ganzen,  und  hieraus  ist  wiederum  die  Lie'sche  Theorie  erwachsen. 

um  hiervon  eine  Yorstellung  zu  geben,  beschränken  wir  uns  anf  dif. 
Yariable  x^  y^  a  und  benützen  geometrische  Bedeweise.     Sei 

dg  dg 

dann  heisse  „  Element  **  die  aus  einem  Punkte  (fl^,  y,  jp)  und  einer  dnti 
ihn  gehenden  Ebene  mit  den  Bicbtungsooefficienten  p,  q  gebildete  F^ 
Eine  partielle  Differentialgleichung  i^(a;;  y,  j?,  p,  g)  =  0  ordnet  de^ 
jedem  Elemente  von  JF  =  0  eine  bestimmte  Curve ,  eben  die  Charaktedsä 
zu,  die  dieses  Element  berührt. 
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Diese  Curven  hängen  7on  drei  willkürlichen  Parametern  ab,  das  ist, 
sie  bilden  einen  Curvencomplex ;  und  jede  Integralflflche  von  JP  =  0  wird 
dnrch  die  nach  einem  bestimmten  Gesetze  einander  assoeiirten  Curven 
dieses  Complezes  erzeugt 

Die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
und  die  Bestimmung  ihrer  Charakteristiken  sind  zwei  Squivalente  Probleme. 

Während  nun  Jacob i  und  Mayer  die  Integration  einer  (oder  mehrerer) 
partiellen  Differentialgleichung  auf  die  eines  nluTolutionssystems**  (die  Ver- 
allgemeinerung eines  Ja co hinsehen  Systems)  und  diese  wieder  auf  die 
eines  Jacob! 'sehen  Systems  zurückfuhren,  gelingt  Lie  mittelst  der 
Charakteristiken  der  Nachweis,  dass  die  Integration  eines  solchen  In- 
Yolutionssystems  zurückkommt  auf  die  einer  einzigen  linearen  partiellen 
Differentialgleichung  mit  einer  grösseren  Anzahl  Ton  Yariabeln. 

Die  bereits  angedeutete  Verallgemeinerung  von  Lie,  durch  welche  die 
ganze  Theorie  einen  gewissen  Abschlnss  erfahren  hat;  vollzieht  sich  auf 
Qrund  des  Begriffes  „Element". 

Als  „Integral"  einer  Gleichung  F{Xjy^  g^ p^  q)=^0  ist  danach  jedes 
doppelt  unendliche  System  von  Elementen  zu  verstehen;  welches  neben 
JP=0  der  Relation  djB  =  pdx  +  qdy  genügt.  Es  kommen  daher  nicht 
nur  Integralflftchen ;  wie  früher,  sondern  auch  Integralcurven  und  Integral- 
pnnkte  in  Betracht 

Da  andererseits  auch  (vergl.  das  bez.  Referat)  die  Lie 'sehe  Theorie 
der  Berührungs- Transformationen  aus  dem  Begriffe  des  Elementes  hervor- 
gegangen ist,  so  iKsst  sich  erwarten ,  dass  eben  die  Berührungs -Trans- 
formationen dazu  dienen  werden,  die  partiellen  Differentialgleichungen  auf 
einfache  canonische  Formen  zu  bringen. 

Dies  ist  in  der  That  der  Fall,  und  zwar  auf  Grund  des  fundamentalen 
Satzes,  dass  der  verallgemeinerte  Klammerausdruck  einer  Berührungs -Trans- 
formation gegenüber  invariant  bleibt,  und  zwar  auch  dann  noch ,  wenn  weder 
die  partiellen  Differentialgleichungen,  noch  die  angewandten  BertLhrungs- 
Transformationen  die  abhängige  Variable  enthalten. 

Referent  hat  geglaubt,  dass  diese  Skizzirung  einiger  Hauptmomente  dem 
Leser  mehr  nützt  als  eine  Kritik  im  Einzelnen,  die  sich  bei  der  Vortreff* 
liebkeit   des  Werkes  doch   nur  auf  unwesentlichere  Punkte  richten  könnte. 

Bei  der  knappen  Darstellung  ist  es  wohl  nicht  zu  verwundern,  wenn 
der  Leser  hier  und  da  nach  Abschluss  einer  Entwickelung  (z.  B.  S.  103) 
nicht  ohne  Weiteres  erkennt,  inwiefern  damit  die  ursprünglich  gestellte 
Aufgabe  gelöst  ist 

Eines  glaubt  Referent,  namentlich  im  Interesse  der  Physiker,  be- 
dauern zu  müssen,  dass  mit  einer  einzigen  Ausnahme  (S.  136  — 136)  jede 
Anwendung  der  vorgetragenen  Methoden  auf  die  partiellen  Differential- 
grleichungen  der  Mechanik  unterdrückt  worden  ist.       w.  Framz  Mbtbr. 
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Die   Haupt-   und   Brennpunkte   eines  Linsensystems.     Elementare  Dar- 
stellung der  durch  Möbius ,  (Jauss  und  Bessel  begrOndeten  Theorie. 
Von  C.  Nbum ANN.  Mit  Figuren  im  Text.  Zweite  Auflage.  Leipzig  189S. 
Verlag  von  B.  0.  Teubner.    42  8. 
Die  vorliegende  Auflage  besteht  aus  einem  Neudruck  des  im  Jahre  1866 
zum   ersten   Mal   erschienenen  Werkes;   nur  in  dem  Vorwort    sind  eiai^ 
historische  Irrthttmer   ausgemerzt  worden.    Nach  einer  kurzen  Einleitosg. 
welche  das  allgemeine,   der  Lösung  zu  unterziehende  Problem  behandelt, 
folgt  das  erste  Kapitel,   das  nur  dem  Durchgang  des  Lichtes   dnreh  eise 
einzige   brechende  Flttche    gewidmet   ist.     Nachdem    zu   dem  aufÜEdlenda 
Strahl  der  gebrochene  sammt  den  beiden  Brennpunkten  gefanden  ist,  wiri 
die  Construction   des   gebrochenen  Strahls   erläutert ,   woran  sieh  die  eon* 
jugirten  Punkte   und  Ebenen   anschliessen.    In  dem  zweiten  Kapitel,  das 
den  Durchgang  des  Lichtes  durch  beliebig  viele  brechende  FlSchen  verfolgv 
wird  man  mit  der  Wichtigkeit  der  Haupt-,  Brenn-  und  Knotenpunkte  vd 
deren  experimentellen  Bestimmung  vertraut  gemacht    Das  Werkchen  s(£ 
allen  angehenden  Optikern  aufs  Wftrmste  empfohlen  werden,  zmnal  aose: 
Trigonometrie  keine  höheren  Anforderungen  in  Bezug  auf  Mathematik  g^ 
stellt  werden«  '  B.  Nkbbl. 

Die  Brechung  des  Liohtes  einer  Ebene.     Wissenschaftliche  Beilage  nx 

siebenten  Jahresbericht  über   die  Margarethenschule   zu  Berlin  vx 

Hbbmann  Hahn.    Berlin  1893.    B.  Oärtner's  Verlagebachhandlci 

(Hermann  Heyfelder).    10  S. 

Der  wesentliche  Inhalt  der  kleinen  Schrift  giebt  einen  Vortrag  wieds 

welchen  der  Verfasser  schon  im  Januar  1 889  in  dem  Verein  zur  Fördern« 

des  physikalischen  Unterrichts   in  Berlin  gehalten  hat.     Die  Brechung  ca 

Lichtes  in  einer  Ebene  wird  auf  rein  geometrische  Weise,  die  mit  der  sc- 

genannten  neueren  Geometrie  verwandt  ist,   darchgeführt  im  Gegensatx  c 

den  analytischen  Methoden.        B^  1^, 


Das  Hivelliren.  Von  Franz  Lorber.  Mit  97  in  den  Text  gedmd» 
Figuren.  Zugleich  nennte  neu  bearbeitete  Auflage  der  iheoretid^ 
und  praktischen  Anleitung  zum  NiveÜiren  von  S.  Stampfer.  WienlS9i 
Verlag  von  Carl  Oerold's  Sohn.    608  S.    Preis:  gebunden  15  Mk 

Die  vorliegende  Auflage  weist  gegenüber  den  froheren  weaentlicb 
Erweiterungen  besw.  Umarbeitungen  auf.  Eingeschaltet  sind  die  drei  A^ 
schnitte,  welche  sich  auf  die  Genauigkeit  und  Ausgleichung  der  liivtttf- 
ments,  auf  das  Prftoisions- Nivellement  in  der  österreiohiach  -  wngiirisrte 
Monarchie  und  auf  den  Einfloss  der  Aenderungen  der  Schwere  anf  VinSf 
ments  beziehen.  Eine  Vermehrung  wurde  dem  Abschnitt  über  die  opIiaBhü 
Bestand theile   der   Nivellir- Listrumente  zu   Theil,    an    welcher   Frtdests 
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Dr.  Eo bald  einen  hervorragenden  Antheil  bat.  Die  Darstellnng  ist  so 
eingebend I  dass  Jeder,  der  mit  der  Geometrie  bekannt  ist,  das  Bnoh  mit 
Leichtigkeit  lesen  kann;  dazu  kommen  noch  die  vielen  praktischen  Winkd 
und  die  Tabellen  und  Formeln  im  Anhang,  so  dass  der  junge  Geometer 
in  diesem  Werke  einein  treuen  Berather  findet.  Die  Verlagsbuchhandlung 
hat  sich  ein  grosses  Verdienst  erworben,  indem  sie  für  einen  sehr  schönen 
Druck  und  fQr  gute  Figuren  besorgt  war.  B.  Nebel. 

A  Treatise  on  the  Kinetic  Theory  of  Gases  by  Henkt  William  Watson. 
Second  Edition.  Oxford  1893.  At  the  Clarendon  Press.  87  p. 
Der  umfang  dieser  zweiten  Auflage  ist  derselbe,  wie  der  der  ersten, 
wohl  aber  ist  ein  besonderer  Werth  auf  die  Behandlung  des  Stoffes  gelegt 
worden ,  damit  der  Anfänger  von  dem  Vorgetragenen  vollständig  überzeugt 
ist  Im  Wesentlichen  folgt  der  Verfasser  den  Methoden  Boltzmann's 
mit  gewissen  Einschränkungen,  so  namentlich  bezüglich  des  Begriffes  des 
Molecul.  Wir  theilen  den  Wunsch  des  Verfassers,  dass  durch  die  ein- 
heitliche, leichtfassliche  Darstellung. der  grundlegenden  Untersuchungen  auf 
dem  Gebiete  der  kinetischen  Gastheorie  neue  jugendliche  Arbeitskräfte  fQr 
den  Weiterbau  dieses  Zweiges  der  mathematischen  Physik  gewonnen  werden 
möchten.  B.  Nebel. 

An  elementary  treatise  on  tbeoretioal  meohanios  by  Alezanobb  Ziwbt. 

Part  I:  Kinematics  —  181  p.;  Part  II:  lutroduction  to  dynamics; 

statics  —  183  p.  New -York  1893.  Macmillian  and  Co.  and  London. 
Nach  des  Verfassers  ürtheil  bestehe  unter  den  zahllosen  Werken  der 
theoretischen  Mechanik,  die  in  Deutschland,  Frankreich  und  England  vor- 
handen sind,  keines,  welches  den  amerikanischen  Studienverhältnissen  an- 
gepasst  sei,  wo  das  Studium  der  Mechanik  erst  aufgenommen  wird,  nach- 
dem der  Stüdirende  sich  die  Elemente  der  höheren  Mathematik  angeeignet 
hat.  Das  ganze  Werk  soll  drei  Bände  von  nahezu  gleicher  Stärke  um- 
fassen, wovon  die  beiden  ersten  erschienen  sind.  Der  erste  Band  umfasst 
die  Kinematik,  während  der  zweite  zunächst  die  Einführung  in  die  Dynamik 
im  Allgemeinen  zum  Gegenstand  hat  und  sodann  die  Statik  behandelt. 
Der  dritte  Band,  welcher  im  Laufe  des  Jahres  1894  erscheinen  soll,  sei  der 
Kinematik  gewidmet.  Obwohl  das  Werk  in  erster  Linie  als  eine  Einführung 
in  die  theoretische  Mechanik  als  solche  anzusehen  ist ,  so  war  der  Verfasser 
doch  bestrebt,  den  Bedürfnissen  der  künftigen  Ingenieure  Rechnung  zu 
tragen,  indem  er  die  allgemeinen  Theorien  durch  besondere  Probleme  und 
Beispiele  nutzbar  verwendet  hat,  mit  deren  Losung  sich  der  Stüdirende 
befassen  soll.  Um  die  vorgesetzten  Grenzen  nicht  zu  überschreiten,  hat 
der  Verfasser  auf  die  schwierigeren  Gebiete  der  Mechanik  von  vornherein 
verzichtet,  hat  aber  doch  eine  Reihe  von  Kapiteln  aufgenommen,  die  bei 
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dem  ersten  Studium  überschlagen  werden  können«  Im  Anhang  finden  sich 
die  Lösungen  der  im  Text  eingestreuten  Aufgaben.  Das  erste  Kaptd 
beschftfügt  sich  mit  der  Oeometrie  der  Bewegung,  während  erst  in  des 
überwiegend  grösseren  zweiten  Kapitel  die  eigentliche  Kinematik  snr  Geltosi 
kommt,  also  diejenigen  geometrischen  Bewegungsersoheinungen ,  bei  wdebeE 
durch  die  Einführung  der  Zeit  die  Geschwindigkeit  und  die  Beschleunigoig 
auftreten.  Während  in  Deutschland  die  Mechanik  gewöhnlich  in  Statik  nad 
Dynamik  eingetheilt  wird^  bezeichnet  der  Verfasser  die  Lehre  von  da 
Kräften  mit  Dynamik  und  theilt  diese  in  Statik  und  Kinetik  ein.  £2 
Hauptgewicht  legt  der  Verfasser  auf  die  geometrischen  Methoden  lud 
graphischen  Constructionen,  weil  dieselben  für  diesen  Gegenstand  am  besta 
geeignet  sind.  B^  Nebel. 
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A  treatise  on  the  mathematioal  theory  of  elastioity.  By  A.  E.  H.  Loye. 
Volume  II.  Cambridge:  At  tbe  university  press.  1893.  327  Seiten. 
Durch  eine  geschichtliche  Einleitong  wird  nicht  nur  diejenige  des 
ersten  Bandes  wieder  aufgenommen  und  fortgesetit^  sondern  wir  bemerken 
auch  mit  Vergnügen  darin,  dass  der  Autor  die  deutsche  Literatur  durch- 
aus kennt  und  wtbrdigt,  eine  Eigenschaft,  die  man  bisher  vielfach  bei 
den  Engländern  yermisste.  —  Der  Inhalt  dieses  zweiten  Bandes  erstreckt 
sich  im  Wesentlichen  auf  die  Untersuchungen  solcher  Körper,  bei  denen 
eine  Dimension  sehr  klein  ist  im  Verhältniss  zu  den  anderen,  wie  z.  B. 
dünne  St&be,  dünne  Platten,  dünne  Glocken  n.  s.  w.  Im  üebrigen  sei 
auf  die  Besprechung  des  ersten  Bandes  verwiesen,  dem  der  zweite  in 
Nichts  nachsteht.  B^  Nebel. 

A  history  of  the  fheorie  of  elastioity  and  of  the  strength  of  materials 
from  Galilei  to  the  present  time.     By  the  late  Isaac  Todhunter. 
Edited   and   completed  for  the  syndics  of  the  university  press  by 
Karl  Pearson.    Volume  IL    Saint -Venant  to  Lord  Kelvin.    Part.  I. 
762  Seiten.     Part.  IL     546  Seiten  nebst  12  Seiten  Ergänzungen 
des  1.  Bandes.     Cambridge:  As  tbe  university  press.     1893. 
Sieben  Jahre  sind  seit  dem  Erscheinen  des  ersten  Bandes  verflossen, 
dem   nunmehr   der  zweite  Band  in  Oestalt  zweier  stattlicher  Theile  folgt. 
Dass   eine   solche  Pause  aussergewOhnlich  lang  ist^   fühlte  auch  der  Ver- 
fasser; denn  in  seinem  Vorwort  sacht  er  sich  zu  entschuldigen.    Nur  der 
Fachmann  allein  weiss  es  völlig  zu  würdigen,  welcher  Bienenfleiss  bei  der 
Herausgabe    eines    solchen   Werkes    nöthig   ist   und   welche    Eneigie   ein 
Mann   an  den  Tag  legen  muss,  wenn  er  neben  seinem  anstrengenden  Be- 
rufe als  Lehrer  sich  einer  solchen  Aufgabe  unterzieht.    Dazu  kommt,  dass 
gerade   die   Zeit  von   1850 — 1860  für  die  Theorie   der  Elasticit&t  ganz 
besonders  fruchtbringend  war;  femer,   dass  entgegen  dem  ursprünglichen 
Plan   von  Todhunter   neben  der  rein  mathematischen  Seite  der  Theorie 
auch  die  physikalischen  und  technischen  Berührungspunkte  mit  der  Theorie 
eingehend  beiücksichtigt  worden  sind.    Mit  dem  Verfasser  freuen  wir  uns 
über    die  Vollendung   des  Werkes;    denn  es   ist   für  das  Weiterarbeiten 
absolut    noth wendig,    dass    die    sehr    oft    zusammenhanglosen   und   weit- 

Kist.  Ui.  Abth.  d.  ZeiUchr.  f.  Math.  u.  Phyi.  40.  Jahrg.  1895.  8.  Heft  7 
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zerstreuten  Arbeiten  von  Zeit  za  Zeit  zu  einem  Ganzen  vereinigt  weid«. 
Das  erste  Kapitel  des  zweiten  Bandes  ist  den  Untersuchungen  Saint- 
Venant's  gewidmet,  auf  die  die  kleineren  Untersuchungen  Beiner  Zeh* 
genossen  folgen.  Der  zweite  Theil  des  zweiten  Bandes  beginnt  mit  da 
Arbeiten  von  Franz  Neumann,  Eirohhoff  und  Clebsch,  wftfaiend  die 
beiden  noch  folgenden  Kapitel  Boussinesq  und  Bir  Wüliam  Thomsoi 
(Lord  Kelvin)  zufallen.  Ein  sorgfUtig  aufgestelltes,  alphabetisch  geord- 
netes Inhaltsverzeichniss  gestattet,  in  kürzester  Zeit  das  Gewtlnschie  ki 
der  reichen  Fülle  herauszufinden,  was  für  den  Fachmann  von  unselilth 
barem  Werth  ist  B.  Nebel. 

Die  Lehre  von  der  Blektrioität    Von  Oustay  Wibdemann.     Zweite  um- 
gearbeitete und  Tcrmehrte  Auflage.     Zugleich  als  yierte  Aufh^ 
der  Lehre  vom  Qalyanismus  und  Eiektromagnetbmus.    Erster  Bsai 
Mit  298  Holzschnitten  und   zwei  Tafeln.     Brannsehweig.     Yobf 
von  Friedrich  Vieweg  &  Sohn.    1893.    1023  Seiten.    Preis  26  MI 
Seit    dem   Erscheinen    des    ersten    Bandes    der    ersten    Auflage  in 
Jahre   1882    hat   die   Lehre   Ton   der   ElektricitSt   ganz   gewaltige   Fort 
schritte  zu  verzeichnen,  die  bis  zum  Fundament  des  riesigen  Baues  reicbat 
Fallen  doch  in  diese  Periode  die  grossartigen  experimentellen  Entdecknogct 
von   Herz.     Da   das   Werk   den   umfang   von   fünf  Bftnden   nicht   übe* 
schreiten  soll,   so  galt  es  schon  bei  dem  ersten  Band,  alles  UeberfiQü^ 
auszuscheiden  oder  in  Fussnoten  unterzabringen;  auch  die  Grappimng  de 
Inhaltes  ist  eine  etwas  andere  geworden.    Aus  dem  früheren  zweiten  Bie: 
sind  die  Elektrisir-  und  Influenzmaschinen  noch  in  den  jetzigen  ersten  ai^* 
genommen  worden.    Die  Literatur  wurde  bis  zum  Ende  des  Jahres  IS92, 
fortgeführt  und  soll  am  Schluss  des  Werkes  noch  durch  NaohtrSge  eigiaä 
werden.     Nach  des  Verfassers  Angabe  soll  das  Manuskript  grOssten  TheLs 
druckbereit  sein,  so  dass  wir  hoffen  dürfen,  in  nicht  zu  femer  Zeit  &9» 
für  den  Forscher  unentbehrliche  Handbuch   der  Elektricitfttslehre   la  i£ 
die   Gegenwart   yeryollständigt  zu  sehen.     Dass  die   Süssere   Ausstatt« 
allen  Anforderungen   entspricht,   dafür   bürgt  schon   der  Name  Friedrich 
Vieweg  &  Sohn. B, 


Vorlesungen  über  MaxwelFs  Theorie  der  Blektricität  nnd  des  LidilM 

Von  Ludwig  Boltzmann.  U.  Theil.  Verh&ltniss  zur  FemwirkoEfi' 
theorie,  speoielle  F&Ue  der  Elektrostatik,  stationSren  SMasor 
und  Induction.  Mit  Figuren  im  Text  und  zwei  Tabellen.  Leipce 
Verlag  Yon  Johann  Ambrosius  Barth  (Arthur  Meiner).  l^ 
166  Seiten  Preis  5  Mk. 
Mit  Freuden  sei  dieser  zweite  Theil  der  Vorlesungen  Boltsmasi« 
über  MaxwelTs  Theorie  der  Elektricität  und  des  Lichtes  begrflsst,  üsg« 
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ne  doch  wesenüioh  zur  rascheren  Verbreitung  und  zam  leichteren  Yer- 
stSndnifls  der  Mazweirschen  Abhandlangen  bei.  Durch  Beibehaltnng 
der  Mazweirschen  Buchstaben  zeigt  sich  schon  äusserlich  des  Verfassers 
Bestreben,  die  fELr  die  Weiterforschnng  unumgänglich  nothwendigen  Lehren 
Maxwell's  so  rasch  wie  möglich,  dem  Leser  in  Fleisch  und  Blut  über- 
zuführen. Auch  hier  ist,  wie  im  ersten  Theil,  der  Inhalt  in  14  Vor- 
lesungen eingekleidet,  in  denen  den  alten  Vorstellungen  ihr  Platz  in  der 
Mazweirschen  Theorie  angewiesen  wird.  Mögen  diesem  zweiten  Theil 
noch  weitere  folgen!  Der  Verleger  sei  auf  den  Druckfehler  seines  Vor- 
namens auf  dem  Titelblatt  aufmerksam  gemacht.  B.  Nebbl. 


Die  optische  Indicatriz.     Eine  geometrische  Darstellnng  der  Lichtbeweg- 
ung in  Krystallen  von  L.  Fletscher.    üebersetzt  von  H.  Ambbokn 
und   W.  König.     Leipzig  1893.     Verlag   von   Johann   Ambrosius 
Barth  (Arthur  Meiner).     69  Seiten.     Preis  3  Mk. 
Die  Uebersetzer  haben  geglaubt,  nur  den  Theil  des  Werkes  des  Ver- 
fassers, der  gerade  im  deutschen  Leserkreise  Interesse  zu  erwecken  ver- 
mag, ins  Deutsche  zu  übertragen;  er  besteht  aus  dem  zweiten  und  vierten 
Kapitel   des  Originals.     Es   handelt  sich   hier  um   das  als  Lidicatriz  be- 
zeichnete Hilfsellipsoid,  Aejn  dreiachsigen  gegenüber  dem  Botationsellipsoid, 
aus  welchem  ersteren  unter  ausschliesslicher  Anwendung  dieser  Hilfsfiäche 
alle    Sfitze   über   Strahlen  und  Wellenebenen  und   ihre   gegenseitigen   Be- 
ziehungen in  zweiachsigen  Krjstallen  abgeleitet  werden.    Es  ist  dies  gerade 
für    den   Anfänger    von    grosser  Wichtigkeit;    denn    bei    der   Benutzung 
mehrerer  Hilfsflächen   ist   eine  Verwirrung   in   den   meisten  Fällen   nicht 
zu   vermeiden.     Die   einfache   Darstellung   wird  ganz  besonders  znr   Ver- 
breitung in  Deutscbland  beitragen.  B.  Nebel. 

Anleitung  zur  Krystallberechnung.    Von  Benno  Hecht.    Mit  einer  Figuren- 
tafel und  ftlnf  auf  Pauspapier  gedruckten  Hilftprojectionen.    Leipzig 
1893.      Verlag    von    Johann   Ambrosius   Barth   (Arthur   Meiner). 
76  Seiten.     Preis  3  Mk. 
Mit  Hilfe  der  Determinanten,   einiger  goniometriscber  und  krystallo- 
graphischer   Hilfssätze    nebst    der    stereographischen    bezw.    Parallel -Pro- 
jection  ist  der  Verfasser  im  Stande,  jede  Krjstallberecbnung  auszuführen. 
Au    einer  Beihe   von  Beispielen   wird   die  Fruchtbarkeit  der  Methode  aus- 
einander gesetzt     Die  mathematischen   Hilfsmittel  sind  an  die  Spitze  ge- 
stellt  und   dürften   einem   Qymnasialabiturienten  keinerlei  Schwierigkeiten 
raachen.  B.  Nebel. 

Gmndbegriffo  der  Meteorologie    fbr   höhere  Sehulen  und  sum  Seibit- 
unterrioht.    Zusammengestellt  von  E.  Wilk.    Zweite  Auflage.    Mit 
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fünf  Karten  und   acht  in  den  Text  gedrockten  Figorea.  Leipcg. 

Verlag  von  Jul.  Bftdeker.  1892.  58  Seiten.  PreiB  1  ML 
Das  Bflohelchen,  dessen  zweite  Auflage  eine  etwas  andere  Gn^piraBf 
des  Stoffes  aufweist,  hat  seine  Entstehung  localen  TJnterrichtBYOisdiiifta 
zu  yerdanken.  Statt  einer  Sammlung  empirischer  Regeln  finden  wir  des 
ganzen  Inhalt  im  Zusammenhang  dargestellt  als  nothwendige  Polgomg 
der  Bestrahlung  der  Erde  durch  die  Sonne  mit  Zuhilfenahme  der  phjs 
kaiischen  unterschiede  zwischen  Erde  und  Wasser  und  der  der  Erde  «ig» 
thümlichen  Gestalt,  so  dass  der  Schtiler  von  der  Meteorologie  den& 
druck  einer  Wissenschaft  erhSlt.  Mit  dem  YerfisMser  bedauern  wirtu^ 
Lebhafteste,  dass  die  Karten  bei  ihrer  Kleinheit  nicht  in  Farben  endue«: 
sind,  was  bei  einer  Neuauflage  sehr  zu  berücksichtigen  wftre.  Auch  ^ 
Laien,  der  sich  etwas  über  die  WitterungsverhÜtnisse  auf  miserer  £r& 
in  Kürze  orientiren  will,  sei  dieses  Büchlein  empfohlen.  B.  Nkbsl 


Kleinere  Schriften  und  Briefe  von  Eobert  Mayer.  Nebst  Ifittheüim^ 
aus  seinem  Leben.  Herausgegeben  von  Jakob  J.  Wetbaugh.  i' 
zwei  AbbilduogeD.  Stuttgart  1893.  Verlag  der  J.  G.  Cotta's^e: 
Buchhandlung  Nachfolger.     503  Seiten.     Preis  10  Mk. 

Der  Herausgeber,  welcher  auch  die  dritte  Auflage  Ton  Bobi*: 
Majer's  Mechanik  der  Wärme  besorgt  hat,  war  bestrebt,  in  diesem  Weit: 
nicht  nur  die  kleineren,  in  Zeitschrifben  zerstreuten  Aufsätze  Majer' 
zQsammenzustellen,  sondern  auch  Majer's  Correspondenz  und  Me8,  «t 
sich  auf  sein  Leben  bezieht^  mit  grosser  Sorgfalt  zu  sammeb,  ^ 
der  Nachwelt  ein  möglichst  getreues  Bild  des  genialen  Entdecken  ^ 
mechanischen  Wärmeäquivalentes  überliefert  werde.  Dies  ist  im  -^ 
wichtiger,  weil  anzüglich  die  Fachgelehrten  aus  Mangel  an  VeisÜB^ 
Majer  derart  zusetzten,  dass  seine  Kraft  diesem  Hohn  (rergL  Sejflc* 
nicht  gewachsen  war,  und  weil  unmittelbar  darauf  ein  heftiger  Friont^ 
streit  drohte,  ihm  die  Früchte  seiner  Arbeit  und  der  damit  yerbiota^ 
Kämpfe  zu  entreissen.  Durch  das  muthige  und  thatkräftige  Eintretea  -^• 
grossen  englischen  Gelehrten  John  Tjndall  war  es  Majer  yergOnst,  ^ 
ihm  unstreitig  gebühreDde  Anerkennung  erleben  zu  dürfen.  Mit  grosse 
Bedauern  erfüllt  es  uns,  dass  es  in  Folge  der  schweren  Erknn^ 
Tjndall's  nicht  gelungen  ist,  diesen  ebenso  wichtigen,  als  interesai^  j 
Theil  des  Briefwechsels  yoUständig  wiederzugeben.  Aus  dem  Eifer,  ^ 
welchem  der  Herausgeber  dieses  grosse  Sammelwerk  durchgefolut  ^ 
durch  entsprechende  Vorbemerkungen  zu  einem  ganzen  yereinigt  hat,  d^ 
wir  schliessen  und  hoffen,  dass  er  nicht  nachlassen  wird,  diesen  Theil  bp^^ 
zu  ergänzen.  Der  Vollständigkeit  wegen  wurde  auch  der  schon  in  J*^ 
1889   von  Prof.  Prejer   herausgegebene  Briefwechsel   zwischen  V»!'' 
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nnd  Griesinger  nach  den  Originalen  hier  wieder  aufgenommen.  Durch 
die  Einsicht  in  die  feinftlhligen  Familienbriefe,  durch  das  Bildniss  Mayer's 
und  durch  die  Abbildong  seines  Wohnhauses  wird  dem  Leser  die  Per- 
sönlichkeit des  grossen  Bchwabenforschers  aufs  Lebhafteste  yor  Augen  ge- 
führt^ für  den  schon  zu  Lebsseiten  auch  seine  engeren  Landsleute  tbeil- 
weise  eingetreten  sind  (erinnert  sei  an  das  mannhafte  Auftreten  Biegmund 
Schott's  in  der  württembergischen  Kammer),  so  dass  hier  nicht  ganz 
zatrifit  das  etwas  harte  Wort  eines  schwäbischen  Dichters: 

Es  wurde  stets  in  Schwaben 

Für  einen  Dichter  was  getban. 

Sowie  man  ihn  begraben.  B.  Nebel. 


Die  Aequivalenz  der  Naturkräfte  und  das  Energiegesetz  als  Weltgesetz. 

Von  Dr.  Hermakk  Scheffler.    Leipzig  1893.   Verlag  von  Friedrich 

Förster.  585  Seiten.  Preis  9  Mk. 
Wer  den  Nachruf  liest,  mit  welchem  de/  Verfasser  dieses  Buch  dem 
Andenken  seiner  früh  verklärten  Tochter  widmet,  der  wird  aus  innerster 
Seele  mitempfinden,  wie  schwer  das  Schicksal  den  Verfasser  getroffen  hat, 
nnd  wie  sehr  dadurch  das  harmonische ,  häusliche  Lebensglück  desselben 
gestört  worden  ist.  Es  würde  zu  weit  führen,  wenn  hier  auch  nur  annähernd 
auf  den  reichen  Lihalt  dieses  rein  philosophischen  Werkes  eingegangen 
werden  soll;  der  Leser  muss  somit  auf  das  Original  verwiesen  werden. 
Die  Vorrede  beschäftigt  sich  dagegen  in  ihrem  ersten  Theil  mit  dem  auf 
Farad ay's  Anschauungen  aufgebauten  Werke  MaxwelPs  über  Elektricität 
und  Magnetismus,  das  dem  Verfasser  erst  nach  Beendigong  des  vorliegen- 
ien  Werkes  in  die  Hände  gelangt  ist  und  deshalb  nicht  mehr  in  dem- 
selben verarbeitet  werden  konnte.  Auf  Qrund  angefahrter  Schriften  nimmt 
1er  Verfasser  die  Priorität  für  sich  in  Anspruch,  den  Aether  als  das  ver- 
nittelnde  Medium  hingestellt  su  haben.  Wir  haben  die  feste  üeberzeugong, 
lass  sich  solche  Ansprüche  auch  noch  bei  früheren  Autoren  auffinden 
assen,  wofern  wir  nur  recht  emsig  suchen,  dass  demnach  die  Priorität 
lOch  älteren  Datums  ist.  Damit  ist  es  aber  nicht  gethan,  es  kommt  viel- 
nehr  darauf  an,  aufzufinden,  in  welcher  Weise  eine  solche  Vermittelang 
tattfindet.  Für  die  Physik  war  es  daher  ein  fdndamentaler  Schritt,  als 
lie  Existenz  elektrischer  Wellen  auf  experimentellem  Wege  erhärtet  wurde. 
Vie  Viele  haben  früher  vereinzelt  und  erst  in  neuerer  Zeit  in  grösserer 
jahl  ausgesprochen,  dass  die  Gravitation  auf  eine  ähnliche  Wellenbewegnng 
orückzaf&hren  sei!  Wohl  mag  durch  solche  Aussprüche  die  Philosophie 
efördert  werden,  die  praktische  Physik  dagegen  ist  durch  solche,  wenn 
uch  vielleicht  berechtigte  Behauptungen,  die  aber  des  experimentellen 
(eweises  noch  ermangeln,  um  keinen  Schritt  weiter  gekommen.  Die  Phy-* 
tker    werden   daher   erst  Denjenigen,   welcher   dereinst  das  Bäthsel   der 
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GraTitation  anf  experimentellem  Wege  Ust,  zn  ihren  grdssien  Steoei 
reclmen^  zu  denen  sie  nunmehr  auch  den  Entdecker  der  elektrischen  Welk 
zählen.  Die  Femwirknng  von  Theilchen  za  Theilchen  wird  andi  heute 
im  Allgemeinen  nicht  geleugnet,  wobl  aber  die  nnvermittelte  Feniwiikag 
von  einem  Theilchen  fu  einem  in  endlicher  Entfemong  befindlicheD,  dhae 
dase  die  daiwischen  gelegenen  Theilchen  in  Mitleidenschaft  gezogen  werte. 

B.    KSBEL 

Vorlesungen  über  Zahlentheorie  von  P.  0.  Lejenne  Dirichlel  Henii^ 
gegeben  nnd  mit  Zos&tzen  yersehen  von  B.  Dedekind.  Yierte  m:' 
gearbeitete  nnd  yermehrte  Auflage.  Bn^unschweig.  F.  ^eweg  mi 
Sohn.     1894    VIII  und  657  Seiten. 

Ein  so  anerkanntes  Lehrbuch,  wie  das  vorliegende,  Ton  Neoee 
rühmen  zu  wollen^  scheint  dem  Beferenten  überflüssig  zu  sein. 

Es  kann  sich  nur  darum  handeln,  die  Fortschritte  hervorenhebo, 
welche  die  neue  Auflage  des  Werkes  der  vorangegangenen  gegenüber  tsf 
weist.  Beferent  kann  sich  hierbei  wohl  um  so  kürzer  fassen,  als  er  i: 
den  ^^Göttinger  Anzeigen'^  die  fraglichen  Verftnderongen  auf  das  Eingehente 
analjsuii  hat. 

Eine  wesentliche  Umgestaltung  hat  nur  das  letzte  Supplement  ,,üabs 
die  Theorie  der  ganzen  algebraischen  Zahlen^'  erfahren;  es  brancht  vd. 
kaum  erw&hnt  zu  werden,  dass  der  Inhalt  dieses  Supplementes  berots 
in  der  dritten  Auflage  die  eigenste  SchOpfang  des  Herausgebera  war. 

Das  Ziel  dieser  Untersuchungen  ist  folgendes.  Schon  Gauss  bat.' 
erkannt,  wie  die  ,, ganzen  complexen  Zahlen^'  x  +  iy^  wo  x^  f  aJle  gas 
rationalen  Werthe  durchlaufen,  eine  Theorie  zulassen,  die  der  gew^ 
liehen  rationalen  Zahlentheorie  in  allen  wesentlichen  Zügen  parallel  liar 
Der  Grond  dafür  ist  wesentlich  der,  dass  auch  für  die  ganzen  compkxc 
Zahlen  ein  Algorithmus  zur  Aufsuchung  des  grOssten  gemeinsehafüicw: 
Theilers  existirt,  der  von  dem  Euklidischen  Algorithmus  nur  darin  «> 
weicht,  dass  die  „Grösse ^'  einer  ganzen  Zahl  x  +  iy  durch  deren  »Nocx* 
x^+y^  gemessen  wird. 

Man  konnte  nun  versucht  sein,  die  Theilbarkeitsgesetze  der  gastfc. 
rationalen  wie  complexen  Zahlen,  auf  die  Gesammtheit  aller  „guo:^ 
algebraischen '^  Zahlen  &  auszudehnen,  das  heisst  solcher,  die  Bm- 
Gleichung  von  der  Form: 

1)        ^»+ai^-»  +  a,0— «  +  ..+a«-i^  +  a«  =  /*(^)-0 

mit  ganzrationalen  Coefßcienten  a  genügen. 

Eine  solche  „ganze''  Zahl,  wie  sie  kurzw^  genannt  wird,  ^^- 
„theilbar''  durch  eine  zweite  heissen,  wenn  der  Quotient  wiederam  «^ 
ganze  Zahl  ist.  Sind  zwei  ganze  Zahlen  gegenseitig  durch  einander  theJhir 
oder  „assocürt'',   so  ist  ihr  Quotient  eine„Einheit'',   das  ist  räas  2s^ 
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welche  einer  Gleichung  (1)  mit  dem  letzten  Coefficienten  + 1  oder  —  1 
genügt  und  nmgekehrt 

Lassen  sich  nun  auch  manche  Analogien  mit  der  gewöhnlichen  Theil- 
barkeitetheorie  aufstellen,  so  tritt  doch  sehr  bald  eine  wesentliche  Yer- 
flchiedenheit  ein;  wfthrend  nftmlich  eine  ganzrationale  Zahl  nnr  auf  eine 
einzige  Weise  in  Factoren  zerlegbar  ist,  findet  jetzt  eine  unbeschrSnkte 
Zerlegbarkeit  statt. 

Der  innere  Orand  daftlr  ist  bald  zn  erkennen.  Eine  Primzahl  jp  im 
rationalen  Zahlengebiete  besitzt  sowohl  die  Eigenschaft,  nur  darch  sich 
selbst  nnd  dWch  die  Einheit  theilbar  zu  sein^  als  auch  die  andere,  dass 
ein  Product  von  zwei  durch  p  nicht  theilbaren  Zahlen  gleichfalls  durch 
p  tmtheilbar  ist. 

Diese  beiden  Eigenschaften  treten  aber  —  als  „Primzahl- Charakter '' 
und  als  „ünzerlegbarkeit'^  im  Gebiete  aller  ganzen  Zahlen  auseinander. 

Anders  wiederum  verh&lt  es  sich  mit  dem  Begriffe  des  Belativprim- 
Seins  zweier  Zahlen  er,  ß^  der  im  rationalen  Gebiete  sowohl  dadurch  er- 
klärt werden  kann,  dass  a  und  ß  ausser  der  Einheit  keinen  gemein- 
samen Theiler  haben,  als  auch  dadurch,  dass  die  Gleichung  aa;  +  /3^»l 
in  ganzen  Zahlen  o;,  y  lösbar  sein  soll;  hier  ist  es  auch  bei  allgemeinen 
ganzen  Zahlen  von  vornherein  wahrscheinlich,  dass  die  eine  ErUttrung  die 
andere  zur  Folge  hat,  es  fehlt  aber  dazu  vorläufig  jeder  Ansatz  eines 
Beweises. 

Beide  ümst&nde  drängen  darauf  hb,  sich  vor  der  Hand  auf  ein  engeres 
Gebiet  von  ganzen  Zahlen  zu  beschränken,  nämlich  ein  solches,  das  einer 
ganz  bestimmten  vorgelegten  Gleichung  (1)  entspringt,  ähnlich  wie  die 
ganzen  complexen  Zahlen  aus  der  Gleichung  o^  -{- 1 «-  0  hervorgehen. 

um  aber  den  Umfang  eines  solchen  Gebietes  ganzer  Zahlen  deut- 
licher SU  ttbersehen,  ist  es  zweckmässig,  zunächst  von  einem  umfassen- 
deren Gebiet  auszugehen,  und  eine  irreducible  Gleichung  (1)  mit  ge- 
brochenen rationalen  Coefficienten  zu  Grunde  zu  legen;  eine  Wurzel  O 
derselben  heisst  eine  „gebrochene  algebraische  Zahl**,  die  n  Wurzeln 
Q'j  ^ly  ...0«^i  der  Gleichung  heissen  conjugirt. 

Aus  einer  solchen  Zahl  ^  denke  man  sich  vermöge  der  vier  rationalen 
Qmadoperationen  ein  Zahlensystem  B(^^^  gerade  so  hergeleitet,  wie  die 
rationalen  Zahlen  aus  der  Eins.  Das  Sjstem  B{^)  bildet  einen  „Körper'^, 
das  heisst,  seine  Individuen  gehen  durch  die  vier  Species  ineinander  über^ 
und  zwar  einen  ,^ endlichen  Körper  fif^^  Grades '\  da  je  n-f-l  seiner  Zahlen 
lurch  eine  lineare  Belation  mit  rationalen  Coefficienten  miteinander  ver- 
rnfipft  sind. 

Vertauscht  man  ^  mit  einer  oonjugirten  Wurzel  von  (1)^  so  geht 
iuch  der  Körper  i2(d)  in  einen  coiyngirten  tLber^  derart  ^  dass  dabei  alle 
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zwischen  den  Zahlen  von  12  (^)  bestehenden  rationalen  Beziehungen  UBfer- 
Andert  bleiben. 

Aaf  welche  Weise  lassen  sich  nnn  alle  „ganzen'^  Zahlen  eines  sokk« 
Körpers  arithmetisch  darstellen? 

Ist  0)  eine  solche  ganze  Zahl,  so  ist  leicht  zn  sehen,    da^  auch  jede 

Zahl  ha    von    der  Form  Hq  +  h^m  +  h^to* -i |-Än— i«*"*    mit  wiUkfr 

liehen  ganzrationalen  Coefficieuten  h  wiederum  eine  ganze  Zahl  des  E5rpei« 
ist.  Von  der  grOssten  Bedeutung  ist  nun  aber  die  Frage  nach  der  üo- 
kehrnng,  ob  sich  auch  stets  eine  ganze  Zahl  m  des  Körpers  so  answSUeE 
Iftsst,  dass  jede  andere  ganze  Zahl  des  Körpers  in  die  Form  A^»  gebrscfe 
werden  kann. 

Für  einen  Körper  nämlich,  wo  das  der  Fall  ist,  ist  die  ganze  Tbeciit 
der  Theilbarkeit,  wie  Zolotareff  nnd  Dedekind  nachgewiesen  hibcL 
anf  das  Verhalten  gewisser  höherer  Congruenzen  [deren  linke  Seite  (Lf 
Form  f(p)  in  l)  ist]  zurückführbar. 

Indessen  gelang  Dedekind  1878  der  wichtige  Beweis  dafür,  dui 
Körper  existiren,  bei  denen  die  gememte  Annahme  durchaus  unznlissic 
ist;  um  also  eine  ausnahmslose  Theorie  auüsubauen,  bedarf  es  gans  andcRr 
und  tiefer  liegender  HilfsmitteL 

Solche  bietet  nun  in  weitestem  umfange  die  Dede kindische  Idealtheene: 

Es  lässt  sich  in  jedem  endlichen  Körper  an  Stelle  der  Potenien  tob  e 
eine  „Basis ^'  von  n  ganzen  Zahlen  (Oq^  (0|,  o^y  •••a>ii-i  so  aoswtblei. 
dass  die  lineare  Form  o— Ä^w^H- ÄiW^H- •••  +  Ä«— ii»„— i  (bei  gleicktT 
Bedeutung  der  h)  in  der  That  die  oben  geforderte  Eigenschaft  besitzt 
also  für  variable  Werthe  der  h  sftmmtliche  ganze  Zahlen  des  Körpers,  vsc 
zwar  jede  nur  einmal,  darstellt.  ^^i 

Allgemein  nennt  man  ein  Zahlensystem  von  der  Form^^^-o/,  wsd 

0 

wenn  die  €d  ii^end  welche  n  Zahlen  sind,  einen  „endlichen  Hodol^  s:^ 
der  Basifi  (Oq;  o^j  ...o)»— i:  derselbe  besitzt  offenbar  die  Eigttisehaft,  te» 
seine  Individuen  durch  Addition  und  Subtraction  ineinander  übeigehs. 
Als  Zeichen  dient  [odqj  od^,  ...(»».i]. 

unser  System  o  hat  aber  überdies  noch  die  Eigenheit,  da»,  ver 
a!  irgend  eine  ganze  Zahl  des  Körpers  ist,  das  Produot  a!.  £hi»i  wieds^ 
dem  Systeme  o  angehört:  ein  derartiger  endlicher  Modul  heisst  ein  „Itel* 
(des  Körpers). 

Wie  man  leicht  bemerkt,  enthält  der  Körper  ausser  o  noch  nnendiei 
viele  andere  Ideale;  z.  B.  das  System  aller ,  durch  eine  feste  ganze  Zs^ ' 
des  Körpers  theilbaren  ganzen  Zahlen  des  Körpers  ist  stets  ein  aoldies  lid 

An  diese  letzteren  Ideale  lassen  sich,  wie  versdiiedene  Bmsgkk  ^^ 
Körpern  zeigen,   die   Theilbarkeiisgesetze  unmittelbar   ankndpftiL    S«  ^ 
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einfachBten  Falle  des  rationalen  Zahlengebieies.  Eine  Zerlegung  m^np 
Ittsst  sich  aach  ersetzen  durch  die  Prodactgleichnng  für  Ideale  [m]  »  [n] .  [p], 
deren  Inhalt,  genaner  betrachtet^  ein  doppelter  ist:  einmal  gelangt  man 
stets  zu  einer  Zahl  in  [m],  wenn  man  irgend  eine  Zahl  in  [n]  mit  irgend 
einer  Zahl  in  [p]  mtiltiplicirty  und  zwar  bleibt  hierbei  keine  Zahl  in  [m] 
ausgeschlossen;  andererseits  sind  alle  Zahlen  des  Systems  [m]  in  dem 
Systeme  [n]  (oder  auch  [p])  enthalten.  Die  erstere  Eigenschaft  wird  man 
dahin  ausdrücken,  dass  [m]  das  „Product^^  der  beiden  „Factoren'^  ist^  die 
zweite  dagegen  dahin,  dass  [m]  ein  „Vielfaches '^  von  [n]  oder  auch  [n] 
ein  Theiler  von  [m]  ist 

Weitere  Beispiele^  wie  das  eines  „Kreistheilungskörpers^^^  lassen  aber 
auch  erkennen,  dass  selbst  in  dem  Falle,  wo  die  Zerlegung  einer  Zahl  in 
Frimfactoren  erst  durch  Aufnahme  Kummer 'scher  „idealer  Tactoren"  als 
eine  eindeutige  hergestellt  werden  kann,  als  rein  reales  Aequivalent  die 
Zerlegung  von  einem  Ideal  in  Prim-Ideale  eintritt;  hierbei  kommen  der 
Gesammtheit  der  durch  einen  idealen  Factor  theilbaren  wirklichen  ganzen 
Zahlen  des  EGrpers  genau  wieder  die  beiden  oben  bezeichneten  Eigen- 
schaften eines  Ideales  zu,  so  dass  dieselben  von  jetzt  ab  umgekehrt  ein 
Ideal  definiren.  Es  entsteht  somit  —  da  die  blosse  Verwendung  idealer 
Eactoren  auf  unübersteigbare  Hindemisse  fahren  würde  —  in  erster  Linie 
die  Aufgabe,  für  alle  endlichen  Körper  ohne  Ausnahme  den  Fundamental* 
satz  zu  erhärten^  dass  jedes  Ideal  eines  gegebenen  Körpers  auf  eine  und 
nur  eine  Art  als  Product  von  Piim-Idealen  (das  heisst  solche,  die  nur 
durch  sich  selber  und  durch  das  Gesammtgebiet  o  theilbar  sind)  dar- 
gestellt werden  kann. 

und  dies  hängt  in  der  Hauptsache  davon  ab,  dass  in  der  That  bei 
Idealen  allgemein  die  Begriffe  Vielfaches  und  Product  zur  Deckung  ge- 
bracht werden  können,  so  dass  also  stets,  wenn  ein  Ideal  m  durch  ein 
anderes  n  theilbar  ist,  das  heisst,  die  Zahlen  von  m  sämmtlich  in  n  ent- 
halten sind,  ein  drittes  Ideal  p  existirt,  so  dass  m  —  n))  ist,  in  dem  Sinne, 
dass  durch  Multiplication  irgend  einer  Zahl  in  n  mit  irgend  einer  in  p 
der  Beihe  nach  s&mmtliche  Zahlen  in  m  entstehen. 

um  lu  diesem  Angelpunkte  der  ganzen  Theorie  vorzudringen,  wird 
man  zuvörderst  eine  selbstständige  Theorie  der  endlichen  Moduln  ent- 
wickeln, wobei  auf  das  Borgsamste  zu  sondern  ist,  was  hier  die  Begriffe 
des  Vielfachen  und  des  Productes  gemein  haben  und  was  nicht.  Erst 
dann  vrird  man  erkennen  können,  weshalb  bei  den  besonderen  Moduln, 
welche  Ideale  eines  und  desselben  Körpers  sind,  beide  Begriffe  äquivalent 
werden.  Und  eben  hierein  liegt  das  Hauptverdienst  der  Neubearbeitung 
der  Theorie  seitens  seines  Schöpfers,  dass  der  firagliche  Angelpunkt 
gleich  im  Anfänge  der  Idealtheorie  klargestellt  wird,  während  das  in  der 
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vorigen  Auflage  nur  auf  einem  mUhsamen  Umwege  und  nicht  ohne  Bern- 
dehung  fremdartiger  Hilfsmittel  erreicht  wurde. 

Der  Fortschritt  der  neuen  Auflage  ist  in  erster  Linie  eiii«r  weso;' 
liehen  Vertiefung  der  Begriffe  der  Modaltheorie  zu  Yordanken;  man  hwki 
in  dieser  Hinsicht  den  merkwürdigen  Dualismus  swischen  „grOasten  gw. 
Theiler^^  und  „kleinstem  gem.  Vielfachen''  Yon  Moduln,  die  Begriffe  da 
„Quotienten''^  des  „eigentlichen  Moduls^,  der  „Ordnung**  und  „der  Hfilb 
einer  ganzen  algebraischen  Zahl".  Vor  Allem  aber  ist  es  der  Sats  in  §  173 TI 
über  die  Umformung  algebraischer  Modaln,  auf  dessen  Orond  erst  d» 
Entwickelung  der  eigentlichen  Idealtheorie  in  ihrer  yomehmen  Sehdahst 
ermöglicht  wird. 

In  zweiter  Linie  ist  die  Umarbeitung  der  Eörpertheorie  zu  enrlhaes. 
wenngleich  dieselbe  als  solche  eine  nooh  viel  durchgreifendere  geworda 
ist,  als  die  der  Modultheorie. 

Es  handelt  sich  hier  weniger  um  neue  ^nzelergebnisae,  als  um  dk 
prindpielle  Anordnung  des  Stoffes;  mit  einem  Worte,  der  im  Obiges 
skizzirte  Weg  der  dritten  Auflage  wird  jetzt  gerade  in  lungek^its 
Sichtung  durchlaufen.  Wfihrend  dort  auf  Grund  einer  einzelnen  yoigegebas 
Oleichnng  1)  allmfthlich  die  allgemeinen  Eigenschaften  des  sngehSarige 
endlichen  EOrpers  erschlossen  werden,  nicht  ohne  Vermeidung'  tqh  Bec^ 
nungen,  wird  jetzt  von  ganz  beliebigen  EOrpem  ausgegangen;  die  Begriff? 
eines  Theilers  oder  Unterkörpers,  einer  eindeutigen  Abbildung,  der  Bcdis- 
dbilität  im  allgemeinster  Weise  aufgestellt  und  combinirt  Der  Grad  a 
die  Norm,  die  Discrlminante  und  so  fort  erscheinen  Yon  YOmhereiB  af 
luYarianten  von  E0rpern,  das  heisst  Bildungen^  die  yon  einer  specieDa 
Darstellung  der  letzteren  ganz  unabh&ngig  sind. 

Ein  endlicher  Körper  tritt  als  solcher  auf,  der  nur  eine  endligk 
Anzahl  von  Theilem  besitzt^  er  besitzt  den  Grad  «,  wenn  je  fi+^ 
Zahlen  desselben  ein  reducibles  System  bilden^  w&hrend  sich  immer  m  ine- 
dncible  Zahlen  des  Körpers  auswählen  lassen;  ein  solcher  KOrper  ealUt 
dann  inmier  unendlich  viele  algebraische  Zahlen,  die  je  einer  irredueibeh 
Gleichung  von  der  Form  1)  genügen,  wodurch  der  frühere  Ais^ggagf 
punkt  wieder  erreicht  ist. 

Dabei  können  die  Coefficienten  von  1)  selbst  einem  beliebigen  Kfine 
(nicht  nur  dem  der  rationalen  Zahlen)  angehören  und  so  fort,  ünzweifelhsf« 
ist  das  eine  Stufe  der  Darstellung  und  Verarbeitung,  die  an  wissenehif^ 
lieber  Höhe  kaum  noch  überboten  werden  möchte;  die  Kraft  der  Bcgr^ 
und  S&tze  reicht  denn  auch  weit  über  das  zunSchst  gesteckte  Ziel,  £^ 
Theilbarkeitsgesetze  für  die  ganzen  Zahlen  eines  endlichen  Körpers,  kiasss. 

Wo  so  viel  Licht  ist,  wird  freilich  auch  der  Schatten  nicht  fthka 
und  der  liegt,  wie  dem  Referenten  scheint,  vor  Allem  auf  der  pidagc^ 
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sehen  Seite.  So  wenig  specifische  mathematische  Kenntnisse  vom  Leser 
verlangt  werden,  am  so  grOsser  ist  der  Ansprach  an  sein  Abstraotions- 
vermögen  und  an  seine  Aasdaaer.  Von  der  im  TJebrigen  nahe  verwandten 
üntersachnngsrichtnng  Eronecker's  onterscheidet  sich  die  Dedekind'sche 
wesentlich  darin,  dass  Ersterer  als  ideale  Divisoren  von  vornherein  ge- 
brochene (algebraische)  Zahlen  znlftsst,  wfthrend  Dedekind  sich  principiell 
auf  die  Verwendung  ganzer  Zahlen  und  zwar  nur  solcher  des  jeweils  vor- 
liegenden endlichen  Körpers  beschrftnkt. 

Bei  dem  ganzen  wissenschaftlichen  Standpunkte  des  Herausgebers  ist 
es  erU&rlich,  weshalb  fremdartige  Forschungen  der  neueren  Zeit  keine 
Berücksichtigung  gefanden  haben. 

Mancher  Leser  wird  freilich  ein  gewisses  Gefühl  der  Enttäuschung 
nicht  zurückhalten,  wenn  er  von  dem  grossartigen  Aufscbwonge,  welchen 
z.  B.  die  ganze  Theorie  der  quadratischen  Formen  auf  Grond  geometrisch- 
functionentheoretischer  Methoden  erhalten  hat,  Nichts  erfährt. 

Andererseits  will  Referent  durchaus  nicht  in  Abrede  stellen,  dass 
eine  Methode,  die  den  verschiedensten  Richtungen  zugleich  gerecht  werden 
will,  zumal  für  einen  jüngeren  Studirenden  mit  manchen  Gefahren  ver- 
bunden ist,  und  dass  dem  gegenüber  ein  so  consequent  festgehaltener 
Standpunkt,  wie  er  uns  in  den  „Vorlesungen''  entgegentritt,  einen  ungemein 
erzieherischen  Werth  hat. 

Nach  der  unmassgeblichen  Meinung  des  Referenten  wäre  ein  gewisser 
Mittelweg  das  Richtige;   ohne  der  Systematik  Etwas  zu  vergeben,   könnte-' 
doch   die    „gemischte'^    Methode    als    historisches,    heuristisches    und   ver- 
gleichendes Princip  mit  gutem  Erfolge  zur  Anwendung  kommen. 

W.  Franz  Meyer. 

Lehrbuch  der  höheren  Analysis.  I.  Band.  Lehrbuch  der  Dififerential- 
rechnung.  Zum  Gebrauche  bei  Vorlesungen  an  Universitäten  und 
technischen  Hochschulen.  Von  H.  Gravelius.  Berlin.  F.  Dümmler's 
Verlagsbuchhandlung.     1893.     VIII  und  323  Seiten. 

Es  ist  immer  etwas  Missliches,  über  den  ersten  Band  eines  grösseren 
Werkes  zu  urtheilen,  zumal  wenn  sich  wie  hier  der  Verfasser  über  Plan 
und  Anlage  des  Ganzen  völlig  in  Stillschweigen  hüllt.  Es  kann  leicht  als 
Fehler  angesehen  werden,  was  sich  möglicher  Weise,  wenn  erst  das  Werk 
abgeschlossen  vorliegt,  in  einen  Vorzug  umwandelt. 

Auf  die  Gefahr  hin,  solche  Irrthümer  zu  begehen,  muss  Referent 
die  hier  gebotene  „  Differentialrechnung '^  als  eine  selbstständige  Schnft 
ansehen. 

unzweifelhaft  hat  dieselbe  mancherlei  Vorzüge. 

Die  Ausstattung  seitens  der  Verlagsbuchhandlung  ist  im  Verhältniss 
zu  dem  wohlfeilen  Preise  geradezu  eine  tadellose. 
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Was  die  Anordnung  des  Stoffes  anbelangt,  so  war  es  das  Bestnbei 
des  Verfassers,  den  Stndirenden  gleich  auf  der  ersten  Stafe  mit  eiMr 
Beihe  von  Yerfeinerangen  bekannt  zu  machen,  welche  die  Theorte  in  den 
letzten  Jahrzehnten  erfahren  hat;  es  braucht  in  dieser  Hinsiidit  ja  rar 
an  Namen  wie  Weierstrass,  Dedekind,  G.  Cantor,  Stolz,  Diii, 
Pringsheim  erinnert  zn  werden. 

Wenn  man  noch  hinzonimmt,  dass  der  Verfasser  eine  üebersicht  fiber 
die  Elementarbegriffe  der  räumlichen  Liniensysteme  mit  aufgenommen  hix, 
so  darf  man  wohl  sagen,  dass  das  Lehrbnch  des  Herrn  Grayeliu 
mit  Vortheil  als  Ergänzung  zn  anderen  Lehrbüchern  g^ingeren  üb- 
fanges  benutzt  werden  kann,  nm  so  mehr,  als  die  DarsieUnng  des  loa 
Theil  abstracten  Stoffes  im  Orossen  und  Ganzen  ein  entschiedenes  G^ 
schick  verräth. 

Hierüber  hinaus  möchte  indessen  Referent  nicht  gehen,  er  mSdte 
eher  einen  ungeübten  Leser  vor  einer  ausschliesslichen  Benatzong  des 
Buches  warnen. 

Denn  das  Bestreben  des  Verfassei-s^  dem  Leser  die  SchSrfe  noc 
Präcision  der  neueren  Richtung  vor  Augen  zu  führen,  wird  nicht  selta 
durch  einen  lückenhaften  und  unpräcisen  Vortrag  vereitelt. 

Noch  schlimmer  ist  ein  Mangel,  der  freilich  auch  nur  als  ein  Susser- 
licher  aufge£Eis8t  werden  kann:  Das  Buch  wimmelt  geradezu  von  sijbi' 
störenden  Druckfehlem,  und  was  das  gerade  bei  einer  „DiflfereDÜil- 
rechnung*'  für  einen  jungen  Studirenden  besagen  will,  weiss  jeder  Maifce- 
matiker  aus  eigener  Erfahrung. 

So  fehlen  Seite  12  Zeile  4  die  oberen  Indices  o,  auf  Seite  13  i^ 
wiederholt  das  Zeichen  <  durch  ^  zn  ersetzen,  auf  Seite  42  Zeile  1  tob 
unten  fehlt  die  Einschaltung  „positive'^,  Seite  156  letzte  Zeile  hat  ef 
„<"  statt  „>**  zu  heissen  und  so  fort. 

An  manchen  Stellen  ist  es  zweifelhaft,  ob  man  da  noch  von  eines 
Druckfehler  sprechen  kann.  Auf  Seite  41  ist  bei  der  Erklftrung  der  sk- 
gul&ren  Stellen  von  dem  Verhalten  an  der  Stelle  d;  —  <x>  keine  B/tät, 
Seite  164  wird  eine  bedingt  convergente  Reihe  als  eine  „semiconvergeBte*' 
bezeichnet  und  so  weiter. 

Die  Art  und  Weise,  wie  citirt  wird,  unterliegt  auch  mandiea  Be- 
denken. Die  G.  Cantor'sche  Theorie  des  Lirationalen  wird  Heine  i*> 
geschrieben  (mit  dem  Citat  Crelle's  Journ.  Band  74),  während  Heize 
daselbst  ausdrücklich  betont,  dass  sie  von  Cantor  herrühre;  bei  (Megenks: 
des  „Schnittes^'  wird  nur  auf  das  Lehrbuch  von  Stolz  verwieeen,  m 
dass  der  Leser  glauben  muss,  letzterer  habe  dieses  wichtigen  Begii^ 
eingeführt,  während  man  denselben  bekanntlich  Dedekind  verdaaH 
Und  so  weiter. 
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Trotzdem  ist  Referent  der  üeberzengnng,  dass  eine  zweite  Auflage  des 
Bnchesi  Toransgesetst,  dass  ihr  eine  sorgfSltige  Corrector  vorangegangen 
ist,  den  angestrebten  Zweck  erfüllen  wird« 

Referent  will  gern  bekennen,  dass  er  einer  milderen  Anffassnng  Baum 
gegeben  haben  würde,  hätte  er  nicht  gerade  anderswo  eine  Besprechung 
vorgefonden,   die  durch  ihre  masslosen  Lobeserhebungen  abstossen  musste. 

W.  Franz  Meyer. 

Pemartres.     Cours   d'Analyse.     Premiere  Partie.     Fonctions   de  Variables 
reelles.     Deaziäme   partie.     Propri6tös    des    fonctions   analjtiques. 
Redigös  par  E.  Lemaitre.    Paris.    A.  Hermann.    1892.    192  resp. 
168  Seiten. 
Die  französischen  Professoren   der  höheren  Analysis  sind  in  der  an- 
genehmen  Lage,    bei    ihren   Zuhörern    eine    hinreichende   Eenntniss    der 
Elemente   der  DifEerential-   und  Integralrechnung  voraussetzen   zu   dürfen. 
Das   spiegelt  sich   denn  auch  in  den  französischen   Lehrbüchern  wieder, 
W&hrend    die    deutschen   Werke   über   Analysis   der   keineswegs   leichten 
Aufgabe   zu  genügen  haben,   sich  vorab  mit  der  Arithmetik  und  Algebra 
abzufinden,   können   die  französischen  sofort  in  medias  res  übergehen  und 
den  Begriff  der  allgemeinen  Functionen  an  die  Spitze  stellen. 

Die  vorliegenden  autographirten  Hefte  (ein  drittes  ist  seit  längerer 
Zeit  in  Aussicht  gestellt,  aber  noch  nicht  erschienen)  geben  Vorlesungen 
wieder,  die  der  Verfasser  an  der  facult6  des  sciences  zu  Lille  über  den  in 
Bede  stehenden  Gegenstand  gehalten  hat.  Man  darf  wohl  den  Bückschluss 
machen,  dass  die  Zuhörer  nicht  diejenigen  Elitetruppen  gewesen  sind, 
wie  sie  Paris  aufzuweisen  hat.  Denn  der  Verfasser  hütet  sich  geflissentlich, 
in  ausgedehnte  abstracto  Erörterungen  der  modernen  Subtilitäten  einzu- 
^ehen,  er  hat  vielmehr  die  Absicht^  aus  dem  grossen  Gebiete  der  Func- 
tionen reeller  und  complexer  Variabein  das  Wesentlichste,  zugleich  mit 
interessanten  Anwendungen,  herauszoheben,  und  die  organische  Verbindung 
an£sudeoken,  in  der  die  Fundamentalbegriffe  zu  einander  stehen. 

Diese  Aufgabe  hat  der  Verfasser  zweifellos  glücklich  gelöst;  es  ist 
erstaunlich,  was  Alles  auf  gedrängtem  Baume  zur  Behandlung  kommt. 

Das  erste  Heft  gliedert  sich  in  vier  Abschnitte.  Für  eine  resp, 
mehrere  unabhSngige  reelle  Variable  werden  die  Differentialquotienten  und 
Differentiale  der  Functionen  entwickelt;  besondere  Anregung  gewährt  dem 
lisser  ein  Ezcurs  über  Functionaldeterminanten. 

Der  zweite  Abschnitt  behandelt  die  Taylor'sche  und  Mac-Laurin- 
8che  Beihe  und  im  Anschluss  hieran  Variationen,  sowie  Mazima  und  Minima. 
Der  dritte  und  vierte  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  den  unbestimmten  und 
bestimmten  Integralen.  Hierbei  werden  die  Grundzüge  der  elliptischen  und 
byperelliptischen  Integrale,  sowie  der  trigonometrischen  Beihen  mit  erörtert. 
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Das  zweite  Heft  zerfallt  wiedemm  in  yier  Abschnitte.  Zuerst  «iid 
der  Leser  mit  den  analytischen  Fonctionen  im  Allgemeiiien  bekannt  ge- 
macht; als  interessante  Anwendung  erscheint  die  Theorie  der  Kogd- 
fnnctionen  und  das  Dirichlet'sche  Problem. 

Der  zweite  Abschnitt  wendet  sich  den  eindeutigen  analjidsehen  Fnor 
tionen  zu,  wobei  anch  die  neneren  Untersuchungen  yon  Weierstrass  uk 
Mittag-Leffler  über  Primfanctionen  berücksichtigt  werden. 

Als  wichtigste  Anwendung  giebt  der  dritte  Abschnitt  die  Gronddge 
der  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen,  wobei  den  verschieda» 
Bichtongen  mOglichst  gleichm&ssig  Bechnnng  getragen  wird. 

Der  letzte  Abschnitt  ist  den  mehrdeutigen  Functionen  gewidmet 

Wenn  das  Werk  auch  nicht  auf  hervorragende  Eigenart  Ansprod 
macht  I  so  ist  es  doch  sicher  als  eines  der  besseren  in  dem  firaglidie 
Gebiete  anzusehen  und  zu  empfehlen.  ^  Franz  Metbb. 


H.   Oltramare.     Essai    sur   le    calcul    de   la   gtedralisatioiL     Genere 

Stafelmohr.     1893.    132  Seiten. 

Es  handelt  sich  um  jene  eigenthümliche,  von  Liouville  gel^gentiiek 

bemerkte,   vom  Verfasser  noch  weiter  ausgedehnte  Verallgemeinerung  ^s 

AnalysiSi  welche  Differentiationen  und  Integrationen  mit  gebrochenem  Indfi 

construirt  " 

£^"  ^^ 
Liouville  geht  yon  der  gewöhnlichen  Differentiationsformel-— — — o^e*' 

(a  constant)  aus.  Multiplicirt  man  noch  mit  einer  weiteren  Oonstanien  i« 
und  bildet  eine  Summe  von  der  Art:  SÄaef'^f  so  ist  die  fk^  Ableitn« 
nicht  nur  eine  ganz  analog  gebaute  Summe ,  sondern  man  kann  diessr 
neuen  Bildung  unmittelbar  auch  dann  einen  Sinn  beilegen,  wenn  ^  ae 
beliebige  (nicht  nur  ganze  positive)  Zahl  ist. 

Nicht  jede  gegebene  Function  von  u  Iftsst  sich  natürlich  in  Eoec 
einer  solchen  (eventuell  auch  unbegrenzten)  Summe  schreiben.  Hb  te 
Bereich  der  hierher  gehörigen  Functionen  zu  erweitem,  betrachtet  der  Te^ 
fiisser  allgemeine  Summen  von  der  Form  UÄaef^^ia),  wo  die  FuaetioBr 
von  der  Variabein  u  unabhSngig  ist.  Der  so  entstandene  Ausdmck  Mffs 
„aus  6""  durch  Verallgemeinerung  entstanden^. 

Anstatt  uns  hier  auf  die  abstracten  Eigenthümlichkeiten  eines  aokhs 
Operations  -  Calcüls  tiefer  einzulassen,  erwfthnen  wir  lieber  einige  is> 
Wendungen. 

Jede  Identit&t,  die  eine  unbestimmte  OrOsse  u  entl^t,  kaim  daxtk 
„Verallgemeinerung *'  in  eine  Identität  übergeführt  werden,  welche  vm 
willkürliche  Function  enthält,  die  also  einen  erheblich  erweiterten  lahs^ 
besitzt  Dies  Princip  wird  im  Besonderen  angewandt  auf  die  Theorie  ^ 
bestimmten  Integrale,   and  man  kann  nicht  leugnen,  dass  der  YorfMs: 
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auf  diesem  Wege  ro  einer  Reihe  tbeils  bekannter,  theils  neuer^  merk- 
würdiger Relationen  gelangt,  deren  Herleitnng  nach  den  sonstigen  Methoden 
sehr  viel  mehr  Mühe  yerursacht. 

Die  Integration  linearer  Differentialgleichungen  (mit  constanten  oder 
auch  yariablen  Coefficienten)  kann  auf  die  Werthbestimmnng  solcher  Snmmen- 
aasdrücke,  wie  sie  oben  erwfthnt  worden,  zurückgeführt  werden;  man  kann 
bald  erkennen,  dass  es  gerade  die  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen gewesen  ist,  die  den  Verfasser  zu  seiner  Symbolik  geführt  hat. 

Erweist  sich  so  die  Methode  des  Yerfusers  als  eine  heuristisch  recht 
fruchtbare,  so  ist  freilich  einzuwenden,  dass  die  Anwendungen  wesentlich 
formaler  Natur  sind,  üeber  den  Giltigkeitsbereich  der  erzielten  Formeln, 
über  die  Einschränkungen,  denen  die  vorkommenden  Functionen  genügen 
müssen,  damit  z.  B.  die  resultirenden  Reihen -Entwickelungen  convergiren, 
differenzirbar  sind  u.  dergl^  erfahren  wir  keinen  Aufschluss. 

Es  wftre  sehr  zu  wünschen,  dass  die  heutzutage  so  weit  ausgebildete 
Fonctionentheorie  die  unstreitig  sinnreichen  Ansätze  des  Verfassers  in  der  an- 
gedeuteten Richtung  ergÄnzte.    W.  Franz  Meyer. 

W.  KiLLiKG.  Einführung  in  die  Grundlagen  der  Geometrie.  Erster  Band. 
Paderborn.     SchOningh.     1893.    X  und  357  Seiten. 

Mit  Recht  sagt  der  Verfasser  in  der  Vorrede:  „Es  trifft  sich  sehr 
schön,  dass  der  vorliegende  Band  gerade  zum  hundertjährigen  Oeburts- 
kage  Lobatschewsky's  erscheinen  kann.*^ 

Denn  trotz  der  wichtigen  und  weitgreifenden  Untersuchungen  über 
3ie  Grundlagen  der  Oeometrie,  welche  nun  schon  Jahrzehnte  zurück- 
reichen, gab  es  noch  kein*  Werk,  welches  diese  neue  Disciplin  der 
Mathematik  im  Zusammenhange  behandelt  hätte,  und  doch  ist  hierbei 
liebt  nur  die  Fachwissenschaft  interessirt^  sondern  auch  die  Pädagogik, 
lie  Philosophie,  die  Naturwissenschaft  Wer  will  andererseits  leugnen, 
lasB  gerade  Aber  die  Grundbegriffe  und  Ziele  dieses  Wissenszweiges,  über 
las  Wesen  der  nicht-euklidischen  Geometrie,  des  mehrdimensionalen  Raumes, 
lie  seltsamsten  Miss  Verständnisse,  sogar  bei  sonst  sehr  nüchternen  Leuten, 
reit  verbreitet  sind? 

Freilich  dürfte  der  Grund  für  die  bezeichnete  Lücke  in  der  Literatur 
v-ohl  darin  zu  finden  sein,  dass  einer  gesanmielten  Darstellung  des  Gegen- 
tandes  weit  erheblichere  Schwierigkeiten  entgegenstehen,  als  bei  irgend 
inem  anderen  Gebiete.  Einmal  ist  es  nämlich  nicht  leicht,  ein  bestimmtes 
Taass  von  Vorkenntnissen  für  den  Leser  zu  präcisiren,  insofern  aus  Geometrie 
nd  Analysis  Sätase  und  Begriffe  zu  entlehnen  sind,  welche  keineswegs  zu 
en   Elementen  gehören. 

*  Das  neuerdings  erschienene  Buch  von  Herrn  Veronese  verfolgt  wesentlich 
idere  Ziele. 
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Der  Verfasser  hat  sich  bemüht,  dem  Leser  das  Verst&Ddniss  d«s  olt 
schwierigen  Textes  möglichst  za  erleichtern;  einmal  wird  jeder  Gegenstttd 
von  principieller  Bedentung  von  den  verschiedensten  Punkien  au  be- 
leaohtety  sodann  wird  am  Schlnsse  jedes  Haaptabschnities  ein  &aalii^ff 
Ueberblick  über  die  gewonnenen  Ergebnisse  gegeben.  Auch  du  da 
Schluss  bildende  Literatorregister  ist  sehr  dankenswerth. 

Die  Darstellung  des  Textes  ist  im  Qanzen  anzaerkeimeii,  weim  sie 
auch,  wie  es  dem  Beferenten  scheinen  möchte,  vielfach  klarer  sün  dfiiflL 

Der  Stoff  wird  anf  vier  grössere  Abschnitte  vertheilt,  welche  der  Beke 
nach  die  Berechtigimg  der  nicht -euklidischen  Eaomformen,  die  projeetin 
Geometrie^  den  mehrdimensionalen  Bamn  und  die  Clifford-Klein'sdH 
Banmformen  behandeln. 

Der  Ausgang  ist^  wie  sich  erwarten  ISsst,  das  sogenannte  ^ 
Axiom  Eaklid's,  was  indessen  bei  Euklid  selbst  als  eines  (das  f&jifit 
seiner  Postulate  (aln^ficita)  auftritt.  Diese  (fünf)  Postulate  werden  wörtäd 
mitgetheilt,  leider  in  deutscher  üebersetznng.  Mag  das  ans  Btteksicbt  ar 
Nicht- Kenner  des  Griechischen  geschehen  sein,  warum  mnthet  der  Ve* 
fasser  einem  solchen  Leser  wenige  Zeilen  später  zu,  unter  dem  'cSv^  t 
eben  dieses  fünfte  Postulat  zu  verstehen?  Es  b&tte  doch  wohl  auch  sr 
die  verschiedenen  I  in  wesentlichen  Punkten  voneinander  abweicbaii^ 
Euklid -Ausgaben,  denen  ja  in  der  neuen  kritischen  Ausgabe  von  Heiber: 
Rechnung  getragen  ist,  einige  philologische  Bücksicht  genommen  werden  soIls 

Es  wird  nöthig  sein,  den  Leser  wenigstens  mit  den  G-rundideeD  i^ 
Ganzen  bekannt  zu  machen. 

Euklid  beweist  den  Satz  der  Ebene:  Wenn  zwei  Gerade  von  ms 
dritten  geschnitten  werden,  und  die  Summe  der  beiden  inneren^  an  ^ 
selben  Seite  gelegenen  Winkel  zwei  Rechte  beträgt,  so  sind  sie  panl>> 
das  heisst,  sie  können  sich  nicht  schneiden,  wie  weit  man  sie  watk  "^ 
l&ngem  mag.  Die  Umkehrung  konnte  er  jedoch  nicht  beweisen,  und  sahx 
sie  daher  als  das  obige  Postulat  auf. 

Alle  Versuche^  die  seither  gemacht  wurden,  diese  ümkehmiiir  *"- 
beweisen,  das  heisst,  sie  ans  den  übrigen  Voraussetzungen  Euklid'^s  he 
zuleiten,  haben  sich  als  unzulänglich  erwiesen. 

Man  wird  somit  darauf  geführt,  die  Begriffe  der  Euklid'sc^ 
Geometrie  durch  andere  Begriffe  zu  ersetzen,  für  welche  ebeafalls  tL- 
übrigen  Euklidischen  Voraussetzungen  gelten,  das  fünfte  Postulat  abe 
nicht  mehr. 

Es  gelingt  das  in  mehrfacher  Weise,  z,  B.,  wenn  man  statt  dar  ^ 
raden  der  Ebene  die  kürzesten  Linien  einer  Fl&che  constanter  Begast 
Krümmung  zu  Grunde  legt:  die  Summe  der  Winkel  eines  Drdecks  becV 
dann  weniger   als   zwei   Rechte.     Es   ist   das   die   Lobatschewskj'^^ 
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„Baximform'^  W&hrend  aber  diese  noch  die  Annahme  Euklid's  festhält, 
dass  die  Gerade  nnendlich  sei,  kann  man  auch  hiervon  abstrahlten.  Es 
bieten  sich  dann  zwei  Möglichkeiten:  entweder  gehen  alle  von  einem 
Pankte  ausgehenden  „Oeraden"  noch  darch  einen  zweiten  Punkt  (wie  z.  B. 
die  Grosskreise  auf  einer  Kugel)  oder  nicht,  dem  entsprechend  gilt  die 
Biemann'sche  resp.  Elein'sche  Baumform. 

Ein  ansehnlicher  Theil  der  Sfitze  Euklid's  gilt  für  alle  diese  Baum- 
formen  gemeinsam ,  erst  dann  entwickelt  sich  jede  selbstst&ndig.  Theoretisch 
sind  sie  alle  gleichberechtigt,  die  Natnrerklärang  wird  allerdings  das 
Euklid'sche  System  als  das  einfachste  bevorzugen. 

Alle  die  bisher  entwickelten  Gesetze  —  auch  die  noch  nicht  erwähnte 
Begiündung  der  projectiven  Geometrie  —  haften  an  einem  begrenzten 
Baumgebiet^  und  die  Frage  steht  noch  gänzlich  offen,  wie  sich  die  einzelnen 
Theile  des  Baumes  zu  einem  Ganzen  vereinigen.  Um  dies  za  übersehen, 
betrachte  man  die  Bewegung  eines  starren  Körpers  K.  Für  jeden,  mit 
K  durch  weitere  Körper  verbundenen  Körper  K!  wird  eine  neue  Bewegung 
vermittelt.  Nimmt  man  nun  in  üblicher  Weise  an,  dass  diese  neue  Be- 
wegung von  der  Art  der  Verbindung  beider  Körper  JT,  K^  unabhängig 
sei,  so  ergiebt  sich  nichts  Neues;  nimmt  man  aber  mit  Clifford  und 
Klein  das  Gegentheil  an  —  was  zunächst  auffallend,  aber  theoretisch 
berechtigt  ist  —  so  wird  man  zu  einer  grossen  Mannigfaltigkeit  neuer 
Baumformen  geführt,  deren  Mechanik  allerdings  noch  wenig  studirt 
worden  ist. 

Besonders  lesenswerth,  gerade  für  Schulmänner,  scheint  dem  Beferenten 
der  dritte  Abschnitt  über  den  mehrdimensionalen  Baum.  Ohne  sich  auf 
metaphysische  Speculationen  einzulassen,  begnügt  sich  der  Verfasser  mit 
dem  Nachweis,  dass  ein  solcher  Baum  begrifflich  möglich  und  gerecht- 
fertigt sei,  und  ausserdem  für  den  Mathematiker  ein  methodisch  äusserst 
werthvoUes  Instrument. 

Oleich  im  Anfange,  wo  es  sich  um  Feststellung  des  Begriffes 
„Dimension^'  handelt,  wird  der  Leser  mit  den  neueren  scharfsinnigen 
Qntersuchungen  von  G.  Gantor,  Netto,  Peano  u.  A.  bekannt  gemacht, 
wonach  mit  Leichtigkeit  zwei  Bäume  verschiedener  Dimension  pimktweise 
din- eindeutig  aufeinander  abgebildet  werden  können  —  wenn  man  nur 
inf  die  Stetigkeit  der  Zuordnung  Verzicht  leistet. 

Im  üebrigen  bemüht  sich  der  Verfasser  mit  Erfolg,  den  mannigfachen 
7orurtheilen  und  falschen  Ansichten,  die  gerade  dieses  Gebiet  zu  einem 
riunmelplatze  von  Streitigkeiten  von  jeher  gemacht  haben,  entgegen 
SU  treten. 

Der  zweite  Band  des  Werkes,  der  demnächst  erscheinen  wird,  wird 
MDmal    auf  die  Begründung   der   projectiven  Geometrie   näher   eingehen, 

Kiflt.-  lit.  Abih.  d.  Zeitschr.  f.  Math.  a.  Fhya.  40  Jahrg.  1896.  8.  Hea  8 
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sodann  aber  vor  Allem  auf  die  wichtigen  Bedehnngen  der  iMr 
euklidischen  Geometrie  zor  Theorie  der  continuirlichen  TrAiisfonnAti(as- 
Grappen.  Aus  dem^  was  bereits  hier  über  den  letzteren  Gegenstand  vor- 
gebracht wird,  möge  heransgegrriffen  werden,  welche  Wichtigkeit  die  & 
forschung  der  Untergruppen  der  allgemeinen  projeciiven  Gmppe  (derEbeae 
und  des  Baumes)  für  die  Bewegung  innerhalb  der  nicht -euklidisehen  Blime 
besitzt.  Durch  neuere  Fublicationen  ist  ja  die  Eenntniss  dieser  Unt^- 
gruppen  wesentlich  erweitert  worden.  -^    Franz  Metes. 


E.  BoHN  und  E.  Pappbritz.  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie.  le 
zwei  BSnden.  Erster  Band.  Leipzig.  Veit  &  Comp.  1893.  XHU 
und  381  Seiten. 

Wir  besitzen  eine  Beibe  Yon  Lehrbüchern  der  darstellenden  Geomettk, 
deren  jedes  eigenthümliche  Vorzüge  hat;  und  von  denen  doch  keines  &is 
ausschliessliche  Grundlage  des  Unterrichtes  dienen  könnte. 

Man  darf  den  Verfassern  —  yon  denen  sich  insbesondere  der  Erst- 
genannte durch  eine  Beihe  scharfsinniger,  echt  geometrischer  Arbeits 
bereits  rühmlichst  bekannt  gemacht  hat  —  nur  zu  Dank  verpflichtet  sex 
wenn  sie  dem  bezeichneten  Mangel  abhelfen  wollen. 

Die  darstellende  Geometrie  nimmt  heutzutage  eine  eigenartige  Stelh&f 
ein.  Auf  der  einen  Seite  soll  sie  in  hergebrachter  Weise  die  praktiscli« 
Bedürfhisse  der  Techniker  befriedigen,  sodann  aber  ist  sie  auch  b^ 
stimmt  —  und  selbst  die  Universitäten  verschliessen  sich  dieser  Einskit 
immer  weniger  —  die  Studirenden  der  Mathematik  und  Naiurwissa- 
schaften  in  der  Baumanschauung  auszubilden,  und  speciell  den  erster« 
das  Verstftndniss  der  Geometrie  der  Lage  zu  erleichtern. 

Diesen  drei  Momenten,  dem  praktischen,  dem  pädagogischen  und  dfs 
wissenschaftlichen  hat  ein  Lehrbuch  der  gedachten  Disciplin  zugleich  p- 
recht  zu  werden,  ein  solches  hat  demnach  nicht  gewöhnliche  Schwienr 
keiten  zu  überwinden,  um  so  mehr,  wenn  es  auch  ein  selbstst&Bdigäi 
Ganzes  sein  will. 

Was  den  praktischen  Gesichtspunkt  angeht,  so  ist  vor  Allem  sn  er- 
tönen, dass  die  zahlreichen  Aufgaben  mit  grosser  Sorgfalt  und  Genaiiigte 
durchgeführt  sind;  bei  vielen  sind  mehrere  Lösungen  angegeben.  Dabc 
ist  ein  Hauptwerth  darauf  gelegt  worden,  dass  die  zeichnerische  Behandhia^ 
eine  zweckentsprechende  ist,  das  heisst^  dass  die  Ergebnisse  bequem  ub£ 
deutlich  vor  Augen  liegen. 

Die  directen  Anwendungen  auf  die  Technik  sind  wohl  für  den  nni^ 
Band  vorbehalten  worden. 

Der  pädagogische  Charakter  des  Buches  zeigt  sich  in  dem  B6süeb& 
die    darstellende    Geometrie    als    directe    Fortsetzung    der   schnlil^wp 
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Stereometrie  erscheinen  zu  lassen.  Die  Entwickelang  der  Baumanschaaung 
ist  so  sehr  ein  Hauptziel  des  Werkes^  dass  die  Figuren  des  Textes  mehr 
eine  Beihilfe  sein  sollen,  wenigstens  möchte  sich  Beferent  so  die  Thaisache 
zurechtlegen,  dass  der  Maasstab  der  Figuren,  veiglichen  z.  B.  mit  fran- 
zösischen Werken,  ein  stark  reducirter  ist.  Im  üebrigen  ist  die  Aus- 
stattung tadellos. 

Die  eingefdhrten  Bezeichnungen  und  Ennstansdrttcke  erfreuen  sich 
einer  gesunden  Systematik,  Mit  Einzelnem  ist  Beferent  freilich  nicht  ein- 
verstanden, z.  B.  mit  der  Wortbildung  „Paralleldrehung"  (S.  56),  ftJr 
die  nicht  einmal  eine  formelle  Definition  gegeben  wird. 

Der  Stjl  des  Textes  kann  im  Ganzen  nur  als  prttcis  erUftrt  werden, 
wenn  er  auch  von  einer  gewissen  Trockenheit  nicht  völlig  freizusprechen  ist. 

Von  dem  pfidagogischen  Moment  ist  das  wissenschaftliche  kaum  zu 
trennen.  Auch  hier  tritt  das  ausgesprochene  Bestreben  hervor,  aus- 
schliesslich im  Baume  selbst  zu  operiren,  das  heisst,  beispielsweise  gleich 
im  Anfange  die  Hilfssfttze  über  Aehnlichkeit  und  AffinitSt  ebener  Figuren 
durch  Projection  im  Baume  herzuleiten.  Freilich  mag  dabei  die  wissen- 
schaftliche Systematik  auf  Kosten  der  Pädagogik  ausgebildet  sein,  denn 
Beferent  möchte  bezweifeln;  ob  sich  ein  Schüler,  ohne  Anleitung  eines 
sehr  guten  Vortrages,  durch  den  gemeinten  ersten  Abschnitt  durch- 
arbeiten würde. 

Besser  würde  er  vermuthlich  mit  dem  zweiten  Abschnitte,  der  Ortho- 
gonalprojection,  beginnen  und  sich  diese  soweit  zu  eigen  machen,  bis  er 
ohne  die  Heranziehung  der  Aehnlichkeit  und  Affinität  nicht  mehr  weiter 
kommt.  Sehr  gefallen  hat  dagegen  dem  Beferenten  der  Schluss  des  zweiten 
Abschnittes,  der  eine  Beihe  wichtiger  stereometrischer  Angaben  durch 
Projectionsmethoden,  also  wirklich  constructiv  löst,  w&hrend  beim  elemen- 
taren Unterricht  die  Constructionen  nur  gedacht  werden. 

Der  dritte  Abschnitt  bringt  auf  wenigen  Seiten,  und  in  anregender 
Form,  das  Wichtigsie  über  die  ebenflächigen  Gebilde,  und  dringt  bereits 
bis  zu  den  Schlagschatten  und  Eigenschatten  der  Vielflache  vor. 

Der  folgende  vierte  Abschnitt  handelt  von  der  Gentralprojection  einer 
Ebene  auf  eine  andere  mit  Einschluss  des  Grenzfalles,  dass  beide  Ebenen 
coincidiren  (Perspectivit&t  in  einer  Ebene). 

Die  harmonische  Lage  von  vier  Punkten  wird,  wie  es  hier  die 
Systematik  verlangt,  begründet  durch  Gentralprojection  einer  Strecke,  ihres 
Mittelpunktes  und  des  unendlich  fernen  Punktes,  und  erst  hieraus  die 
Eigenschaften  des  vollständigen  Vierseits  hergeleitet. 

Schon  in  diesem  Abschnitt  und  noch  mehr  in  den  folgenden  nimmt 
das  Buch,  abgesehen  von  einigen  Einschaltungen  über  Schatten  u.  dergl., 
mehr   und  mehr   den  Gbarakter  eines  Lehrbuches  der  neueren  Geometrie 
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an,  unterscheidet  sich  aber  von  den  üblichen  Werken  darflber  sn  seiim 
Yortheile  darin,  dass  es  einmal  in  zweckni&ssiger  Weise  die  ftltereD  mit 
den  neueren  Methoden  combinirt,  andererseits  sich  sehr  gründlieh  m\ 
dem  unendlich -Kleinen  abfindet. 

Der  erstgenannte  Oesichtspunkt  tritt  besonders  dentlicli  in  dem 
nächsten,  wichtigen  Abschnitte  über  die  Kegelschnitte  hervor,  die  in  «rst» 
Linie  als  Centralprojectionen  eines  Kreises,  und  erst  hinterher  als  Er- 
zeugnisse projectiver  Orandgebilde  auftreten.  Den  Ausgang  bildet  die  Auf- 
gabe, zwei  Kreise  in  einer  Ebene  perspectiv  aufeinander  za  beziehen.  D« 
Grenzfall,  dass  beide  Kreise  zusammenfallen,  fdhrt  sofort  zur  Theorie  Ttn 
Pol  und  Polare,  dem  Pascarschen  Sechseck,  und  so  fort. 

Geht  man  durch  Drehung  in  den  Baum  zurück ,  so  gelangt  man  ä 
Kürze  zu  den  metrischen  Eigenschaften  eines  beliebigen  Kreiskegels  (8jib- 
metrie- Ebenen,  Wechselschnitte  u.  dergl.)^  und  von  hier  aus  sa  den  Eigo* 
Schäften  der  Kegelschnitte. 

Besondere  Erw&hnung  verdient  die  elegante  Behandlung  der  Krümmuig 
der  Kegelschnitte. 

Bei  Gelegenheit  der  stereographischen  Projection  hfttte  wohl  auf  dk 
schOnen  Anwendungen  auf  Kartenprojection,  Krystallographie  o.  A.  hifi- 
gewiesen  werden  können. 

Nunmehr  folgt  ein  Abschnitt  über  die  Curven  der  Ebene  und  da 
Baumes  im  Allgemeinen  (die  Schreibweise  des  Textes:  „Ebene  und  Bann^ 
curven''  scheint  nicht  gerade  empfehlenswerth  zu  sein).  Als  GnmdUgf 
dient  eiue  knappe  (in  manchen  Punkten  wohl  zu  knappe)  Erörterung  d«r 
mit  dem  unendlich -Kleinen  zusammenhangenden  Begriffe. 

Ein  letzter  Abschnitt  beschäftigt  sich  eingehend  mit  Kugel,  CjrliiMJff 
und  Kegel,  ihren  Projectionen  und  Durchdringungen,  Eigen-  und  Sdüag- 
schatten. 

Das  Buch  birgt  eine  so  ausserordentliche  Falle  von  Stoff  auf  verfa&ltiiis- 
mässig  begrenztem  BAume,  dass  es  dem  Beferenten,  falls  er  den  Yorwurt 
parteilicher  Liebhaberei  vermeiden  will,  nicht  möglich  ist,  auf  die  vieiei 
Fortschritte  hinzuweisen,  die  sich  im  Einzelnen  vorfinden.  Darüfar 
kann  ja  auch  nur  mit  Fug  Jemand  urtheilen^  der  das  Buch  seinem  ÜBte^ 
richte  in  darstellender  Geometrie  zu  Grunde  gelegt  und  es  jahrelang  dorc^ 
geprüft  hat. 

Aus  persönlichen  Mittheilungen  weiss  der  Beferent,  dass  so  mxu^ 
ältere  Vertreter  der  Geometrie  in  wesentlichen  Punkten  anderer  MeinnBf 
sind,  als  die  Verfasser.  Aber  gerade  diese  Eigenartigkeit  des  Weikes 
veranlasst  den  Beferenten,  dasselbe,  seiner  unmassgeblichen  Meinung  m^ 
für  eine  Zierde  der  geometrischen  Literatur  zu  erklären.  Auf  den  iireitäE 
Band  darf  man  mit  Becht  gespannt  sein.  w.  Franz  Msyxs. 
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Die  WiMensdhaft  und  ihre  Sprache.     Eine  zeitgem&sse  Abhandlung  von 
Prof.  E.  HuLLHANN,   Orossherzogl.  Oldenborgiscfaer  Oberlehrer   der 
Mathematik  z.  D.     Leipzig  1894.     Ferdinand  Hirt  &  Sohn.     40  S. 
Der  Verfasser  wünscht,  man  solle,  ebenso  wie  in  der  Umgangssprache, 
aach  in   der  Sprache   der  Wissenschaft  jedes  überflüssige  Fremdwort  yer* 
meiden.     Wir    sind    l&ngst    der    gleichen   üeberzengang   und   glaaben   in 
unseren   Schriften    ziemlich   ausschliesslich    deutsche   Ausdrücke   zur   Ver- 
wendung gebracht  zu  haben.     Herr  HuUman  ist  nicht  Beindeutschier  um 
jeden  Preis.     Er  sieht  ein^   dass  gewisse  Fremdwörter  kaum  zu  entfernen 
sein   dürften,   nachdem   sie^   und    sie   allein,   bestimmte   wissenschaftliche 
Begriffe  festzulegen  erfunden  sind.    Wie  wollte  man  beispielsweise  „partielle 
Differentialgleichungen *\    wie   „compleze   Orössen",    wie  „Determinanten*^ 
verdeutschen?    Aber  gerade  diese  gezwungene  Folgewidrigkeit  bringt  es  mit 
sich,  dass  über  das  Maass  des  Gebotenen  und  des  Erlaubten  verschiedene 
Meinungen  sich  bilden  können.    Manche  Verdeutschung  des  Herrn  Hullmann 
sagt  uns  sehr  zu,  andere  scheinen  uns  weit  über  das  Ziel  hinauszuschiessen. 
Doch  gleichviel,   der  Qrundgedanke   der  kleinen  Streitschrift  —   denn  als 
solche  ist  sie   zu  bezeichnen  —  ist  gewiss  richtig  und  verdient  auch  die 
Beachtung  derer,  die  es  weniger  streng  mit  unserer  Sprache  nehmen.    Wir 
glauben    und   hoffen ,    dass    schliesslich    eine  Einigung   sich   dahin   werde 
erzielen   lassen,   die  deutsche  Sprache   um   so   unvermengter  mit  fremden 
Beigaben  zu  gebrauchen,  je  einfacher  die  Gegenstände  sind,  welche  man 
behandelt.    Die  Anfänge  der  Zahlenlehre,  wie  der  BaumlehrC;  können  und 
sollen  ohne  Fremdwörter  gelehrt  werden.    Je  höher  dagegen  der  Gegenstand 
einer  Abhandlung  oder  eines  Buches  ist,  je  beschränkter  in  Folge  davon 
sein  Leserkreis  im  eigenen  Lande,  je  nothwendiger  es  für  die  Druckschrift 
wie  für  die  Wissenschaft  wird,  ihr  in  der  ganzen  wissenschaftlichen  Welt 
Eingang    zu  verschaffen,    um   so  unentbehrlicher   werden  Kunstausdrücke 
aus  den  alten  Sprachen  sein,  die  keiner  neuen  Sprache  und  deshalb  allen 
angehören.  Cantor, 

Logik.   Eine  Untersuchung  der  Principien  der  Erkenntniss  und  der  Methoden 

wissenschaftlicher  Forschung.   Von  Wilhelm  Wukdt.    Zwei  Bände. 

Zweiter  Band.    Methodenlehre.    Erste  Abtheilung.    2.  umgearbeitete 

Auflage.     Stuttgart  1894.    Bei  Ferdinand  Encke.     XII  und  690  S. 

Zweiter  Abschniti    Von  der  Logik  der  Mathematik.    S.  87 — 259. 

In  der   1.  Auflage  von  1883)   welche   wir  im   XXIX«  Bande   dieser 

Zeitschrift  (Histor.-liter.  Abthlg.  S.  196—198)  angezeigt  habeU)  füllte  die 

Logik  der  Mathematik  145  Seiten.     In  der  neuen  Auflage  ist  der  gleiche 

Abschnitt  auf  172  Seiten  angewachsen«     Allerdings  ist  die  Zunahme  nur 

eine   scheinbare  und  durch  etwas  weitl&ufigeren  Druck  bedingt.     Die  Ver- 

Snderungen,  welche  bei  der  Umarbeitung  des  Werkes  die  Kapitel  erfahren 
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haben^  welche  wir  hente  wie  1883  als  diejenigen  betrachteten,  Aber  wekhe 
allein  wir  nns  ein  Urtheil  gestatten,  sind  gan^  minimale,  und  so  ^t 
auch  heute  noch,  was  wir  über  die  erste  Auflage  sagten.  Caxtob. 


Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie.  Bearbeitet  von  0.  Fort  nnd  0.  S€hl«> 

MILCH.    Erster  Theil.   Analytische  Oeometrie  der  Ebene.  Von 

0.  Fort,  weil.  Professor  am  königl.  sftchs.  Polytechnikum  xa  Dresdeo. 

Sechste  Auflage.    Besorgt  von  B.  Heger  in  Dresden.     Mit  in  de 

Text  gedruckten  Holzschnitten.    Leipzig  1893.     Bei  B.  O.  Teuba«. 

VIII  und  264  S. 

Vier   Auflagen   dieser  bekannten  analytischen  Geometrie    der  Ebece 

hat  der  ursprüngliche  Verfasser  herausgeben  dürfen,  zwei  Auflagen  besorg;^ 

dessen  Nachfolger,  im  Ganzen  von  dem  einmal  yorgezeichneten  und  dureii 

SOjBhrige  Brauchbarkeit   bewährten  Plane   kaum  abweichend,    wenn  wtz 

im  Einzelnen  ergänzend  und  neu  bearbeitend.    30  Jahre  bringen  eben  eise 

gewaltige  Aenderung   der   geistigen  HOhenverhältnisse   hervor.     Was  in: 

damals  dem  angehenden  Polytechniker  noch  nicht  suzumuthen  wagte,  dir 

und   muss   man  ihm  heute  bieten.     Das  hat  Herr  Heger  eingesehen,  i»3 

dem   entsprechend    hat    er    gebandelt.     In  die  neueste  6.  Auflage  hat  n 

Einiges    aus    der    projectiven   Geometrie   hineinyerarbeitet.      Ob    er  duc: 

Becht  that,  darüber  Iftsst  sich  streiten.    Praktisch  wird  die  Sache  siek  s* 

verhalten^   dass   fUr  jene   Anstalten,   an   welchen  neben   der    analjtisel« 

Geometrie  auch  synthetische  Geometrie  im  neueren  Sinne  des  Wortes  gelekr 

wird^  jene  neuen  Paragraphen  theils  überflüssig^  theils  ungenügend  erseheincL 

während  man  für  den  Gebrauch  au  anderen  Anstalten,  die  jenen  Dqtf-el 

Unterricht  nicht  kennen,  das  entgegengesetzte  ürtheil  f&llen  wird. 

Caktos. 

Die  Elemente  der  analytischen  Oeometrie  der  Ebene.     Zum   Gebnoii^i 

an   höheren  Lehranstalten,   sowie   zum  Selbststudium.     Diuqgestelt 

und  mit  zahlreichen  üebungsbeispielen  yersehen  von  Dr.  H.  Gastix 

Professor  an  der  Gantonssehule  in  Aarau,  und  Dr.  F.  Budio,  Ptofes«« 

am  Polytechnikum  in  Zürich.    Mit  54  Figuren  im  Text    Zweite  tt.'^ 

besserte  Auf  läge.    Leipzig  1894.    Bei  B.  G.  Teubner.   VI  und  168  S 

Bei   Anzeige   der    ersten  Auflage   im  XXXV.  Band  dieser  Zeitsekrin 

(Histor.-liter.  Abtlhg.  S.  37—38)  wünschten  wir  dem  hübschen  Bache  laL- 

reiche   Käufer  und   Leser.     An   Beiden   hat  es   ihm  nidit  gefehlt,  deii, 

wenn    bei    der  Unzahl   ähnlicher  Schriften,   welche  j&brlich  vermdirt  äk 

Literatur   des    Gegenstandes   ausmachen,    nach   sechs   Jahren    bereita  er 

Neudruck  noth wendig  wird,   so   ist  dieses  ein  Zeugniss  für  den  lehhate 

Beifall,    den   das   Buch   Verdientermassen   gefanden   hat.-     Die   Ver&flE: 

glaubten  deshalb  ihrem  Plane  getreu  bleiben  sU  sollen  und  Form  wie  Iikb' 
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im  O&nzen  so,  wie  sie  in  der  ersten  Auflage  waren,  gestalten  zu  müssen.  Die 
Verbesserungen  beziehen  sich  nur  auf  einzelne  Ausdrücke  nnd  Schloss- 
folgemngen,  die  noch  klarer  nnd  strenger  geworden  sind.  Wir  zweifeln 
nicht  daran,  dass  der  Vertrieb  auch  der  zweiten  Auflage  ein  günstiger 
sein  werde.  Cantob. 

Grnndriss  der  Differential-  nnd  Integralrechnung.   IL  Theil.   Integral- 
Bechnung.     Von  Dr.  M.  Steqemakn,  weil.  Professor  an  der  tech- 
nischen Hochschule  zu  Hannover.     Fünfte  yollst&ndig  umgearbeitete 
und  vermehrte  Auflage  mit  137  Figuren  im  Texte.    Herausgegeben 
von  Dr.  Ludwig  Kiepert,  Professor  der  Mathematik  an  der  tech- 
nischen  Hochschule   in  Hannover.     Hannover  1894.     Helwing'sche 
Verlagebuchhandlung.     XVI  und  597  S. 
Die   im   XXXI.  Bande    dieser  Zeitschrift  (Histor.-liter.  Abthlg.  S.  227 
bis   228)   empfohlene  vierte  Auflage   bestand  aus   446  Seiten.     Die  Ver- 
mehrung besteht   demnach   aus    151  Seiten   oder  reichlich  einem  Drittel. 
Die  Umarbeitung  ist  eine  in  der  That  vollst&ndige^  wie  das  Titelblatt  es 
ausspricht.      Eine    grundlegende   Abänderung   ist   beispielsweise   folgende. 
In    der  4.  Auflage    waren   zuerst   sKmmtliche    Integralformeln   abgeleitet, 
worauf  die  geometrischen  Anwendungen  folgten.     In  der  5.  Auflage  da- 
gegen sind  zuerst  die  einfachsten  Integrationen  vorgenommen.    Diese  sind 
sodann    geometrisch    angewandt.     Hierauf  folgen   erst   die   Integrationen 
gebrochener  rationaler,  irrationaler  und  transcendenter  Functionen. 

Weshalb  ist  diese  ümordnung  eingetreten?  Die  Vorrede  giebt  kurze 
Auskunft  darüber.  Sie  sagt  uns,  wenn  auch  nicht  mit  den  von  uns  ge- 
brauchten Worten,  Herr  Kiepert  habe  die  gleiche  Erfahrung  gemacht,  die 
sich  in  jeder  Vorlesung  über  Differential-  und  Integralrechnung  wiederholt, 
dass  es  in  der  ganzen  Mathematik  fdr  Lehrer  und  Lernende  nichts  Lang- 
weiligeres giebt,  als  die  Ableitung  sämmtlicher  Integralformeln,  und  dass 
es  darum  eine  didaktische  Nothwendigkeit  ist,  diesen  Gegenstand  durch 
interessantere  Zwischenbetrachtnngen  zu  unterbrechen,  mag  auch  die  dog- 
matische Einheit  darunter  leiden.  Wir  sind  darin  mit  Herrn  Kiepert 
durchaus  gleicher  Meinung,  gehen  aber  noch  einen  ziemlichen  Schritt  flber 
ihn  hinaus.  Dem  Beispiele  folgend,  in  welchem  bewfthrte  Lehrer  uuser 
Vorbild  waren,  nehmen  wir  die  einfachen  Integrationen  mit  den  Differen- 
tiationen zugleich  vor  und  ersparen  dadurch  Zeit  und  Laugeweile.  Die 
Vorlesung  zerfftllt  somit  allerdings  nicht  in  einen  ersten  ausschliesslich 
der  Differentialrechnung  und  einen  zweiten  ausschliesslich  der  Integral- 
rechnung ge?ddmeten  Abschnitt,  die  Zeichen  d  und  y*  kommen,  sobald 
die  Einleitung  abgehandelt  ist,  in  jeder  Vorlesung  gemeinschaftlieh  vor, 
aber  Verwirrung  entsteht  dadurch  keineswegs,  vielmehr  hilft  das  Integriren 
fortwUhrend  die  Differentiationsformeln  einzuprägen  und  umgekehrt.  AehnL'oh, 
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denken  wir,  sollte  auch  ein  wesentlich  didaktische  Zwecke  verblgeiidH 
Lehrbuch  verfaJhren.  Vielleicht  entschliesst  sich  ^Herr  Kiepert,  in  ein» 
nächsten  Auflage  die  beiden  Bände  in  der  angedeuteten  Weise  ineimoder 
zu  yerarbeiten.  —  Wir  haben  ausführlicher  yon  einer  Yer&nderong  g«- 
sprochen,  welche  die  5.  von  der  4.  Auflage  unterscheidet  Wollten  wir 
die  einzelnen  Kapitel  durchgehen,  so  wären  in  jedem  AbSndenmgeni  wir 
können  getrost  sagen,  Verbesserungen  hervorzuheben»  Gerade  dadurch  kemt- 
zeichnet  sich  aber  die  5.  Auflage  als  Vorbote  einer  künftigen  6.,  dec 
das  Eiepert'sche  Lehrbuch  wird  in  der  neuen  Oestaltong  nur  noch  meb 
an  den  Universitäten  sich  einbürgern,  ohne  seine  Verwendbarkeit  an  tedt- 
nischen  Hochschulen  einzubüssen.  Caktor 


The  ooUected  mathematical  papers  of  Henry  John  Stephen  Smith,  M.  A. 
F.  B.  S.,  late  Savilian' Professor  of  geometiy  in  the  unirersitv  cf 
Oxford,   edited  by  J.  W.  L.  Gijushbr,  Sc.  D.,  F.  E.  S.,  Fellow  öf 
Trinity  College,  Cambridge.    With  a  mathematical  intradaetion  h 
the  editor,  biographical  Sketches  and  a  portrait.     In  two  volnines. 
Oxford  at  the  Clarendon  press  1894.   XCV,  603  and  Vn,  719  pagei 
„Wenn    13   Punkte    in    der   Ebene   gegeben   sind,   so    sollen   dnrci 
geometrische  Construction  diejenigen  drei  Punkte  bestinunt  werden,  wekk 
mit  den  gegebenen   zusammen   ein   System  von   16  DurchseluiittqpunktBi 
zweier  Curyen  vierten  Grades  bilden/'     So  lautete  der  wesentlichate  Sat: 
einer  im  Jahre  1866   von  der  Berliner  Akademie  ausgeschriebenen  Prcr 
frage,     unter  vier  einlaufenden  Bearbeitungen  wurden  im  Juli  1868  h 
Folge   eines  von  Kummer  erstatteten  Berichtes  zwei  als  gleich  wer^Toi- 
mit  je  der  Hälfte  des  ausgesetzten  Preises  belohnt    Die  Verfasser  wars 
Herr  Hermann  Eortnm  und  Henry  John  Stephen  Smith.     Man  wird  kinc 
einen  Irrthum   begehen,  wenn  man  behauptet,   damals  sei  der  Name  d« 
am  2.  November  1826    geborenen  englischen  Mathematikers   zum  ersüz 
Male  in  Deutschland  bekannt  geworden.    Nicht  als  ob  Smith  fiast  42  Jab« 
alt  geworden   wäre,   ohne  einen  Beweis  seiner  schöpferischen  Geistesknft 
der  Oeffentlichkeit  zu  übergeben,  aber  nahezu  Alles,  was  aus  seiner  Fedff 
bis  dahin  gedruckt  wurde,   steht  in  den  Proceedings  of  Ute  BayaL  Sock^ 
in  den  Proceedings  of  the  London  mcUhenudical  Sociäy,  in  den  B^erts  r 
the  British  Ässociaiionf  und  diese  haben  s&mmtüchauf  dem  eüiafaiaAm 
Festlande,    in  Deutschland   wie   nicht   minder   in  den   anderen   LindaA 
einen   äusserst  beschränkten  Leserkreis.     Das  zeigte  sich  am  DentBehsicc 
als  die  Pariser  Akademie  als  Preisfrage  für  das  Jahr  1882  die  Zerlegail 
einer  Zahl  in  fünf  ganzzahlige  Quadrate  forderte  und  dabei  die  Bewarb 
auf  Lehrsätze    von   Eisenstein    hinwies,    welche    1847    ohne   Bewiis  iz 
XXXY.  Bande  von    Crelle's  Journal  ausgesprochen  worden  waren.    W« 
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nftmUoh  die  Pariser  Akademie  1882   verlangte ,   war  seit  15  Jahren  yor- 
handen.     In   den  Proceedings   of  tbe   Bojal  Society  von  1867   stand   dUe 
Abbandlang  von  Smith:  On  ihe  Orders  and  gener a  of  qiMdratic  forms  con- 
tainmg  more  than  ihree  indeterminaks,  und  in  ihr  war,   allerdings  wieder 
nicht  mit  ganz  erschöpfendem  Beweise,  die  Zerlegnngsanfgabe  gelöst.    Wollte 
also  die  Akademie   nnr  die   letzte  Lücke  ansgef&llt  haben,  so  mnsste  in 
dem  Preisaasschreiben  neben  Eisenstein  anch  Smith  genannt  werden,  nnd 
dass  dieses  nicht  geschah,  verbürgt,  dass  man  die  Abbandlang  von  Smith 
nicht  kannte.     Die   Bestfttigong  liefert   ausserdem   ein  im  Febrnar  1882 
zwischen  Smith  und  Herrn  Hermite  geführter  Briefvrechsel.    Smith  machte 
darin  anf  seine  Zerlegung  sowohl  in  fünf  als  in  sieben  Quadrate  aufmerksam, 
Herr  Hermite  erklärte  mit  Bedauern,  kein  Mitglied  der  mit  der  Vorbereitung 
der  Preisfrage  betrauten  Commission  habe  von  jenen  Arbeiten  eine  Ahnung 
besessen.    Smith  beeilte  sich  nun,  die  noch  ausstehenden  Beweise  genauer 
auszuführen  und  wurde  noch  gerade  bis  zu  dem  für  die  Einreichnng  der 
Bewerbungen  gestellten  Zeitpunkt   damit  fertig.     Am  2.  April  1883  fand 
die   Preisverkündigung    statt     Von   drei  eingereichten   Bearbeitungen   der 
gestellten  Aufgabe   wurden  zwei  als   des  Preises   gleich  würdig  erkannt 
und  gekrönt.    Ihre  Verfuser  waren  Smith  und  ein  damals  noch  blutjunger 
Student  in  Königsberg,  Herr  Minkowski.    Smith  hat  diesen  Tag  nicht  mehr 
erlebt.     Der   9.  Februar  1883   war   sein   Todestag.     Wir   haben   in   den 
beiden  Preisschriften,  welche  erwähnt  werden  konnten,  Muster  aus  scheinbar 
sehr   weit  voneinander  entlegenen  Gebieten   des  mathematischen  Denkens 
kennen  gelernt,  und   dennoch  kann  man  sagen  und  hat  der  Herausgeber 
seiner  Werke   mit  Becht  gesagt,    dass   Smith  vor  allen  Dingen   Zahlen- 
theoretiker war.     Auch   die  geometrische  Abhandlung  ist  als  eine  üeber- 
tragung  algebrabcher,   wenn  nicht  zahlentheoretischer  Gedanken   auf  die 
Curvenlehre   anzusehen,   wie   der   Berichterstatter  über   dieselbe   vor   der 
Berliner  Akademie  zum  besonderen  Lobe  zu  betonen   in  der  Lage  war. 
Zum   Yortheil  für  ihren  wissenschaftlichen  Werth,  sagte  Kummer,  lässt 
die  Arbeit  fast  überaU  erkennen,   dass  der  Verfasser  zu  seinen  umfassen- 
deren Untersuchungen  durch  algebraische  Betrachtungen  gelangt  ist.    Als 
Zalilentheoretiker   ersten  Banges  bewahrte  er  sich  in  den  fünf  Berichten: 
On  ihe  theory  of  numbers,  welche  er  1859 — 1863  veröffentlichte.     Es  ist 
g'e Wissermassen  eine  Zusammenstellung  dessen,  was  seit  Gauss  und  Legendre 
geleistet  worden  war,  systematisch  geordnet,  mit  Aufdeckung  der  da  und 
dort  noch  vorhandenen  Lücken,  zum  Theil  mit  deren  Ausfüllung.     Voller 
Beziehungen   auf  Zahlentheorie  sind  endlich  auch  die  Arbeiten  über  ellip- 
tische  Transcendenten^  über  Modulargleichungen,  über  Theta-  und  Omega- 
Punctionen,  mit  welchen  Smith  sein  Heimathsrecht  auf  noch  einem  mathe- 
tnatischen  Gebiete  bethätigte.    Die  letztgenannte  Abhandlung  brachte  Smith 
in  enge  Verbindung  mit  Herrn  Glaisher,  und  diesem  die  Ehre,  die  Schriften 
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des  yerstorbenen  Freundes  sammeln  und  heransgeben  za  düifen.  £r  ka: 
sicli  dieser  Ehre  durch  eine  nach  Form  und  Inhalt  yortreffliche  Einleitung 
wttrdig  erwiesen.  Es  steht  zu  erwarten,  dass  die  nunmehr  in  der  sehfiia 
Aasstattnngy  welchen  englischen  Ansgaben  znm  regelmSseigen  Lobe  ge- 
reichen, yereinigten  Schriften  des  lange  Zeit  za  wenig  bekannten  herror 
ragenden  englischen  Mathematikers  vielfach  gelesen  werden,  vieläicli  als 
Anknüpfongspnnkt  für  neue  Forschnngen  dienen.  Ca5tol 


Frontinns  and  bis  two  books  on  the  water  snpply  of  the  city  of  Booe. 

A.  D.  97.    A  Lectnre  deHvered  before  the  engineering  stadenti  of 

Comell  Universiiy,   Febmary  2  d^  1894.     By  Clemens  Hssscbh. 

hydraulic  engineer  of  New  York^  N.  T.    Ithaca,  N.  Y.    1894.  40  p«f 

Philologen   nnd  Mathematiker  haben   sich  wiederholt  mit  Fronticc:. 

dem  berühmten y  vielseitig   schriftstellerischen  Techniker   des   ersten  me^ 

christlichen  Jahrhunderts   beschSftigt.     £s   konnte   nicht  fehlen,   dass  ib» 

Untersnchnngen  sich  gegenseitig  ergfinzten,  wenn  gleich  immer  noch  eis 

Lücke  blieb.    Beide  waren  nftmlich  nicht  befähigt,  den  eigentlich  wasserbii 

technischen  Inhalt  der  Bücher  über  die  Wasserleitongen  richtig  zu  würdiga. 

beziehnngsweise    einen   sacbgemässen   Anszng   ans   ihnen    in    vennsUhei 

Dieser  Aufgabe  hat  nnn  Herr  Herschel  sich  unterzogen ,   und    wenn  sä 

dem  Drncke   übergebener  Vorirag  auch   in   erster  linie  fOr  FachgeDOssa 

des  Wasserbaues  bestimmt  war,  so  ibt  er  doch  so  allgemein  verstiii£k£ 

gehalten,  dass  auch  Laien  auf  jenem  Gebiete  ihn  lesen  künnen  und  gen 

gleich  nns  die  Erläuterungen  dankbar  entgegennehmen  werden.     Castou^ 

Monge,  der  Begründer  der  darstellenden  Qeometrie  als  Wissenschaft.   Eiar 

mathematisch-historische  Studie  Yon  Prof.  Ferdinand  Jos.  OBssRArc:: 

Fortsetzung.     20  S.     Brunn  1894. 

Den  ersten  Abschnitt  haben  wir  Band  XXXIX.  (Histor.- liier.  Atehk 

8.187—188)  angezeigt.   Li  der  uns  heute  Yorliegenden  Fortsetsong  acbüder 

der  Verfasser  Monge^s   mathematische   Leistangen,    soweit    ae    in  dasc 

Qiomitrie  discriptwe  enthalten  sind.    In  Anmerkungen  werden  die  Paraü«. 

stellen  deutscher,  besonders  österreichischer  Werke  angegeben,  welche  is 

Lihalte   der   einzelnen   Kapitel  bei  Monge   entsprechen.     Ein   noch  n  ^ 

wartender  dritter  Abschnitt  wird  die  ÄpplicaJtums  de  V Analyse  ä  la  Geomttr. 

behandeln.  Cast»^. 
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normale  a  un  mgme  point  de  Tellipse.    Betali.   Mathesis  S^rie  2,  IV,  230. 
>9.  Lieu  du  milien  de  la  droite  qui  ioint  fes  centres  de  courbure  aux  extr^mit^s 

des   diam^tres   conjuguls   a'une  ellipse.     Barisien,   Droz.     Mathesis, 

Sdrie  2,  IV,  28. 
>0.  Sur  le  triangle  form^  par  les  extr^mit^s  d*ane  corde  d*une  ellipse  et  le  p6le 

de   cette   corde.    Gillet,   D^prez,   Mandart    Mathesis  Sdrie  2,  IV, 

273.  —  Droz-Farny  ibid.  275. 

1.  Sur  nne  ellipse  associ^e  au  triangle.    H.  Mandart.    Mathesis  S^rie2,  IV,  241. 

2.  Ellipse  engendr^e  aa  moyen  d'un  triangle  rectangle.    Mandart,  Collette, 

Polak,  M"«  de  Haas.  Mathesis  Sdrie  2,  IV,  254.  —  Deprea.  Droz- 
Farny  ibid.  255. 

3.  Ellipse  engendr^e  ä  Taide  d'ane  ellipse  donn^e     A.  C.    Mathesis  S^rie  2,  IV, 

92,  118.  —  Juel  ibid.  116.  —  Lemoine  ibid.  117.  —  Cl.Servais  ibid. 
117.  -  Sollertinsky  ibid.  118.  —  Döprez  ibid.  116,  119. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  11.    Quadratur  221. 

XlUpsoid. 
i.  Zar  Complanation  des  dreiachsigen  Ellipsoides  mittelst  elliptischer  Coordinaten. 
Ferd.  Jos.  Obenrauch.    Grün.  Archiv  2.  B.  XII,  155. 
Vergl.  Hydrodynamik  139. 

EUiptisehe  Traascendenten. 
».  Neue    Herleitang  des   Additionstheorems   ffir  die  elliptischen  Integrale  erster 
Gattung.    F.  Pietzker.    Zeitschr.  Math.  Pbys.  XXXIX,  253. 
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66.  Ein  Beitrag  zur  Transformationstheorie  der  elliptischen  Functionen  mit  eiie 

Anwendung[  auf  Zahlen  theorie.  Hein  r.  Weber.  Matiiem.  AnnaL  XLIUy  IS 

67.  Sulla  trasformazione  deir  undecimo  ordine  delle  fnnsioni  ellitü^^e.    Fra&c. 

BrioBchi.    Annali  mat.  8er.  2,  XXI,  309. 

68.  Ueber  die  Transformation  eines  Integriüs.    T.  Brodän.     Gran.  ArchiT.  Ifi. 

XU,  223. 
Vergl.  Quadratur  223.    Reihen  238.    Thetafunctionen. 

F. 
Factorenfolge. 

69.  Bestimmung  des  Näherungswerthes  bez.  Grenzwerthes  eines  Prodaetea.  L-Saal 

schütz.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIX,  249. 

70.  Des   prodaits   (1-«)    (1-«»)    (1 -xM  . . .  et  (1  +  a?)   (14-«^    {!+«■). 

£.  Gesaro.    Mathesis  Särie  2,  IV,  194. 

Formen. 

71.  Ueber  einen  Satz  von  Hilbert.   P.  Gordan.  Mathem.  AnnaL  XLT.  1S9.   [Ver?! 

Bd.  XXXVI  Nr.  61.] 

72.  Ueber  die  Sygjgante  Iflij>=  l^j  &>  2]  zweier  simultanen  biquadratiechen  bieäre 

Formen,    v.  Gall.    Mathem.  Annal.  XLIII,  5&0. 

73.  Ueber  ternäre  bilineare  Formen.    P.  Muth.    Mathem.  Annal.  XLU,  257. 

Vergl.  Inyariantentheorie.    Substitutionen. 

rnnetlonen. 

74.  On  lacunarj  funcüons.    Gayley.    Quart  Joom.  math.  XXVI,  279. 

76.  Noteonthetheoryoforthomorphosis.    Gayley.   Quart.  Joum. math.  XXVI, Sl 

76.  Ueber  die  Darstellung   eiuiger  Fälle   der    automorphen   Primformen  dvsü. 

specielle  Thetareihen.    Heinr.  Burkharde    Mathem.  Annal.  XLII,  In 

77.  Zur  gruppentheoretischen  Grundlegung   der  automorphen  Functionen,    fict 

Fri oke.    Mathem.  Annal.  XLll,  664. 

78.  On  Noether*s  fundamental  theorem.    H.  J.  Baker.    Mathem.  Annal.  XLQ,  tti 

79.  Einige  Bemerkungen  über  die  Lamä*8chen  Functionen  zweiter  Art.   Ul  r.  Big  1er 

Grün.  Archiv.  2.  R.  XII,  113,  226. 

80.  Ueber  die  Transcendenz  der  Zahlen  e  und  n.     D.  Hilbert.    Maihem  Aslx 

XLni,  216.  —  A.  Hurwitz.    Ebenda  220.  —  P.  Gordan.     Ebenda  Si 

81.  Ueber  Functionen  yon  Vectorgrössen,  welche  selbst  wieder  Vector^rOcseo  sb. 

H.  Burkhard!    Mathem.  Annal.  XLHI,  197. 

82.  Ueber  OrdinalfunctiriVen.    A.  Voigt.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIX,  59. 

83.  Beweis  eines  Satzes   von  Bertini  über  lineare  Systeme    ganser   Fümcikam 

J.  Lüroth.    Mathem.  Annal  XLII,  467. 

84.  Delle  funzioni  regulari  in  ud'  area  connessa  qualsivoglia   a  diitanza  £si> 

GiuLAscoli.    Annali  mat.  Ser.  2,  XX,  246.    [Vergl.  Bd.  XXXYIII,  Xr  Ti 
86.  Ueber  symmetrische  Functionen   von  mehreren  Reihen   von  Ver&nderJicba 
Fr.  Junker.    Mathem.  Annal.  XLIII,  226. 

86.  Neues  Verfahren  der  Fourier'schen  Entwickelung  der  doppelperiodiecbeB  Fs. 

tionen.    G.  Mohrmann.    Grün.  Archiv.  2.  R.  XH,  1. 

87.  Sülle  funzioni  a  due  variabili  reali,  le  quali  crescono  o  decrescono  sempre» 

verso  positive  di  ciascuno  degli  assi  in  un  pezzo  di  piano   a  digfa»^" 

finita.  GiuLAscoli.    Annali  mat.  Serie  2,  XX,  41.    [Vergl.  Bd.  XXITIi 

Nr.  74] 

Vergl.  Bernoulh*8che   Zahlen.     Bestimmte  Integrale.     QylinderfVuictiaif: 

Determinanten.    Differentialgleichungen.    Elliptische  Transcendc^^- 

Factorenfolge.    Formen.    Ima^näres.    Invariantentbeorie.    Iterii^ 

Maxima  und  Minima.     Mehrdimensionale  Geometrie.    Reihen.   S»- 

stitutionen.    Thetafunctionen.    Unendlich  gross. 

Geometrie  (descaiptive). 

88.  Gondition   de  parall^lisme  entre  un  plan  et  une  droite.    C.  J.  Fras^ri^ 

Mathesis  Särie  2,  IV,  236. 

89.  Eine  räumliche   Betrachtung  der  Dreieokspunkte.    Ghladek  Franz.  ^ 

Archiv.  2.  R.  XII,  109. 
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Ctoometri«  Chtthore)« 

90.  Vergleichende  Betrachtangen  über  neaere  geometrische  Forschangen  (1872). 

Fei.  Klein.    Matbem.  Annal.  XLIII,  68. 

91.  Ueber  Byrnbolißches  Rechnen  mit  geometrischen  Verwandtschaften.  Tb.  Beye. 

Mathem.  Annal.  XLIII,  146. 

92.  Eine   neue  Ableitung  des  Satzes  von  Gaylev-Brill   über  Punkt^steme  auf 

einer  algebraischen  Gurre.   B.  Sporer.   Zeitschr.  Math.  Phys.  aXXIX,  228. 

93.  Ueber  RealitätsYerhältnisse  bei  der  einem  beliebigen  Geschlecnte  zugehörigen 

Normalcurve  der  9.    Fei.  Klein.    Mathem.  Annal.  XLU,  1. 

94.  On  certain  faotors  of  the  c-  und  j9-discriminants  and  their  relation  to  fixed 

Soints  on  the  family  ofcurves.  Isabel  Maddison.   Quart.  Joum.  math. 
XVI,  807. 
96.  Einige   Sätze  über  projective  Spiegelung.    Max  Bö  eher.    Mathem.  Annal. 
XLm,  698. 

96.  Contribuzione  alla  teoria  delle  serie  irrazionale  inYolutorie  00 1  giacenti  suUe 

▼arietä  al^ebriche  ad   una  dimensione.    Fed.  Amodoo.    Annali  mat. 
Serie  2,  XX,  227. 

97.  Curve  X;-gonali.    Fed.  Amodeo.    Annali  mat  Serie  2,  XXI,  221. 

98.  Ueber  Kreisbogenpolygone.    A.  Schön  flies.    Mathem.  Annal.  XLU,  377. 

99.  Sur  les  strophoidales.    G.  de  Longchamps.    Mathesis  S^rie  2,  IV,  138.  — 

J.  Neu  borg  ibid.  141. 

100.  Alcune  idee   di  Ettore  Caporali  intorno   alle   quartiche   piane.     C.  Segre. 

Annali  mat.  Serie  2,  XX,  237. 

101.  Sopra  due  curve  invariantive  di  una  quartica  piana.    Edg.  Giani.    Aunali 

mat.  Serie  2,  XX,  267. 

102.  Bemerkung  zur  Theorie  der  regelmässigen  Gonfigurationen  n^.  A.  Schön  flies. 

^  Mathem.  Annal.  XLU,  696. 

103.  Einige  metrische  Eigenschaften  der  cubischen  räumlichen  Hyperbel.  Heinrichs. 

Zeitschr.Math.  Phys.  XXXIX,  213,  273. 

104.  Projective  Lösung  einer  geometrischen  Aufgabe.    Wilh.  Rulf.    Grün.  Archiv. 

2.  R.  XU,  442. 
Vergl.  Absolute  Geometrie.    Dreiecksgeometrie.    Kegelschnitte.    Kinematik. 
Mehrdimensionale  Geometrie. 

Oesohiehte  der  Kafhmnatik. 
106.  Sur  les  m^thodes  primitives  qui  ont  serri  ä  r^soudre    des  qnestions  arith- 
m^üques.    V.  ßobynin.    Biblioth.  math.  1894,  66. 

106.  Die  Kreismessung  des  Archimedes.    Fried r.  Hultsch.    Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXXIX,  hist..liter.  Abthlg.  121,  161. 

107.  Un  fragment  des  mätriques  de  Heron.    P.  Tanne  ry.    Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXXIX,  hist-liter.  Abthlg.  13. 

108.  Ueber  den  Geburtsort  des  Serenos.    J.  L.  Heiberg.    Biblioth.  math.  1894,  97. 

109.  Ueber  die  Wasseruhr  und  das  Astrolabium  des  Arzachel.    Arm.  Wittstein. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIX,  hisi-liter.  Abthlg.  41,  81. 

110.  Ueber  den  Josephus  sapiens  oder  Hispanus  Gerberts.    M.  Gurtze.    Biblioth. 

math.  1894,  18.  —  H.  Suter  ibid.  84. 

111.  Das  gläserlose  Sehrohr  im  Alterthum  und  Mittelalter.   S.Günther.   Biblioth. 

math.  1894,  16. 

112.  Zar  Geschichte  des  Josephspiels.    M.  Gurtze.    Biblioth.  math.  1894,  116. 

113.  Die  Mathematik  der  Juden.    M.  Steinschneider.    Biblioth.  math.  1894,  87, 

79,  99.     [Vergl.  Bd.  XXXIX  Nr.  66.] 

114.  Intorno  ad  alcune  edizioni  deir  Algorismo  del  Sacrobosoo.     P.  Biccardi. 

Biblioth.  math.  1894,  73. 
11  IS.  Miscellen   zur   Geschichte  der  Mathematik  im  XIV.  und  XV.  Jahrhundert. 

M.  Gurtze.    Biblioth.  math.  1894,  107. 
llG.  Quelques  remarques  sur  Thistoire  des  math^matiques  en  Espagne   au  XVL 

siäcle.    G.  EnestrOm.    Biblioth.  math.  1894,  38. 
XX 7.  Zur   Geschischte   der   Mathematik   im   XVII.  Jahrhundert.     S.  Dickstein. 

Biblioth.  math.  1894,  24. 
f  tS^  Note  sur  Thistoire  de  Tinfiniment  peüt.    G.  Vivanti.  Biblioth.  math.  1894, 1. 
1X9'  Intorno  alla  prima  dimostrazione  di  un  teorema  di  Format.    GioT.  Vaoca. 

Biblioth.  math.  1894,  46. 
1^  SO.  Snr  la  part  de  Jean  Bernoulli  dans  la  publication  de  PAnalyse  des  infinimenis 

petits.    G.  EnestrOm.    Biblioth.  math.  1894,  66. 

:XIi0t.-lit.  Abth.  d.  Zeltiohr.  t  Math.  o.  Phji.  40.  Jftbxg.  1895.  3.  Heft  9 
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ISl.  On  the  uae  of  a  single  symbol  to  denote  the  incommeiiBiirable  nnmber 
3,14159  ...    W.  W.  Bonse  Ball    Biblioth.  niaih.  1894, 106. 

122.  Ueber  e  als  Grundzahl  des  natürlichen  Logarithmensystems.  W.  W.  Bernau 
Biblioth.  math.  1894,  82. 

128.  Georg  von  Vega.  G.  Doehlemann.  Zeitschr.  Math. Phys.  XXXIX,  hisi-lifeL 
Abtfalg.  204. 

124.  Geschichte    der   optischen   und   katoptrischen   Anamorphoaen.      K.  Baoii 

Zeitsobr.  Math.  Phys.  XXXIX,  hisi-liter.  Abthlg.  1. 

125.  Sur  les  deconvertes  math^matiques  de  Wronski    S.  Dick  stein.     Bibhotb. 

math.  1894,  49,  85.    [Vergl.  Bd.  XXXIX,  Nr.  71j 

126.  Leopold  Kronecker  (7.  XU.  1823—29.  XU.  1891).    Heinr.  Weber.  Mstin 

Annal.  XLIII,  1. 

127.  Ntoologne  d*£mest  Edoaard  Kummer  (1810—1893).    Hermite.    Mathea 

S^rie  2,  IV,  40. 

128.  Fürst  BaJdassarre  Boncompagni  Ludoyisi.    M.  Cantor.    Zeitschr.  Math.  Pfcjs. 

XXXIX,  hist-liter.  Abthlg.  201. 

129.  N^crologne  d*Eugdne Charles  Catalan(1814  — 1894).  P.M  ansion  n.  J.Keaberg. 

Mathesis  S^rie  2,  IV,  83. 

Oleiehongen. 

130.  Sur  le  th^or^me  de  D*Alembert.    V.  Jamet.    Mathesis  S^rie  2,  IV,  5. 

131.  Ueber  Kronecker's  Definition  der  Gruppe  einer  Gleichung.   0.  Boisa.  Mathea. 

Annal.  XLII,  253. 

132.  Die    allgemeinen  Grundlagen    der  Qalois'schen  Gleichungatheoria.     Heiii. 

Weber.    Mathem.  Annal.  XLIII,  531. 

133.  Zur  Theorie  der  Aberschen  Gleichungen.   £.  Netto.  Mathem.  AnnaL  XLII,  431 
184.  Die  Normalform  des  allgemeinen  Wurzelausdrucks  und  ihre  Eigensdiafta 

Lipps.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIX,  1.    [Verffi.  Bd  XXXI]^  Kr.  75] 

135.  Die  Auflösung  der  Gleichungen  mittelst  der  Normalform.    Lipps.    Zeitiek 

Math.  Phys.  XXXIX,  65. 

136.  Ueber  die  Auflösung  der  Gleichungen  vom  fünften  Grade.     W.  Heymssi. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIX,  162,  198,  257,  321. 

137.  lUsoudre    Töquation    a?*— 4aa5'+2a*aj'+4a*d5  +  a*  =  0.     Dros-Farny  e*t 

Mathesis  S^rie  2.JLV,  27^7, 

138.  Räsoudrele  Systeme  ^'aj-|-Ky  =  ^,  2aj  +  2y-|-i)  =  0,^+|?««  +  g  =  O.  Barbetu 

Listray,  Verdeyen.    Mathesis  Serie  2,  IV,  208. 


Hydrodynamik. 
189.  Steady  motion  of  a  viscous  liquid  in  wbich  an  ellipsoid  is  constraiscd  ft 
rotate  about   a    principal   axis.     D.  Edwardes.    Quart.  Jonn.  mstL 
XXVI,  70. 

140.  Motion   set  up   in   viscous  liquid  by  a  rotating  cy linder.    D.  £dwarde& 

Quart  Joum.  math.  XXVI,  157. 

141.  On  the  motions  of  solids  in  a  liquid.    Miss  Fawcett.    Qoart.  Joum.  mstt 

XXVI,  231. 

142.  Ueber  die  Bewegung  eines  festen  Körpers  in  einer  Flüssigkeit.    W.  Steklofi 

Mathem.  Annal.  XLII,  273. 

Hyperbel« 

143.  Quelques  propriätäs  de  rhyperbole.     Pirondini.    Mathesis  S^rie  %  IV,  21* 

144.  Engendrement  de  plusieurs  hyperboles.   Betali.   Mathesis  S^rie  2,  IV,  237.- 

Barisien  ibid.  228. 

145.  Hyperbole  ^quilatäre  passant  pur  les  quatre  points  dans  lesqoela  an  cerc: 

coupe    une    conique.      Droz-Farny,     Colette,    Gilfet,     D^prei 
Mandart.    Mathesis  S^rie  2,  IV,  53.  —  Gl.  Seryais  ibid  9&. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  13. 

I. 

Imaginäres. 

146.  Die  GauBs*sche  Darstellung  complexer  Zahlen  in  geometrischer  BeliiuiLlif  f 

Adalb.  Breuer.     Grün.  Archiv.  2.  B  XII,  337. 
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147.  Berichtigung  so    dem  Aufsätze    über  Systeme    höherer    complexer  Zahlen. 

TheodMolien.  Mathem.AnDal.XLIl, 808,  [Veivl. Bd. XXXVIII. Nr. 418.] 

148.  Sni  gruppi  di  sosütuzioni  lineari.    L.  Bianchi.     Mathem.  Annal.  XLÜ,  80; 

XLni,  101.    [VergL  Bd.  XXXVHI,  Nr.  136] 

XaterpoUtloA. 

149.  Zur  Cauchy*schen  Interpolaiionsauf gäbe.  E.  Netto.  Mathem.  AnnaL  XLO,  453. 

IhTariaatd&theeris. 

150.  Ueber  die  vollen  Invariante nsysteme.   D.  Hubert.  Mathem.  Annal.  X LH,  313. 

151.  On  semiinvariants.    Ca^ley.    Quart.  Jouru.  math.  XXYI,  66. 

152.  On  reciprocants  and  differentialinvariants.     Gajley.     Quart.  Jonm.  math. 

XXVI,  169,  289. 

153.  On  Pfaff-inyariants.    Cayley.    Quart.  Joum.  math.  XXVI,  195. 

154.  Ueber  das   Formensystem   emes   Kreisbogenpolygons  vom  Geschlecht  Null. 

Q.  Pick.    Mathem.  Annal.  XLU,  489. 

155.  üeber  die  Invarianten  algebraischer  Functionen  von  Formen.    E.  Wolf  fing. 

Mathem.  Annal.  XLIU,  26. 

156.  8ui  oombinanli  dei  sistemi  di  forme  binarie  annessi  alle  curve  ^bbe  razionali 

del  quart*  ordine.    L.  Berzolari.    Annali  mat.  Serie  2,  aX,  101. 
VergL  DifiFerentialgleichungen  36.    Formen,  Functionen  81.    Substitutionen. 

Iterinmg. 

157.  Ueber  Iterirung  gebrochener  Functionen.    E.  Netto.    Zeitsohr.  Math.  Phys. 

XXXIX,  382. 

K. 

Xegsltolmitta. 

158.  Zur  Gonstruetion  eines  Kegelschnittes  aus  ftlnf  Punkten.    Thomae.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXIX,  68. 
169.  Ueber   die  Constroction  von   Kegelschnitten    aus    fClnf  Punkten   oder   fftnf 
Tangenten.    0.  SchUmilch.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIX,  117 

160.  Ueber  die  Kegelschnitte  um  und  in  ein  Fünfeck.    0-  Schlömilch.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXIX,  245. 

161.  Ueber  die  Projection  von  fünf  Punkten  einer  Ebene  in  fünf  Punkten  eines 

Kreises.    F.  Schur.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIX,  247. 

162.  Projectiv- geometrischer  Beweis  des  Satzes:  der  geometrische  Ort  aller  Punkte, 

f&r  welche  die  scheinbare  Qrösse  eines  Kegelschnittes  dem  Quadranten 
gleichkommt,  ist  ein  Kreis.  Thomae.  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIX,  316. 
168.  Ueber  die  Achsenbestimmung  von  Kegelschnitten.    0.  StolL   Zeitschr.  Math. 
Phys.  XXXIX.  120.    [Vergl.  Bd.  XXXIX,  Nr.  97.] 

164.  Ein  System  monoconfocaler  Kegelschnitte.    Keller.    Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXXIX,  290. 

165.  Orthogonal  conics.    H.  M.  Taylor.    Quart  Jonrn.  math.  XXVI,  148.  —  G.  T. 

Ben  nett  ibid.  166. 

166.  Sur  le  cercle  de  Boscovich.    Gasey.    Mathesis  S^rie  2,  IV,  163. 

167.  Applications  d'un   th^oräme  de   Cnasles.     Balitrand.     Mathesis  Sdrie  2, 

IV,  62,  81. 

168.  Queloues  proprio t^s  des  coniques  se  rattachant  h,  la  th^orie  des  transformations. 

Verbessern.    Mathesis  Sdrie  2,  IV,  184. 

169.  Conique  lieu  du  sommet  d'un  trian^le.    Däprez.    Mathesis  S^rie  2,  IV,  121. 

170.  Quatre  droites  a,  h,  c,  d  sout  coupees  par  une  cinqui^me  e  auz  points  A,  B, 

C,D\  les  coniques  circonscntes  aux  triangles  hcd,  dca,  aah,  abc  et 
touchant  a,  h,  c,  d  en  A,  B,  C,  D  rencontrent  e  en  un  m^me  point. 
Droz-Farny.    Mathesis  S^rie  2,  IV,  145. 

171.  Extension  of  a  theorem  in  plane  geometry.    A.C.  Dizon.    Quart.  Joum. 

math.  XXVI,  212. 
172«  Enveloppes de certaines droites.  Retali,  D^preE,Droz.  Mathesis  B4ne 2, IV,  26. 
Vergl.  Ellipse.     Hyperbel.     Kreis.     Krümmung   181.     Oberflächen  zweiter 
Ordnung  202.    Parabel.    Winkeltheilung. 

Kinematik. 
173.  Rapport   sur  Touvrage   de  M'  Mannheim:    Principes  et  d^veloppements  de 
Q^om^trie  dnämatique.  M.  d*  0 eagne.  Mathesis  S^rie  2,  IV,  Supplement. 
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Xnis. 

174.  Limite  de  la  somme  alg^brique  de  certains  arcs  de  cercle.     Vladimiresen. 

Mathesis  S^rie  2,  IV,  46. 

175.  Sur  le  cercle  des  neuf  points.    Jos.  Gillet.    Mathesis  S^rie  S,  IV,  41  - 

J.  Neuberff  ibid.  183. 

176.  Lieu  du  centre  da  cercle  inscrit  k  un  triangle  d^pendant  lai  znSine  d*aD  aotre 

cercle.    Barisien.    Mathesis  S^rie  2,  IV,  29. 

177.  Quelle  doit  Ötre  la  distance  des  centres  de  deuz   circonfärences   de  raJOD^ 

dono^s  poar  qa*on  puisse  d^crire  une  circonförence  toachant  let  ärcon- 
färences  donn^es,  fear  ligne  des  centres  et  ane  tangeote  commuser 
Barisien.    Mathesis  S^rie  2,  IV,  101. 

178.  Sur  deax  drconfdrences  dont  l'nne  passe  par  le  centre  de  Taiitre.    Droi- 

Farn}r  etDdprez.    Mathesis  Serie  2,  iV,  144.  —  Brocard  ibid.  143. 

179.  Sur  trois  circonfärences  ayant  poar  diam^tres  les  trois  cöt^   d^on  triügie 

rectangle.    Droz-Farny.    Mathesis  Särie  2,  IV,  207. 

180.  On  coazal  Systems  of  circles.    R.  Lachlan.    (juart  Joam.  math.  XXVI,  129 

Vergl.  Bectification. 

Krümniixur. 

181.  Bayon   de  coarbure   d'ane  coniqae.    A.  Gob.    Mathesis  S^rie  2,  IV,  13S.  - 

J.  Neoberg  ibid.  223. 

182.  üeber  geod&tische  Erümmang.   B.  v.  Lilien  thal.  Mathem.  AnnaL  XLII,50i 

Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  13.    Ellipse  69.    Parabel  205,  äO& 

n. 

Mazima  und  Kinima. 

183.  Zar  Theorie  der  Mazima  and  Minima   einer  Function  von  zwei  Veränder- 

lichen.   V.  ▼.  Dantscher.    Mathem.  Annal.  XLII,  89. 
Vergl.  Dreiecksgeometrie  49. 

Keehanik. 

184.  Aeqaivalenz   der  Linientheil Systeme.     Ferd.  Kraft     Zeitachr.   Math    Fhn 

XXXIX,  87,  129. 
186.  Das  Dreieck,  bezogen  aaf  seine  Hauptträgheitsachsen.  B.H  o  p  p  e.  Gran.  Ardur.  i 
R.  XII,  447. 

186.  Ueber  gewisse  Gleichungen  und  Constanten  der  mechanischen  QoadraUir  vm 

der  Mechanik  ebener  Figuren.  Rad.  Skutsch.  Grün.  Archiv.  2.  &  Xn,  in 

187.  Quelques  systämes  de  tiges  articuMes.   R.  Bricard.  Matbesis  S^rie  2,  IV,  ill 

188.  üeber  die   gleitende  und   rollende  Reibung  bei   der  Fallmaacbjne.     £ort 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIX,  188. 

189.  üeber    die    barometrische    Höhenmessungsformel.     Kurz.     Zeitschr.  MaU 

Phys.  XXXIX,  63. 
Vergl.  Elasticität.     Elektricität.     Hydrodynamik.     Mehrdimensionale  G«o 
metrie  192.    Potential.    Wärmelehre. 

Mohrdimensionalo  Cheometrie. 

190.  Sülle  curve  razionali  di  uno  spazio   lineare  ad  un  numero    qualonqoe  c. 

dimensioni.    L.  Berzolari.    Annali  mat.  Serie  2,  XXI,  1. 

191.  Osculirende  Engel  nebst  den  analogen  Gebilden  fürn -Dimensionen.  R. Hoppe 

Gran.  Archiv.  2.  R.  XH,  96. 

192.  üeber  die   Bewegung    eines  Punktes    in    einer  n -fachen   Mannigfaltigkest 

P.  Stäckel.    Mathem.  Annal.  XLH,  637. 

193.  Zur  projectiven  Geometrie.    Wilh.  Eilling.    Mathem.  Annal.  XLId,  569. 

194.  üeber   den    Inhalt    des   vierdimensionalen    Pentaeders.      E.   Liers.     Gra 

Archiv.  2.  R.  XII,  344. 
196.  Studio  di  alcuni  sjstemi  di  rette  considerati  come  saperfide  dello  spaiio  • 
cinque  dimensioni.    G.  Fano.    Annali  mat.  Serie  2,  XXI,  141. 

Oberfläohen. 

196.  Sur  la  surface  des  ondes.    Cayley.    Annali  mat.  Serie  2,  XX,  1. 

197.  Sulle  evolute  delle  superfici  i  cui  raggi  principali  di  curvatora  son  legati  di  - 

relazione  ri — fi  =  2  J©  sen  y  ^ ^  y  T©  =  const  e  solle  loro  flessioni  Benei 
Calö.    Annali  mat  Serie  2,  XXI,  195. 
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198.  Alcnne   formole   relative   alle   linee   tracciate   sopra   ana   superfide  e  loro 

applicazioni.    Gemin.  Pirondini.    Annali  mat.  Serie  2,  XXI,  88. 

199.  Sor  deax  classes  de  Burfaces  qui  se  correBpondent.    8.  Mangeot.    MatbesiB 

S6ne  2,  IV,  34. 
Vergl.  Functionen  82.    Krümmung  182.    Substitutionen. 

OberiiielieiL  iwelter  Ordnung. 

200.  Orthogonal  quadrics.    H.  M.  Taylor.    Quart.  Joum.  math.  XXVI,  214. 

201.  On  the  general  eauation  of  a  conicoid  that  has   double   contact  with  two 

given  conicoids.    A.  C.  Diion.    Quart.  Joum.  math.  XXVI,  207. 

202.  üeber  das  Problem  eine  Fläche  zweiten  Grades   in  einem  der  Gestalt  und 

Grösse  nach  gegebenen  Kegelschnitte  zu  schneiden.    M.  Krewer.    Grün. 
Archiv.  2.  R.  Xfl,  185. 

203.  Lieu  des  pieds  des  normales  abaiss^es  d'un  point  sur  des  «^uadriques   con- 

centriqnes  et  homoth^tiques.   A.  Droz-Farny.    Mathesis  Särie  2,  IV. 94. 

204.  üeber  zwei  Fusspunktenflächen  des  Achsencomplexes  einer  Fläche  zweiter  Ord- 

nung.   Gh.  Bö  kl  e.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIX,  51. 
Vergl.  Ellipsoid. 

P. 
Parabel. 

205.  Osculirende  Parabel.    A.  Hoppe.    Grün.  Archiv.  2.  R.  Xu,  168. 

206.  8nr  les  paraboles  osculatrios  ä  une  circonfi^rence.    H.  Brocard.     Mathesis 

S^rie  2,  IV,  197.  —  Gl.  Servais  ibid.  203.  —  Absolonne  ibid.  204.  — 
D^prez  ibid.  205. 

207.  Propri^tä  de  la  directrice  d*une  parabole.  Mandart,  Droz-Farny,  Gillet, 

Verdeyen,  Greenstreet.    Mathesis  S^rie  2,  IV,  234. 

208.  Lieu  d*un  point  de  la  corde  des  contacts  d'une  conique  avec  un  des  cercles 

qui  Im  sout  bitangents.   Gillet.  Mathesis  S^rie  2,  IV,  171.  —  Oollette, 
Droz,  Däprez  ibid.  172. 

209.  Enveloppe  d'un  cerde  dont  le  oontre  se  meut  sur  une  parabole  donnde  et  qui 

passe  par  le  foyer  de  cetto  parabole.    Lieu  du  point  de  rencontre  de  ce 
cercle  avec  diverses  droites.    Däprez.    Mathesis  Särie  2,  IV,  24. 
Vergl«  Analytische  Geometrie  der  Ebene  11. 

Pludmotrie. 

210.  Das  Grundproblem  der  Flächen  und  Rauminhaltslehre.    O.Rausenberger. 

Mathem.  Annal.  XLIII,  601. 

211.  Bemerkungen  zu  der  Abhandlung  des  Herrn  M.  R^thy  über  endlich -gleiche 

Flächen.    H.  Dobriner.    Mathem.  Annal.  XLH,  275.  —  Mor.  Rethy. 
Ebenda  297.    [Vergl.  Bd.  XXXVH,  Nr.  212.] 

212.  Der  Satz:  „Confipruentes  von  Congruentem  giebt  Gleiches"  in  seiner  Anwendung 

auf  ebene  Flächen.    H.  Dobriner.    Mathem.  Annal.  XLH,  285. 

515.  Sur  le  centre  des  moyennes  harmoniques.  Verbessem.  Mathesis  S^rie  2, IV, 251. 
114.  Quelques   propri^t^s  d*une  droite  partag^e  en  moyenne  et  extreme  raison. 

Cläm.  Thiry.    Mathesis  S^rie  2,  IV,  22. 

516.  Triangle    dont  le    perim^tre  est  dgal   au   diam^tre   du    cercle   circonscrit. 

M"«  de  Haas,  Cl.Thiry,  Droz-Farny,  Collette,  Mandart,  Dela- 
haye.    Mathesis  Särie  2,  IV,  122. 
tl6.  A  Euclidean  proof  of  Gasey's  extension  of  Ptolemy's  theorem.   J.  H.  Taylor. 
Quart.  Joam.  math.  XXVI,  228. 

17.  Propri^t^s  du  quadrilatdre.    J.  Neuberg.    Mathesis  S^rie  2,  IV,  252. 

18.  Sur  quelques  quadrilat^res  sp^ciaux.    J.  Neu  borg.    Mathesis  S^rie  2,  IV,  268. 

19.  Ueber  das  durch  Gonstruction  einander  ähnlicher  ^leichschenkliffer  Dreiecke 

über  den  Seiten  eines  beliebigen  Dreiecks  gebildete  Sechseck.    Leman. 
Grün.  Archiv.  2.  R.  XÜ,  224.  —  F.  W.  Fischer.    Ebenda  885. 
YergL  Dreiecksgeometrie.    Trigonometrie.    Winkeltheilnng. 

Potential. 

20.  A  note  on  spherical  harmonics.   F.  W.  Dyson.  Quart.  Journ.  math.  XXVI>  80. 

4. 

<|nadratiir. 

21.  Relation  entre  Taire  d*une  ellipse,  celle  de  la  podaire  et  de  Tantipodaire  de 

Bon  centre.    Gillet,  D^prez.    Mathesis  S^rie  2,  IV,  257. 


118  Historisch -literarisöhe  Abtheilüng. 

222.  Sur  Vaire  de  qoatre  oourbes  da  eixidme  ordre.    Droz-Farnj.    UüImb 

84ne  2,  IV,  61. 
228.  Aire  comprise  entre  la  coorbe  t|f'(«*+a*)*sa*  («*+&*)    et   Bon  iBjmptoii 

räelle.    Absolonne  et  Yladimireien.    MatheaiB  Sörie  2,  lY,  S06. 
Vergl.  Planimetne  210,  211,  212. 

Baetifleator. 
224.  II  ooncetto  di  lunghezza  e  la  retta.    Bod.  Bettaszi.    Annali  mai  Seiie!, 

XX,  J9. 
226.  Beliebig  weit  angenäherte  sc-Constmction.  J.  E.  Böttcher.    Chran.AKliiT.1 

R.  Xn,  444. 

226.  Yalears  approchäes  de  n,    Matheais  Särie  2,  lY.  162. 

227.  Ueber  algebraisch  rectifidrbare  Raumcunren.    r.  Stack eL    Mathem.  AosaL 

XLIII,  171. 
Yergl.  Functionen  80.    Gkschichte  der  Mathematik  106,  121.     Kreis  17i 

228.  Zar  Theorie  der  Tarlor^schen  Reihe  und   der  analytischen  FanctioneB  rk 

beschriLnktem   Existenzbereioh.    AI  fr.  Pringsheim.     Mathem.  Abza. 
XLO,  163. 

229.  Solle  Serie  di  potenze  i  cai  coefficienti  dipendono  da  ona  yariabile.  G*  YiTinu 

Annali  mai  Serie  2,  XXI,  25. 

230.  Solle  Serie  di  potenze.    8.  Pincherle.    Annali  mat.  Serie  2,   XXI,  138.  - 

G.  Yivanti.    Ebenda  192. 

231.  Sor  la  gänäralisation   des   fractions   continoes  algäbriaoes.    Ch.  Hermitt 

Annali  mat.  Serie  2,  XXI,  289.    [Yergl.  Bd.  XXXYIII,  Nr.  164.1 

232.  Ableitungen  arithmetischer  Reihen.    Fr.  Rogel.    Gran.  Archiv.  2.  ILXIIST 

233.  Sommation    des    poissances    semblables    des    n  premiert    nombrei   eatka 

£.  Barbette.    Mathesis  Särie  2,  lY,  105,  142. 

234.  Sor  la  relation  S^z^S^u    E.  Gelin.    Mathesis  S^rie  2,  lY,  220. 

236.  Soit  Sp  la  somme   des  pi^»«*  poissances  des  n  premiers  nombree   eatipa 

4 
d^montrer  qoeiSs^  —  iS*!  (iSfj  — l)  +  iSfs.    H.  Brocard.    Mathena  SäM  i 

lY,  209. 

236.  On  the  s^wries  4 +T-4  + A  -  A+-- J^.L.Glaisher.  Qoart  Joom.  naü 

2        0        7        11       lo 

XXYI,  48. 
287.  On  a  series  involving  inverse  sqoares  of  prime  nombers.  J.  W.  L.  Glaisker 
Qoart.  Joorn.  math.  XXYI,  33.    [Yergl.  Bd.  XXXYII,  Nr.  638.J 

238.  Sor  rJvaloation  approch^e  d*one  s^rie  elliptique.  E.  Cesaro.  Mathesis  Seiie  i 

lY,  177. 
Yergl.  Bestimmte  Integrale.    Fonctionen  76,  86. 

SiagnlarititaA. 

239.  Ueber  Discriminanten  ond  Resoltanten  der  Gleichoogen  för  SiDgnUriti^ 

▼on  algebraischen  Ranmcorren  mit  Anwendongen  auf  RealitatsveriAltKae 
Franz  Meyer.    Mathem.  Annal.  XLIII,  286. 

Stereometrie. 

240.  Ein  stereometrisches  Analogen  zom  Pythagoreischen  Lehrsatz.  Eloet.  ZeitKi- 

Math  Phys.  XXXIX,  64.  —  Pützer.  Ebenda  64.  —  K.  Fink.  Ebenda  13^ 
[Yergl.  Bd.  XXXIX,  Nr.  151.] 

241.  Ueber  einige  Sätze  ans  der  elementaren  Raomgeometrie.    H.  Seipp    Gr« 

Archiv.  2.  R.  XII,  16. 

Bobstitatlo&ea. 

242.  Ueber  den  Zosammenhang  in  Reihen  mit  einer  Anwendong  anf  die  TVc* 

der  Sobstitotiooeo.    P.  Hoyer.    Mathem.  Annal.  XLII,  58. 

243.  On  groops   of  sobstitotions  that  can  be   formed  with  nine   lettera.    £.  ^ 

Askwith.    Qoart.  Joorn  math.  XXYl,  79. 

244.  List  of  the  sobstitotion  groops  of  nioe   letters.    F.  N.  Cole.    Qoart  J«c» 

math.  XXYI,  372. 
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245.  Zur  Theorie  der  Tripelsjateme.    Eng.  Netto.    Matfaem.  Annal.  XLII,  143. 

246.  OoDceming  triple  systemB.  E.  Hastingt  Moore.  Mathem.  Annal  XLIII,  271. 

247.  Bicerche  snlle  forme  quatemarie  quadraticbe  e  Bui  gruppi  poliedrici.  L.  Bianohi. 

Annali  mat  Serie  2,  XXI,  237. 

248.  Iteppresentazione  ^eometrica  delle  caratteristicbe  di  genere  86  di  genere  4e 

loro  gruppi  di  Bostituziooi.    Em.  Pascal.    Annali  mat.  Serie  2,  XX  163. 

249.  Die  Gruppen  der  Ordnungen  jp^,  pq\  p^r,  p*.    0.  Holder.   Mathem.  Annal. 

XLIIi,  301. 

250.  Saggio  buI  gruppo  delle  Bostituzioni  fra  le  27  rette  della  superficie  die  3®-ordine, 

e  Bui  cruppi  ad  obbo  isoformi.    Em.  Pascal.    Annali  mat.  Serie  2,  XX, 
269,  XXI.  85. 

251.  Alcune  ricerche  sul  gruppo  delle  soBtituzioni  e  sulla  configurasione  delle  16 

rette  della  superißcie  di  quarto  ordine  a  conica  doppia.    ItaloPereno. 
Annali  mat.  Serie  2,  XXI,  57. 
Yergl.  Imaginäres  148. 

T. 

Tetraeder. 

262.  Projective  Form   eines  metrischen  Satzes.    P.  Muth.    Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXXIX,  116.    [Vergl.  Bd.  XXXIX,  Nr.  155.] 

263.  Gleichseitiges  Tetraeder.    B.  Hoppe.    Grün.  Archiv.  2.  B.  XII,  327. 

254.  Volume  d'nn  certain  t^tra^dre.    Appell.    Mathesis  Sdrie  2,  IV,  40. 

255.  Sur  le  tätra^dre  isoscäle.    Cayley.    Mathesis  S^rie  2,  IV,  69. 

Thetafimetionsn. 

256.  Die  Transformation  der  Thetafnnctionen  einer  VeHlnderlicheu.    A.  Krazer. 

Mftthem.  Annal.  XLUI,  413,  457. 

257.  On  a  geometrical  proof  of  Jacobi's  d-Formula.     H.  F.  Baker.    Mathem. 

Annal.  XLHl,  593. 
Vergl.  Functionen  76,  86. 

Trigonometrie. 

258.  Demonstration  deigT  —  x <--  tg ^ en  prenant  x <—•  Absolonne.  Mathesis 

sehe  2,  IV,  78.  3  2 

269.  La  formule  de  Nicolas  de  Cusa.    H.  Brocard.    Mathesis  S^rie  2,  IV,  183. 

260.  Theoreme  de  trigonometrie.    P.  Delens.    Mathesis  S^rie  2,  IV,  68. 

261.  A  construction  for  a  regulär  polygen  of  seventeen  sides.    Herb.  W.  Bioh- 

mond.    Quart.  Journ.  math.  AXVI,  206. 

262.  Calcul  des  longueurs  de  certaines  cordes  dans  la  circonference  circonscrite  ä 

nn  triangle  donn^.    Delahaye  et  D^prez.    Mathesis  S^rie  2,  IV,  76. 

U. 

Unondliehgross. 

263.  Sur   nne   proposition   fondamentale   du   calcal   asymptotique.     £.  Cesaro. 

Mathesis  Sdrie  2,  IV,  57. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  118. 

W. 

Wlrmolohro. 

264.  Der  aus  den  Sätzen  über  Wärmegleichgewicht  folgende  Beweis  des  letzten 

Multiplicators  in  seiner  einfachsten  Form .  Ludw.Boltzmann.  Mathem. 
Annal.  XLH,  374. 

265.  Zur  Mechanik  der  atmosphärischen  Bewegungen.    Em.  Oekinghaus.    Grün. 

Archiv.  2.  B.  XU,  274. 
»66.  Die  thermischen  Gapacitäten  fester  und  tropfbar  flüssiger  Körper,  insbesondere 
des  Wassers.    Kurz.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIX,  124,  192. 

Winkoltheilung. 
:67.  lieber  die  Trisection  des  Winkels  mittelst  beliebiger  fester  Kegelschnitte. 

St.  Glaser.    Grün.  Archiv.  2.  B.  XII,  367.  [Vergl.  Bd.  XXXVHI,  Nr.  524.1 
ß&.    Theiluufl  eines  beliebigen  Winkels  in  eine  beliebige  Anzahl  gleicher  Tbeile  mit 

Hülfe  von  Modellen.    Arth.  Strauss.    Grün.  Archiv.  2.  B.  XII,  177. 
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ZaUenÜieorie. 

269.  Neue   Grundlagen  einer   allgemeinen  Zahlenlehre.    Kraus.    Zeitachr.  Math. 

Phjs.  XXXIX,  U.    [Vergl.  Bd.  XXXVHI,  Nr.  262.] 

270.  Zur  Theorie  der  Functionen  eines  cu bischen  EOrpers.    Lndw.  Baar.    Mathes 

Annal.  XLUI,  605. 

271.  Ueber  TollstSndige  und  complementäre  Perioden  und  Bestreihen  unendlicfacr 

Decimalbrüche.    Jos.  Mayer.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIX,  876. 

272.  Bestimmung  der  Anzahl  aller  ^nter  einer  gegebenen  Zahl  m  liegenden  Phk- 

zahlen,  wenn  die  unter  Vm  liegenden  Primzahlen  bekannt  sind.  Grsefe. 
Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIX,  88. 

273.  Ueber  relative  Primzahlen.  L.Goidschmidt.  Zeitschr.  Math.  Ph7B.XXXlX,t 

274.  Notes  on  the  division  of  the  circle.  F.S.Carey.  Quart.  Jonm.  math.  XXVI, it: 

275.  Sul  teorema  che  ogni  progressione  aritmetica,  nella  ^uale  il   primo  tenant 

e  la  ragione  sono  primi  fra  loro,  contiene  iufiniti  numeri  prünL  Itäii 
Zignago.    Annali  mat.  Serie  2,  XXI,  47. 

276.  Beweis  des  Satzes,  dass  jede  unbegrenzte  arithmetische  Reihe,  in  welcher  ds 

Anfongsglied  zur  Differenz  relativ  prim  ist,  unendlich  viele  PnmaLl£ 
enthält    G.  Speckmann.    Grün.  Archiv.  2.  R.  XQ,  439. 

277.  Zur  Zahlentheorie.  G.  Speckmann.  Grün.  Archiv.  2.  R.  Xu,  431,  446.  IXets: 

Bd.  XXXVIII,  Nr.  556.] 

278.  Ueber  die  Factoren  der  Zahlen.   G.  Speckmann.    Grün.  Archiv.  2.  B.  XU,  4& 

279.  Le  plus  petit  multiple  de  1,  2,  8, ...  2n  est  ^gal  ä  celui  de  n+  1,  fs  +  2,...i« 

Hacken,  Listrav,  Verdeyen.    Mathesis  Sdrie  f,  IV,  236. 

280.  Snr  nn  th^oröme  d'aritbm^tique.    V.  Jamet     Mathesis  S^rie  2,  lY,  271. 

281.  On  powers  of  numbers  whose   sum  is   the  same  power  of   some  noml-e 

Artemas  Martin.    Quart.  Jonrn.  math.  XXVI,  225. 

282.  Le  carr^  de  la  somme  de  n  carräs  est  somme  de  n  carr^e.     Bontine:; 

Mathesis  S^rie  2,  IV,  277. 

283.  D^terminer  n  de  manidre  que  1  +  8  +  8*  + 1-3*  seit  an  carr^.    Fanqnex* 

bergue.    Mathesis  Serie  2,  IV,  169. 

284.  Pötant  on  nombre  premier;  ei  p Nest  la  somme  de p  + 1  carrte ,  dornt pKÖ/^ 

^gaux,  .AT  jouit  de  la  mtoe  propriätä.  Fauquembergae,  Yerkels: 
Spino,  Verdeyen,  Droz.    Mathesis  Sdrie  2.  IV,  173. 

285.  Le  carr^  de  tout  nombre  impair  autre  que  1  est  la  somme  de  denx  caxrs 

ou  la  somme  de  trois  carr^.  V.  Jamei  Mathesis  SMe  8,  IV,  27.  - 
E.  Catalan  ibid.  52. 

286.  Surridentitd(n  +  l)»-n«=l  +  6  5i?±l).   Laurens.  Mathesis  S^rie  2,1V, t 

287.  Produit  de  deux  facteurs  dont  chacun  est  la  somme  de  denx  nombres  tiiii^- 

laires.    H.  Mandart.    Mathesis  S^rie  2,  IV,  128. 

288.  D^terminer  n  de  mani^re  (fae  la  somme  des  n  premiers  nombree  triangiüiiff 

seit  aussi  an  nombre  tnangpilaire.  C.  Spino.  Mathesis  S^rie  2,  IV,  171  - 
H.  Brocard  ibid.  171. 

289.  Seit  T"  «  —  n  (n  + 1)  le  n*  nombre  triangnlaire ,  des  valeors  negatives  d«  < 

ätant  admises.  D^montrer  (jue  (Ta+r^+Tc)  (ra  + 27»+ Ty)  est  3? 
somme  de  trois  nombres  tnangulaires,  si  a-hb  +  c^a-^^-rj^- 
Francois.    Mathesis  Serie  2,  IV,  211. 


Historisch-literarische  Abtheilimg. 


Aus  Uanusoripten  und  einer  früheren  Publioation. 

Von 

Dr.  Aemin  Wittstein. 


1.  Denjenigen,  die  ftlr  Johannes  de  Lineriis  oder  J.  de  LiYeriis 
nicht  längst  alles  Interesse  verloren  haben,  —  worttber  man  sich  freilich 
kanm  yerwundem  dürfte  —  ist  möglicherweise  die  Nachricht  willkommen, 
dass  ein ,  wie  mir  scheint  (d.  h«  ohne  ans  Autopsie  urtheilen  zu  können), 
sehr  werthYolIer,  einst  im  Benedictiner- Stift  „Zn  St.  Emmeram^  in  Regens- 
barg  verwahrter  Codex  [14684  (Em.  Q68)  membr.  in  4®  S.  ZIV.  100  fol.J 
der  Münchener  Hof-  und  Staatsbibliothek  auf  f.  22  bis  f.  30 
Johannis  de  Linerüs  liber  de  minuHis  a.  1356  entbttlt.*  Bei  A.  Favaro, 
M.  Steinschneider,  B.  Baldi  (sämmtlich  im  XII.  Bande  von  Bon- 
compagni's  „Ball,  di  Bibl.  e  di  St:  d.  Sc.  Mat.  e  Fis.**)  and  M.  Cantor  (im 
IL  Bande  seiner  „Vorlesangen'),  den  Gelehrten,  die  sich  in  neaester  Zeit 
mit  jenem  Aactor  (oder  sind  es  deren  zwei?)  beschftftigt  haben,  fand  ich 
keinen  Hinweis  anf  die  eben  angeführte  Quelle  und  halte  aus  diesem  Grunde 
meine  Notiz  für  hinreichend  gerechtfertigt. 

2.  Weiter  verdienen  zwei  Codices  der  Leipziger  Universitäts- 
bibliothek einige  Beachtung.  Der  erste  [Cod.  mscr.  lat.  1469  chart.  378 
Blätter  in  kl.  4^,  von  denen  die  7  ersten  aus  Pergament  bestehen.  Ein 
Sammelband  von  etwa  50,  wohl  grOsstentheils  im  15.  Jahrhunderte  ge- 
schriebenen Tractaten^]  würde  vielleicht    lohnen   vom    Mathematiker,    an 

*  f.  1  Joaums  de  Sacrobosco  Anglici  Algorismus.  f.  8  Eiuadem  tract.  de  sphaera. 
f.  79  „Tractatus  de  imaginibus  thebet  benchorat*'.  Inc.  ABpectus  autem  plane- 
tarum  sie  potest  inveniri  etc.  f.  81  Demonstratio  qaaedam  (geometrica).  f.  82 
Messehallach  Practica  astrolabii.    f.  99  „Notabilia  de  novem  limitibnt**. 

^  Abkürzungen  treten  darin  in  grosser  Anzahl  anf.  Nicht  überall  findet 
sich  das  Trennungszeichen  bei  am  Ende  einer  Zeile  abgebrochenen  Wörtern;  der 
Diphtong  8B  ist  meistens  durch  e  ausgedrückt;  am  Ende  der  Wörter  steht  häufig 
ein  langes  s;  der  Punkt  über  dem  i  ist  nirgends  durch  ein  Strichelchen  ersetzt. 
Von  den  Majuskeln  und  Minuskeln  wüsste  ich  nichts  Auffallendes  zu  sagen,  als  dass 
erstere  manchmal  recht  verschnörkelt  sind.  Der  Cod.  gehört  nicht  zu  denen,  die  durch 
Sauberkeit  von  Schrift  und  Zeichnungen  oder  künstlerische  Behandlung  der  Initialen 
das  Auge  angenehm  fesseln,  wie  beispielsweise  Cod.  1899,  ans  dem  Anfange  des 
15.  Jahrhunderts,  dem  ausserdem  noch  einige,  sehr  hübsch  ausgeführte  Miniatur- 
malereien, darunter  ein  segnender  Heiland  in  edler  Haltung,  reizvollen  Schmuck 
verleihen. 

lUti.  -  Ut  Abih.  d.  Zeitiohr.  f.  Math.  n.  Fhyi.  40.  Jahrg.  1895.  4.  Heft  1 Q 
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den  er  sich  vorwiegend  wendet,  durchgesehen  zu  werden,  wenn  auch  die 
Ausbeute  nicht  viel  mehr  als  wünschenswerthe  Belege  zur  Erhärtung,  re^ 
solideren  Fundirung,  der  einen  oder  anderen  These  gewähren  sollte.  Hier 
sei  daraus  hervorgehoben:  f.  69  bis  f.  111  Praxis  geometriae  Enelidk 
f.  111  und  f.  207  De  baculo  Jacob,  f.  165  Incipit  arismetrica  magistri 
Johannis  de  Müris.  f.  184  Tractatus  algorismi  proporüonum.  f.  267  Com- 
positio  astrolabii.  f.  300  Instrumentum  ad  explorandam  altitudinem  scb 
et  stellarum.    f.  313  Liber  Messahallach. 

Der  zweite  [D.  C.  329.  Aus  der  „RefaSja."  74  vortrefflich  conserrirte 
Blätter  eines  stark  glänzenden  Papiers  in  dunkelbraunem  Orient  Leder- 
einbande und  im  Format  von  15  X  21  cm]  umfasst  drei  Abhandlungen  tob 
Muhammed  ben  Mahmud  al-Mftridini  und  'Abdurrahmftn  ben  'Abdalli: 
at-Tftgüri  über  den  Quadranten  (rub^  al-mukantarftt  und  ar-rab^as-samili, 
und  beginnt  auf  f.  3  r^.  mit  des  Ersteren  Bearbeitung: 

^  j^UI ^^{  v^La  ot^LjLÄjf  ^^  J-uJt  ^  cyJjÄöXÄiJI  ^^U 

Zur  Literatur  des  darin  behandelten  Beobachtungs-InstrumentB 
überhaupt  möchte  ich  noch  eine ,  ich  glaube  wenig  bekannte ,  Dmckscbnf: 
von  W.  H.  Morley,  nDescription  of  an  Arabic  Quadrant"  (London,  186) . 
8^  M.  4  Figuren -Tafeln)  betitelt  und  im  «Journal  of  the  Royal  AüiXn 
Society^  erschienen,  in  Kürze  erwähnen.  Der  hierin  beschriebene  Quadnr 
ist  von  Messing,  mit  Oold,  Silber  und  Kupfer  eingelegt,  und  war  dasal: 
in  tadellosem   Zustande;  sein  Halbmesser  betr&gt  ungefähr    17,5  cm.    & 

wurde  im  Jahre  1334  für  den  obersten  ^  ^3^  muöddin  (welcher  vom  Miairs: 
herab  zum  Gebet  ruft  und  nicht  mit  dem  gleichfalls  amtlich  aageeteUtEi 
^yA  mowakket,  dem  Zeitverkündiger,  zu  verwechseln  ist)  der  Hupt 
Moschee  in  Damaskus  angefertigt,  deren  Folhöhe  dabei  zu  +  33^27' k 
genommen. .  Die  „Connaissance  des  Temps  pour  Tan  1892*  giebl  fftr  ^ 
„nördlichen  Thurm  der  grossen  Moschee''  +33^30'3r' und  33^57'd9'är 
dessen  östliche  Länge  von  Paris  an.  Nach  dem  Verzeichnisse  des  üh: 
Beg  (a.l437)  würde  man  Damaskus  unter  +33^15' und  70^  östL  L.  tt: 
den  Canaren  zu  suchen  haben,  d.  h.  an  einem  Orte,  dessen  Lage  in  Bi 
um  etwa  7^  Orad  und  in  L.  um  15^  8  davon  abweicht 

3.  Der  vierte  Codex,  den  ich  mir  erlaube  der  Aufmerksamkat  &^ 
Leser  mit  ein  paar  Begleitworten  zur  Begutachtung  zu  unterhrdttfi 
stammt  aus  der  überaus  kostbaren  Büchersammlung  (von  500  sehr  selteies 
Druckwerken    und   330  Handschriften)   Job.   Albert  Widmannstsa'^' 


*  Er  war  1506  in  Nellingen  bei  Ulm  geboren,  befand  sich  1529  im  G«^ 
Karls  V.  in  Bologna,  lebte  dann  lange  in  Neapel  und  Born ,  wurde  6  oder  7  i^^ 
vor  seinem  Tode  Kanzler  von  Nieder -Oesterreich  nnd  starb  1558  ala  Cacflc^^ 
zu  Presaburg.  Selbst  tüchtiger  Kenner  des  Syrischen  nnd  Arabischen,  dhUeis* 
den  ersten  Förderern  des  Stadiums  dieser  Sprachen  in  Deutschland. 
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(oder  richtiger  Widmanstadt?),  die  durch  Ankauf  in  den  Besitz  des  Herzogs 
Albrecht  V.  von  Bayern  kam  und  gegenwärtig  der  Hof-  und  Staatsbibliothek 
zu  München  einverleibt  ist;  dort  trägt  er  jetzt  die  Signatur:  Cod.  arab. 
Nr.  853,  wozu  noch  die  speciellere  im  Catal.  codd.  mscr.  hinzukommt:  Cod. 
or.  160  bombyc.  20,5  cm  h.  13,6  cm  br.  49  fol.  31  lin. 

Es  ist  eine  marokkanische^,  fast  640  Jahre  alte  Handschrift,  die  uns 
darin  vorliegt,  und  aus  der  ich  hier  einige,  allerdings  dürftige  Excerpte, 
auf  die  ich  mich  aber  durchaus  beschränken  muss,  mittheilen  werde.  Zu- 
nächst sind  es  die  Worte  ganz  am  Ende;  die  unverkürzte  Wiedergabe  fordern: 

Sie  sagen  aus,  dass  wir  hier  an  den  Schluss  des  von  Abu  Ishak 
annakkäs',  genannt  Az-Zark&le,  bearbeiteten  (eigentlich  rectificirten)  Kanün 
des  Eum&thiös(?)  gelangt  sind,  und  das  Ganze  eine  mit  dem  Originale 
verglichene  Abschrift  sei,  die  im  du'- 1* hege  655  (begann  1257  December  8) 
vollendet  wurde.  j^Oelobt  sei  Gott  und  seine  Hilfe  !**  ^  Wer  mag  dieser 
Eumathios  gewesen  sein ,  oder  haben  wir  es  dabei  wieder  mit  einer  gewöhn- 
lichen arabischen  Corruption  fremder  Eigennamen  zu  thun? 

40  Blätter   der  Handschrift  füllen   astronomische  Tafeln  aus,   8  sind 

einer  Einleitung  (nicht  Vorrede,  IU  wXJU    gewidmet,  die  also  beginnt: 

oder,  frei  übersetzt,  wie  der  Lauf  der  Sonne  im  Thierkreis  nach  Graden 
und  Minuten  in  einer  Tafel  vorgestellt  werden  kann.  Zur  allgemeinen 
Information  über  den  Inhalt  reicht  es  aus,  dem  Manuscript  eine  massige 
Anzahl  beliebig  herausgegriffener  Kapitel -üebersohriften  zu  entnehmen. 

f.     9e^.    Sx>^,«N:p^ii  QAJUiJt  ^  {jo*i  rr^  L^^'iaJtj  «^^tj./di   -.1^*^  J.vX:^ 

f.  10.  jüdsJI  ^j\j^\  gl>i  ^  i?j.M^I  ö^o^ 

f.  .12r«.  ^J^J&i\  ^j^    J^yuJ  Jj  J^ 

f.  12 »0.  ^jai\  ouü  '^^'i!  RJu^J!  ^  juyuJI  ^*^\\  ^^\yA 

f.  20.  Lf«UU     SU^ÄJlII  ^j4XaJt     ^5    ^^1    &AÄ2:-     ÄAöl^ 

f.  25.  »^yuJi  Jäj  f^'>^  Jj^-^  r^ 

f.  38.  lMjAj\   O^Uat    ^1^ 

10» 
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Bis  jetzt  war  die  Bede  von  einigen  Zeitrechnungen  und  ihrem  Ter- 
bftUnisse  zn  einander;  insbesondere  von  den  Aeren  der  Araber,  Pener, 
Syrer;  von  den  persischen  Monaten;  von  Sonnen -Oertem;  von  «Hisa- 
Werthen  für  den  Mond  an  den  einzelnen  Tagen  der  fremden  Monate";  tod 
Saturn -Oertem;  von  Mercar- Oertem.  Hissa  hat  im  Allgemeinen  die  Be- 
deutung 0  Grösse  **  und  in  diesem  Falle  die  eines  Proportionaltheiles,  ^ 
in  der  Zeitrechnung  von  Chatä  und  üigür  bei  der  Correction  des  miu- 
leren  Neumondes  auftritt,  und  zwar  theils  positiv,  theils  negativ.  £» 
dürfte  Manchen  interessiren ,  dass  wir  schon  hier,  lange  vor  ülng  Beg, 
jenes  T&nch  gedacht  finden. 

f.  41.   ^j^JUJI  ^ -^^Jl  ^LU  J^J^  »Tafel   für  die   BectaaoensioDea 

der    Zeichen    des   Thierkreiaes  md 
^  L^UL  ^la"»l   >äJuüj  j.xäx.^1     Tag-Gleichung  für  jedes  Zeitmomenf 

,^^  Jj'     Letztere    kommt    auf    unsere  Zeit> 
gleichung  hinaus. 

f.  46   ^  ^I  Ja^  o'X^I  JjsXs-  »Tafel  für  die  Höhen-PaiaDin 

/     ^,       ,        des  Mondes.* 

f.  48.  jj  Joü  ^  j^\  Oj.M^^=)  JjvXs-  »Tafel  für  die  Verfinstening  des 

Mondes    in    seiner     grOssten    EiA- 


Jou-il 


femung.*      Die   Opposition    ist  ft- 
meint. 


Es  ist  zwar  nebensächlich ,  aber  immerhin  mittheilenswerth ,  dass  itt 
in  den  von  Abu  Nasr  al-Fath  Ihn  Hftkftn  (einem  100  Jahre  ns 
unserem  Abschreiber  lebenden  Schriftsteller)  verfassten  Lebensbeschreibuiget 
ausgezeichneter  Männer  Spaniens,  die  vor  etwa  10  Jahren  zu  Konstantifiopei 
im  Druck  erschienen,  Nichts  über  ZarkäU  erfahren  konnte. 

4  Schliesslich  noch  eine,  mit  dem  Yoraufgegangenen  Terglicks. 
wesentlich  heterogene  Bemerkung,  deren  Tendenz  aber  gleichMls  eine  p- 
schichtliche  bleibt.  Im  69.  Theile  (1883)  des  B.  Hoppe'schen  .Archiv  de 
Mathematik  und  Phjsik''  habe  ich  specielle  Aberrations-  ode 
Täuschungsfläche  die  Gesammtheit  aller  optischen  TSaachnngeD  gc^ 
nannt,  welche  uns  die  von  einem  Fixstem  ausgehenden  Lichtstrabk: 
bereiten,  wenn  dieser  im  Nord-  oder  Südpol  der  Ekliptik  steht  und  die 
ganze  Jahr  hindurch  beobachtet  werden  kann.  Ein  solches  Gebilde  entsteh 
durch  Bewegung  einer  Geraden,  welche  gleichzeitig  einen  Kreis  vom  fisi^ 
messer  B  und  eine  Ellipse  von  den  Halbachsen  a  und  h  trifft ,  aovrie  ena 
geraden  elliptischen  Kegel  berührt,  der  die  gegebene  Ellipse  sar  NcMroft^* 
Directriz  und  das  Kreiscentrum  zu  seinem  Mittelpunkt  hat.  Lie£^  letittf^ 
im  Anfangspunkte  der  Coordinaten,  und  ist  die  Leitlinie  des  K^^ia^ 
Höhe  h  über  der  Ebene  der  XT  angenommen,  während  der  Kreis  in  dksi^ 
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nm  den  Anfangspnnkt  beschrieben  wird,  so  ergiebt  sich  fttr  die  Gleichung 
der  FlSche  der  Ausdruck  zwölften  Grades: 


-(-T)*e  +  ^)' 


Derselbe  stellt  zwei  windschiefe  FlSchen  dar,  die  sich  nur  durch  den 
Windungsmodus  von  einander  unterscheiden,  und  geht  für  aa5,  d.h. 
für  eine  kreisförmige  Erdbahn,   in  das  einschalige  Rotations- Hyperboloid 

a^  +  y^  ^ 


a^R^  a^h^IP 


—  1  =  0 


a*  +  lP  {a^+B^y 


üben    Ist  JBs=0,  oder  besteht  keine  Aberration;  so  folgt  aus  der  ersten 

ifi      y^      x^ 
Gleichung  der  gerade  elliptische  Kegel  t  ""  t« «  =  0,  aus  der  zweiten 

gt       aj»  +  y«       ^     *       ^       "" 
der  Rotationskegel  -^ 5^-  =  0.     Damit   sind   alle,    an   bedeutende 

rr  a 

Geschichts -Abschnitte  (1543,  1609,  1728  resp.  schon  1676)  geknüpfte  Wand- 
langen erschöpft  und  prftcisirt,  welche  der  erklärte  geometrische  Ort,  von 
der  Geraden  an,   im  Laufe  der  Jahrtausende  in  seiner  Gestaltung  durch- 
gemacht hat,  bis  er  endlich  im  Jahre  1809  dauernde  Consolidation  in  einer 
FlSche  äusserst  complicirten  Charakters  finden  sollte.    Damals  gab  Gauss, 
aas    dem   grossen   und   verwickelten  Complex  Dessen,   was  man  unter  der 
Aberration   des    Lichtes   begreift,    den    Kern  herausschttlend,    seine   allen 
spttteren  Zeiten  zur  Richtschnur  dienende  bekannte  Definition  des  Begriffes 
der  Fixstern -Aberration,  mit  der  man  die  Fresnel'sche  zusammenfallend 
betrachten  kann,  während  Cauchj  in  der  Aberration  des  directen  Lichtes 
eine  Drehung  der  Wellen -Normale  erblickt. 


Zur  Oesohiohte  des  „Sma8'^ 

Von 
J.  ßüSKA. 


Die  neuerdings  wieder  aufgeworfene  Frage  nach  der  Herkunft  öc 
Wortes  sinus  (M.Koppe,  die  Behandlung  der  Logarithmen  nnd  der  SIbc- 
Programm  des  Andreas -Realgymnasiums.  Berlin  1893.  p.  32;  M.  Cantcr. 
Geschichte  der  Mathematik  I*  p.  693)  giebt  mir  zu  einigen  Bemerkoagc: 
Gelegenheit y  die  sich  hauptsächlich  auf  den  ersten  Theil  der  Mnnk'K^ 
Hypothese  beziehen. 

Es  ist  Ton  Tomherein  klarzustellen,  dass  es  sich  bei  der  Frage  c 
zwei  von  einander  ganz  unabhängige  Dinge  handelt:  erstens,  wann  trlr 
das  Wort  zum  ersten  Mal  in  den  lateinischen  Schriften  des  Mittelalters  as* 
und  auf  welche  Quelle  lässt  es  sich  zurückführen;  zweitens,  wie  weit  h& 
auf  Iftsst  sich  das  Wort  gaib  bei  den  Arabern  verfolgen,  ist  es  eis  tc: 
ihnen  selbst  geprägter  Ausdruck  oder  ein  missveratändlich  arabisirtes  Leb 
wort?  Es  ist  klar,  dass  die  von  Munk  und  Wöpcke  aufgestellte  le 
kannte  Hypothese  nicht  zur  „ Legende '^  wird,  wie  Koppe  S.  33  bebsople'- 
wenn  sich  herausstellt,  dass  der  erste,  welcher  gaib  mit  sinns  fibenetis« 
nicht  Plato  von  Tivoli,  sondern  ein  anderer  war.  i 

um  mit  der  zweiten  Frage   zu  beginnen,  so  ist  es  vollkommea  s=i 
geschlossen,  dass  ein  Araber  auf  den  Einfall  kam,  das  Wort  gaib  «ebea^. 
direkt   zur  Bezeichnung   der  Abschnitte    der   vom   Durchmesser  ii  es 
Mitte   geschnittenen   Sehne ^    zu   verwenden,    wie  es  ,im  gewöhntiebri    i 
Leben    zur  Bezeichnung   des  Busenausschnitts   eines   Gewandes  beiac^ 
wurde  **.     Denn   das  Wort   ^&ba   bedeutet   in   erster  Linie   (vergLLia^^ 
Arabic-English    Lexicon  I  p.  479)    ein   Loch   machen,    dnrchbohno,  cia 
rundes  Stück  aus  der  Mitte  herausschneiden,  aushöhlen,    dann  erst  duck 
schneiden,    vom  Vogel,    der    die    Luft   durchschneidet,    und   in  ihalicb«     i 
Bildern,  die  die  Grundbedeutung  durchblicken  lassen.    Dem  entsprechest i»' 
gaib  der  tauq,   das  heisst  Hals  ring  (cf.  Lane  1492)»  die  runde  Oeii^ 
des  Hemdes  und  dergl.,  dann  eine  Aushöhlung,  also  Bausch,  Tasche,  ec^- 
lieh    in    übertragenem    Sinn    Busen,    Herz.     Zur  Bezeichnung  d»  fli^' 
einer    Sehne    also    ein    Wort,     welches   vielleicht   zur    Bezeicbnoiig  e^ 
Kreises  verwendet  werden  könnte,  aber  in  keinen  vernünftigen  Zuaama» 
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hang  mit  der  Definition  „Hftlfte  der  Sehne  des  Doppelten  des  Bogens" 
(nisf  watar  dff  elqaus,  cf.  Liber  maffttlh  al-olüm  ed.  van  Vloten  p.  206; 
Sprenger,  Dictionarj  of  the  technioal  terms  I  190)  zu  bringen  istl  Die 
Verlegenheit  der  späteren  Araber  dem  Wort  selbst  gegenüber  spiegelt  sich 
in  den  zahlreichen  Lesarten  der  Handschriften,  die  alle  auf  die  Consonanten- 
yerbindnng  »^aj»  zurückzuführen  sind ;  da  findet  sich  ausser  ^,^*j^  gaib  in 
dem  erwähnten  Liber  maf.  p.  205  u.U^  hanab,  Krümmung  an  den  Beinen 
eines  Pferdes;  ^^u^  hibn  Beule,  oder  haban  Wassersucht;  durch  Ein- 
schaltung eines  weiteren  Zeichens  entstand  aus  w^u^  mit  Verschiebung 
der  Punkte  ^,.^A«.^^  habib,  Freund  (p«206);  endlich  liest  man  Ihwän  es* 
safä  ed.  Dieterici  p.  295  (und  „Propädeutik  der  Araber**  p.  171  im  Wörter- 
verzeichniss)  v-^^uu^  hablb ,  Graben  oder  Furche  im  Boden.*  Wer  die  präoise 
und  klare  Terminologie  der  Araber  kennt,  wird  ihnen  nicht  zutrauen,  dass 
sie  zur  Benennung  des  fraglichen  Begriffs  ein  Wort«  wählten,  das  in  gar 
keiner  Beziehung  zu  demselben  steht  Das  lässt  sich  kaum  schlagender 
beweisen  9  als  durch  den  von  Abü'lwafft  eingeführten  Begriff  der  trigono- 
metrischen Tangente,  welche  bei  ihm  den  Namen  „Schatten**  führt  (so. 
eines  horizontalen  Stabes  in  einer  vertikalen  Wand),  eine  wegen  ihrer  un- 
mittelbaren Anschaulichkeit  trefflich  gewählte  Bezeichnung. 

Es    bleibt    somit  nur  noch  eine  Möglichkeit,   nämlich  die,    dass  die 
arabischen  Mathematiker  den  fertigen  Begriff  sammt  seiner  Benennung  von 
den    Indern    übernahmen,    durch    welche    im    Gegensatz   zur   griechischen 
Trigonometrie  die  Hälfte  der  Sehne  des  verdoppelten  Bogens  eines  Winkels 
in  die  Rechnung  eingeführt  wurde  (Cantor,  Gesch.  d.  Math.  P  616).    Dies 
ist  die  bekannte I  von  Wüpcke  (Journ.  asiat.  VL  Ser.  1.  Bd.,  1863,  p.  478 n), 
Cantor  (Gesch.  d.  Math.  I> 632,  P693)  und  Hankel  (Zur  Gesch.  d.  Math. 
im  Alterthum  und  Mittelalter  p.  280  n)  vertretene  Hypothese  des  Orientalisten 
Munk.     Die  Wörter  jlva  Sehne**,  krama-jyft  gerade  Sehne,  utkrama-jyä 
umgekehrte  Sehne  (Hankel  1.  c.  p.  217;  Cantor  P612)  sind  die  Vorbilder 
Tür  die  arabischen  Ausdrücke  gib,  gib  mustawä,  gib  ma^küs,  die  Wieder- 
grabe von  jlva  durch  arabische  Laute  ist  die  einzig  mögliche  j  s=  g  s=  dsch, 
3aA    consonantische    v   hat    als   Aequivalent    nicht  j  sondern    \^    (vergl. 
Slaven  =  Saqftlib,  und  umgekehrt  in  zahllosen  ins  Spanische  übergegangenen 

-  *  Die  Uebersetznng  von  Dieterici  (Prop.  p.  28)  ist  ohne  Sinn:  „Lehnt 
rnan  einen  Pfeil  irgendwo  an  den  Bogen,  so  nennt  man  dies  den  verkehrten  Ein- 
sohnitt;  lehnt  man  ihn  aber  an  die  Mitte  der  Sehne  und  die  Mitte  des  Bogens, 
lieisst  man  das  den  gleichm&ssigen  Einschnitt  I*' 

**  Es  scheint,  dass  der  ganze  Wortcomplex  Bogen,  Sehne,  Pfeil  aus  der 
1 XX wüschen  Trigonometrie  herrührt,  denn  die  Griechen  helfen  sich  entweder  durch 
XJ  snschreibungen  (Sehne  =  ^  iv  t£  xvxXoo  sv&süt,  BvO-sPa  iv  xvxXoo  fti}  dia  zov 
^^d^xQOv  ovtfa,  BvQ'Bia  ildttcav  rov  SiaiiitQOv;  Sagitte  =  xa^£TOfi  tfiTJfiarog  xvxlov, 
ocl^r  begnügen  sich  mit  mehrdeutigen  Ansdr&cken  (Sehne  =  vnottlvovca) 
ffcpgeu  =  nBifiipiQBia).  Vergl.  Cantor  1.  c.  p.  616.  Ist  diese  Trias  aber  arabisch, 
9^>    wäre  sie  ein  weiterer  Beleg  für  die  Anschaulichkeit  der  Terminologie. 
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geographischen  und  Eigennamen).  Ueber  die  Lesung  der  Vocale  entseheldeii 
die  Sprachgesetze  nnd  der  Zusammenhang;  bei  Fremdwörtern  ist  die  tu- 
drttckliche  Angabe  derselben  erforderlich;  unterbleibt  sie,  so  moas  sid 
diejenige  Lesung  einbürgern,  welche  dem  arabischen  Ohr  aladieniUli- 
liehe  erscheint:  aus  ^b  wird  gaib,  aus  einem  unverstfindlichen  Fremdw ri 
ein  ähnlich  klingendes  der  eigenen  Sprache;  ein  in  der  Spiachgeflchiehte 
so  gewöhnlicher  Vorgang,  dass  es  Oberflüssig  ist^  Beispiele  anzaflllmx. 
Damit  erstarrte  das  Wort  zu  einem  mathematischen  Kunstansdmk,  be: 
dem  der  Araber  selbst  so  wenig  an  den  ursprünglichen  Sinn  dachte,  ik 
wir  es  thun,  wenn  wir  von  Bogen  und  Sehne  oder  gor  von  Sinosin^ 
Logarithmus  reden.  £in  üebersetzer  aber  musste  gaib  mit  sinas  wieds 
geben,  falls  er  wörtlich  übersetzte;  so  schreibt  der  Syrer  Sevenislär 
Schakkü*  (f  1241)  'üb&  sarlr&  =:  sinus  verus  oder  rectus,  'üb&haflkhft=siBL« 
versus,  und  in  des  Barhebraeus  Ascensio  mentalis,  einer  asironomisel>& 
Schrift  aus  der  zweiten  Hftlfte  des  13.  Jahrhunderts,  findet  sich  'ül 
sawjä  c=  sinus  aequus,  'übä  pesitä  =  sinus  simplex,  der  Definition  nach =gai^ 
a''zam  =  sinus  maximus  (vergl.  Payne  Smith,  Thes.  Syriac.  2823). 

Die  üebersetzung  durch  „sinus**  ist  demnach  als  richtig  dareb  £-' 
syrischen  Belege  gesichert.  Die  Terständigere  üebersetzung  aber,  welfi: 
einen  Mann  voraussetzt,  dem  der  mathematische  Inhalt  und  dessen  klvt' 
Ausdruck  wichtiger  ist  als  pedantische  Wörtlichkeit,  lautet  natürlich  „eborä* 
und  führt  so  mit  innerer  Noth wendigkeit  auf  die  alte  Bezeichnang  der  Us 
zurück.  Beide  üebersetzungen  finden  sich  vor:  die  zweite,  wie  Kopp« 
nachgewiesen  hat,  bei  Plato  von  Tivoli,  die  erste  (nach  Koppe) 3^ 
Gerhard  von  Cremona  (um  1175  in  Toledo).  Für  diesen  TbeOo? 
Frage  wird  also  Koppe  Becht  behalten,  im  üebrigen  bleibt  die  Mm^ 
sehe  Erklärung  unangetastet. 


*  Verfasser  einer  philosophischen  Encykiopädie,  deren  mathematisckeiT^- 
ich  herauszugeben  im  Begriffe  stehe. 


Kecensionen. 


Ueber  einige  Apparate  znr  Demonstration  der  Präcession  und  ihrer  Folgen, 
sowie  über  einige  mit  der  Präcession  im  Znsammenbange  stehende 
historische  Thatsachen.  Von  Dr.  Karl  Haas  ,  kaiserL  königl.  Pro- 
fessor. Mit  zwei  lUnstrationen  im  Text  nnd  zwei  Sternkarten.  Ans 
dem  Jahresberichte  des  kaiserl.  königl.  Staatsgymnasinms  im  VI.  Be- 
zirk,   30  8.    Wien  1894. 

Beferent  ist  bei  Weitem  zn  wenig  Astronom ,  nm  die  von  Herrn  Haas 
ersonnenen  Vorrichtungen  im  Vergleiche  mit  anderen,  welche  den  gleichen 
Zweck  verfolgen,  die  Erscheinungen  der  Prftcession  anschaulich  zu  machen, 
fach-  und  sachgemftss  beurtheilen  zu  können.    Wir  begnügen  uns  in  dieser 
Beziehung  auf  die  kleine  Programmabhandlung  selbst  hinzuweisen,  welche, 
wie  uns  scheint,  mit  grosser  Unparteilichkeit  einen  solchen  Vergleich  an* 
stellt    Die  geschichtlichen  Thatsachen,   auf  welche  der  Verfasser  sich  in 
der  üeberschrift  bezieht,  betreffen   die  Orientirung  verschiedener  Tempel- 
bauten.    Bekanntlich   hat  Nissen  zuerst  die  Vermuthung  ausgesprochen, 
die   Orientirung  römischer  Tempel  habe  gemttss  dem  Sonnenaufgang  am 
GrOndungstage   stattgefunden,   und    darauf   beruhe  die  einigermassen  ver- 
schiedene Richtung  der  Seitenwände  jener  Heiligthümer.    Von  astronomischer 
Seite  wurden  dann,  auf  Nissen'sVermutknng  weiter  bauend^  genaue  Messungen 
vorgenommen,  und  deren  Ergebnisse  sind  vornehmlich  von  Lookyer  (The 
dawn  of  Ästronomj.    London  1894)  gesammelt  worden.    Herr  Haas  stützt 
sich  wieder  auf  dieses  und  einige  andere  ähnliche  Vorarbeiten,  deren  Zu- 
verlässigkeit seiner  Auffassung  noch  keinen  Zweifel  zulässt.    Vielleicht  ist 
er    darin  etwas  vertrauensselig  verfahren.    Jedenfalls  dürfte  es  zu  weit  ge- 
griffen sein,   die  genaue  Orientirung  als  Beweis  dafür  anzusehen,  dass  die 
alten  Aegypter  die  Präcession  kannten  und  durch  die  Achsenrichtung  des 
Tempels  das  Datum  astronomisch  festlegen  wollten.     Will  man  Eenntniss 
der  Astronomie  und  Tempelorientirung  in  Verbindung  bringen,  so  wird  die 
Sache   wohl  umgekehrt  sich  verhalten.    Man  baute  den  Tempel  so,    dass 
beim  Sonnenaufgang  am  Gründungstag  das  Götterbild  im  finsteren  Heilig- 
bfaume  von  den  Strahlen  hell  erleuchtet  wurde;  man  fand  mit  Erstaunen, 
lass  Solches  nicht  immer  zutraf,  und  über  die  Gründe  nachdenkend  mag 
nan   allmählich  die  Präcession  erkannt  haben.  Cantob. 
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Hipparohi  in  Arati  et  Endozi  PhaenomeiLa  commentariornm  libri  tres. 
Ad  codicnm  fidem  recensnit,  germanica  interpretatione  et  commen- 
tariis  instmzit  Carolus  MAKrriüS.  Leipzig  1894.  B.  G.  Teabaer« 
XXXIV,  376  p. 
Hipparch  aus  Nicäa  in  Bithjnien  hat  Beobachtungen  hinterlassen, 
deren  älteste  dem  Jahre  161 ,  deren  jflngste  dem  Jahre  126  t.  Chr.  an- 
gehört. Die  astronomisch  bedeutsamste  seiner  Entdeckungen  ist  die  der 
Prftcession  der  Tag-  und  Nachtgleichen,  welche  ihm  in  Folge  eii» 
im  Jahre  134  durch  ihn  entworfenen  Liste  sftmmtlicher  Fixsterne  nach  Ort 
und  Grösse  gelang.  Aelter  als  diese  Entdeckuug  muss  das  einzige  bis  nf 
uns  gekommene  Werk  Hipparchs  sein,  weil  manche  Stellen  desselben  sicher- 
lich luiders  lauten  würden,  wenn  Hipparch  damals  die  Prfieession  seho: 
gekannt  hätte.  Andrerseits  ist  eine  ältere  Schrift  über  die  gleich- 
zeitigen Aufgänge  erwähnt,  in  welcher  allem  Vermuthen  nach  trigOD^ 
metrische  Rechnungen  vorkamen,  welche  folglich  die  Erfindung  dieser  B^ 
handlungsweise  bereits  voraussetzt  und  daher,  wenn  man  nicht  mit  Tanner j 
der  Trigonometrie  einen  bieträchtlich  älteren  Ursprung  zuweist,  sonden 
Hipparch  für  den  ersten  Trigonometer  hält,  nicht  gerade  eine  Jngendsefarilt 
gewesen  sein  kann.  Vielleicht  darf  man  dem  entsprechend  das  Jahnehr 
von  150  bis  140  als  dasjenige  vermuthen,  ^innerhalb  dessen  die  Kritik  Ter- 
fasst  wurde,  durch  welche  Hipparch  dem  bertlhmtesten  filteren  AstronoDes 
Eudozos  von  Knidos  (um  360)  und  dem  Dichter  der  Sternkunde  Ante» 
(um  270)  entgegentrat.  Eudozos  hatte  nämlich  eine  Beschreibung  der  ve- 
schiedenen  Sternbilder  verfasst,  und  Aratos  hatte  dieselbe,  ohne  an  de? 
Richtigkeit  eines  Wortes  zu  zweifeln ,  in  Hexameter  gebracht  Ein  gewisse: 
Attalos,  Zeitgenosse  des  Hipparch,  verfasste  Erläuterungen  zn  dem  L^* 
gedichte,  angeblich  auf  eigene  erneute  Beobachtungen  sich  stOtzend,  in  welebn 
er  die  meisten  dortigen  Angaben  bestätigte.  Das  scheint  ftir  Hipparch  ck 
äussere  Veranlassung  gewesen  zu  seih ,  mit  theilweise  recht  scharfen  Gegtf- 
bemerkungen  an  die  Oeffentlichkeit  zu  treten,  und  sie  sind  uns  eben  er 
halten.  Sie  sind  sogar  in  zwei  etwas  von  einander  abweichenden  Passangw 
erhalten ;  einer  älteren,  aufbewahrt  in  einer  Vatikanhandschrift  dos  XIV.  k: 
XV.  Jahrhunderts ;  einer  jüngeren,  für  welche  eine  Florentiner  Handsehr^ 
des  XL  Jahrhunderts  zu  Gebote  steht.  Herr  Man it ins,  der  neae  Herti^ 
geber,  hat  sich  wesentlich  an  den  älteren  Tezt  gehalten  und  daneben  ex 
deutsche  üebersetzung  zum  Abdrucke  bringen  lassen.  Ein  stattUdies  W(klff 
verzeichniss  fehlt  nicht  und  ebensowenig  zahlreiche  Anmerkungen,  f^ 
welche  der  mit  beobachtender  Sternkunde  nicht  vertraute  Leser  recht  duk- 
bar  zu  sein  alle  Ursache  hat.  Castob. 

Studien  über  Claudius  Ptolemäus.    Ein  Beitrag  zur  Gesehichte  d«  griecr 
ischen  Philosophie  und  Astrologie  von  Frans  Boli.,   Dr.  pUL    Br 
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sonderer  Abdruck  aas  dem  21.  Sapplementbande  der  Jahrbücher 
für  klassische  Philologie.  Leipzig  1894.  B.  0.  Tenbner«  S.  51 
bis  244. 
Während  bisher  Claudias  Ptolem&us  meistens  in  der  Geschichte 
der  Astronomie,  daneben  in  der  Geschichte  der  Physik,  der  Geographie,^ 
der  Mathematik  eine  Bolle  spielte,  in  der  Geschichte  der  Philosophie  da- 
gegen kaum  genannt  wurde,  während  seinem  Auftreten  in  der  Geschichte 
der  Astrologie  vollends ,  soweit  eine  solche  überhaupt  existirt,  die  Be- 
rechtignngsfrage  im  Wege  stand,  hat  Herr  Boll  gerade  diese  Seiten  seiner 
Thätigkeit  zum  Gegenstand  gründlicher  Studien  gemacht,  welche  zu  der 
von  ihm  geplanten  Ausgabe  der  Tärahiblos  unentbehrlich  waren ,  und  deren 
Veröffentlichung  jetzt  zum  Voraus  Leser  für  dieses  Werk  Torbereiten  und 
werben  wird ,  wenn  nicht  soll.  Herr  Boll  hat  zunächst  die  Lebensgeschichte 
des  Ptolemftus  in  gesicherte  Grenzen  einzuschliessen  gesucht,  indem  er  es 
von  100—178  ansetzte.  Ein  arabischer  Schwätzer  giebt  ausdrücklich  an, 
Ptolemäus  sei  78  Jahre  alt  geworden,  und  Herr  Boll  meint,  wenn  auch  nicht 
dem  übrigen,  was  dort  yon  ihm  erzählt  wird,  doch  dieser  nüchternen 
Zahlenangabe  Tertrauen  zu  dürfen,  und  er  mag  darin  um  so  eher  Recht 
haben,  als  er  den  Ursprung  des  anekdotischen  Beiwerkes  erklärt.  Im 
zweiten  Jahrhundert  war  die  Physiognomik  ein  Lieblingsgegenstand  griech- 
ischer Schriftsteller,  und  dem,  der  aus  den  Gesichtszügen  auf  die  ihm 
unbekannten  Geistesgaben  ihres  Trägers  schliesst,  liegt  es  sehr  nahe,  zu 
dem  ihm  bekannten  inneren  Menschen,  wenn  wir  so  sagen  dürfen,  den 
entsprechenden  äusseren  Menschen  nach  freier  Erfindung  zu  bilden.  War 
solches  der  Fall,  und  rückt  dadurch  die  Entstehung  der  Personalbeschreibung 
des  Ptolemäus  weit  hinauf ^  so  gewinnt  zwar  sie  natürlich  nicht,  aber  die  mit 
ihr  verbundene  Altersangabe  an  Glaubwürdigkeit.  Die  Heimath  des  Ptole- 
mäus nimmt  Herr  Boll  mit  Theodoros  Meliteniotes  in  Ptolemais  an. 
Als  die  Reihenfolge  seiner  Schriften  ergiebt  sich  1.  der  Almagestj  2.  die 
TetralnbloSy  3.  die  Geographie,  Die  anderen  Schriften  müssen  dazwischen 
eingeschoben  werden,  so  z.  B.  die  kleine  Schrift  Ton  der  erkennenden  Kraft 
und  dem  wichtigsten  Seelenvermögen ,  n^qi  xQittiQlov  xal  ^/cftovixov,  ver- 
muthlich  zwischen  1.  und  2.  Das  philosophische  Glaubensbekenntniss  des 
Ptolemäus  kennzeichnet  ihn  als  einen  Eklektiker  yon  peripatetischer  Grund- 
richtung, welche  aber  durch  mittelstoische  Einwirkung,  hauptsächlich  der 
Schriften  des  Posidonios  von  Rhodos,  eine  wesentliche  Verschiebung 
erlitt.  Diese  Auffassung,  verbunden  mit  der  angegebenen  Reihenfolge 
der  ptolemäischen  Schriften,  löst  alle  Zweifel  an  der  Echtheit  der  Tetra- 
biblos  und  erklärt  deren  Widersprüche  mit  der  jüngeren  Geographie.  In 
diesen  Studien,  welchen  wir  in  unserer  Werthschätzung  gern  einen  Platz 
neben  Heiberg's  Archimedstudien  und  Euklidstudien  einräumen,  hat 
Herr  Boll  überall  nur  griechische  Texte  benutzt  Wir  hoffen,  er  werde 
in   seiner  Ausgabe   der  Tetrabiblos   gleichfalls  Heiberg  als  Muster  nehmen 
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und    durch   Beigabe    einer   üebersetzung    denjenigen   Benatiem    sa   Hilfe 
kommen,  die  das  Griechische  nicht  ganz  gel&ufig  lesen.  Cahtoe. 


Jamblichi  in  Hicomaohi  arithmeticam  introduotioiiem  über.  Ad  fiden 
codicis  Fiorentini  edidit  Hbhhbnbgildus  Pistelli.  Leipsig  1^ 
B.  0.  Tenbner.  IX,  195  S. 
Seit  Tennalius  1668  den  Commentar  des  Jamblichas  znr  Aritiunetik 
des  Nicomachns  im  Drucke  herausgab,  war  man  für  die  Kenntniss  des 
geschichtlich  wichtigen  Buches  einzig  auf  jenen  Druck  angewiesen.  Ter 
seiner  Schnörkelschrift,  welche  die  verschiedensten  Buchstaben -Znaammei' 
Ziehungen  liebte,  und  von  welcher  das  XVII.  Jahrhundert  entsQekt  m, 
mag  manchem  neueren  Leser  ein  Grauen  entstanden  sein,  and  hatte  mai 
dieses  Oberwunden,  so  kam  ein  neues  Grauen  über  Einen  dnreh  den  2i- 
stand  des  Textes,  der  vielfach  unverst&ndlich  erschien.  Herr  PSatdli  bii 
nun  endlich  nach  einer  Florentiner  Handschrift  eine  jener  handliehen ,  sanba 
gedruckten  Ausgaben  hergestellt,  welche  die  BibUoiheea  Teubneriana  büdei, 
und  welche  auf  dem  besten  Wege  sind,  alle  anderen  Ausgaben  m  ver- 
drftngen.  Die  Florentiner  Handschrift  ist  nun  freilich  selbst  nicht  guz 
fehlerlos  und  bedurfte  mancher  Correcturen,  welche,  wie  immer  in  &mm 
solchen  Falle,  mehr  oder  weniger  als  Yermuthungen  anfzufoseen  mi 
Dieselben  gehören  theils  dem  Herausgeber,  theils  Herrn  Vitelli,  theils  iis- 
besondere  Herrn  Heiberg  an,  welche  beide  letzteren  Herren  das  Eigebvs 
ihrer  Untersuchungen  dem  Herausgeber  in  uneigennützigster  Weise  sc 
Verfügung  stellten.  Wir  bedauern  nur  mit  Herrn  Pistelli,  daee  er  die« 
werihvollen  Beiträge  erst  erhielt,  als  der  grösste  Theil  des  Baches  scta 
gedruckt  war,  so  dass  nahezu  drei  Seiten  voll  Verbesserungsvorschttg« 
der  Vorrede  einverleibt  werden  mussten.  Eine  lateinische  üeberaetmiig  ^ 
dem  griechischen  Texte  nicht  beigegeben.  Ein  ausfllhrlichea  Worireneic^ 
niss  findet  sich  am  Schlüsse«      Cabtob. 

Abhandlungen  über  Tariationsrechnung.     Erster   Theil:  Abhaodluiigs 

von   Joh.   Bemoulli   (1696),   Jac.  Bemoulli  (1697)    ond    Lmhüwc 

Euler  (1744).     Zweiter  Theil:  Abhandlungen  von  Lagrange  (1761 

1770),    Legendre  (1786)   und   Jacobi  (1837).    Heranag^eb»  t« 

P.  StIokbl.    144  und  110  S.    Leipzig  1894.    W.  Engelmann. 

Die  von  Herrn   St&ckel    ins  Deutsche  übersetzten ,   bedehnngswei^ 

in  der  deutschen  Ursprache  neuerdings   zum  Abdruck  gebrachten  Abkaai* 

langen  bilden  das  46.  und  47.  Heft  von  „Ostwald's  Klassikern  der  eojdbs 

Wissenschaften".    Es    war    nicht   ganz  leicht,   unter   den   grSsaereo  vz: 

kleineren  Abhandlungen,   die   zur  Ausbildung  der  sogenannten  YwMaßEr- 

rechnung  führten,   diejenigen   auszuwfthlen,   welche  man  weglassen  dutht' 

ohne  dem  Bilde  der  Entwicklung  jenes  Kapitels  der  Infinitesimalrselii^ 
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einen  ihm  wesentlichen  Strich  zu  rauben.     Andrerseits  würde  em  Abdruck 
alles  dessen,  was  in  dieser  Richtung  vorhanden  ist,  allzu  umfangrei^  ge- 
worden sein.    Herr  Stftckel,  ein  jüngerer  Mathematiker,   der  durch  Yer- 
öffentlichungen  in  „Crelle's  Journal**  und  in  den  „Berichten  der  Sftchsischon 
Gesellschaft  der  Wissenschaften^  seine    doppelte   Begabung   zu  eigentlich 
mathematischen  wie   zu    geschichtlichen  Arbeiten   an  den  Tag  gelegt  hat, 
scheint  das  Richtige  getroffen  zu  haben.    Job.  BernouUi's  Aufgabe  der 
Brachistochrone  und  das  von  Jac.  Bernoulli  als  Gegenaufgabe  gestellte 
isoperimetrische  Problem   durften   nicht  fehlen.     Wichtig  war  Jac.  Ber- 
nouUi's Auffindung   der  Brachistochrone,   weil  in  ihr  das  Princip  zuerst 
ausgesprochen  wurde,    eine  Ourve,    welche  als  Ganzes  gewisse  Maximal- 
bedingungen   erfdlle,    müsse  auch  in  ihren  kleinsten 'Theilen  die  gleiche 
Eigenschaft  besitzen.    Die  späteren  Aufsfttze  beider  Bernoulli  durften  fehlen, 
weil  neue  Grundgedanken  der  Variationsrechnung  in  ihnen  nicht  enthalten 
sind.    Euler's    ]tbfhoäu8   inveriendi  etc.    zeigte   dann   zuerst ,    dass    das 
Bernoulli'sche  Princip  nicht  ausnahmslos   gelte.    Lagrange  gab  Namen 
und  Algorithmus  der  Variationsrechnung  und  damit  die  analytische  Form 
dessen,    was  bis   dahin  eine  Auflösung  geometrischer  Aufgaben  gewesen 
war.    Legendre   suchte    analytische  Kriterien   dafür,    ob  ein  Maximum 
oder  ein  Minimum  stattfinde  und  leistete  dadurch  innerhalb  der  Variations- 
rechnung   dasjenige,    was  Leibniz  1684   für   die   gewöhnlichen  Maxima 
und  Minima  geleistet  hatte«    Jacobi   endlich  lehrte  die  zweite  Variation 
^renauer    untersuchen    und    ergänzte   Legendre's  Versuch.     Das    sind   die 
Arbeiten,  welche  in  den  beiden  Heften  vereinigt  sind.  Cantob. 


Beiträge  zur  Darstellung  des  BemouUi'schen  Theorems,   der  Gamma- 
funotion  und  des  Laplaoe'schen  Integrals.    Inaugural- Dissertation 
zur  Erlangung  der  Doctorwürde  der  hohen  philosophischen  Facultät 
der   Universität  Bern.    Vorgelegt   von   Johann   Egobnbebobb   aus 
Grabs  (St.  Gallen)  [Separatabdruck  aus  den  Mittheilungen  der  Natur- 
forschenden Gesellschaft  in  Bern  für  das  Jahr  1893].    72  S. 
Jacob  BernouUi's  Ars  cof^edandi  gehört  auch  in  dem  unfertigen 
ZxLstande,   in  welchem  der  Verfasser  sie  zurückliess,    zu  den  glänzendsten 
Soböpfungen  des  menschlichen  Geistes  und  übt  gewiss  einen  tiefgehenden 
gSindruck  auf  Jeden,   der   sie  zu  studiren  unternimmt*    Bahnbrechend  für 
Ix^  Lehre  von  der  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori,  welcher  Bernoulli  ihren 
^fljnen  beilegte,  ist  die  Muthmassungskunst  auch  eine  Fundgrube  für  ana- 
V^ tische  Wahrheiten,  die  bei  den  Wahrscheinlichkeits- Untersuchungen  zu 
C^i,ge  gefördert  wurden.    Das  haben  Gelehrte,  wie  De  Mo i vre,  wie  Stir- 
i  x^fiT«  ^®  Laplace  deutlich  erkannt.    Ein  junger  Schweizer,  Dr.  Eggen- 
»^rgeri   hat,   aufgefordert   durch  seinen  Lehrer,   Herrn  Prof.  J.  A.  Graf 
r^    Bern ,  die  Ars  conjectandi  wie  die  späteren  auf  ihr  fortbauenden  Arbeiten 
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genauer  Durchsicht  unterworfen,  und  das  Ergebniss  dieser  Forschung  ist 
die  nnd  vorliegende  Doctordissertaüon.  Wir  stehen  nicht  an»  sie  als  eise 
sorgsame  und  empfehlenswerthe  Arbeit  zu  bezeichnen ,  mit  deren  Hilfe  m 
Leser  sich  über  das  allmähliche  Entstehen  des  Gesetzes  der  grossen  Zahkc 
über  dessen  Beweis,  über  die  damit  im  Zusammenhang  stehenden  Ki^itt 
aus  der  Lehre  von  den  bestimmten  Integralen ,  eine  leichte  and  grflndlidie 
Kenntniss  Yerschaffen  kann.        Cahtor. 

Euolidis  Opera  omnia  edidemnt  J.  L.  Hbibbbg  et  H.  Mbsoe.    YoL  Vil 
Enolidii  Optica,  opticorum  recensio  Theonis,  catoptrica,  cum  scb^ 
antiquis  edidit  J.  L.  Hbibbbq.    Leipzig  1895.    B.  O.  Teubner.   LT. 
362  S. 
Schon  in  den  Euklidstudien  von  1882  hat  Herr  Heiberg  aas  eiaes 
Wiener  Codex  den  Text  der  Euklidischen   Optik  zum   Abdrucke  gebndib 
hat  er  überdies   die  Frage   nach  der  Echtheit  dieser  Schrift  in  Erwlgtu]^ 
gezogen,  nachdem   die  Thatsache,   dass  Euklid  Optisches  yerfasete,  dor^ 
Zeugnisse  des  Proklos,  des  Marines,   des  Theodoros  Metocfaita  (um  19' 
gesichert  erschien.     Inzwischen  hat  Herr  Heiberg  sich  mit   Herrn  Meoft 
zur  Anfertigung  einer  ToUstftndigen  Euklidausgabe  vereinigt.    Die  fllnf  ersiet 
Bttnde    enthalten    bekanntlich    die  Elemente.     Der    sechste  noch   nickt  er- 
schienene Band   wird   die  Daten   bringen.     Der   siebente  Band   hat  jei» 
den  Rang  abgelaufen  und  vereinigt  Euklid's  Optik ,  eine  Ausgabe  derselbe 
Schrift  durch  Theon  von  Alexandria,  alte  Schollen  und  eine  Katoptrik.  De: 
Optik  ist  eine  jedenfalls  im  XIV*  Jahrhunderte  schon  vorhandene  latendsciit 
üebersetzung  beigegeben.  Dieselbe  stammt  unmittelbar  aus  dem  Griechiscks. 
arabische  Bearbeitungen  der  Optik  sind  überhaupt  noch  nicht  nachgewiestt 
Aber  auch  die  Originalausgabe  der  Euklidischen  Optik,  wenn  wir  so  säg<n 
dürfen,  war  weder  im  Urtexte,  noch  in  der  lateinischen  üebersetsnng  ^ 
druckt     Gedruckt  wurde   dagegen  wiederholt  seit  dem  XYI.  Jahrhundert 
eine  spätere  Bearbeitung.    Es  war ,  wie  man  einer  Pariser  Handschrift  giu^* 
haft  entnommen  hat,  die  Niederschrift  einer  Vorlesung  über  Euklid's  Optii 
welche  einst  Theon  von  Alexandria  hielt,    und  unter  diesen    Namea  ^ 
Herr  Heiberg  sie   neu  abdrucken  lassen.    Sowohl  der  Wiener   Codex  ^ 
wirklichen   Optik,    als   die  zahlreicheren  Handschriften   von  Theon*6  ^^' 
lesungsheft   sind  mit  alten  Erlftuterungen  versehen,   und  auch  sie  sind  i: 
den    uns    vorliegenden  Band    aufgenommen.    Eine  üebersetzung   ist  ikss 
nicht   beigegeben.     Die  Theon'sche    Bearbeitung   ist  am   besten  ia  eia« 
Vaticancodex  des  X.  Jahrhundert's  erhalten,    und  der  gleiche  Codex  tbt: 
liefert  auch  eine  Katoptrik  nebst  Schollen  zu  derselben.    Sie  sind  dwolL. 
der  neuen  Ausgabe  einverleibt.     Oehört  die  Katoptrik  Euklid  an?    t- 
Euklid  überhaupt  eine  Katoptrik  verfasst?    Herr  Heiberg  ist  goiejgt,  be^ 
Fragen   zu    verneinen.    Eine  Katoptrik    war   allerdings  zu   EuUid's  Zt.^ 
vorhanden,  findet  sie  doch   in  der  Optik  S.  30  lin.  3   mit  den  Worts  ^ 
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iv  tolg  KazoTn^iJiolg  Xiysxai  Erwähnung ,  aber  Herr  Heiberg  meint,  in  dieser 
Form  könne  ebensogut  die  Schrift  eines  ajideren  Verfassers ,  als  eine  eigene 
genannt  sein.  Wir  theilen  diese  Ansicht  vollkommen  und  verweisen  zun 
Vergleiche  auf  die  von  Archimed  erwähnten  axoixBta  xooi/(xa,  welche  von 
£uklid  herrtthren  dürften.  Die  im  erwähnten  Vaticancodex,  aber  auch  in 
anderen  Handschriften  erhaltene  Eatoptrik  nimmt  Herr  Heiberg  für  Theon 
in  Anspruch,  der  allerdings  nur  den  Inhalt  alter  Schriften  in  eine  neue 
Form  goss.  Ob  Archimed,  der  eine  Eatoptrik  geschrieben  haben  muss,  ob 
Heron,  ob  noch  andere  Schriftsteller  von  Theon  benutzt  wurden,  bleibt 
zweifelhaft  Dieses  der  Inhalt  des  VII.  Bandes  der  Euklidausgabe,  üeber 
die  Teztherstellung  rechten  oder  auch  nur  berichten  zu  wollen,  wäre  eine 
Anmassung,  vor  der  wir  uns  zu  hüten  wissen.  Cantob. 


Die  Arithmetik  des  Magistars  Georgias  de  Hungaria  aus  dem  Jahre  1499. 
Herausgegeben  von  Coloman  v.  Szilt  und  August  Hbllbb.  Separat- 
abdruck aus  den  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Berichten 
aus  Ungarn.    Bd.  XII.    Budapest  und  Berlin  1894. 
Herr  Arpltd  Hellebrant,  Unterbibliothekar  der  ungarischen  Akade- 
mie der  Wissenschaften,    war    der  Wiederauffinder  des  in  der  üeberschrift 
grenannten  Druckwerkes.    Er  entdeckte  dasselbe  in  einem  Sammelbande  der 
Hamburger    Stadtbibliothek,    und   Herr  Coloman   von   Szily    war  am 
16.  October  1893  in  der  Lage,  das  Original  in  einer  Akademiesitzung  in 
Budapest  vorzulegen.     Er  sprach    damals  schon  Vermuthungen  über  den 
Druckort  der  Arithmetik  aus,  und  die  Akademie  beauftragte  ihn^  in  Gemein- 
schaft mit  Herrn  August  Heller,  einen  Neudruck  der  Arithmetik  zu  be- 
sorgen   und   der  Persönlichkeit   des  Verfassers  nachzuspüren.    Ueber  den 
Vollzug  dieses  Auftrages  konnte  am  10.  Juni  1894  berichtet  werden.    Das 
iBrgebniss  ist  im  Wesentlichen  folgendes.    Die  Arithmetik  von  1499  ist  mit 
höchster  Wahrscheinlichkeit   in   Holland   verfasst   und   gedruckt  und  zwar 
letzteres  in  der  Druckerei   des  St.  Michaelklosters  bei  Schoonhoven.     Der 
Verfasser,  Magister  Georg  von  Ungarn,  muss  Unterricht  bei  einem  der 
spanischen  Sprache  mächtigen  Lehrer  gehabt  haben,  und  es  liegt  nahe,  an 
SanchezCiruelo  zu  denken,  der  am  Ende  des  XV.  Jahrhunderts  in  Paris 
lehrte,   und  der  die  Wörter  cuenio  und  miUon  für  10^  und  10^'  benutzte, 
-wie  die  Arithmetik  von  1499  es  thni   Magister  Georg  empfahl  seine  Schrift 
zziit  besonderer  Wärme  den  Theologen,  und  man  hat  daraus  geschlossen, 
er  werde  dem  gleichen  Stande  angehört  haben ,  vielleicht  mit  einem  Domini- 
o^ner    Georgius  Hungarus   identificirt   werden  müssen,    von  welchem  eine 
laandschriftliche  Arbeit  über  die  Religion   der  Türken  in  Rom  aufbewahrt 
v^ird.    Die  Arithmetik  selbst  zerfällt  in  drei  Bücher,  deren  erstes  die  damals 
[ll)licben  neun  Rechnungsarten  mit  der  Feder  lehrt;  das  zweite  Buch  lässt 
;5lie  Rechnungen   mit  Hilfe  von  Rechenmarken  ausführen;   das  dritte  Buch 
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lösb  Aufgaben  der  Begeldetri.  WesenÜicb  neues  findet  sich  in  dem  Werk- 
cLen  nicht ,  aber  es  ist  ebensowenig  einer  bekannten  filteren  Schrift  toII- 
«tändig  nachgebildet.  Cahtob. 

Georg  Philipp  HarsdOrfer  als  mathematischer  and  natorphiloBophisdier 
Schriftsteller.  Von  Prof.  K.  Budbl  (Sonderabdmck  aus  der  Fest- 
schrift des  Pegnesischen  Blamenordens  S.301 — 403).  Nürnberg  I89i 
Druck  von  J.  L.  Stich. 

Im  X.  Bande  der  Allgemeinen  Deutschen  Biographie  hat  Herr  W.  Cre- 
zenach  (S.  644 — 646)  das  schriftetellerisch  ungemein  reich  erfllllte  Lebe 
des  Nürnberger  Bathsherrn  Georg  Philipp  Harsd6rfer  geschildert,  der  siek 
in  weiteren  Bereisen  besonders  durch  acht  Bände  Gesprfichspiele  (1642  bs 
1649)  bekannt  gemacht  hat,  und  der  1644  den  Blumenorden  an  der  Peg- 
nitz  stiftete.  Dieser  Orden  besteht  bis  auf  den  heutigen  Tag  und  hat  1894 
durch  eine  umfangreiche  Festschrift  die  250.  Wiederkehr  seiner  Grttndug 
und  ihren  Gründer  gefeiert.  Herr  Rudel  hat  dabei  die  Aufgabe  Über- 
nommen, Georg  Philipp  Harsdörfer  als  mathematischen  und  natnrpiiik- 
sophischen  Schriftsteller  zu  feiern,  und  ehrlich  gesagt»  beneiden  wir  ik 
darum  nicht.  Harsdörfer  war  ein  ungemein  belesener  Mann.  Man  kSu^c 
ihn  mit  Wagner  im  Goethe'schen  Faust  vergleichen  und  ihm  die  Worte  ii 
den  Mund  legen:  Zwar  weiss  ich  viel,  doch  mOcht'  ich  Alles  wissen.  Ds 
Wissbegier  war  auch  von  einem  entsprechenden  MittheilungsbedOrfniss  br 
gleitet.  Nur  schade,  dass  ihm  zur  gehörigen  Verdauung  des  unterschiedk 
in  sich  Aufgenommenen  die  Zeit  nicht  ausreichte,  beziehungsweise  dass  er 
die  Zeit  dazu  sich  nicht  gönnte.  Harsdörfer  giebt  uns ,  darin  hat  Harr  Bb^ 
in  seinen  Schlussworten  ganz  Becht,  ein  getreues  Bild  der  durchaehnitküe^ 
zu  seiner  Zeit  üblich  gewordenen  Anschauungen,  aber  damit  ist  es  aaa 
fertig.  Mathematisch  zu  denken  scheint  er  nicht  f&hig  gewesen  zu  sen. 
und  mit  Daniel  Schwenter  vollends,  zu  dessen  Erquickstonden  er  eiset 
II.  und  III.  Band  1651  und  1653  veröffentlichte,  ist  er  nicht  entfei^ 
gleichwerthig.  Was  bei  Harsdörfer  von  mathematischen  Angaben  liditij 
ist,  das  hat  er  zweifellos  abgeschrieben,  und  meistens  können  wir  die  b^ 
nutzten  Schriftsteller  nachweisen ,  wozu  er  übrigens  durch  deren  Nensax: 
fast  immer  den  Weg  zeigt.  Einmal  versagt  unsere  Quellenkenntnisa.  Se. 
ein  regelmässiges  Sechseck  gegeben,  dessen  Seiten  der  Beihe  nach  1,  2,  ? 
4,  5,  6  heissen  sollen,  wo  also  1  und  4,  2  und  6,  3  und  6  einsadv 
parallel  sind.  Durchschnittspunkte  bezeichnen  wir  durch  zwei  Zahlen,  k 
dass  12  den  Durchschnittspunkt  von  1  mit  2  bedeutet.  Wird  nun  über  i 
ein  gleichseitiges  Dreieck  nach  aussen  errichtet,  und  verbindet  mandssMi 
Spitze  mit  34  und  45,  so  zerlegen  diese  Hilfslinien  die  1  in  drei  ^i^ 
Theile.  Der  Beweis,  den  Harsdörfer  uicht  bringt,  wie  es  in  derGewckz 
heit  von  Büchern  im  Charakter  der  Erquickstunden  lag,  den  aber  av- 
Herr  Rudel   beizufügen  unterlassen  bat,  ist  am  Einfachsten  so  sn  Ukrm. 
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Man  Terlftogere  2,  4,  6  nach  beiden  Seiten,  so  entsteht  ein  grosses  gleich- 
seitiges Dreieck,  dessen  Seiten  aus  je  drei  Sechsecksseiten  bestehen,  und 
dessen  Spitze  26  zugleich  die  Spitze  des  über  l  nach  aussen  errichteten 
gleichseitigen  Dreiecks  ist.  Die  von  Harsdörfer  angegebenen  Hilfslinien 
dritttheilen  die  Grundlinie  des  grossen  Dreiecks,  also  auch  die  ihr  paraUele 
Sechseckseite  1.     Von  wem  mag  die  hübsche  Construction  sein? 

Cantor. 

Heber  die  parabolische  Spirale,  eine  Monographie  von  Dr.  0.  D.  E.  Wbybb, 
Geheimrath  und  Professor  in  Kiel.    Kiel  und  Leipzig  1894.    Verlag 
•  von  Lipsins  &  Tischen    36  S. 
Die  kleine  Untersuchung  hat  eine  doppelte  Bedeutung.    Einmal  wendet 
sie  die  Formeln  der  Differential-  und  Integralrechnung  auf  eine  Curve  an, 
welche  in  den  bekannteren  Lehrbüchern  kaum  jemals  als  Beispiel  gewählt 
ist,  wo  solche  erforderlich  sind.     Zum  zweiten  aber  will  Herr  Weyer  eine 
merkwürdige    Eigenschaft    dieser    Curve    in    das   Gedächtniss    zurückrufen, 
welche  so   sehr  in  Vergessenheit  gerathen   ist,   dass  sie   ,, nicht  einmal  in 
der  Geschichte  der  Mathematik   erwähnt  wird'',   wie  die  Vorrede  sich  aus- 
drückt.    Herr  Weyer  ist  zu   dieser  Anklage,    von  welcher  auch  Referent 
sich    getroffen    fühlt;    vollkommen    berechtigt,    und   wir  weisen   auf  seine 
Abhandlung   mit  dem  Bewusstsein  hin,   dass  es  uns  sehr  nützlich  gewesen 
wäre,   sie   kennen  zu  lernen,    bevor  die  erste  Abtheilung  des  IIL  Bandes 
unserer  Vorles.  d.  Gesch.  d.  Mathem.  im  Drucke  erschien.    Dort  fehlt  gleich- 
falls jede  Notiz  über  eine  Entdeckung  Jacob  BernouUi's ,  welche  im  Januar- 
heft 1691  der  Acta  Eruditorum  enthalten,  von  ihrem  Urheber  in  die  Worte 
gekleidet    worden   ist:    tmde  patet  quod  in  curvis  äiam  UliSj    quae  recti- 
/icoitionem    nondum   acceperunt^    nonnunquam  partes   aequaUs   dissimilares 
tMSsignari  possutU.     Die  Eigenschaft  also ,  dass  Bogenstücke  einer  und  der- 
selben Curve,    welche  der  genauen    Eectifioirbarkeit  sich  entziehen,     und 
17V eiche  einander  keineswegs  ähnlich  sehen,   doch  als  genau  gleich  lang  be- 
^riesen  werden    können,    gehört  auch   Bernoulli's   parabolischer  Spirale  an 
und   wurde  viel  früher  von  ihm  veröffentlicht,  als  Fagnano  die  entsprechende 
IDigenschaft  der  Lemniscate  bekannt  machte.  Cantob. 


A^nmerkungen  und  Zusfttie  zur  Entwerfung  der  Land-  und  Himmels- 
karten von  J.  H.  Lambert  (1772).  TTeber  Kartanprojeotion.  Ab- 
handlungen von  Lagbakgb  (1779)  und  Gauss  (1822).  Heraus- 
gegeben von  A.  Wangebin  [Ostwald's  Klassiker  der  ezacten  Wissen- 
schaften Nr.  54  und  55].  Leipzig  1894  bei  Wilhelm  Engelmann. 
96  und  102  Seiten. 
Seit  die  Behandlung  complexer  Verftnderlicher  und  solche  enthaltender 

Ltxsdrücke  einen  besonderen  Zweig  der  Mathematik  bildet  und  als  Functionen- 

liisi.-  Ut.  Abth.  d.  Zeitschr.  f.  Math.  a.  Phys.  40.  Jahrg.  1S95.  4.  Heft.  1 1 
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theorie  benannt  wird,  hat  auch  die  Lehre  von  den  Abbildaogen  sich  weseat- 
lich  verändert.  Die  praktische  Aufgabe  ist  mehr  nnd  mehr  in  den  Hioter- 
grand  getreten,  die  theoretisch •  mathematische  Auffassung  hat  sie  zvrflek- 
gedrängt.  Wie  diese  Veränderung  allmählich  eintreten  konnte,  wenn  vxk 
musste ;  zeigt  am  deutlichsten  die  Vergleichung  der  drei  berQbmten  Arbeita 
von  Lambert,  Lagrange,  Gauss,  welche  Herr  Wangerin  in  zwe 
aufeinander  folgenden  Bändchen  der  bekannten  Sammlung  Ton  Klassiken 
der  exacten  Wissenschaften  neuerdings  herausgegeben  und  mit  Anmerknnga 
versehen  hat.  Die  Lagrange'sche  Abhandlung  —  eigentlich  Abbandlii]ig«E| 
denn  formell  zerfällt  sie  in  zwei  Aufsätze  —  musste  überdies  aus  des 
Französischen  übersetzt  werden.  Während  bei  Lambert  nur  Yorfibei;g«heEi 
im  §  73  die  imaginäre  Einheit  auftritt,  und  der  Verfasser  sich  beinahe  eav 
schuldigt,  hier  von  einer  Mittheilung  Lagrange's  Gebrauch  za  machen,  Man 
sich  bei  Lagrange  selbst  die  Integration  der  Differentialgleichung,  wdck 
Lambert  durch  Reihenentwickelung  vollzog,  wesentlich  auf  die  Anwendss 
des  Imaginären.  Mit  ihrer  Hilfe  gewinnt  er  für  die  Kartographie  hnnctr 
bare  Formeln.  Gauss  endlich  behandelt  die  Aufgabe  ausschliesslich  als  ei« 
mathematische;  es  ist  fast  Zufall,  dass  die  Kartographie  seine  Ergefaniise 
verwerthen  kann;  der  in  unseren  ersten  Worten  angedeutete  Uebei]gt£^ 
hat  sich  vollzogen.  Cautob. 

Kritisch -historische  Untersuchung  über  die  Theorie  der  Gkunmafuetiis 
und  Euler'schen  Integrale.  Von  Dr.  Hans  Schbhkei«.  Vsjk 
Zürich  1894.  67  S. 
Der  Verfasser  hat  sich  in  dieser  Promationsschrift  die  aus  dem  Tlk. 
mit  genügender  Deutlichkeit  zu  entnehmende  Aufgabe  gestellt,  über  die 
Forschungen  zu  berichten,  welche  die  sogenannten  Gammafunctioooi  zi 
den  fast  bekanntesten  Transcendenten  gemacht  haben.  Dass  auf  67  Sehei 
eine  Vollständigkeit  in  dieser  Beziehung  unmöglich  erreicht  werden  kout«^ 
ist  klar.  Andererseits  fehlt  aber  in  H.  Schenkel's  Zusammenstellung  kein 
der  wichtigeren  Arbeiten.  Die  Vorarbeiten  Stirling's  kurz  erwihneci 
verweilt  er  bei  Euler,  bei  Gauss,  bei  Legendre,  welche  jene  Tm^ 
cendente  so  eigentlich  geschaffen  haben.  In  einem  zweiten  Abschnitte  si> 
die  Schriftsteller  behandelt^  welche  dem  von  Legendre  gebahnten  ^ft^ 
folgten.  Cauchy  und  Binet,  Dirichlet  und  Serret,  Bonrgc«- 
Saalschütz,  Pochhammer  treten  hier  auf,  und  ihnen  beigesellt  Hankel 
und  Pringsheim,  wenn  auch  deren  Abhandlungen  als  an  Gauss  s:d: 
anschliessend  unseres  Dafürhaltens  besser  in  den  dritten  Abschnitt  gepsss^ 
hätten,  welcher  mit  Arbeiten  über  Facultäten  sich  beschäftigt.  Kr  sc: 
dann  Weierstrass,  sind  die  hier  mit  Recht  vorkommenden  Namen.  Wt:= 
Frjm^s  wichtige  Untersuchungen  als  Schluss  der  Dissertation  erSrtr' 
werden  wollten ,  so  haben  wir  Nichts  dagegen  einzuwenden ,  nur  pass«  ^^ 
freilich   nicht  in  den  dritten  Abschnitt«    Wir  geben  freilich  gern  so,  ^^-^ 
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es  recht  schwer  sein  mochte,  den  Stoff  inhaltlich  nnd  chronologisch  so  zu 
gliedern,  dass  beiden  Eintheilangsgründen  ihr  Becht  blieb,  nnd  die  üeber- 
sichtlichkeit  nicht  yerloren  ging.  Cantob. 


Lazare -Nicolas  -  Margnerite  Carnot,  sein  Leben  und  sein  Wirken  nach  den 
Quellen  dargestellt  von  Dr.  K.  Fink,  Professor  an  der  Bealanstalt 
zu  Tübingen.  Tübingen  1894.  Bei  der  H.  Laupp'sche  Buchhand- 
lung.   128  S. 

Der  Verfasser,  welcher   1890  mit  einem  verfrühten  und  deshalb  ver- 
unglückten Versuche    den    mathematisch -historischen   Boden    betrat,    hat 
in  den  fünf  seitdem  verflossenen  Jahren  ungeheuer  hinzugelernt.    Wir  haben 
uns  dessen  schon  bei  den  1892  und  1893  in  dem  „Correspondenzblatt  für 
Gelehrten-  und  Realschulen  Würtembergs**  erschienenen  Abhandlungen  über 
Monge  und  Dupin  erfreuen  dürfen^  die  neueste  Arbeit  über  Carnot  ver- 
mehrt den  damals  erhaltenen  guten  Eindruck.    Es  ist  Schade,  dass  die  drei 
Abhandlungen,  die  eigentlich   zusammengehören,    nicht  auch  vereinigt  ab- 
gedruckt sind.    Bilden  doch ,  wenn  man  Verwandtschaft  und  Lehrverhältniss 
gleichsetzen   darf,  Monge,    Carnot,  Dupin   eine  Gelehrtenfamilie  aus  drei 
aufeinander'folgenden  Persönlichkeiten,  gewissermassen  Vater,  Sohn,  Enkel. 
Und  wie  die  drei  Männer  zusammengehören  in  ihren  geometrischen  Leistungen, 
80  gehören  sie  zusammen  durch  ihr  Vaterland ,  durch  die  allerdings  in  den 
wechselvollen  Schicksalen  ihres  Vaterlandes  bedingte  Thatsache,   dass   sie 
alle  drei  M&nner  von  grossem  politischen  Einflüsse  waren,  aus  der  Studir- 
stube  des  Geometers  hinaustretend  in  die  Wirren  des  öffentlichen  Lebens, 
nicht  ohne  den  Weg  auch  wieder  zurückzufinden.     Herr  Fink  hat  seine 
Abhandlung  naturgemSss   in   zwei  Abtheilungen   zerfallen   lassen.     In  der 
ersten  schildert  er  den  Bürger  Carnot,  und  man  merkt  es  ihm  an,  dass 
eine   liebevolle  Hand   die  Feder    führte,   ja,  man  gewinnt   mit   ihm    den 
Menschen   lieb,    der   fleckenreiner    dasteht,    als    die   meisten  seiner  Zeit- 
und  Landesgenossen.     In  der  zweiten,  um  die  Hälfte  längeren  Abtheilung 
tritt  uns  der  Gelehrte  Carnot  gegenüber.    Herr  Fink  hat  namentlich 
die   OSometrie  de  position,  aber  auch  die   anderen  Werke  Carnot's  getren 
analysirt,  so  dass  man  aus  seinem  Berichte  ein  genügendes  Bild  jener  be- 
deutenden  Arbeiten   erhält.    Eine  Würdigung   derselben  unter   dem   Titel 
Carnot's  wissenschaftliche  Bedeutung  beschliesst  die  sehr  lesens- 
werthe  Schrift,   die    wir   deshalb   unseren  Lesern  warm  empfohlen  haben 
wollen.  Cantob. 

FestBchrift  zur  Feier  des  25jährigen  Bestehens  der  Gesellschaft  ehe- 
maliger Studirender  der  Eidgenössischen  polytechnischen  Schule  in 
Zürich.    Den  Ehrenmitgliedern  und  Mitgliedern  der  G.  e.  P.  gewidmet 

11* 
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vom  Vorstande.    Zürich  1894.    Hofer  &  Bnrger,  graphische  Anstalt 
X,  174  8. 

Das  Eidgenössische  Polytechnikum  in  Zürich  wurde  am  16.  October  lfö5 
eröffnet.  Es  hatte  schon  13  Jahre  bestanden,  als  im  Herbst  1868  der 
Oedanke  laut  wurde,  eine  Gesellschaft  ehemaliger  Poljtechniker  (6.  e.  PJ 
zu  gründen^  und  am  10.  Juni  1869  wurde  der  Gedanke  zur  ThaL  Die 
25  Jahre  ihres  Bestehens,  auf  welche  die  Gesellschaft  im  Sommer  1891 
zurückblicken  durfte,  sind  demnach  nicht  identisch  mit  der  Lebensdacer 
des  Polytechnikums  selbst;  aber  die  Beziehungen  zwischen  der  Anstalt  oiid 
den  Schülern,  welche  sie  ausbildete ,  sind  so  eng,  und  der  Zeitpunkt,  ron 
welchem  an  die  Ausbildung  der  älteren  Schüler  begann,  geht  so  well 
zurück,  dass  die  Festschrift,  durch  welche  der  Yereinsvorstand  die  Mit- 
glieder erfreute,  ebensowohl  eine  Geschichte  des  Polytechnikums  als  der 
G.  e.  P.  in  trefflich  ausgeführten  Photographien  und  biographischen  Notizei 
darstellt.  Viele  von  den  abgebildeten  Lehrern  und  Schülern  der  Anstal: 
sind  noch  am  Leben,  die  Wenigsten  wirken  noch  an  derselben.  Sie  var 
für  Viele  nur  ein  Durchgangspunkt,  für  so  Viele,  dass  kaum  eine  Hod- 
schule  in  Deutschland  namhaft  gemacht  werden  kann,  die  sieb  nicht  ei«: 
oder  auch  mehrere  ihrer  Lehrer  unmittelbar  oder  mittelbar  aus  Zürich  ge- 
holt hätte,  um  so  zahlreicher  sind  dementsprechend  die  Persönlicbkeitcu 
für  welche  die  Festschrift  ein  liebes  Andenken  sein  wird.  Die  AussiattoET 
lässt  keiner  Bemängelung  Baum  und  macht  der  ausführenden  Anstalt  öjt 
grösste  Ehre.  Caxtok. 

Oeuvres   de  Fermat,    publikes   par  les  soins  de  MM.  Paui«  Tahhbrt  e; 
Chables  Henry.     Tome  II.     Paris  1894.     Gauthier -Villars  et  fils 

üeber  den  Plan  und  den  ersten  Band  dieser  Ausgabe  ist  in  diaeer 
Zeitschrift  bereits  berichtet.  Der  vorliegende  zweite  Band  giebt  in  ehroBC- 
logischer  Anordnung  die  Correspondenz  Fermat's  und  zwar  98  Briefe 
oder  Auszüge  aus  Briefen  Fermat 's  und  31  an  Fermat  direct  oder  doni: 
Zwischenpersonen  gerichtete  Briefe  von  Descartes,  Boberval,  Pascal. 
Digbj  u.  A.  Von  diesen  Schriftstücken  sind  46  aus  der  Varia  Opera. 
3  aus  dem  Commercium  Epistolicum  von  Wallis,  22  aas  der  j^ 
Clerselier  veröffentlichten  Cor respondance  de  Descartes,  7  ans  da 
Oeuvres  de  Pascal,  10  aus  der  Correspondance  de  Hujgens  ab- 
gedruckt, 34  werden  zum  ersten  Mal  aus  den  Handschriften  veröfientlicfct 
Von  den  bereits  früher  gedruckten  sind  3  handschriftlich  ergftnst,  nimlL"^ 
die  Briefe  VI,  XXXVIII  ^*»  (in  der  neuen  Numerirung)  der  Varia  Oper* 
und  XXVI  der  Correspondance  de  Descartes. 

Die  Herausgeber  haben  auch  bei  diesem  Bande  die  grösste  Soig^ 
darauf  verwendet,  einen  möglichst  correcten  Text  zu  geben.  Ich  habe  b^* 
jetzt   nur    einen  Druckfehler   gefunden:    S.  180   in   der  letzten  Zeile  toi 
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unten  muss  es  3  —j/8  statt  3  —  j/l8  heissen.     Da  das  vorhandene  hand- 
schriftliche Material  nicht  ausreicht,   Fermat's   französische  Orthographie 
wieder  herzustellen ,  so  ist  principiell  die  Orthographie  des  18.  Jahrhunderts 
angewandt;   nur  die  wenigen  Autographen  selbst  sind  genau  reproduciri 
Auf  Grund    der  jetzt   vorliegenden  Correspondenz  wird  es  zwar  nicht 
möglich  sein,  Fermat's  Beweismethoden,  deren  Verlust  noch  heute  beklagt 
wird,  im  Einzelnen  wieder  herzustellen;  aber  den  geistigen  Entwickelungs- 
gang  dieses  Mathematikers ,  vielleicht  des  grössten ,  den  Fraiikreich  hervor- 
gebracht hat,   werden  die  Briefe,   dank  der  sorgftltigen,  von  den  Heraus- 
gebern mehrfach  corrigirten  Datirung,  leicht  verfolgen  lassen.     Hoffentlich 
findet  die  Mühe,  welche  die  Herausgeber  auf  die  Arbeit  verwendet  haben, 
bald  die   einzige  ihrer   würdige  Belohnung:    eine    eingehende  Darstellung 
der  wissenschaftlichen  Leistungen  Fermat's    in  ihrer  allmfthlichen   Ent« 
Wickelung. 

Was  nun  die  einzelnen  Briefe  betrifft,  so  fesseln  natürlich  die  jetzt 
zum  ersten  Male  veröffentlichten  unsere  Aufmerksamkeit  am  meisten.  Es 
ist  hier  ganz  unmöglich,  sie  alle  zu  besprechen;  es  sei  nur  gestattet,  aus 
den  wichtigeren  Einiges  mitzutheilen: 

Die    Briefe  XXXVII    und    XXXVIII  "•  beziehen   sich    auf  die  Auf- 
lösung  von  Gleichungen  und  lehren  (in  moderner  Ausdrucksweise)  Folgendes: 
Wenn  x  =  a  eine  Wurzel  der  Gleichung  n^^^  Grades  f{x)  a  0  ist,  so  hat 
man  nicht  die   häufig  unbequeme  Division   von  f{x)  durch  a?  —  a  zu  voll- 
führen, um  die  Gleichung  (n  —  !)*•"  Grades  zu  erhalten,  welche  die  übrigen 
Wurzeln  von   f{x)  =  0   zu  Wurzeln   hat,   sondern  man  hat  x  =  y  +  a  zu 
sabstituiren  und  in  dem  Resultat  den  Factor  y  zu  unterdrücken.    Dadurch 
erhftlt  man  eine  Gleichung  {n^l)^^  Grades  in  y,  deren  Wurzeln,  jede  um 
a  vermehrt^  die  übrigen  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sind.    Beson- 
deres  Gewicht  legt  Format  auf  die  Sache  nicht;   sie  erleichtere  blos  die 
Hechnung. 

In  dem  Briefe  XLIII  vom  Jahre  1640  wird  zum  ersten  Male  der  später 
von  Eni  er  als  unrichtig  erwiesene  Satz,  dass  der  Ausdruck  2^"^  +  l  für 
jedes  ganze  positive  n  eine  Primzahl  darstelle,  ausgesprochen.  Format 
sAgtj  er  sei  von  der  Richtigkeit  des  Satzes  ,iquasi  persuad6''«  Auch 
[n  dem  Briefe  XLV,  der  ebenso  wie  XL VIII  durch  Bemerkungen  über  die 
pythagoreischen  Dreiecke  von  Interesse  ist,  spricht  Fermat  von  diesem 
3atze.  Er  erklärt,  dass  seine  Untersuchungen  ihn  nicht  befriedigen,  und 
xiöchte  von  Freniole  einen  Beweis  des  Satzes  erhalten. 

Der  Brief  L VII  giebt  den  Satz:  j,Jede  ungerade  Zahl,  die  keine 
2aadratzahl  ist,  lässt  sich  ebenso  ofb  als  Differenz  zweier  Quadrate  wie 
.Is  Prodnct  zweier  Factoren  darstellen''.  Mit  Hilfe  dieses  Satzes  wird 
stersucht,  ob  eine  ungerade  Zahl  eine  Primzahl  sei  oder  nicht.  Als  Bei- 
piel  wählt  Fermat  die  Zahl  2027651281  und  findet,  dass  dieselbe  zu- 
»mmengesetzti  nämlich  gleich  46061.44021  ist. 
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Der  Brief  LVIII  behandelt  die  interessante  Aufgabe:  Alle  pytbgo- 
reischen  Dreiecke  zu  ermitteln,  deren  Katheten  eine  gegebene  Diffenfii 
haben.    Die  Lösung,  die  Fermat  giebt,  beruht  auf  der  Identität 

(w*  —  n^  —  2mn  =  2f»jn^—  (m\  —  n\) , 
wenn 
,  ,  f»i  c=  2ffi  +  tJj    W|  =  w 

ist.  *  * 

Auch  die  Briefe  LIX,  LX  und  LXIII  enthalten  Aufgaben  fiba 
pythagoreische  Dreiecke,  u.a.  die  Aufgaben:  Ein  rechtwinkliges  Dreieck 
zu  ermitteln,  dessen  Hypotenuse  ebenso  wie  die  Summe  der  Eathetr^ 
durch  je  eine  Quadratzahl  ausgedrückt  wird.  —  Drei  pythagoreische  Dreieeie 
anzugeben,  deren  Flttchen  x^  y,  0  der  Gleichung  a^+p*  z=s  0*  genttgea. 

Endlich  sei  noch  auf  den  Brief  CII  hingewiesen.  Jacobns  de  ßillj 
hatte  die  Aufgabe  gestellt:  drei  rationale  Zahlen  x^  y^  e  zu  finden,  fS: 
welche  jeder  der  neun  Ausdrücke 

x  —  xye,    y  —  xy0f    e-xyg,    y  —  x  —  xyz,    y  — jer  — «yf, 

z  —  x  —  xy0y    xy^xyz,    y^-xyz,    yz  —  xye 

3 
ein  Quadrat   sei   und  als  (wie  er  glaubte,   einzig  mögliche)  Lösung  „>  l 

5  * 

--  gegeben.  Fermat  antwortet,  die  Aufgabe  lasse  unendlich  viele  LösaDf^^ 
o 

zu,  und  giebt  als  eine  zweite  die  Zahlen 

10416     -     41449 

51865'  '  51865' 
Die  im  ersten  Bande  ausgesprochene  Aufforderung  der  Heransge^- 
ihnen  weiteres  bisher  unveröffentlichtes  Material  zagKnglich  zu  machen,  !:• 
insofern  Erfolg  gehabt,  als  die  Correspondenz  um  zwei  Briefe  berekte^ 
wurde,  die  Briefe  XXXIII  (Frenicle  an  Mersenne,  zur  Mittheilang it 
Fermat  bestimmt)  und  LXXXI  "•  (Boulliau  an  Fermat).  Es  ^te- 
zu  hoffen,  dass  noch  andere  Briefe  aufgefunden  werden,  so  dass  dem  dritter 
Band  eine  Ergänzung  der  Correspondenz  beigefügt  werden  kann. 

G.  WlBTHEl« 

Sefer  Ha-Mispar,  das  Buch  der  Zahl,  ein  hebräisoh  aiithmetisohef  Weri 
des  B.  Abraham  ibn  Esra.    Zum  ersten  Male  herausgegeben,  ^^ 
setzt  und  erläutert  von  Dr.  Mobitz  Silbbsbebo.  Frankfurt  a.  M.  \^ 
J.  Kauffmann.    IX,  118  und  80  S. 
Der  berühmte  jüdische  Gelehrte  Abraham  ibn  Esra  (1092—11'^' 
hat  ausser  zahlreichen  religionswissenschaftlichen  Werken  auch  &ne  ßr : 
damalige  Zeit  nach  Inhalt  und  Form  vortreffliche  Arithmetik  gesehnt^- 
über  welche  vonTerquem,  Leon  Bodet,  Steinschneider  undidf^ 
vom  Referenten  in  dessen   Schrift:     „Die  Arithmetik   des   Elia  Misi^^' 
Mittheilungen   gemacht  worden  sind.     Dieses  Werk   des   Abraham  '*'■ 
Esra,  das  in  mehr  als  zwanzig  Handschriften  erhalten  ist,  also  eineg^^ 
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Verbreitang  besessen  zu  haben  scheint,  liegt  jetzt  znm  ersten  Male  ge- 
druckt vor.  Der  Herausgeber,  Dr.  Moritz  Silberberg^  hat  fünf  Hand- 
schriften, die  er  in  der  Vorrede  anführt,  im  Originale  benutzt  nnd  auf 
Grund  derselben  den  Text  sorgf&ltig  festgestellt;  die  einzelnen  Varianten 
sind  in  den  Noten  angegeben.  Er  hat  eine  gute  deutsche  üebersetzang 
nnd  zahlreiche  Anmerknngen  hinzugefügt,  die  das  Verstftndniss  erleichtern 
sollen  oder  interessante  Hinweise  enthalten. 

Was  nun  den  Inhalt  des  (nach  Stein  sehn  ei  der  *s  Darlegungen)  kurz 
vor  1160  abgefassten  Werkes   betrifft,   so  setzt  Abraham  ihn  Esra  in 
der  Einleitung  das  dekadische   Zahlensystem   auseinander;   dabei   giebt  er 
zwar  die  Formen  der  Ziffern  1  bis  9,  erklärt  aber,  dass  er  sich  dafür  der 
nenn  ersten  Buchstaben  des  hebräischen  Alphabets  bedienen  werde.    Die  Null 
ist  bei  ihm  kreisrund,   von  der  Form  eines  Bades.    „Das  Rad  bedeutet  so 
viel  wie  Spreu,  wie  Stoppeln  vor  dem  Winde  nnd  dient  nnr  zur  Wahrung 
der  Stellen;  in  der  fremden  Sprache  heisst  es  sifra".     Nach  diesen  Vor- 
bemerkungen wird  der  Gegenstand  in  sieben  „ Pforten''  behandelt,  von  denen 
die  vier  ersten  das  Rechnen  mit  ganzen  Zahlen  betreffen.  In  der  ersten  Pforte 
wird  das  Multipliciren ,  in  der  zweiten  das  Dividiren  gelehrt.    Die  dritte 
Pforte  ist  der  Addition  gewidmet;  damit  ist  aber  nicht  die  Rechnungsart  ge* 
meint,  die  für  uns  die  erste  ist  (diese  wird  stillschweigend  vorausgesetzt),  son- 
dern die  Summation  der  arithmetischen  nnd  der  geometrischen  Reihen.    Die 
vierte  Pforte  handelt  von  der  (gewöhnlichen)  Subtraction.   Dass  dabei  überall 
auf  die  Neunerprobe  hingewiesen  wird,  braucht  wohl  nicht  erst  bemerkt 
zu    werden.    Die    fünfte   Pforte   lehrt   das    Rechnen    mit  gemeinen   und 
astronomischen  Brüchen  und  übt  die  Regeln  an  zahlreichen  Text -Aufgaben 
von   znm  Theil  interessanten  Wortlaut  ein.    Die    sechste  Pforte   spricht 
sehr  ausführlich  von  den  arithmetischen  und  geometrischen   Proportionen, 
von  welchen  letzteren  „der  grösste  Theil  der  Astronomie  und  die  Bestimmung 
der  Stellung  der  Planeten,    sowie   die  Lösnng   der  meisten  arithmetischen 
Aufgaben  abhängen".     Auch   die    harmonische  Proportion    wird   erläutert. 
Wie   die  vorhergehende,  so   ist  auch   diese  Pforte  reich  an  gut  gewählten 
Aufgaben.     In  der  letzten  Pforte  wird  das  Ausziehen  der  Quadratwurzel 
aus  ganzen  Zahlen  und  Brüchen  auf  eine  sehr  gründliche  Weise  behandelt; 
die   gewonnene  Kenntniss   wird   sodann  auf  Lösung   von  Aufgaben  mittels 
des  Pythagoreischen  Lehrsatzes  angewendet    Eigenthümlich  dabei  ist,  dass 
die  Annäherung   an   den  Werth   einer  Wurzel   sowohl   von   der  einen  wie 
von  der  entgegengesetzten  Seite  erfolgt,  indem  durch  die  Formeln 


Zahlen    ermittelt   werden,   welche  beziehungsweise  kleiner  und  grösser  als 
die  gesuchte  Wurzel  sind. 

Das  ist  ein  kurzer  üeberblick  über  den  Inhalt  des  interessanten  Buches, 
für    dessen   Herausgabe    alle    diejenigen,    die    sich    für  die  Geschichte  der 
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Mathematik  interessiren ,  dem  Dr.  Silberberg  nnd  deo  beiden  Stiftangeo^ 
welche  durch  üebernahme  eines  Theiles  der  Drackkosten  die  VerCffent- 
liebung  ermöglicht  haben,  zn  grösstem  Danke  verpflichtet  sind, 

G.  WsBTBBni. 

L.  Kromcok&r.  Vorleflnngen  ttber  die  Theorie  der  einüEtehen  und  dv 
vielfachen  Integrale.  Herausgegeben  von  Dr.  Eugen  Netto.  Leip- 
zig 1894.    345  S. 

Kurze  Zeit  nach  dem  Hinscheiden  Leopold  Eronecker's  entstand 
der  Plan,  nicht  blos  die  Abhandlungen  des  Verewigten  gesammelt  henos- 
zugeben  y  sondern  auch  den  Cjclus  der  an  der  Berliner  UniversiiSt  ge- 
haltenen Vorlesungen  einem  grösseren  Leserkreise  zugänglich  zn  marbec 
Denn  gerade  in  diesen  Vorlesungen  hatte  Kronecker  die  Anregung  r: 
stets  neuem  und  unermüdetem  Schaffen  gefunden;  hier  gab  er  gerne  die 
jüngsten  Resultate  seiner  ForscherthStigkeit ,  und  zahlreiche  Abhandlnng€E 
seiner  späteren  Periode  sind  nur  eine  abgeklärtere  Form  der  in  den  Ver- 
lesungen oft  viel  früher  vorgetragenen  Entwickelnngen.  So  konnten  doir 
auch  die  Vorlesungen  am  besten  die  Wege  und  Wünsche  bezeichnen,  in 
denen  sich  die  Gedanken  Kronecker 's  mit  besonderer  Vorliebe  beweg: 
hatten. 

Der  erste  Theil  dieses  von  der  königl.  preuss.  Akademie  durch  Eis- 
setzung einer  Commission  geförderten  Unternehmens  liegt  uns  Tor.  Herr 
Netto  hat  sich  der  dankenswerthen  Aufgabe  unterzogen,  die  Theorie  der 
einfachen  und  mehrfachen  Integrale  zu  bearbeiten;  er  ist  dieser  Aufgzl^ 
mit  voller  Hingabe  nicht  blos  an  die  Sache;  sondern  auch  an  die  PenSi 
lichkeit  Kronecker 's  gerecht  geworden  und  hat  den  Vorlesungen  der 
frischen  Ton  und  das  kräftige  ürtheil,  das  ihnen  eigen  war,  erhalten;  tc: 
dem  Reize,  den  das  gesprochene  Wort  hat,  ist  durch  die  Pietät  des  Heracs- 
gebers  auch  in  der  Niederschrift  wenig  verloren  gegangen. 

In  der  geschichtlichen  Entwickelung  des  Integralbegriffes  laufen  zve 
verschiedene  Auffassungen  neben  einander,  je  nachdem  das  Integral  a^ 
Lösung  einer  Differentialgleichung,  oder  als  Grenzwerth  einer  Summe  de 
finirt  wird.  Der  Erfinder  der  Integralrechnung,  Leibniz,  legte  in  doit^ 
aus  consequenter  Begriffsbildung  die  Summendefinition  des  Integndes  xs 
Orunde  und  stellte  die  Operation  der  Summenbildung  der  des  Diffieresz 
nehmens  als  ümkehrung  gegenüber.*  Euler  hingegen,  unter  dessen  HiadeE 
die  Theorie  der  Integrale  zu  einer  eigenen  Wissenschaft  anwuchs,  kear. 
kaum   einen   anderen   Integralbegriff,  als  den  der  Lösung  der  Differ»tisl- 

gleichnng   -^  s=  f{x).     So  findet  sich   im  Eingange  des  Calculus  integnli^ 
ax 

das  charakteristische  Scholion  1 :  Caeterum  hoc  Signum  f  vocabulo  suQsar 
*  Vergl.  hierzu  M.  Cantor:    „Geschichte  der  Mathematik"  Bd.  3  a  ISSl 
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efferri  soleti  qnod  ex  oonceptu  parum  idoneo,  qao  integrale  tamqnam 
8Qmma  omniam  differeniialiam  spectatar,  est  natum;  neqae  maiore  iure 
admitti  potest,  quam  vulgo  lineae  ex  punctis  constare  concipi  solent.  Der 
Grund  für  diese  Abweisung  des  L ei bniz 'sehen  Integralbegriffes  ist  jeden- 
falls dadurch  gegeben,  dass  die  von  Euler  erzielten  Fortschritte  wesent- 
lich auf  der  Kenntniss  gewisser  unbestimmter  Integrale  und  ihrer  Yer- 
werthuDg  für  andere  Integrale  basirten ;  so  trat  denn  der  ursprüngliche  und 
reinere  Begriff  bei  ihm  in  den  Hintergrund.  Mit  Dirichletund  Cauchy 
kommt  er  aber  wieder  zur  ausschliesslichen  Geltung,  weil  er  allein  die 
Existenz  des  Integrales  in  den  Fällen  verbürgt,  in  welchen  eine  Entwickelung 
der  Function  f{x)  in  Potenzreihen  unmöglich  ist  An  ihn  knüpft  auch  der 
grösste  Theil  der  späteren  Untersuchungen  an,  welche  sich  auf  die  Grenzen 
des  Integralbegriffs  oder  den  Giltigkeitsbereich  gewisser,  sehr  allgemeiner 
Integralrelationen  beziehen.  Die  Kr  o  necker 'sehen  Vorlesungen  gehen  in 
der  präcisen  Formulirung  dieser  Bedingungen  noch  einen  Schritt  weiter. 

DemgemSss  sind  die  ersten  Betrachtungen  der  genauen  Erörterung  der 
Sammendefinition  des  Integrales  gewidmet.     Als  eine  zugleich  nothwendige 
und  hinreichende  Bedingung  .wird  diejenige  formulirt,  welche  von  Biemann 
in  seiner  Abhandlung  über  die  trigonometrische  Reihe  gegeben  worden  ist; 
für  die  Zwecke  der  Anwendung  hingegen  wird  die  nur  hinreichende,  aber 
nicht  nothwendige  Bedingung  aufgestellt ,  dass  die  zu  integrirende  Function 
^im  Allgemeinen  gleichmässig  stetig**  ist.    Diese  Begriffsbildungen  werden  so- 
gfleich,  ebenso  wie  die  sich  anschliessenden  Elementarsätze,  yon  einfachen  auf 
Doppelintegrale  übertragen.  Die  analogen  Betrachtungen ,  welche  bei  einfachen 
Integralen  den  üebergang  zum  unbestimmten  Integral  vermittelten,  führen 
bei   Doppelintegralen  unmittelbar  zu  dem  Fundamentalsatze  von  Cauchj. 
Hierbei    erweist   es  sich    als   nöthig,    diejenigen    Gebiete  durch    eine 
^natürliche   Begrenzung**    auszusondern,    in    welchen   die  Voraussetzungen 
der  Stetigkeit  und  der  Endlichkeit  durchbrochen  werden.    Die  natürlichen 
Begrenzungen    sondern    sich    aber   in  zwei  verschiedene  Klassen,   je  nach- 
dem die  von  ihnen  herrührenden  Integralbeiträge  bei  unbegrenzter  Abnahme 
des    abgesonderten  Gebietes    gegen  eine   unendlich  kleine  oder  gegen  eine 
endliche  Grenze  convergiren ;  die  ersten  werden  als  „scheinbare^  natürliche 
Begrenzung  von  den  zweiten  unterschieden  und  können  nachträglich  wieder 
entfernt  werden.     Dieser  wichtige  Begriff  der  natürlichen  Begrenzung,  der 
hier  mehr  gelegentlich  auftritt,   erwächst  erst  später,  in  der  Theorie  der 
tt  -  fachen  Integrale ,  zumal  in  den  Potentialbetrachtungen ,  zu  voller  Schärfe 
und  Bedeutung. 

Diesen  grundlegenden  Entwickelungen ,  welchen  die  ersten  drei  Vor- 
lesungen gewidmet  sind,  reihen  sich  nunmehr  die  beiden  Mittelwerthsätze 
Ei^n,  welche  die  Abschätzung  der  Integrale  gestatten. 

Der  zweite y  von  Paul  du  Bois-Bejmond  veröffentlichte  Mittel- 
v^erthsatz  (der  aber  auch  von  Weierstrass  gefunden  und  benutzt  worden 
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ist)  führt  im  engen  Anschluss  an  die  schönen,  von  du  Bois-Rejmond 
angestellten  Untersuchungen  sogleich  zu  dem  Dirichl  et 'sehen  Integnl«, 
nämlich  dem  Satze,  dass  der  Grenzwerth  des  Integrales 

0 

für  unbegrenzt  zunehmendes  tv  gleich  yzf(0)  ist.    An  dieser  Stelle  mag  die 

Bemerkung  gestattet  sein ,  dass  die  angegebene  BeweisfQbrnng  nicht  gu: 
einwandsfrei  zu  sein  scheint.  Denn  aus  der  durch  den  MittelwertbsaU  er- 
haltenen Gleichung     ,0^  u,^.' 

0  »v 

folgt   der  obige  Satz   nur  dann,    wenn  Ztmfr£  =  a)  ist.     Nun  wird  zirar 

10  =  0») 

bewiesen,  dass  £  nicht  gleich  Null  ist;  da  aber  £  eine  Function  toh  v 
ist,  so  könnte  diese  Grösse  immerhin  noch  in  der  Weise  gegen  NgS 
convergiren,  dass  die  erwähnte  nothwendfge  Bedingung  nicht  erfiSljt 
ist.  Diese  Schwierigkeit  lässt  sich  aber,  dadurch  heben,  dass  man  das 
Integral  Ji{w)  in    zwei  Theile   von  0  bis  a    und    von    a    bis    x    zer^t 

und  den  Zwischenwerth  a  gleich  — ^^(0  <  x  <  1)  setzt,  so  dass  für  uBesi- 

lich  grosses  w  lim  o  =  0,  aber  limwa  =  oo  ist.  Wendet  man  jetzt  den  Hiti&- 
werthsatz  auf  die  Theile  des  Integrales  an,  so  erhält  man: 


J — ^ 


:ndx 


(0<£^.|;<J.</). 


und  in  dieser  Gleichung  convergirt  der  erste  Summand  sicher  gegen  oA'^* 
weil  limw^^P^  limw^~*x    unendlich  ist,   der  zweite   und   dritte  Summ»^ 

f0  =  oe  fv  =  « 

werden  aber  beliebig  klein,  der  dritte,  weil  das  Integral,  der  zweite,  w€> 
der  Factor  des  Integrales  unter  jeden  Grad  der  Kleinheit  herabgedriek: 
werden  kann. 

Das  D ir ich let 'sehe  Integral  enthüllt  eine  sehr  allgemeine  fifc*- 
Schaft  von  Functionen,  welche  zunächst  die  Voraussetzung  erfüllen  nfisMi 
in  der  nächsten  Umgebung  der  unteren  Grenze  des  Integrales  ^leicWn^'l 
stetig  und  nur  abnehmend  oder  nur  zunehmend  zu  sein.    £ine  £rweitina* 
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des  Integrales  kann  entweder  in  einer  Verallgemeinernng  der  Bedingungen, 
welche  der  Function  f{x)  auferlegt  werden,  oder  aber  in  einer  Verall- 
gemeinernug  der  periodischen  Function  gesucht  werden,  mit  welcher  f{x) 
unter  dem  Integrale  multiplicirt  erscheint  Die  erste  Erweiterung  führt  zu 
den  neueren  Untersuchungen  über  den  Oiltigkeitsbereich  des  Dirichlet- 
schen  Integrales,  die  zweite  zu  den  wenig  gekannten  Betrachtungen,  welche 
W.  B.  Hamilton  bereits  im  Jahre  1843  über  fluctuirende  Functionen  an- 
gestellt hat.  In  demselben  Umfange ,  in  welchem  der  Satz  über  das 
Dirichlet'sche  Integral  gilt,  gelten  auch  die  zahlreichen  Folgerungen, 
welche  aus  ihm  gezogen  werden  können.  Das  Fourier'sche  Doppelintegral, 
das  Poisson'sche  Integral,  die  Fourier'sche  Beihci  die  Dirichlet- 
sche  Summenformel,  sie  alle  sind  unmittelbare  Folgerungen  des  Dirich- 
le  tischen  Integrales  in  der  hier  zu  Grunde  gelegten  Gestalt.  Auch  die 
Methoden,  welche  man  als  die  der  mechanischen  Quadratur  zu  bezeichnen 
pflegt,  treten  durch  die  Euler-Mac- Laurin'sche  Summenformel  in  einen 
innigen  Zusammenhang  mit  den  Fouri  er 'sehen  Reihen,  und  eine  merk- 
würdige, von  Kronecker  selbst  gegebene  Summenformel  stellt  die  Brücke 
zwischen  der  Dirichlet'schen  und  der  Euler-Mao-Laurin'schen  Summen- 
formel her. 

Nunmehr  aber  werden  von  der  zehnten  Vorlesung  an  die  Betrachtungen, 
welche  sich  um  das  Dirichlet'sche  Integral  gruppiren,  noch  einmal  von 
anderer  Seite  her,  nttmlich  vom  Cauchj 'sehen  Integrale  aus,  in  Angriff 
grenommen.  Unter  den  zahlreichen  Anwendungen  des  Satzes  von  Cauchy, 
welche  hier  eine  Erörterung  finden,  erscheinen  zum  Schlüsse  die  auf  den 
Integral -Logarithmus  bezüglichen  Betrachtungen;  ein  specieller  Fall  des 
Integral- Logarithmus  ist  Dirichlet's  discontinuirlicher  Factor.  Dieser  Factor 
^ebt  hier  zu  einer  sehr  interessanten  Methode  der  Summation  allgemeiner 
unendlicher  Reihen  Veranlassung,  bei  welcher  die  Coefficienten  als  die 
Differenzen  einer  discontinuirlichen  Function  erscheinen,  welche  an  einer 
unendlichen  Menge  bestimmter,  durch  die  Form  der  Reihe  gelieferten  Stellen 
Sprünge  erleidet.  Bei  solcher  Art  der  Betrachtung  ergeben  sich  die 
Fourier 'sehen  Reihen  und  Integrale  nur  als  ein  specieller  Fall  der  all- 
gemeineren hier  untersuchten  Gattung  von  Reihen.  So  gewinnen  alle  diese, 
im  Einzelnen  oft  sehr  verschiedenartigen  Entwickelungen  durch  das  Dirich- 
let'sche  Integral  ein  natürliches  Centrum  und  einen  übersichtlichen  Zu- 
sammenhang. 

Beschränkte  sich  die  Untersuchung  bisher  auf  das  Gebiet  der  einfachen 
und  der  Doppelintegrale,  so  schreitet  sie  jetzt  (von  der  vierzehnten  Vor- 
lesung ab)  zum  allgemeinen  n- fachen  Integrale  fort  und  wendet  hier  den 
Hauptsatz  von  der  Transformation  auf  die  Berechnung  einiger  Integrale 
an,  welche  über  „Prismatoide"  oder  über  solche  Gebiete  des  n-dimensionalen 
Baumes  erstreckt  sind,  die  auf  Prismatoide  abgebildet  werden  können.  In 
diesem  Rahmen  finden  auch  die  wichtigsten  Sätze  über  die  Gammafunction 


148  Historisch -literarische  Abtheilung. 


eine  summarische  Erörterung.*  Der  Hauptsache  nach  sind  aber  die  letzt» 
Vorlesungen  einer  genauen  und  zum  Theil  eigenartigen  Untersnehung  der 
Potentiale  n-facher  Mannigfaltigkeiten  gewidmet.  Es  werden  zonSefast  die 
G  reen'schen  Stttze,  sodann  die  charakteristischen  Eigenschaften  des  Potentiab, 
immer  unter  möglichster  Einschränkung  der  für  die  Giltigkeit  nothwendiges 
Bedingungen  und  mit  durchgängiger  Benutzung  des  im  Eingange  erwSlmteB 
Begriffes  der  natürlichen  Begrenzung,  auf  n  -  fache  Mannigfaliigkeiten  fiber- 
tragen. Auch  das  Integral  von  Poisson  wird  in  der  Art  YeraUgemeinefl 
dass  die  partielle  Differentialgleichung  A$  s=0(je;^,  ir,, ...  ir.)  integrirt  wiii 
wenn  der  Werth  der  stetigen  Function  ^  auf  dem  Grenzgebiete  einer  spfalri- 
sehen  Mannigfaltigkeit  vorgegeben  ist.  Den  Abschluss  bildet  die  Bestimmav 
des  Potentiales  einer  ellipsoidischen  Mannigfaltigkeit  unter  ZagrandelegHig 
der  beiden  Ton  Dirichlet  für  den  dreidimensionalen  Baam  gegebeoa 
Methoden. 

Die  erste  besteht  in  einer  Yerification  der  fertigen  Formel  mit  ffille 
der  als  charakteristisch  erkannten  noth wendigen  Bedingungen ,  die  zvote 
in  einer  directen  analytischen  Entwickelung  mit  Hilfe  des  disconiinniiüclieii 
Factors;  bei  jener  kann  die  Gleichung  der  ellipsoidischen  Mannig&lii|- 
keit,  bei  dieser  das  Anziehungsgesetz  in  allgemeiner  Gestalt  xn  QuMt 
gelegt  werden.  Da  aber  der  Anwendung  der  zweiten  Methode  das  Be- 
denken entgegensteht»,  ob  nicht  natürliche  Begrenzungen,  welche  sich  s.  B. 
bei  einfachen  Integralen  als  scheinbare  und  darum  entfembare  erwdao. 
beim  üebergange  zu  vielfachen  Integralen  zu  wesentlichen  natarlichen  Be- 
grenzungen werden,  so  wird  schliesslich  der  interessante  Versoeh  nni^- 
nommen ,  alle  eintretenden  unendlich  kleinen  Grössen  ihrer  GröasenordniiB^ 
nach  abzuschätzen,  sie  in  der  Form  von  Modulsystemen  durch  die  gas» 
Rechnung  mitzuführen,  und  erst  am  Ende  der  Untersuchung  festsnstdls, 
ob  sie  in  der  That  zum  Verschwinden  gebracht  werden  können. 

Vorstehende  Inhaltsangabe  möge  in  Kürze  den  Charakter  der  Eros- 
eck  er 'sehen  Vorlesungen  kennzeichnen.  Sie  geben  ihrer  Natur  nach  kebe 
vollständige  üebersicht  über   das   behandelte  Gebiet;  aber  sie   bietmi  eisf 


*  Beiläufig  sei  hier  angegeben ,  dass  die  erste  Formel  auf  8.  243  lauten 
1        g-P   /       n^l      (n-l)(n~2)         \ 

und    dasB    der    in    der   SchlassbemerkuDg    der    14.  Vorlesung   ausgesprocb^os 
Forderung,  die  Gau8  8-Legendre*8che  Relation: 

n-l 


nr(«+^)=r(«a)-^?^ 


direct  auf  dem  Wege  der  Darstellung  des  Produotes  auf  der  linken  &aie  darci 
ein  n-faches  Integral  zu  erweisen,  wohl  vollkommen  durch  ein  von  Liouvil^ 
im  „Journal  de  Mathämatiques "  (2«B^r.  1, 1856,  p.  82—88)  angegebenes  Yerf^r« 
entsprochen  sein  dürfte. 
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Fülle  neuer  Gesicbtspunkte   und  Zasammenhftnge   und   neben  fertigen  Be* 
saltaten  auch  eine  grosse  Anzahl  reizvoller  Perspectiven. 

Mögen    dieselben    auch    an   ihrem  Theile    dazu    beitragen,    dass    der 
Ideenkreis  Eronecker's  Verbreitung  und  Fortbildung  finde! 

Georo  Landsberg. 

Zahlentheorie.    Versuch   einer  Gesammtdarstellung  dieser  Wissenschaft  in 
ihren   Haupttheilen.     Von    Paul   Bachmann.     Zweiter  Theil.    Die 
analytische  Zahlentheorie.     Leipzig  1894.    6.  G.  Teubner.     XVIII 
und  494  B. 
Der  Verfasser   führt  mit  dem  vorliegenden  zweiten  Theil   (vergl.  die 
Besprechung   des  ersten  Theiles  in   dieser  Zeitschrift^  Histor.-liter.  Abthlg. 
38.  Jahrg.  y   S.  108  — 112)    sein  grosses  Unternehmen    um  einen  wichtigen 
Schritt  weiter.     Gerade  die  analytische  Zahlentheorie,   das  heisst,  die  An- 
Wendungen  analytischer  Methoden  auf  die  Lehre  von  den  Zahlen  und  ganz- 
zahligen Formen,   ist    wohl  der  Theil  des  Ganzen,    der  noch  am  meisten 
g^ekannt  und  gewürdigt  wird. 

Denn  diese  Disciplin,  welche  bis  auf  Eul er  zurückgeht,  vonDirich- 
let  aber  eigentlich  erst  begründet,  und  dann  von  Kummer,  Eronecker, 
Dedekind,  Lipschitz  u.  A.  weitergeführt  worden  ist,  ist  eines  der 
merkwürdigsten  Beispiele  für  den  inneren  Zusammenhang  scheinbar  ganz 
getrennter  Gebiete;  schlägt  sie  doch  eine  Brücke  zwischen  den  beiden 
üauptersoheinungsformen  des  mathematischen  Denkens,  dem  Stetigen  und 
dem  unstetigen. 

Es  war  nicht  leicht,  das  so  verschiedenartige  Material  zu  einem  Ganzen 
zu  verarbeiten,  es  ist  das  dem  Verfasser  dadurch  gelungen,  dass  er  die 
Xheorie  der  Di r ich le tischen  Reihen  in  den  Mittelpunkt  stellte,  um  die 
sich  alles  Weitere  gruppirt.  Freilich  sah  er  sich  dadurch  genöthigt, 
Untersuchungsreihen  anderen  Charakters,  wie  Hermite's  Einführung  des 
Stetigen  in  die  Zahlentheorie,  die  Anwendungen  der  elliptischen  Functionen 
o.  A.  in  einen  späteren  Band  zu  verweisen. 

Ein  einleitender  Abschnitt  recapitulirt  einige  Hauptsätze  über  unend- 
Liehe  Reihen  und  Producte.  Als  unmittelbare  Anwendung  erscheint  einmal 
:Iie  unbedingte  Convergenz  der  Reihe 

11=1 

'tt  r  5  ^  1 ,  sowie  der  ähnlichen  Reihe 

iro    ( — )  das  Jacobi'sche  Symbol  bedeutet;  andererseits  die  von  Euler 
iKSgeführte  Gleichheit  der  Reihe  ^{s)  mit  dem  unendlichen  Producte: 
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WO  q  alle  Primzahlen  durchläuft. 

Ein  zweiter  Abschnitt  macht  den  Leser  mit  der  zweiten ,  hier  in  Fnp 
kommenden  Eni  er 'sehen  Forsch  nngsrichtung  bekannt^  nSmlich  mit  des 
berühmten  Euler'schen  Stttzen  über  die  Zerfällung  der  Zahlen  in  SnmmaDdeL 
welche  auf  der  Entwickelung  des  Productes 

beruhen.  Der  Verfasser  htttte  hier  auf  die  merkwürdigen  Anwendung« 
dieser  Sätze  auf  die  Anzahl  von  Lösungen  gewisser  diophantischer  Gleie:- 
ungen   hinweisen   können,  wie  sie  die  abzählende  Invariantentheorie  kbv 

Hieran  schliessen  sich  einige  Verallgemeinerungen  von  Gau«: 
Jacobi  n.  A.f  die  hier  sämmtlich  direct  und  auf  die  einfachste  Weise  &: 
geleitet  werden. 

Der  dritte,  als  Mittelpunkt  des  Oanzen  anzusehende  Abschnitt  han<:&' 
von  den  Dirichle tischen  Reihen,  den  Verallgemeinerungen  der  Reihe  Z..< 
nämlich  Reihen  von  der  Form: 

8(8)  =  2^^, 

WO  Cn  eine  positive,  mit  n  unendlich  wachsende  Grösse  bedeutet,  die  a.ci 
gegen  im  üebrigen  beliebige  complexe  Grössen  sind,  von  denen  nur  n; 
langt  wird,  dass  die  Summe  ai-\- 0^+ * "  +  an  auch  bei  unendlich  waehsendci 
n  endlich  bleibt.  Nach  einem  berühmten  Frincip  von  Abel  ist  eine  soU*^ 
Dirichlet'sche  Reihe  8{s)  für  alle  positiven  Werthe  von  $  niclit  nur  gi»-^- 
massig  convergent,  sondern  auch  eine  stetige  Function  von  8^  woraus  s- 
u.  A.  die  wichtige  Folgerung  lim  Z{1  +  q)  =  Z{1)  ergiebt. 

Die  wichtigste  Anwendung  der  Reihen  8  hat  Dirichlet  schon  se.>^ 
gemacht.  Bedeuten  k^,  A;|,  A;,,  ...  A^n...  positive,  mit  n  beliebig  wachsäcsdr 
und  der  Grösse  nach  geordnete  Constanten ,  so  ist  die  Reihe 


n 

für  jedes  positive  q  convergent,  und  lim  {qK)  ist  ein  gewisser  Grenxwerth  • 

der  z.  6.  in   dem  bedeutungsvollen   Specialfall,    wo  hn  die   Form    h-^^ 

besitzt,  den  Werth  —  hat. 
a 

Hierauf  bat  Dirichlet   seinen  Beweis  für  den  berühmten  Sati  rt 

gründet,  wonach   eine  arithmetische  Progression,   deren  Anfang^lkd  c: 

deren  Differenz  zwei  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind ,  aaen^ 

viele  Primzahlen  enthält.     Bekanntlich  hatte  Legendre  aus  diesem  Sa»::- 

den  er  ohne  Beweis,  nur  auf  Induction  gestützt,  annahm,  das  quadrat&t^ 

Reciprocitätsgesetz  hergeleitet 
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In  Anlehnung  an  einen  En  1er 'sehen  Gedankengang  wird  eine  gewisse 
Diric  biet 'sehe  Reihe,  die  für  alle  positiven  Werthe  der  Variabein  5  con- 
vergirt,  für  5  =3  0  dagegen  divergirt,  in  ein  Prodaet  umgewandelt,  welches 
sich  über  alle  in  der  Progression  enthaltenen  Primzahlen  erstreckt  Wäre 
nan  die  Anzahl  dieser  Primzahlen  eine  endliche,  so  würde  sich,  indem  man 
s  gegen  Null  convergiren  lässt,  der  Widerspruch  ergeben,  dass  eine  end- 
liche Grösse  gleich  einer  anderen  wäre,  welche  über  alle  Grenzen  hinaus- 
w&chst. 

Diese  Dirichlet'schen  Principien  erweisen  sich  nun  als  grundlegend 
für  die  ganze  analytische  Zahlentheorie;  beispielsweise  hat  Kronecker 
nachgewiesen,  wie  die  ganze  Theorie  der  binären  quadratischen  Formen, 
etwa  von  den  ersten  Elementen  abgesehen,  aus  jenen  Principien  hergeleitet 
werden  kann. 

Hier  werden  aus  der  genannten  Theorie  zwei  klassische  Hauptprobleme 
herausgegriffen  I  die  Bestimmung  der  Elassenanzahl  und  der  Geschlechter- 
anzahl. 

Besonders  beim  ersteren  Probleme  tritt  der  Grundgedanke  deutlich  her- 
vor ,  eine  Mannigfaltigkeit  von  (positiven)  ganzen  Zahlen  doppelt  abzuzählen, 
nämlich  die  von  den  Zahlen  m,  welche  durch  die  primitiven  Formen 
von  einer  gegebenen  Determinante  A  eigentlich  darstellbar  sind.  Analytisch 
drückt  sich  das  aus  durch  die  Gleichheit  zweier  Summen,  deren  eine  sich 
über  alle  dargestellten  Zahlen  m,  deren  andere  sich  über  alle  relativ  primen 
Werthe  der  unbestimmten  o;,  y  erstreckt. 

Diese  Grundformel  wird  einer  Reihe  von  läuternden  analytischen  Pro- 
cessen unterworfen,  wobei  besonders  die  Gauss*schen  Summen  eine  Rolle 
spielen,  und  führt  so  schliesslich  zu  einem  überraschend  einfachen  Re- 
sultat, wonach  z.  B.  bei  negativer  Determinante  A  das  Doppelte  der  ge- 
wünschten Klassenanzahl  gleich  wird  der  —  zwischen  den  Grenzen  0  und 
2A  enthaltenen  —  quadratischen  Reste  modA,  vermindert  um  die  ent- 
sprechende Anzahl  der  Nichtreste. 

Bisher  ist  noch  keine  Aussicht  vorhanden ,  diese  und  ähnliche  Resultate 
aaf  rein  arithmetischem  Wege  zu  gewinnen. 

Als  einer  der  interessantesten  Abschnitte  ist  noch  der  zu  erwähnen, 
in  dem  das  Problem  der  Häufigkeit  der  Primzahlen,  wohl  das  schwierigste 
1er  ganzen  Zahlentheorie  ^  behandelt  wird. 

Es  wirkt  geradezu  packend,  wenn  geschildert  wird,  wie  die  Lösung 
tinen  ungeahnten  Aufschwung  nimmt,  wo  Riemaun  (die  oben  erwähnte) 
«"unction  ((«)  analytisch  durchforscht. 

Sehr  dankenswerth  ist  endlich  ein  Schlusskapitel  über  zahlentheoretische 
Functionen  und  deren  mittlere  Werthe,  die  noch  eine  grosse  Zukunft  zu 
aben  scheinen.  Es  wird  wohl  wenige  Fachgenossen  geben,  die  bisher  in 
er  r^age  waren,  eine  einzelne  der  bez.  Abhandlungen  von  Mertens, 
esaroi  Gegen  bau  er  u.  A.  zu  lesen. 
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Vermisst  hat  Referent  eine  Reihe  zahlen  theoretischer  Fonctionen,  die 
die  neuere  Theorie  der  Modulfanctionen  zu  Tage  gefördert  hat 

Im  Ganzen  kann  der  Referent  nnr  sagen,  dass  er  selten  ein  so  an- 
regendes mathematisches  Bach  in  der  Hand  gehabt  hat  Möchte  der  Ver- 
fasser in  der  Fortführung  seines  schönen  Unternehmens  nicht  erlahmen! 

W,  Fbanz  Meter. 

Formes  quadratiques  et  multiplication  compleze.  Deux  formiiles  fooda 
mentales  d'aprös  Kronecker,  parJ.de  Seguibr,  S.  J.,  ProfesMn: 
k  l'uniYer8it6  d' Angers.  Berlin  1894  F.  L.  Dames.  VIII  und  339  S. 
Der  Zusammenhang,  welcher  zwischen  der  Theorie  der  elliptiackts 
Functionen  und  der  Zahlentheorie  besteht,  ist  wegen  seiner  Tiefe  von  jebe: 
als  ein  besonders  würdiger  {Jntersuchungsgegenstand  angesehen  worden. 
Um  nur  an  neuere  Autoren  zu  erinnern,  so  haben  auf  diesem  Gebiete  m.: 
grossem  Erfolge  gearbeitet  u.  A.  Dedekind,  Gierster,  Hurwitz. 
Klein^  Pick,  Weber,  sowie  neuestens  auch  Oreenhill  und  Kiepen 
Jedoch  hat  keiner  an  der  Klärung  des  fraglichen  Grenzgebietes  zwischen  de: 
elliptischen  Functionen  und  der  Arithmetik  so  hervorragenden  Antheil  äL 
Kronecker.  Letzterer  hat  diesem  Gegenstande  eine  grosse  Reihe  tc: 
Notizen  (in  den  Sitzungsberichten  der  Berliner  Akademie)  gewidmet,  ce 
sich  durch  mehrere  Jahrzehnte  hindurchziehen  und  die  leider  durch  der 
Tod  Kroneck  er 's  unvollendet  geblieben  sind.  Bei  der  Aaf&ssui: 
Kronecker 's  kommen  einige  untergeordnete  Gesichtspunkte  zur  Gdtus;^. 
wie  z.  B.  eine  Abweichung  von  Gauss  und  Dirichlet  in  der  Schrei> 
weise  der  quadratischen  Formen,  wie  femer  der  vom  sonstigen  modenc 
Brauch  abweichende  Rückgang  auf  die  Jacob i 'sehe  Theorie  der  elliptisck: 
Functionen  an  der  Stelle  der  Weierstrass'schen.  Von  prindpieller  Be- 
deutung jedoch  ist  es,  dass  Kronecker  jener  mit  der  Geometrie  mittelbi: 
oder  unmittelbar  in  Zusammenhang  stehenden  Auffassung  durchaus  s^ 
geneigt  war,  welche  durch  Klein  in  den  Grenzgebieten  der  elliptisek: 
Functionen  und  der  Zahlentheorie  mit  Erfolg  zur  Geltung  gebracht  ia^ 
Nach  Meinung  des  Referenten  ist  nicht  zweifelhaft,  dass  erst  durch  incfn 
Verschmelzung  der  beiden  hiermit  angedeuteten  Richtungen  eine  dnrcha^^ 
reife  Durchbildung  unseres  Gegenstandes  gewonnen  werden  kann«  £iib> 
weilen  sind  die  fraglichen  Forschungen  noch  so  neu  und  unvollstSndig,  <^ 
jede  auch  einseitige  Behandlung  derselben  willkommen  sein  mnss;  und  .: 
diesem  Sinne  ist  es  sehr  freudig  zu  begrüssen^  dass  Herr  J.  de  Seguicr 
in  dem  in  der  Uebersohrift  genannten  Werke  eine  zusammenhSngende  Di-*' 
Stellung  der  Kroneck  er 'sehen  Schöpfungen  sammt  allen  Zwisehe9eii> 
Wickelungen  geliefert  hat.  In  der  neueren  deutschen  Literatur  ist  dsrt^ 
das  bekannte  Werk  von  Weber:  „Elliptische  Functionen  und  algebnisc» 
Zahlen^  das  fragliche  Gebiet  gleichfalls  allgemeineren  Kreisen  zuginglic^ 
gemacht     Den    wesentlichen    Unterschied  beider  Werke   muss   man  ibr^ 
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sehen,  dass  Segnier  in  anmittelbarem  Anschlnss  an  Eroneoker  wo- 
möglich nichts  Yon  dessen  Entwickelangen  aaslässt,  dafür  aber  den  darch 
die  oft  anterbrochene  Eronecker'sche  Pablicationsweise  gegebenen  Mangel 
an  reifer  and  abgeklärter  Disposition  in  Kanf  nimmt,  während  Weber, 
sich  aaf  das  Wesentlichere  beschränkend,  seine  eigenen  and  Dedekind's 
Anffassangen  der  Sache  entschieden  weit  conciser  zur  Geltung  bringt, 
üebrigens  sind  beide  Werke  aach  in  der  Anlage  von  einander  yerscbieden; 
so  nimmt  Segaier  z.  B.  jene  Entwickelungen  Eronecker's  auf,  welche 
sich  anmittelbar  an  die  arsprünglichen  Dirichlet'schen  üntersachungen 
über  die  Elassenanzahlen  anschliessen  and  theils  Vereinfachangen ,  theils 
Erweiterangen  der  Dirichlet'schen  Ergebnisse  enthalten.  Herr  Weber 
ist  auf  diese  Gegenstände  in  mehreren  Noten  zarückgekommen,  die  er  An* 
fang  1893  der  Göttinger  Gesellschaft  der  Wissenschaften  vorlegte. 

Segaier  hat  in  den  Mittelpunkt  seiner  Darstellung  zwei  Formeln 
Eronecker's  gestellt,  auf  die  er  auch  bereits  im  Titel  seines  Baches 
hinweist.  Mit  der  ersten  dieser  beiden  Formeln  hat  sich  Eronecker 
noch  innerhalb  der  von  Dirichlet  selbst  bereits  gegebenen  Gedanken- 
entwickelang  gehalten.    Es  gilt,  wenn 

{aa^  +  bxy  +  cy^) 
eine  ganzzahlige  quadratische  Form  ist,  Summen  voii  der  Gestalt: 


yJF{am^  +  bmn  +  cn^) 


in  eine  einfachere  Form  umzusetzen.  Es  bezieht  sich  dabei  die  Summe  auf 
alle  Paare  relativer  Primzahlen  m,  n,  jedoch  für  den  Fall  positiver  Deter- 
minante &*  — 4ao  unter  Einhaltung  einer  gewissen  Ungleichung  für  m 
and  n;  und  es  ist  weiter  f*  irgend  eine  Function,  für  weiche  die  angezeigte 
Reihe  absolut  convergent  ist  Bei  stehendem  Wertbe  Z)  =  b^^  4ac  soll  sich 
die  zweite  Summirung: 

V  VjF'(am«  +  6mn  +  cn«) 

auf  ein  System  repräsentirender  Formen  der  zu  dieser  Determinante  ge- 
hörenden Elassen  beziehen.  Auf  Summen  dieser  oder  ganz  nahe  verwandter 
Art  bezieht  sich  die  „erste  Eronecker 'sehe  Fundamentalformel". 

Mit  der  zweiten  der  beiden  gedachten  Formeln  that  Eronecker  einen 
entschiedenen  Schritt  über  Dirichlet  hinaus;  doch  gilt  diese  Entwickelung 
einzig  für  negative  Determinanten.     Die  Reihe 


1  W       /-^        V 

2njLj\  am^  +  hmn+cn^  / 


IM  ,    W 

:>ezeichnet  man  für  gewöhnlich  im  engeren  Sinne  als  Dirichlet 'sehe 
ieihe;  der  Werth  dieser  Summe  ist  von  (a,  b,  e)  nur  noch  insofern  ab- 
lüngig)   dass  er  einzig  durch  die  Elasse  bestimmt  erscheint,    das  heisst, 

liist.-  lit.  Abth.  d.  ZelUohr.  f.  Math.  u.  Phyi.  «a  Jahrg.  1S95.  4.  Heft.  1  o 
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dass  er  unabhängig  von  der  besonderen  reprSsentirenden  Form  ist  Die 
Reibe  ist  für  beliebiges >  von  Null  verschiedenes,  posiiiTes  g  abaolat  cot 
vergent  und  giebt  Anlass  zu  dem  folgenden  Ansätze: 

m,  n 

Von  Dirichlet  ist  bewiesen  worden,  dass  das  Anfangsg^lied  der  oick 
Potenzen  von  q  angeordneten  Reihe  —  ist,  und  hierauf  beruht  die  An- 
wendung der  fraglichen  Reihe  auf  die  Bestimmung  der  Elassenanzahles. 
Die  höheren  Coefficienten  Äqj  Ai^  ,  . ,  sind  durchaus  noch  Ton  der  Form 
(a,  hj  c)  abhängig,  und  man  muss  es  als  die  Hanptleistung  Kronecker's 
in  diesem  Gebiete  ansehen,  dass  er  diese  Abhängigkeit  fOr  ii^  in  & 
fahrung  gebracht  hat  Dieselbe  ist  ausgesprochen  in  der  ,zweitaii 
Kronecker  'sehen  Fundamentalformel  ^ : 

lim{     S    ^    Tf  ^^  V"^*1 


-2»''»i, 


=  -2r(l)  +  %-^+  "^^-^   -2logfT{l-e'^'"'i){l. 

hierbei  sind  <o  und  öi  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

aa)*  +  6a)+ c  =  0, 
die  für  den  vorliegenden  Fall  negativer  Determinante  conjagiri  imagiElr 
ausfallen.  Eronecker  ist  auf  diese  Formel  oft  wiederholt  zarfickgekommes 
und  hat  ihre  Giltigkeit  schliesslich  auch  noch  für  den  Fall  beliebiger  cos- 
plexer  a^  h,  c  bewiesen,  die  nur  der  einen  Bedingung  genügen,  dass  a 
und  —iö  positiven  imaginären  Bestandtheil  haben. 

Es  muss  nun  hier  sehr  betont  werden,  dass  auf  die  Kroneck  er- 
sehe Formel  von  Seiten  der  Kl  ein 'sehen  Theorie  der  Modulfiinctionen  eis 
neues  Licht  geworfen  wird.  Die  Sachlage  ist  folgende:  Geht  man  vot 
der  Form  (a,  &,  c)  zu  einer  äquivalenten  Form  über,  so  erfahren  od  ood 
cä  zugleich  eine  lineare  ganzzahlige  Substitution  der  Determinante  l 
Schreibt  man  homogen  ms=s  m^:  m^  und  —  »  =  i^i :  1721  so  stellt  sich  der 
bezeichnete  üebergang  in  der  Gestalt  dar: 

«8  =  y »1  +  *o>2i    V2  =  -  y »?i  +  ^%\ 

es  ist  demzufolge  fl>'i^2  +  ®'2Vi  =  ®i'?2+ °^8'7i>  ^^^  ^^^  nennt  in  dieses 
Sinne  Oj,  co^  und  tj^,  ti^  contragrediente  Variabele.  Es  entspricht  nun  des 
einfachsten  Grundsätzen  der  Theorie  der  Modulfunctionen  und  sugleich  d<r 
Invarianz  der  Coefficienten  Aq,  il,,. . .,  nach  Formen  <P(»i,  OsKi«  ft)  ^ 
beiden  Variabelenreihen    zu    suchen,    welche    gegenüber    der   1 
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Gruppe  der  contragredienten  SabstitQtionen  invariant  sind,  Prodacte  von 
Modalformen  g>{wit  <»t)*^(^i9  ^t)  zeigen  diese  Eigenschaft  bereits  und 
bier  steht  als  einfachstes  Prodact: 

r^(cöi,  a)j).M(»h.  Vi) 

voran,  wobei  unter  yj  eine  bekannte  Modulform  (—1)*®'  Dimension  ver- 
standen ist.   Von  (0  und  fjs=f^^:  t^^  allein  abhängig  erweist  sich  die  Function : 

deren  Invarianz  aus  ihrem  Bildungsgesetz  unmittelbar  klar  ist.  Auch  der 
-  Logarithmus  dieser  Function  ist  noch  eindeutig,  wie  man  durch  einfache 
Grundsätze  der  Theorie  der  Modulfunctionen  zeigt;  und  nun  ist  es  gerade 
der  Sinn  der  Eronecker'schen  Formel  (in  ihrer  allgemeinsten  Auffassung 
mit  complexen  a,  &,  c),  dass 

ist|  dass   also  Aq  bis  auf  eine  additive  und  eine  multiplicative  Constante 
gerade   mit  logF{<»j  rj)    identisch    ist.     Man   muss  in  diesem  Sinne  vom 
Standpunkte  der  Modulfunctionen   die  Ero  neck  er 'sehe  Leistung   als    den 
ersten  Schritt   in    eine  Theorie    der  Modulformen  zweier  contragedienten, 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  cogredienten  Variabelenreihen  ansehen. 
Das   Seguier'sche  Buch    gruppirt   sich  um  die  beiden  Kronecker- 
sehen  Formeln    in   der  Art,   dass  es  einmal  Vorbereitungen  zum  Beweise 
derselben  entwickelt,  wobei  specifische  Vorkenntnisse  aus  der  Zahlentheorie 
in    möglichst  geringem  umfange  vorausgesetzt  werden;   vornehmlich  aber 
gilt  die  Darstellung  Seguier's  den  Anwendungen  der  Eronecker'schen 
Formeln  auf  das  Problem  der  Elassenanzahlen ,  sowie  auf  die  Theorie  der 
singulären  Moduln,  welche  bei  der  complexen  Multiplication  der  elliptischen 
Functionen   auftreten.     Der  erste  Theil  des  Buches   zerf&Ut  in   zwei   Ab- 
schnitte, von  denen  der  erste  die  Summen  von  Gauss,  die  Principien  der 
Theorie   der   quadratischen  Formen   und  die  Composition  der  Formen  be- 
handelt,   der   zweite  aber  die  erste  Fundamentalformel  von  Kronecker, 
die  Eintheilung  der  Klassen  quadratischer  Formen  in  Geschlechter  und  die 
verallgemeinerten  Gauss 'sehen    Summen.     Mit  der  letzteren  Bezeichnung 
werden    gewisse    Doppelsummen    belegt,    welche    eine    den   gewöhnlichen 
Gauss 'sehen   Summen  verwandte   Bauart  zeigen,   wobei  übrigens  die  Ex- 
ponentialgrösse  der   gewöhnlichen  Gauss 'sehen  Summen  durch  die  Theta* 
fanction    ersetzt    erscheint.     Der  zweite  Theil  des  Buches  ist  der  zweiten 
Krön  eck  er 'sehen  Formel  gewidmet  und  entwickelt  zugleich  einige  Sätze 
aber  Transformation  und  complexe  Multiplication  der  elliptischen  Functionen. 
Der  dritte  Theil  enthält  endlich  Anwendungen  der  beiden  Kronecker- 
schen  Formeln;   und  zwar  steht  hier  im  Mittelpunkte  die  Berechnung  der 
singulären  Moduln,   für  welche  die  complexe  Multiplication  der  elliptischen 
Functionen  stattfindet    Man  hat  für  jeden  besonderen  Fall  der  complexen 
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Moltiplication  die  Auswahl  zwischen  einer  grossen  Zahl  singulSrer  Modoln, 
welche  schliesslich  alle  im  Wesentlichen  dasselbe  leisten ;  und  man  hat  es 
wieder  als  einen  Vorzug  der  Klein *schen  Theorie  anzusehen,  dassäein 
jedem  Falle  ein  ürtheil  an  die  Hand  giebt,  welches  die  einfachsten  sb* 
gulSren  Moduln  sind.  Der  Gebrauch  der  Eron  eck  er 'sehen  Foimel  föiirt 
zu  denselben  singulSren  Moduln,  auf  welche  Herr  Weber  von  des 
Schl&fli 'sehen  Modulargleichungen  aus  geführt  wird.  Die  letzteren  liefen 
die  sogenannten  „Oleichungen  der  complexen  Multiplication^,  deren  Wanels 
die  singulären  Moduln  sind.  Die  Methode,  mit  welcher  Herr  Segnier 
operirt,  führt  durch  eine  eigenthümliche  Verknüpfung  der  beiden  Kr oneeker- 
sehen  Formeln  direct  auf  die  singulären  Moduln.  Es  ergiebt  sich  dabei 
zugleich  eine  sehr  interessante  Auflösung  der  Peirschen  Gleichong  dord 
elliptische  Functionen ,  welche  sich  der  bekannten  Auflösung  dieser  OleJchoEf 
durch  Kreisfunctionen  an  die  Seite  stellt.  Die  Berechnung  der  singnlSrec 
Moduln  wird  thatsächlich  durchgeführt  für  einige  von  jenen  65  darch  4 
theilbaren  Determinanten,  welche  nach  einem  von  Euler  und  Gauss  iL' 
wahrscheinlich  hingestellten  Satze  die  einzigen  Determinanten  mit  rj 
ambigen  Klassen  sind.  Die  Lösung  der  PelTschen  Gleichung  durch  ellip^ 
tische  Functionen  wird  für  den  Fall  ^^'53u^  =  4  durchgefUiri  K^ 
numerische  Berechnung  der  singulären  Moduln  darf  man  bei  der  grosss 
Bedeutung,  welche  die  Gleichungen  der  complexen  Multiplication  fftrci 
moderne  Gleichungstheorie  haben,  als  eine  wichtige  Aufgabe  ansehe 
Es  sei  bemerkt,  dass  Herr  Weber  die  Berechnung  für  die  sänunÜi«^ 
65  oben  gemeinten  Determinanten  durchgeführt  und  die  Besaitete  u 
Schlüsse  seines  mehrfach  genannten  Werkes  zusammengestellt  hat 

Robbst  Prickk. 

P.  MoLEMBBOEK.     AuwenduBg    der    Quaternionen    auf    die  Oeosetric 
Leiden  1893.   Brill.    253  S. 
Im  Anschluss  an  die  „Theorie  der  Quatemionen^  (vergl.  Bef.  imS&Bi 
8.  73,  74)  lässt  Verfasser  hier  eine  systematisch  geordnete  Darsiellaiig  ^''- 
An Wendungen  folgen,  in  sechs  Abschnitten: 

1.  Deutung  einiger  Formeln.    Vermischte  Aufgaben  aus  der  Tiigi^ 
metrie  und  Geometrie. 

2.  Der  Punkt ,  die  Ebene,  die  Gerade  und  die  Kugel. 

3.  Die  Flilchen  zweiter  Ordnung. 

4.  Allgemeine  Theorie  der  FlSchen. 

5.  Allgemeine  Theorie  der  Curyen.    Krümmung. 

6.  Theorie  der  geradlinigen  Strahlensjsteme. 
Anhang:    Das  Princip  der  Dualität. 

Wie  man  sieht,  sind  es  keine  neuen  Probleme,  die  hier  mit  Hilfe  <^ 
Quaternionencalcüls  gelöst  bezw.  in  Angriff  genommen  werden,  der  ff^ 
Theil  findet  sich  schon  in  Hamilton's  Elementen  behandelt. 
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Hervorzuheben  ist,  dass  anch  die  Theorie  der  Polaren  beliebiger  Ord- 
nung eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Fläche  der  Behandlung  mittelst 
Quatemionen  zugfingig  gemacht  wird.  Doch  bekennt  Verfasser  selbst,  dass 
sein  Verfahren  hinter  dem  Joachimstharschen  an  Einfachheit  zurück- 
bleibt.  Neu  unter  den  Anwendungen  ist  der  Versuch,  die  partiellen  linearen 
Differentialgleichungen  mittelst  Quaternionen  zu  integriren.  Es  werden  zwei 
Methoden  entwickelt,  um  Integrale  der  partiellen  linearen  Differential- 
gleichungen erster  und  zweiter  Ordnung  zu  finden. 

Den  Schluss  des  Bandes  bildet  ein  Bogen  Berichtigungen  und  Zusätze 
zu  der  „Theorie  der  Quatemionen^.  p),  Jahnke. 


P.  MoLBNBBOBK.  Ovei  de  toepassing  der  quatemionen  op  de  meohanica 
en  de  natuurkunde.  Amsterdamer  Bericht.  1893.  S.  l-^SS. 
Hamilton  hatte  die  Absicht,  in  seinen  „Elementen"  die  Brauchbar- 
keit des  Operators  y  für  physikalische  Anwendungen  nachzuweisen;  doch 
kam  diese  Absicht  nicht  zur  Ausführung.  Nun  entwickelte  Tait  in  seinem 
„elementarj  treatise  on  quatemions"  eine  diesbezügliche  Methode,  von  der  er 
indessen  selbst  zugiebt,  dass  sie  keine  directe  ist.  Diese  Lücke  sucht  Ver- 
fasser auszufüllen,  indem  er  von  Oesichtspunkten  ausgeht,  die  in  seiner 
;,Theorie  der  Quaternionen**  und  in  seiner  gAnwendung  der  Quatemionen 
auf  die  Geometrie''  eine  ausführliche  Darlegung  gefunden  haben.  Die  Oegen- 
stände  der  einzelnen  Kapitel  sind:  Laplace-Poisson'sche  Differential- 
gleichung, Oreen'sches  Theorem,  Elasticitätstheorie,  die  allgemeinen  hydro- 
dynamischen Oleichungen,  Wirbelbewegung  und  stationäre  Potentialbewegung. 

E.  Jahnkb, 

A.  Sickenbebobb.  Leitfaden  der  elementaren  Mathematik.  Zweiter  Theil. 
Planimetrie.    2.  Aufl.    München  1893.    Ackermann.    123  S. 

Es  ist  eine  knappe  Darstellung  des  gewöhnlichen  planimetrischen 
Pensums,  welches  hier  und  da  noch  eingeschränkt  worden  ist.  So  fehlt 
u.  A.  gänzlich  der  Begriff  der  harmonischen  Theilung  und  mit  ihm  die 
druppe  7on  Aufgaben,  deren  elegante  LOsung  auf  dem  ApoUonisohen 
Halbkreis  beruht.  Mit  Recht  ist  der  Ptolemäische  Lehrsatz  unter  die 
üebungsaufgaben  verwiesen. 

Die  zweite  Auflage  unterscheidet  sich  von  der  ersten  nur  dadurch, 
dass  den  einzelnen  Abschnitten  üebungsbeispiele  beigegeben  sind.  Hierbei 
irerdient  hervorgehoben  zu  werden,  dass  unter  die  algebraisch -geometrischen 
Aufgaben  auch  Maximum«  und  Minimum  •  Aufgaben  leichtester  Art  auf- 
2^enommen  worden  sind,  deren  Lösung  sich  durch  Discussion  der  Dis- 
;riminante  einer  quadratischen  Gleichung  ergiebt  £;,  Jahnke. 
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Anonyme  Abhandlnng  über  das  Quadratnm  Geometricnm. 

Heraaigegehen  von 

Maximilian  Cübtze 

In  Thorn. 


Hierzu  Tafel  XII  Fignr  1—8. 


Die  folgende  Abhandlang   findet  sich  im  Codex  Latinas  Monacensis 
14908,    Blatt  308—311.      Sie   lehrt   die   Herstellung   des  Qaadratnm 
Geometricnm  nicht  ganz  übereinstimmend  mit  Qeorg  Penrbaoh,  jedoch 
auch  zu  etwas  anderem  Zwecke  bestimmt.    Der  ungenannte  Verfasser  lehrt 
nach  der  Beschreibung  desselben  seine  Anwendung  zum  Tiefen-,  LSngen. 
und  Höhenmessen.    Von  den  Vorschriften,  welche  sich  in  derOeometria 
Gerberti  finden,    und  welche  mit  einem  bei  weitem  unvollkommeneren 
Instrumente  gemacht  werden,  haben  die  hier  gelehrten  vor  allem  das  voraus, 
dasa  sie  auch  den  Orund  angeben,  auf  welchem  die  ganze  Anwendung  des- 
selben  beruht,   dass  nftmlich   stets  zwei  Ähnliche  Dreiecke  vorhanden  sind, 
man  von  der  daraus   folgenden  Proportion   stets  drei  Glieder  kennt,  und 
dass  man  also  auch  leicht  das  vierte  unbekannte  berechnen  kann.    Der  Ver- 
fasser nimmt  dabei  auf  Euklid  Buch  6,  Prop.  4  Bezug  und  beruft  sich  an 
einer  anderen  Stelle  auf  den  Algorismus  de  minutiis.    Es  ist  darunter, 
vrie    mit   Sicherheit    nachgewiesen    werden    kann,    der   Algorismus    de 
minutiis  des  Johannes  de  Lineriis*  gemeint,  der  sowohl  im  Originale, 
wie    in  einer  weiter  ausgeführten  Bearbeitung  als  zweiter  Theil  einer  um- 

*  In  den  gedachten  Ausgaben  dieses  Algorismus  so  wenig  als  in  den 
meisten  Handschrifien  findet  sich  die  Widmung  des  Job.  de  Liiieriif ,  welche  er 
seinem  Werke  voraostendet.  Diese  Widmung  ist  erhalten  in  der  Handschrift  der 
Amploniana  in  Erfurt  Qu.  349^  wo  sie  Blatt  11  folgendermassen  beginnt: 

Multiplicis  philosophiae  variis  radiis  illustrato  domino 
Roberto  de  Bardis  de  Florencia  Glacunensis  ecclesiae  inclito 
decano  Johannes  de  Lineriis  Anbianensis  diocesis  astronomi- 

cae  veritatis  amator 

Daraus  dürfte  wohl  absolut  sicher  hervorgehen ,  dass  Job.  de  LinerUf  kein 
3ici lianer  gewesen  ist,  und  also  Johannes  Bienlnf  eine  andere  Persönlichkeit 
tein  muss. 

IXist.  •  Ut.  Abth.  d.  Zeitiohr.  f.  Math.  n.  Fhjs.  40.  Jahrg.  1S95.  5.  Heft  13 
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fassenderen  Schrift  mit  dem  Oesammttitel  Algorismns  BatisponeBfils 
in  derselben  Handschrift,  sowie  in  noch  einigen  anderen  der  Mflncheaer 
Hof-  und  Staatsbibliothek  sich  findet,  and  am  Schiasse  genau  das  atbüt, 
was  unser  Verfasser  als  darin  enthalten  angiebt 

Von  ganz  erheblichem  Interesse  dürfte  die  am  Schlüsse  des  gauea 
Aufsatzes  hinzugefügte  Tabelle  sein,  welche  dazu  bestimmt  ist,  demMessa- 
den  die  Rechnung  abzunehmen.  Wenn  man  dieselbe  nach  der  gegebenei 
Anweisung  nachrechnet,  so  sieht  man  leicht,  dass  die  beiden  ersten  Colonsen 
nach  dem  ersten  Theile  der  Regel,  die  beiden  letzten  nach  dem  letztei 
Theile  derselben  berechnet  sind.  Es  sind  dabei  immer  die  Gabi ti  aof  Gsok 
theils  mit  plus,  theils  mit  minus j  abgerundet;  ebenso  im  zweiten  Theü: 
die  Oradus  und  minuta  auf  ganze  minuta.  So  ist  z.  B.  bei  52*  sttc 
69^  rund  69,  bei  44'  statt  81^  das  zu  Grosse  82  gesetzt.  Ebenso  ist  be: 
46  cubiti  ec  um  etwa  16"  zu  klein,  bei  22  cubiti  um  fast  22^zTigTos 
angegeben.  Es  ist  daraus  jedenfalls  ersichtlich,  wie  wenig  es  äm^ 
noch  auf  wirkliche  Genauigkeit  ankam.  Dass  die  Tabelle  sich  nur  auf  ^ 
in  Figur  2,  3  und  4  dargestellten  Messungen  bezieht,  ist  einleoehteni 

II  De  qaadrato  geometrieo  eomponendo. 

Disponatur  quadratum  aereum  seu  ligneum  aeqailaterum  no^üq^ 
planum,  ut  nusquam  dedinet,  quod  sit  verbi  gracia  abccl;  et  quanto nü:- 
fuerit,   tanto  cercius.     Ducantarque  in  lateribus  quadrati   praedicti  ^«^ 

5  reotae  et  aequales  constituentes  undique  angulos  rectos,  qui  sint  a^  ^ 
cd  et  da,  quarum  duae,  scilicet  ch  et  de,  dividantar  in  60  partes^ 
lineas  praedictas  aequaliter,  quas  partes  yocabo  gradus,  qoin  per  ips^^ 
regula  graditur.  Quos  gradus  iterum  subdividam  in  60  partes,  et  toc»^-- 
eas  minuta,  scilicet  si  instrumentum   fuerit  magnum,  vel   subdiTidun  ^ 

10  alias  partes  grossiores,  ut  in  12  etc.,  et  hoc,  si  instrumentom  ^^ 
parvum.  Deinde  in  unoquoque  angulorum  quadrati,  scilicet  a,  &  et ^i- 
praecise  in  concursu  linearum  ordinetur  clavus  unus,  qui  tres  clarit^- 
sibi  omnino  coaequales;  per  quas  ordinetur  regula  seu  yolyella  directa  (' 
plana,  quae  vocetur  de  seu  ac,  cuius  longitudo  fiat  secundum  logiti^^ss 

15  diametri  quadrati.  In  cuius  volvellae  medio  ducatur  linea  recta,  ^f^' 
quam  lineam  rectam  circa  punctum  d  fiat  foramen ,  per  quod  TolTella  cli^ 
d  seu  a  competenter  inmitti  possit.  In  alio  vero  extremitate  reg^ 
scilicet  circa  punctum  6,  infigatur  scioterns,  prioribus  scioteris  omc^ 
aequalis   ac    eiusdem    altitudinis    inaequando    a   stilo    vel    davo  e  ^'^- 

20  stilum  d,  qui  per  medium  longitudinis  regulae  abscindatur  oedieä' 
latitudinis  ipsius  regulae  secundum  longitudinem  lineae  in  ee  factae,  "- 
tamen,  ut  praecise  medietas  lineae  praedictae  secundom  |  longitiK^ä-' 
moYeat  intacta,  ut  contactus  medietatis  Tolvellae  et  linearum  «&  «^  '^ 
undique  videri  possit.      Dividatur  deinde   volvella  secundum   diyisioBes  f 

25  subdiviones  omnino  aequaliter  illis ,  quae  sunt  in  lateribus  quadrati  far^' 
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qnas  ipsa  Yolvella  capere  possit  ultimo  ordinetar  perpendicalam,  quod 
in  lateribns  quadrati  ah  et  ad  aptam  sit  suspendi,  quo  possit  cognosci, 
qnando  ipsum  qaadratum  steterit  perpendicalariter  orizonti  (Fig.  1). 

Construcio   qnadrato    praedicto  ad  eins  asam  enudam  est.    Sciendum 
autem  est,  qaod    hoc  instrumentam  est  de  geometria,    id  est  de  trianga-  5 
lorom  mensura,  qni  triplex  est,  scilicet  profundi,  quae  dicitar  bassimetria; 
plani,  qnae  dicitar  planimetria;  e  talti,  quae  dicitar  altimetria. 

Primas  modus. 

De  prima  specie^  scüicä  hassimäria.  Si  igitur  profundum  mensurare 
volueris,  exempli  gracia  fontem  sive  puteum,  suspende  quadratum  in  ore  lo 
putei  perpendiculariter,  et  per  daos  stilos,  scilicet  a  et  &,  jmum  profundi 
respiciens  panctum  jmum,  in  quo  yisus  terminatur,  nota,  et  vocetur 
punctus  ille  super  f.  Deinde  Tolvellam  ed  claTO  d  inmissam  volve  hincinde 
tamdiu,  donec  iterum  punctum  ymum  prius  notatum,  scilicet  fy  per  duos 
stilos  d  et  e  videris,  et  immota  volvella  diligenter  nota,  ubi  ipsa  cum  15 
sui  medio  secat  latus  hc,  et  hie  punctus  semper  yocetur  sectionis  e.  ünde 
sicut  se  habet  latus  &c  ad  ce^  sie  se  habet,  scilicet  fa^  quae  est  pro- 
fanditas  putei,  ad  latus  ad,  ünde  supposito,  quod  latus  quadrati  sit 
109  cubiti,  tunc  quociens  &c|vel  de  coQtinetur  ce,  tot  cubitorum  erit  pro- 
funditas  putei  praecedentis  (Fig.  2).  Secundus  modus.      20 

De  secunda  specie^  scüicä  planimäria.  ünde  si  planum  metiri  volueris, 
pone  quadratum  in  terra  ant  in  alio  sie,  ut  terminum  plani  mensurandi, 
scilicet  punctum  f^  per  daos  stilos  a,  h  videre  possis.  Quo  sie  viso  move 
volvellam  super  d  positam,  ut  iterum  per  eins  stilos  punctum  f  videas. 
Deinde  ubi  volvella  secat  latus  &c,  scilicet  punctum  e,  diligenter  nota.  Tunc  25 
quociens  de  continet  ce,  tociens  distancia  spacii  mensurandi,  scilicet  af, 
continet  latus  ad  (Fig.  3).  Tercius  modus. 

De  tercia  specie  geomäriae,  sdlicet  aUimäria,    ünde,  dum  altum  metiri 
volueris.  considera,  an  ipsius  alti  basis  sit  accessibilis ,  an  non^  quae  basis 
vocatur  g.     Si  ergo  accessibilis  basis  faerit,  tunc  affige  quadratum  parieti  30 
iozta  basim^  id  est  punctum  g,  et  per  duos  stilos  a,  h  aliquod  Signum  in 
extremitate   altitudinis  considera.     Deinde  idem  signum  per  stilos  ^  volvella 
ed  stilo   d  infixa,    viäe,   et  procede  praecise  et  omnino,   sicut  fecisti  in 
planimetria  (Fig.  4).    Aut  sici  Affige  volvellam  super  stilum  a  et  eam  Tolve 
super  punctum  c,  et  quadrato  perpendiculariter  tento  accide  ad  basim  vel  35 
recede  tamdiu,  donec  per  stilos  regulae  cacumen   rei  videtur,   quia   tunc 
distancia,  quae  est  inter  te  et  basim  rei,  est  aequalis  altitudini  rei  eiusdem 
addita  ipsi  distancia  tua  statura  (Fig.  5). 
^'  Si  vero  hasis  \  rei  aUae  tMnsu/randae  non  accessihüis  faerit  j  aut  ali- 

quid,   ut  praedicto  modo  mensurare  non  possis,   impediat,   tunc  in  loco  tibi  40 
competenti  stando  secutam  longitudinem,    qaae  est  inter  te  et  cacumen  rei 
altae  mensura  omniuo  eo  modo,  qui  dictus  est  in  planimetria,  et  vocetur  longi- 

13  • 
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tudo  illa  af.  Qaa  habita  sitna  quadratum  perpendicnlariter  orizonti,  et 
▼olyellam  a  stilo  infigendo  per  eias  stilos  cacamen  rei  praedictae  respk^ 
Quo  viso,  nbi  yolvella  secat  quadratum,  scilicet  puDctam  e^  diligwter 
nota.  Scias  autem,  si  regula  ceciderit  ultra  c  versus  &,  tanc  distaoeia 
6  inter  te  et  basim  est  minor  altitudine  rei,  et  tunc,  sicnt  se  habet 
ea  ad  a&,  sie  se  habet  af  ad  fg^  scilicet  ad  altitudinem  reL  Sed  qua 
tibi  tria,  ea,  al  et  fa^  sunt  nota,  igitur  fg  quartum,  quae  est  altitndo 
rei^  est  nota  (Fig.  6).  Si  vero  regula  ceciderit  ultra  c  versus  d«  tose 
distancia  inter  te  et  basim  rei  est  maior  altitudine  rei  eiasdem.     Et  tone, 

10  sicut  se  habet  ae  ad  edy  sie  se  habet  af  ad'  fg^  quae  est  altitndo  quaesiti. 

Sed  quia  iterum  tibi  tria,  scilicet  ae,  cdeta/*,  sunt  nota,  igitur  quartum, 

scilicet /^^,  quae  est  altitndo  rei,  est  notum.    Haec  autem  regulae»  seüioel 

inveniendi  ignotum  per  nota,  ponuntur  in  fine  algorismi  de  minuciis  (Fig.  7). 

Si  vero  fueris  in  cacumine  montis,  d  aUüudinem  eius  in  eo  sianssdn 

16  volueriSj  tunc  scias  longitudinem  |  a  cacumine  montis  eiusdem,  in  quostas,  • 
usque   ad   pedem   eius   per  modum  dictum  in  secunda  specie  artis  hoios. 
Deinde  situa  quadratum  perpendicnlariter  ipsi  terra  cum  latere  de  rerm 
terram  et  affiges   regulam  stilo  a,    et  per  eius  stilos  punctum  f  in  pede 
montis  prius   visum  nota.     Deinde  considera  punctum  6,    in  quo  sdlicet 

20  regula  secat  latus  quadrati.  ünde,  sicut  se  habet  ae  ad  ad  aut  ebt  äc 
se  habebit  af  B,d  ag^  quae  est  montis  altitndo  quaesita,  posito  monte  vo^ 
gracia  hdh  (Fig.  8). 

Fundatur  autem  haec  tota  practica  super  quartum  sexti  Euolidis ,  qoK 
est:  Omnium  duorum  triangulorum,  quorum  anguli  unius  angu- 

25  lis  alterius  sunt  aequales,  latera  aequos  angulos  respicienciä 
sunt  proporcionalia. 

Sed  propter  faciliorem  modum  in  quadrato  isto  volo  ponere  oert» 
numeros  cubitorum  et  aliarum  quantitatum,  cuius  quantitatis  latus  fueris 
quadrati  y  certis  gradibus  et  minutis  in  latere  quadrati  notatis  correspoB- 

30  dentes. 

ünde  quando  regula  unum  minutum ,  quod  est  sexageeima  pars  gradua, 
a  e  versus  h  eundo  resecuerit,  tunc  longitudo  mensurandi  36(X)  cubitoms 
est,  supposito,  quod  latus  quadrati  unius  cubiti  fuerit.  Si  vero  r^ola  a 
c  versus  h  per  duo  minuta  distiterit,  longitudo  praedicta  1800  cnbitoraa 

35  erit;  si  vero  per  tria  minuta  regula  a  c|  versus  h  elongaverit,  longitod« 
mensuranda  12(X)  cubitorum  erit,  et  sie  omnes  istos  numeros  notando  nsqw 
ad  60  gradus  in  latere  quadrati  positos  ponuntur  in  tabula  praescripta. 

Inveniuntur  autem  hü  numeri  sie.  Vide  per  quot  minuta  distat  f  a  c; 
et  quociens  ipsa  continetur  in  latere  quadrati,  quod  scire  potes  divideadc 

40  per  ea  60  gradus:  tot  cubiti  correspondent  minutis  praedictis.  Vel  quod 
Sit  de  scilicet  primus,  ce  verbi  gracia  secundus,  fa^  scilicet  ignotas,  terdus, 
ad,  scilicet  unitas,  est  quartus.  Duc  igitur  etc.  Vel  e  converso  si  haba 
cubitos,  et  quot  ipsis  gradus  et  minuta  cprrespondent,  scire  voluens,  tuac 
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pone  cubitoB,   scilicet  lineam  fa  primnm;  et  a&,  scilicet  latus  quadrati, 
secundunii  id  est  unitatem;  et  de,  scilicet  60  tercium;  et  duc  secundum  in 
tercium  et  divido  per  primum,  et  quot  proyeniunt,  sunt  gradus  et  minuta, 
11 1  aut  minuta  tantum  praedictis  cubitis  oorrespondencia.  | 
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Handbuch  der  Theorie], der  linearen  Differentialgleiehnngen.  Von  Pro 
fessor  Dr.  Ludwig  Sohlesinobb.  I.  Bd.  Leipzig  1895.  B«  O.  Tenbser. 
XX  und  486  S. 

In  dem  Werk,  dessen  erster  Band  uns  vorliegt ,  spll  der  gewaltige 
Stoff,  der  sich  in  den  dreissig  Jahren  seit  Begründung  der  modeniei 
Theorie  der  linearen  DifferentialgleichuDgen  angeh&uft  hat,  einem  iweifer 
los  vorhandenen  Bedürfniss  entsprechend  „zu  einem  einheitlichen  Lehr- 
gebäude zusammengefasst  werden,  um  ein  möglichst  getreues  und  toH* 
stftndiges  Bild  von  dem  gegenwärtigen  Stande  dieser  Theorie  zu  liefern*.  D» 
ist  keine  geringe  Aufgabe,  und  es  durfte  daher  mit  Freuden  begr&s; 
werden,  als  die  Anzeige  erschien,  dass  zwei  Mänuer  'sich  mit  derselbe 
befassen  wollten ,  die  sich  durch  ihre  Arbeiten  bereits  als  in  hohem  Maasse 
hierfür  befllhigt  erwiesen  hatten.  Paul  Günther  aber  wurde  schon  wed^ 
Monate  nach  Beginn  der  gemeinsamen  Arbeit  von  einem  voneitigen  Tode 
dahingerafft.  Die  Leetüre  der  nach  dem  Vorwort  wesentlich  von  ihm  her- 
rührenden, geradezu  vorzüglich  geschriebenen  historischen  Einleitung* 
über  die  Entwickelang  der  Functionentheorie  im  Allgemeinen  und  der  Theone 
der  Differentialgleichungen  im  Besonderen,  lässt  uns  seinen  Hingang  asfi 
Neue  beklagen. 

So  sah  sich  Herr  Schlesinger  allein  vor  dem^grossen  üntemehmea: 
aber  er  hat  sich  demselben  auch  ohne  den  Mitarbeiter  völlig  gewachset 
gezeigt.  Wir  wollen  schon  an  der  Schwelle  des  Berichtes  folgende  Haupt- 
Vorzüge  seiner  Arbeit  erwähnen.  Der  Verfasser  steht  allenthalben  raerklkh 
über  dem  äusserst  reichhaltigen  und  vielseitigen  Stoff,  den  er  seihst  ic 
manchen  Punkten  wesentlich  bereichert.  Indem  er  aber  auch  die  tcz 
Anderen  geschaffenen  Theorien  zunächst  gründlich  in  sich  aufgenommeD  usi 
verarbeitet  hat,  um  sie  dann  erst  in  Anpassung  an  das  Oanxe  zu  repit- 
duciren,  ist  er  eigentlich  überallj^originell.  Die  Behandlung  dringt  stes 
in  die  Tiefe  und  sucht  auch  bei  schwierigeren  Fragen  den  Kern  der  Saebf 
zu  treffen.     Die  Anordnung   und  Darstellung   ist  fast  durchweg  kkr  coi 

*  S.  2  Zeile  16  von  oben  lies  „nur"  (statt  „nicht";   Zeile  14  von  ontes  la 
„hier"  statt  „wieder". 
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naturgemäss.  Dadurch,  dass  der  Verfasser  nsich  nicht  den  beengenden 
Zwang  einer  starren  Systematik  auferlegen,  sondern  die  Darstellung  in 
der  Form  möglichst  frei  und  im  Aufbau  wesentlich  der  historischen  Ent- 
wickelung  folgend  gestalten **  wollte ,  ist  es  ihm  in  der  That  gelungen,  den 
Eindruck  der  Langweiligkeit  glücklich  zu  vermeiden,  der  wohl  gelegentlich 
nicht  mit  unrecht  dem  Begriff  „Handbuch''  anhaftet. 

Eine  kurze  Wanderung  durch  das  Buch  selbst  möge  dazu  dienen,  ein 
so  günstiges  ürtheil  zu  begründen,  und  zugleich  Gelegenheit  bieten,  die- 
jenigen Punkte  hervorzuheben,  in  denen  —  nach  Ansicht  des  Beferenten  — 
Ausstellungen  gemacht  werden  müssen. 

Auf  die  schon  erwähnte  historische  folgt  eine  theoretische  Ein- 
leitung*, welche  u.  A.  auf  die  zuerst  von  Fuchs  hervorgehobenen  ver* 
schiedenartigen  Singularitäten  einer  monogenen  Function  hinweist,  die 
linearen  Differentialgleichungen  als  solche  charakterisirti  die  keine  mit  den 
Anfangswerthen  verschiebbaren  Verzweigungspunkte  besitzen ,  und  end- 
lich die  Noth wendigkeit  darlegt,  für  die  linearen  Differentialgleichungen 
einen  besonderen  Existenzbeweis  zu  liefern,  der  mehr  leistet  wie  der  all- 
gemeine C auch 7 'sehe  für  beliebige  Differentialgleichungen. 

I.  Allgemeine  Grundlagen  der  Theorie. 
In  der  Umgebung  einer  regulären  Stelle  besitzt  die  lineare  homogene 
Differentialgleichung  n^'  Ordnung  ein  Integral  in  Oestalt  einer  gewöhnlichen 
Potenzreihe  mit n-willkürlichen  ersten  Coefficienten  (Anfangswerthen), 
convergent  mindestens  in  dem  Kreis,  der  bis  zur  nächsten  singulären  Stelle 
reicht.  Durch  Fortsetzung  kann  der  Giltigkeitsbereich  dieses  Integrals 
Ober  das  ganze  von  den  regulären  Stellen  erfüllte  Gebiet  ausgedehnt  werden.** 
Der  nun  folgende  Begriff  des  particulären  Integrals  —  so  wird  ein 
Integral  genannt,  wenn  alle  n-Anfangswerthe  bestimmte  sind  —  scheint 
uns  etwas  zu  eng  gefasst,  da  so  in  der  Bezeichnung  für  die  Integrale  mit 
V  willkürlichen  Constanten  (0  <<  v  <  n)  eine  Lücke  bleibt.  —  Ein  Funda- 
mental System  ist  ein  solches  System  von  n  Integralen,  dessen  Deter- 
minante nicht  identisch  verschwindet;  das  allgemeine  Integral  ist  die 
lineare  homogene  Verbindung  der  Elemente  eines  Fundamentalsjstems  mit 
n  willkürlichen  Coefficienten.  Aus  der  Definitionseigenschaft  des  Funda- 
mentalsystems folgt  die  lineare  Unabhängigkeit  seiner  Elemente  und  um- 
gekehrt Die  Elemente  eines  Fundamentalsystems  erfahren  eine  lineare 
Substitution  mit  nicht  verschwindender  Determinante,  wenn  die  unabhängige 
Variable  einen  Umlauf  beschreibt,  der  die  Coefficienten  nicht  ändert. 


•  S.  16  Zeile  1  lies  „(2)"  statt  „(8)**,  S.  17  Zeile  1  der  Ausdruck  „in  deren  jeder 
Nähe*'  dürfte  auch  in  „mathematischem  Deutsch"  nicht  zulässig  sein!  >-  S.  17 
Z.  14,  15  die  Worte  „unendlich  vielen  positiven  und"  sind  als  überflüssig  und 
daher  vielleicht  verwirrend  zu  streichen. 

♦♦  S.  «7  am  Kopf  lies  „10"  statt  „11", 
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IL  Formale  Theorien. 

Nachdem  im  I.  Abschnitt  mit  dem  Existenzbeweis  eine  Opeiatioos- 
basis  gewonnen  ist,  wird  diese  ztinftchst  für  das  eigentliche  Integration»- 
geschäft  noch  nicht  weiter  ausgenützt,  sondern  es  folgt  erst  dne  Art 
„Intermezzo''.  Die  linearen  Differentiaigleichangen  zeigen  mannigfoche 
Analogieen  mit  algebraischen  Gleichungen;  z.  B.  ^eme  lineut 
Differentialgleichung  mit  eindeutigen  Coefficienten,  die  mehr  linear  u- 
abhängige  Integrale  besitzt,  als  ihre  Ordnungszahl  betrftgt,  mass  identisek 
verschwinden"  —  der  AppelTsche  Satz^  der  ein  OegenstQck  zu  deo 
Satz  von  der  rationalen  Ausdrückbarkeit  der  symmetrischen  Fanctionen  der 
Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  durch  die  Coefficienten  darstdlt  — 
die  Theorie  der  gemeinsamen  Lösungen  mehrerer  DifferentialgleichungaD  - 
die  Zusanunensetzung  von  Differentialausdrücken  (Frobenins)  n.  A  — 
Wie  der  Grad  einer  algebraischen  Gleichung  bei  Kenntniss  einer  Wand 
um  1  zu  erniedrigen  ist,  so  auch  hier  die  Ordnung  der  Differenüalgleichofig 
bei  Kenntniss  eines  Integrab.*  Die  alsdann  folgende  Theorie  der  Multi- 
plicatoren  und  adjungirten  Differentialgleichungen  gipfelt  ii 
dem  Satz:  „Die  sSmmtlichen  Multiplicatoren  einer  DifferentialgleichuDg  sied 
Losungen  der  adjungirten  und  umgekehrt.''  Die  Multiplicatoren  lassen  sid 
noch  mittelst  Determinantenquotienten  durch  die  Elemente  eines  Fundft- 
mentalsystems  ausdrücken.  Dies  führt  zu  Beziehungen  zwischen  ad- 
jungirten Fundamental  systemen,  üebt  man  auf  die  Elemente  einei 
Fundamentalsystems  eine  lineare  Substitution  aus,  so  ergiebt  sich:  Diesei 
Fundamentalsystem  und  sein  adjungirtes  sind  contragredieni.  Sftixe 
über  sich  selbst  adjungirte  und  ihren  adjungirten  entgegez- 
gesetzt  gleiche  Differentialausdrücke  beschliessen  diese  Betraebt- 
ungen,  die  sodann  eine  Anwendung  finden  in  der  Integration  der  nicht 
homogenen  linearen  Differentialgleichungen. 

Die  Kenntniss  der  Integration  einer  solchen  gestattet  nun  die  weitere 
Ausführung  der  Untersuchung  über  gemeinsame  Lösungen  mAitm: 
Differentialgleichungen  und  die  Einführung  des  Begriffs  der  Irredncti* 
bilit&t.  Der  Verfasser  stellt  sogleich  die  folgende  sehr  allgemeine  Definitioa 
auf  „eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  heisst  irreductibel,  wem 
sie  mit  keiner  ebensolchen  Differentialgleichung  niedrigerer  Ordnung,  de  res 
Coefficienten  von  derselben  Beschaffenheit  sind  (dies  entspricht 
der  Berücksichtigung  des  Bationalitfttsbereichs  bei  der  algebraische! 
Irreductibilität)  i^eine  Lösung  gemein  hat.^  Hierbei  kommt  es  natllrlkh 
wesentlich  auf  den  Bereich  an,  in  welchem  die  beiden  Difierental- 
gleichungen  gleiche  Beschaffenheit  haben;  dies  wird  auch  vom  Yezftssef 
streng  hervorgehoben  und  wird  im  Folgenden  sehr  bald  praktisch.  £ba 
deshalb  aber  scheint  es  uns  wünschenswerth ,  ja  nothwendig,  dies  in  die 


*  S.  48  Zeile  9  von  unten  würden  wir  statt  „Werth"  lieber  ,,Zweig<'  le 
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Definition  mit  anfzunehmen  und  von  vornherein  nor  von  „Irredncti- 
-bilitSt  in  einem  gewissen  Bereich"  zu  sprechen.  Es  tritt  dann  deut- 
lich zu  Tage«  wie  z.  B.  die  beiden  Arten  von  Irreductibiltttt,  welche 
Frobenius  eingeführt  hat,  sich  lediglich  durch  den  Bereich,  in  dem 
diese  Eigenschaft  besteht»  unterscheiden,  ümfasst  der  Bereich  die  ganze 
o; -Ebene,  so  kann  man  ja  übereinkommen ,  in  diesem  Falle,  gerade  wie 
z.  B.  von  „eindeutigen  Functionen"  schlechthin,  auch  von  „IrreductibilitSt" 
schlechthin  zu  sprechen.  —  Die  Bedeutung  der  Beductibilität  einer 
linearen  Differentialgleichung  wird  treffend  darin  erkannt,  dass  diejenigen 
Integrale  derselben,  die  einer  Differentialgleichung  niedrigerer  Ordnung 
genügen,  nur  so  viel  linear  unabhängige  Zweige  (in  dem  betreffenden  Be- 
reich I)  besitzen ,  als  die  Ordnung  der  letzteren  Differentialgleichung  beträgt. 

III.   Theorie  der  Fundamentalgleichung. 

Diese  wichtige  Gleichung  wird  fOr  irgend  ein  zweifach  zusammen- 
hängendes (ringförmiges)  Gebiet  27,  das  keinen  singalären  Punkt  enthält, 
und  einen  darin  vollzogenen  Umlauf  U  in  bekannter  Weise  nach  Fuchs 
aufgestellt  und  liefert,  falls  sie  lauter  verschiedene  Wurzeln  besitzt,  die 
Existenz  eines  canonischen  Fundamentalsystems,  dessen  Elemente 
sich  beim  Umlauf  U  nur  mit  Constanten  multipliciren. 

Eine  durchaus  originelle  Behandlung  erledigt  in  elegantester  Weise 
auch  den  Fall  mehrfacher  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung 
und  basirt  auf  dem  bemerkenswerthen  Ergebniss,  dass  die  Coefßcienten 
der  Fundamentalgleichung  übereinstimmen  mit  denen  der  Relation 

c„e"t;  +  c„_ie»-»«7  +  ...  +  C«p  =  0, 

welche  das  allgemeine  Integral  t>  mit  den  fi- Integralen  9e,  9't;,...,9"e 
verknüpft;   die  bezw.  durch   1,  2, ..  .fi- maligen  Umlauf  XJ  aus  v  hervor- 
gehen.*    Hieraus  folgt  u.  A.:    „Wird  die  vorgelegte  Differential- 
gleichung   P=sO    durch    alle    Integrale    einer    Differential- 
g-leichung   niedrigerer   Ordnung  jR==:0   befriedigt,    so  ist  die 
linke  Seite  ihrer  Fundamentalgleichung  durch  die  linke  Seite 
der  Fundamentalgleichung  von  £  =  0  theilbar.^    Da  dieser  Satz, 
wie  einige  andere  ihm  ähnliche,  leicht  zu  beweisen  ist,  falls  E  ein  Kreisring 
und   die  analytische  Gestalt  der  Integrale  in  E  schon  ermittelt  ist,   muss 
besonders  •hervorgehoben   werden,    dass    die   Ableitung    hier   ohne   diese 
Voraussetzung  erfolgt    Die  Anwendung   dieser   Theoreme  auf  die    mehr- 
fachen Wurzeln  der  Fundamentalgleichung  ergiebt  die  Existenz   eines   in 
(Fuchs 'sehe)  Gruppen  eingetheilten  Fundamentals jstems,  dessen  Elemente 
sich    nur  innerhalb  der  Gruppen  verzweigen  (wenn  dieser  kurze  Ausdruck 

*  Der  S.  109  Zeile  8    gebrauchte  Ausdruck  „spedelles   Integral**  ist  nicht 
erklärt  worden. 
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hier  gestattet  ist).  Statt  der  Theorie  der  Elementariheiler  fahrt  abdiu 
diejenige  des  Banges  linearer  Oleiohungssjsteme  noch  zur  Eis- 
theilong  der  Gruppen  in  die  (Harn  bürge  raschen)  Unterer  rnppen*,  so 
dass  die  Integrale  sich  nur  noch  innerhalb  der  letzteren  verzweigen,  dag 
heisst  zu  einem  canonischen  Fundamentalsjsteni  auch  im  Falk 
mehrfacher  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung.  Wir  Yermissen  bei  d^ 
Wichtigkeit  des  Begriffs  eines  canonischen  Fundamentalsjsiems ,  mit  deB 
im  Folgenden  häufig  operirt  wird^  an  der  Stelle,  wo  dieser  Name  ein- 
geführt wird  (S.  127),  die  ausdrückliche  Definition,  das  heisst  die 
Angabe  der  charakteristischen  Eigenschaften  eines  solchen  Fundamesial' 
Systems. 

Endlich  wird  nun  ans  dem  Vorhergehenden  für  gans  beliebige 
Gestalt  des  Binggebietes  E  die  analytische  Form  des  canonisck^ 
Fundamentalsystems  abgeleitet  und  dann  für  den  Fall  specialisirt,  dass  I 
ein  Kreisring  ist,  dessen  innerer  Kreis  beliebig  klein  ist  and  eine  isolir? 
singulare  Stelle  einschliesst  Dabei  wird  auch  ausdrücklich  anf  den  FlI 
eingegangen,  in  welchem  die  betreffende  Stelle  eine  V  er  zweig  an  gss  teile 
der  Coefficienten  der  Differentialgleichung  ist  Bein  Sosserlich  ist  dk 
Berichtigung,  dass  hierbei  auf  S.  133  und  135  statt  „^-fach^  nach  Bie- 
mann'schem  Sprachgebrauch  „(p— l)-fach''  gesetzt  werden  moss  («> 
sprechend  später  S.  209  „(A  — l)-fach''  statt  „X-fach'').  Femer  dürftes  b 
dem  Satz  S.  135  die  Worte  (Zeile  19,  20)  „und  durch  die  za  s  =  a  ge- 
hörige Fundamentalgleichung''  zu  streichen  sein,  und  endlich  ist  S.  13i^ 
Zeile  17  von  unten  entweder  „im  Allgemeinen"  zu  streichen  oder  aber 
„können''  durch  ^ werden"  zu  ersetzen. 

IV.   Die  singnlären  Stellen,  an  denen  sich  die  Integrale 
bestimmt  verhalten. 

W&hrend  nach  den  bis  jetzt  gewonnenen  Besultaten  ein  singnttrs 
Punkt  der  Differentialgleichung  im  Allgemeinen  eine  Stelle  der  Unbestiiaa^ 
heit  für  die  Integrale  ist,  wird  nun  gefragt:  „wie  müssen  die  CoeffieieBte'. 
in  der  Umgebung  eines  Punktes,  wo  sie  den  Charakter  von  rati^ 
nalen  Functionen  haben  (noch  des  Weiteren)  beschaffen  sein,  da»' 
alle  Integrale  sich  in  dieser  Umgebung  bestimmt  verhalten?*  Osse  be 
dieser  Fragestellung  über  die  Coefficienten  überhaupt  schon  eine  Ai 
nähme  gemacht  wird,  berührt  etwas  fremdartig.  Die  Voraussetsang  vir- 
zwar  in  der  That  S.  152  zunächst  durch  die  weniger  enge  ersetst,  ^' 
Coefficienten  sollen  eindeutig  in  der  betreffenden  Umgebung  sein,  c^ 
in  Nr.  59  wird  dann  auch  der  Fall  einer  beliebigen  singnlären  Steile.  « 
die  Coefficienten  algebraisch  mehrdeutig  sind,  auf  den  Fall  der  £indeHxir 

*  S.  126  Zeile  17  von   unten  fig.  durften  die  Worte  „sind  die ...  «o**  ^ 
überflüsBig  zu  streichen  sein. 
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keit  zarückgefttbrt  Thatsttchlich  ist  aber  jede  Voraussetzung  über  die 
Coefficienten  ttberflOssig,  da  lediglicb  aus  dem  Ansatz  der  Integrale  in 
der  Form 

wo  die  tif  gewöbnlicbe  Potenzreiben  sind ,  im  Kapitel  I  des  Abscbnittes  die 
Form  (JD)  [S.  152]  der  Coefficienten  folgt.  Auf  diesen  Ansatz  der  Inte- 
grale lässt  sieb  der  andere,  wenn  man  annimmt,  dass  die  tf;  nacb  ge- 
brochenen positiven  Potenzen  fortscbreiten ,  Ton  vomberein  sofort  zurück- 
fübren,  so  dass  man  aucb  für  diesen  Fall  die  notb wendige  Gestalt  der 
Coefficienten  besitzt.  Da  aber  andererseits  beide  Ansätze  durcb  die  voran- 
gebende allgemeine  Tbeorie  gegeben  werden,  falls  man  von  den  Coeffi- 
cienten voraussetzt,  sie  seien  in  der  Umgebung  der  Stelle  x  =  0  nur  alge- 
braiscb  mebrdeutig,  so  würde  das  bei  dieser  Fragestellung  erzielte  Resultat 
zugleicb  das  geben,  was  bier  für  8.  136  zusammen  mit  den  sp&ter  folgenden 
Erweiterungen  erreicbt  wird,  und  nocb  darüber  binausreicben.  —  Bei 
Satz  1  S.  141 ,  der  zweifellos  ricbtig,  aber  (im  allgemeinen  Falle)  keineswegs 
eyident  ist,  wünscbten  wir  wenigstens  die  Andeutung  eines  Beweises.  In 
Satz  2  möcbten  wir  die  modificirte  Fassung  vorschlagen:  „.  .  .,  so  gebort 
die  Ableitung  von  F{x)  zu  einem  Exponenten  >  r  —  1,  und  zwar  ist  dieser 
Exponent  nur  dann  >  r  — 1,  wenn  u.  s.  w."* 

ümgekebrt  wird  nun  gezeigt,  dass,  wenn  die  Coefficienten  die  vorber 
gefundenen  Bedingungen  erfüllen,  ein  sieb  bestimmt  verbaltendes  Funda- 
mentalsystem  existirt.  Eine  wichtige  Bolle  spielt  dabei  die  de  t  er  min  ir  ende 
Gleichung,  die  für  die  linearen  Differentialgleichungen  dasselbe  leistet,  wie 
das  Newton-Puiseux'scbe  Polygon  für  die  algebraischen  Gleichungen 
zwischen  zwei  Variablen,  indem  sie  die  Anfangsexponenten  der  Reihen,  bezw. 
den  Exponenten,  „zu  dem  ein  mit  Logarithmen  behaftetes  Integral  gehört^, 
bestimmt.  Dass  das  Handbuch  für  diese  Gleichung  wieder  den  doch  gar 
zu  lang  hindonnernden  Namen  „determinirende  Fundamentalgleichung**  bei- 
behält, bedauern  wir  um  so  mehr,  als  die  hierftlr  theils  R.  158,  159,  theils 
S.  162  angegebene  ausdrückliche  Motivirung  thatsftchlich  nur  das  Attribut 
„determinirend**  rechtfertigt.  Eine  Piettttsverletzung  aber  gegen  den  Ent- 
decker dieser  Gleichung  (dessen  Verdienste  wahrlich  über  derartige  Aeusser- 
lichkeiten  erhaben  sind)  kann  unseres  Erachtens  in  einer  solchen  liebe- 
v^oUen  Abkürzung  des  ihr  von  ihm  gegebenen  Namens  gewiss  nicht  erblickt 
werden! 

Was  die  Methode  selbst  betrifft,  nach  der  die  jetzt  in  Bede  stehende 
XTmkehrung  zu  beweisen  ist,  wobei  es  namentlich  auf  die  Gewinnung  der 
mit  Logarithmen  behafteten  Integrale  ankommt,  so  stehen  dafür  mehrere 
verschiedene  Wege  offen,   von  denen  jeder  seine  besonderen  Vorzüge  hat. 


*  S.  140  Zeile  12  von  unten  lies  „keine  negativen*^  statt  „nur  positive"; 
S.  141  Zeile  7  von  unten  statt  „kann . . .  eintreten"  lies  „tritt  • . .  ein". 
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Die  Frobenias*8che  Methode,  welche  durch  Differentiation  des  Integrals 
in  Beihenform  nach  dem  znnSchst  anbestimmt  bleibenden  AnfangsexpoBenioi 
die  logarithmischen  Integrale  erzeugt,  zeichnet  sich  jedenialls  durch  so^er- 
ordentliche  Eleganz  der  Ableitung  aus.  Sie  giebt  Beziehang'en  zwisefaec 
den  einzelnen  Reihen  in  demselben  Integral,  die  vorher  nicht  beksnit 
waren,  und  wir  würden  eine  Darstellung,  die  heutigen  Ta^res  jene  Be- 
ziehungen ausser  Acht  Hesse ,  für  unvollständig  erachten.  Sie  bedarf  ab? 
eines  Convergenzbeweises^  der  complicirter  ist  als  derjenige  der  Fachs- 
sehen  Methode ,  die  sich  der  Beduction  der  Differentialgleichung  durch  du 
Integral  in  Beiheuform  und  wiederholter  Integration  bedient ,  dafür  aber 
an  sich  jene  Beziehungen  noch  nicht  giebt.  Benutzt  man  aber  die  doid 
die  Fuchs'sche  Methode  (oder  durch  die  Fundamentalgleichang)  gegeben 
Kenntniss  der  Form  der  Integrale  und  leitet  die  einzelnen  Integrale  dmth 
formale  Integration  in  Bezug  auf  den  Logarithmus  aus  dem  logarithmeB- 
freien  Integral  ab,  so  liefern  die  Becursionsformeln  der  gewissennassa 
als  „Integrationsconstanten"  neu  auftretenden  Reihen  die  Frobenius'df^ 
Beziehungen  und  zugleich  die  Vertheilung  der  willkürlich  bleibea- 
den  Constanten  auf  die  einzelnen  Reihen.  Da  jeder  dieser  Weg« 
also  seine  eigenartigen ,  sich  etwa  ausgleichenden  Vorzüge  besitzi,  ist  es 
augenscheinlich  Geschmaoksache,  welchen  man  einschlagen  wiU:  Der  Ter- 
fasser  des  Handbuches  hat  sich  für  die  Fr  oben  ins 'sehe  Methode  av 
schieden.  Sobald  dann  hiermit  der  Beweis  geliefert  ist,  daes  die  Form  (1/ 
der  Coef&cienten  nothwendig  und  hinreichend  für  das  bestimmte  Verhahs 
der  Integrale  ist  (S.  177),  wünschten  wir  auch  die  Beseiehnnng  ,  Stellt 
der  Bestimmtheit  der  Differentialgleichung*  eingeführt  zn  aehes. 
die  erst  S.  272  bedeutend  nachhinkt. 

Um  die  Gruppen  des  gewonnenen  Fundamentalesystems  in  üntergropp« 
zu  sondern,*  wird  die  Frage  untersucht,  zu  welchen  Wurzeln  der 
determinirenden  Gleichung  ein  logarithmenfreies  Integral  f^ 
hört.  Die  Entscheidung,  ob  dies  bei  einer  bestimmten  Wursel  der  Fall 
ist  oder  nicht,  wird  in  eigenartiger  Weise  auf  die  Untersuchung  zurück- 
geführt, ob  der  Rang  zweier  gewisser  linearer  Gleichungssysteme  doradbe 
ist  oder  nicht.  Die  ezplicite  Form  dieses  Kriteriums  liefert  (veigL  äk  c 
der  Berichtigungstabelle  als  erforderlich  bezeichneten  Correcturen)  sis^ 
mehr  die  allgemeine  Lösung  der  Frage,  sondern  eine  solche  nur  filr  eaa 
SpecialfalL  Dieser  letztere  umfasst  den  noch  besonders  erwühntea  Fall 
dass  die  ganze  Integralgruppe  logarithmenfrei  ist;  nebenbei  bemerkt  tr£ 
die  Behauptung  (S.  196),  dass  die  für  das  Eintreten  dieses  Falles  ab- 
gegebenen Bedingungen  mit  den  von  Fuchs  (Grelle  68}  g^iebenen  über- 
einstimmen, nur  für  einen  Theil  derselben  zu. 


*  S.  181  Zeile  8  Ton  unten  der  Ausdruck  „die  kennen  gelehrte  EintlMiiBBf' 
und  ebenso  sp&ter  8. 427  Zeile  1  „kennen  gelernte'*  ist  nnmügiidi. 


Becensionen.  173 

Bilden  alle  n- Integrale  eine  einzige  logarithmenfreie  Gruppe,  so  nennt 
der  Verfasser  mit  Poinoarö  diesen  Punkt  einen  ,,soheinbar  singu- 
liren  Punkt";  sind  insbesondere  noch  alle  i»- Anfangsexponenten  ganz- 
zahlig und  keiner  negativ,  so  wird  der  Punkt  mit  Weierstrass  als 
„ausserwesentlioh  singulSr*^  bezeichnet.*  Wir  können  auch  hier  unsern 
Widerspruch  gegen  diese  Terminologie  nicht  zurückhalten.  Die  ersteren 
Punkte  sind  thatsftchlich  nicht  scheinbar,  sondern  wirklich  singulare  Punkte 
der  Coefficienten  sowohl,  wie  der  Integrale;  der  Name  j^ausserwesentlich 
Singular"  aber  hat  sich  zu  sehr  in  dem  von  Weierstrass  spflter  bei  den 
eindeutigen  Functionen  eingeführten  Sinn  eingebürgert,  als  dass  er  hier 
in  so  ganz  anderer  Bedeutung  wieder  verwandt  werden  sollte.  Gerade  auf 
die  letzteren  Punkte  passt  nun  ausgezeichnet  der  Name  uScheinbar  singulär'', 
da  bei  ihnen  zwar  die  Coefßcienten,  aber  nicht,  wie  es  dann  sonst  im 
Allgemeinen  der  Fall  ist,  auch  die  Integrale  singul&r  sind.  Auf  die  ersteren 
aber  passt  der  Name  „ausserwesentlich  singulftr"  (oder  allenfalls  „aufheb- 
bar singulftr^),  da  man  die  SingularitSt  der  Integrale  bei  diesen  Punkten 
durch  Multiplication  mit  einer  endlichen  bestimmten  Potenz  beseitigen  kann. 
Wir  plaidiren  daher  aufs  Entschiedendste  geradezu  für  eine  Vertauschung 
der  beiden  Bezeichnungen  und  sind  der  Ansicht,  dass  das  Handbuch  sich 
diese  klftrende  That  getrost  hätte  gestatten  dürfen  und  sollen. 

Ein  besonderes  Verdienst  erwirbt  sich  der  Verfasser  durch  das  wieder- 
holte ausdrückliche  Eingehen  auf  das  Verhalten  der  Integrale  in 
der  Umgebung  eines  algebraischen  Windungspunktes  der 
Coefficienten,  so  auch  am  Schlüsse  des  gegenwärtigen  Abschnittes.** 
Lediglich  vom  pädagogischen  Standpunkte  aus  ist  es  vielleicht  zu  bemängeln, 
dass  solche  Punkte  hier  gemeinsam  mit  xsszco^  wenn  dies  Stelle  der  Be- 
stimmtheit ist,  abgemacht  werden;  die  Beziehung  zwischen  beiden  Fällen  ist 
nämlich  insofern  ziemlich  äusserlich,  als  nur  beide  Male  o;  b=  £^  gesetzt  wird 
und  dann  für  A  >  0  der  eine,  für  A<  0  der  andere  Fall  eintritt.  Die 
Wichtigkeit  der  Stelle  o;  =  oo  und  des  Verhaltens  der  Integrale  daselbst 
ist  auf  diese  Weise  ein  wenig  verhüllt. 

V.   Differentialgleichungen  der  Fuchs'schen  Klasse. 

Die  Differentialgleichungen,  deren  Integrale  in  der  ganzen  Ebene  be- 
stimmt sind,  spielen  historisch  und  für  zahlreiche  Theile  der  Theorie  eine 
ausgezeichnete  Rolle.    Sie  wurden  von  Fuchs  schon  bei  Begründung  seiner 

*  S.  202  Zeile  3  von  unten  ist  hinter  „beginnen**  hinzuzuffigen:  „worauf  dann 
bei  allen  frühesteuB  gleich  das  Glied  mit  x^  folgt",  da  sonst  das  unmittelbar 
Folgende  nicht  ganz  correct  ist. 

**  S.  206  Zeile  7,  8  des  Textes  sind  die  Worte  „und  dass  . . .  yerhalten"  zu 
streichen,  da  dies  bereits  in  dem  Begriff  „Normalform"  enthalten  ist.  —  S.  207 
Gleichung  3)  fehlt  „=0". 
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Theorie  henrorgehoben  and  führen  daher  mit  Becht  seinen  Namen.  —  h 
vorzüglicher  Weise  wird  die  Frage  der  Convergenz  voii  Poteni- 
reihen  auf  dem  Convergenzkreise  im  Anscbluss  an  TbomieBt- 
entwickelt*  und  auf  die  Integrale  der  jetzt  in  Bede  stehenden  Klasse  tob 
Differentialgleichungen  angewandt  —  Die  Herstellung  einer  Differoitial- 
gleichung  dieser  Klasse  mit  vorgeschriebenen  singulären  Stellen  und  Wondz 
der  zugehörigen  determinirenden  Oleichungen  führt  zur  Bespreebimg  der 
Differentialgleichungen  mit  einem  singul&ren  Punkt  —  von  da  dnreb  Tnis- 
formation  zu  den  Differentialgleichungen  mit  constanten  Coeffieienten  — 
zu  den  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  der  Fach  ersehen  EIuk 
und  speciell  zu  einer  solchen  mit  zwei  endlichen  singulftren  Steilen,  de 
Biemann*schen  und  Gauss*schen  Differentialgleichung,  deren  Theo» 
hier  theils  als  Anwendung  des  Vorangehenden ,  theils  als  Yorber^tnng  fk 
Späteres  dient. 

VL   Die  Entwickelungen  der  Integrale  innerhalb 
eines  Kreisringes. 

Während  die  beiden  vorangehenden  Abschnitte  sich  nnr  mit  Stdki 
der  Bestimmtheit  befassten  und  in  der  Umgebung  einer  solchen  ^  & 
Integrale  die  Entwickelungen  selbst  wirklich  geben  konnten,  steht  vc 
dem  III.  Abschnitt  in  der  Umgebung  einer  Stelle  der  Unbestimmtheit  o^ 
überhaupt  in  einem  Kreisring,  in  welchem  die  Coeffieienten  nacb  Lau  reit 
sehen  Beihen  entwickelbar  sind,  bisher  lediglich  die  Form  der  Ee'* 
Wickelung  der  Integrale  fest: 


=2" 


Hier   greift    nun   die   auf  den  Begriff  der  unendlichen  DetermimstA  , 
begründete  Theorie  von  H.  von  Koch  ein.**    Die  BecarsionsfoniM^  e*  1 
Differentialgleichung    kann    so   transformirt    werden,    dass    die    ans  ibe   ! 
Coeffieienten  gebildete  unendliche  Determinante  D{q)  convergirt  und  & 
„Normalform^   hat.     Sie  ist  eine  ganze  transcendente  Fonctioii  voi : 
mit  der  Eigenschaft: 

D(9+i)=-.(-irD(^). 

Der  Gleichung  i)(^)  =  0    genügen    folglich    sämmtliche  £^ 
ponenten  eines  in  Beihenform  darstellbaren  Integrals.    Sie  ^ 


*  S.  230  Zeile  14  lies  „Ea''  statt  ,,22'*.  —  Zeile  10  von  unten  lies  ekdsif^'- 


„a?  =  JB'cÖ*". 


••  S.  278  Zeile  12.  Statt  „unbedingt"  wäre  correcter  „absolut**,  weil  ii>- 
folgt  „d.h.  die  Beihe  der  absoluten  Betrftge  convergirt  ebenfalla**;  waa^*'' 
Boluten  folgt  dann  erst  die  unbedingte  Convergenz.  —  S.  288  Zeile  lO  fies  J^ 

etatfc  „verschwindet". 
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tritt  also  die  Stelle  der  determinirenden  Gleichung  bei  Stellen  der  Un- 
bestimmtheit, folglich  zugleich  auch  die  der  Fundamentalgleichung,  von 
deren  linker  Seite  sich  D{q)  in  der  That  nach  der  Substitution  to=ze^t*Q 
nur  durch  einen  constanten  Factor  unterscheidet.  Die  Coefficienten  g^  der 
Integralreihen;  sowie  die  Integralgruppen  und  Untergruppen,  SStze  über 
die  Fundamentalgleichungen  componirter  und  adjungirter  Differentialgleich« 
ungen  fliessen  aus  der  Eoch*schen  Theorie. 

Ihr  folgt  die  Hamburger'sche  Methode  zur  wirklichen  Darstellung 
der  Integrale  in  einem  Kreisring,  womit  dann  stets  die  Berechnung  der 
Coefficienten  der  zugehörigen  Fundamentalgleichung  aufs  Engste  zu- 
sammenhängt. 

Ein  Ereisring  ist  auch  das  Oiltigkeitsgebiet  eines  Fundamentalsystems, 
von  dessen  Elementen  sich  nur  ein  Theil  bestimmt  verhält;  daher  finden 
die  Stellen,  bei  denen  der  charakteristische  Index  (nach  Thom6) 
>  0  ist,  hier  ihre  Besprechung.  Dass  die  Koch'sche  Theorie  auch  dabei 
sich  bewährt,  wird  sehr  interessanter  Weise  kurz  gezeigt.  Die  Aber  diesen 
Gegenstand  handelnde  Arbeit  von  Koch 's  (Acta  math.  18)  kann  übrigens 
dem  Verfasser  noch  nicht  vorgelegen  haben. 

Ein  Kreisring  ist  ferner  die  Umgebung  von  apsgo,  wenn  dies  ein 
Punkt  der  Unbestimmtheit  ist.  Die  Integrale  sind  also  in  diesem  Fall 
darstellbar  mittelst  Beihen,  die  nach  Absonderung  einer  Potenz  von  x  als 
Factor  unendlich  viele  positive  Potenzen  von  x  enthalten.  Es 
werden  nun  die  FäUe  herausgehoben,  wo  diese  unendlich  vielen  positiven 
Potenzen  von  einem  Ezponentialfactor,  dessen  Exponent  eine  ganze  rationale 
Fanction  von  x  ist  („fundamentaler  determinirender  Factor"  nach 
Thom6),  aufgesaugt  sind,  während  der  andere  Factor  der  Beihe  keine 
positiven  Potenzen  von  x  mehr  enthält  Ein  solches  Integral  heisst  nach 
Thom6  „ Normalintegral  **•  Die  Differentialgleichung  mit  constanten 
Coefficienten  stellt  also  den  allereinfachsten  Fall  einer  Differentialgleichung  mit 
solchen  Integralen  dar.  Wie  bei  ihr  spielt  auch  in  dem  allgemeinen  Fall 
eine  j, charakteristische  Gleichung*  eine  wesentliche  Bolle  und  wie 
bei  ihr  der  Umstand,  ob  alle  Wurzeln  dieser  Gleichung  verschieden  sind 
oder  nicht  In  letzterem  Falle  können  auch  die  von  Poincar6  als 
0  anormale"  bezeichneten  Beihen  auftreten. 

Bei  den  Entwickelungen  über  die  Normalintegrale  sind  —  worauf  der 
Verfasser  selbst  den  Beferenten  aufmerksam  machte  —  in. den  Nr. 95,  96  einige 

erg'Snzende  Bemerkungen*  erforderlich.    Der  Schluss  auf  S.  341,  dass  lim  -j^ 

ein    bestimmter  endlicher  Werth  sei,  beruht  auf  der  Annahme  der  Conver- 
genx    der    fQr    tv    angesetzten   Beihe,    das    heisst    auf   der    Annahme    der 


*  S.  340  in  Formel  10)  lies  ,yVDr''  statt  ,,rlJr'\  —  in  Gleichung  4)  „««*** 
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Existenz  eines  Normalintegrales  der  Differentialgleichung  (91).  In  d»  Tk 
sind  die  durch  14)  [8.  342]  bestimmten  Grössen  ei^  &ll8  sie  die  Differeotiil- 
gleichung  (%)  wirklich  befriedigen,  Normalintegrale.  Im  AUgeffleioeB 
dagegen  genügen  die  01  der  Differentialgleichung  (9)  nicht  und  spide 
fttr  (S)  ebensowohl  wie  ftlr  die  Differentialgleichung  {Ä)  nur  die  M 
von  fundamentalen  determinirenden  Factoren.  In  diesem  Falle  ist  dac 
auch  VI  keine  wirkliche  Lösung  von  11),  so  dass  also  im  AllgemeiiitD  i: 
Gleichung  15)  [desgleichen  in  der  Gleichung  S.  344  oben]  gewisse  fort- 
gelassene Glieder  wieder  hinzugefügt  werden  müssen,  die  eben  nur  dm 
verschwinden,  wenn  Vji  die  Gleichung  11),  das  heisst  01  die  61eichiuig(i 

r 

erfüllt.    Das   Gleiche   gilt  von    dem  Schluss  8.  346,  dass  ^  -r  ein  ead 

lieber  bestimmter  Werth  sei,  woraus  folgen  würde,  dass  x  ein  Nonnil- 
integral  ist  Demgemiss  ist  endlich  der  Satz  8.  347  dahin  einznschiloiei 
,,Ein  Normalintegral  hat  die  Eigenschaft ,  nicht  in  jeder  Nähe  vonx^^n 
verschwinden,  und  umgekehrt,  wenn  ein  bei  d?  =  00  in  Beihenform  dir 
stellbares  Integral  diese  Eigenschaft  hat  und  überdies  seine  logariU- 
mische  Ableitung  fttr  a;  =  oo  von  endlicher  Ordnung  nneDdlic: 
wird,  so  ist  es  ein  Normalintegral." 

YII.  Allgemein  giltige  Darstellungen  der  Integrale  von 

Differentialgleichungen    mit    rationalen   Coefficienten. 

Da  alle  bisher  gegebenen  Darstellungen  der  Integrale  im  AllgoffieiES 
immer  nur  ein  beschranktes  Giltigkeitsgebiet  besitzen,  die  KreisfortKiz^* 
aber  praktisch  so  gut  wie  unausführbar  ist,  erhebt  sich  nun  die  Anfgi^ 
auf  andere  Art  den  Werth  eines  durch  seine  Anfongswerthe  für  irgend  ei« 
reguläre  Stelle  definirten  Integrals  an  irgend  einer  anderen  regnllren  Stdk 
zu  berechnen,  falls  der  Weg  gegeben  ist,  auf  dem  x  von  jener  nftch dkic 
Stelle  gelangt.  Am  einfachsten  wird  diese  Aufgabe  gelöst;  wenn  ei: 
analytischer  Ausdruck  der  Integrale  sich  finden  lässt,  der  für  die  %ii^^ 
^. Ebene  gilt,  abgesehen  höchstens  von  den  singulfiren  Punkten  selbft 
gerade  wie  z.  B.  die  Darstellung  der  elliptischen  Functionen  dudi  ^ 
Quotienten  zweier  9 -Functionen.  Dies  gelingt  in  der  Thai  mittelstes^ 
Methode  von  Fuchs,  welche  die  Integrale  in  Eeihen  entwickelt,  derer 
Glieder  durch  iterirte  Integration  rationaler  Ausdrücke  es: 
stehen.  Dadurch  besteht  auch  die  Möglichkeit,  die  zu  irgend  einem  Tc- 
lauf  gehörige  Fundamentalgleichung  wirklich  aufzustellen  (Güntber)!^^ 
einen  Einblick  in  die  Abhängigkeit  der  Integrale  von  den  in  d«i  Coef: 
cienten  der  Differentialgleichung  enthaltenen  Parametern  zu  gewinnen. 

Im  Mittelpunkt  der  folgenden,  wesenÜich  von  Poincar6  starnffle»^" 
Untersuchungen  steht  die  sogenannte  „Laplace'sche  Transformirte' 
(Differentialgleichung)  einer  vorgelegten  Differentialgleichung,  Sie  ^^ 
insofern  hierher,  als  die  Lösungen  der  vorgelegten  Differentialgleichnfig ^' 
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stellbar  sind  durch  bestimmte  Integrale  auf  gewissem  Weg  erstreckt  Aber 
die  Lösungen  ihrer  Laplace'schen  Transformirten.  Sie  giebt  auch  Kriterien 
für  die  Convergenz  der  Normalreihen  und  f&hrt  zu  „asymptotischen^ 
Darstellungen  der  Integrale  durch  divergente  Reihen,  Shnlich  wie  dies 
bei  der  Stirling*schen  Reihe  der  Fall  ist  —  Einige  der  Entwickelungen, 
die  zur  Einführung  der  Laplace*schen  Transformirten  dienen  (Nr.  108, 
109  und  zum  Theil  112),  würden  wir  ihres  Charakters  wegen  lieber  an 
früheren  Stellen  des  Buches  eingeordnet  sehen. 

VIII.   Berechnung  der  Fundamentalsubstitutionen   für 
Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten. 

Zur  Losung  der  zu  Beginn  des  vorigen  Abschnittes  gestellten  Aufgabe 
werden  noch  andere  Hilfsmittel  gelehrt,    welche  nur  die  Entwickelung  der 
Integrale  in  der  Umgebung  der   einzelnen  Stellen,    bezw.  in  einem  Kreis- 
ring voraussetzen.    Dahin   gehört   zun&chst   der  Ausdruck    zweier   Funda- 
mentalsysteme   (die    in    der  Umgebung  von  regulären  Stellen  giltig  sind) 
durcheinander,  eine  Aufgabe,  die  durch  Abbildung  auf  den  Fall  zurück- 
geführt   wird,    dass    beide    Convergenzkreise    in  einander  greifen.*     Des 
Weiteren   bedarf  es   sodann    noch    der    Kenntniss    der   „Fundamental- 
substitutionen'', das  heisst  deijenigen  Substitutionen,  welche  irgend  ein 
bestimmtes   Fundamentalsystem    bei   einfachen  umlaufen  um  die   einzelnen 
(„wesentlich"  oder  —  wie  wir  sagen  würden  —  „wirklich **)  singulären  Punkte 
erleidet.    Ausser  den  für  deren  Berechnung  bereits  gelehrten  Methoden  wird 
noch  die  im  Allgemeinen   mehrdeutige  Bestimmung   der  Fundamentalsub- 
stitotionen  durch  eine  hinreichende  Zahl  von  „ Fundamentalinvarianten" 
gegeben.     Dies   sind   die    Coefficienten    der   Fundamentalgleichungen.     Sie 
hängen   lediglich    von   den  Parametern    der  Coefficienten   der   Differential* 
gleichung,    nicht   wie   die   Fundamentalsubstitutionen   auch  noch  von  den 
Anfsngswerthen    des   zu  Grunde  gelegten  Fundamentalsystems  ab.    Da  bei 
einer  Differentialgleichung   der  Fuchs 'sehen  Klasse  die   zu  den  einzelnen 
singnlilren  Punkten   gehörigen  Fundamentalgleichungen,  also  auch   die  aus 
ihnen   entspringenden  Fundamentalinvarianten   leicht  zu  bilden  sind,    ihre 
Zabl  aber  (im  Allgemeinen)  zur  Bestimmung  der  Fundamentalsubstitutionen 
noch    nicht   hinreicht,    kommt    hier    noch    die    Berechnung   einer   Anzahl 
sogenannter   «üebergangssubstitutionen"   in  Frage,    das    heisst  der 
Coefficientensysteme,  die  ein  zu  einem  singulftren  Punkt  gehöriges  Funda* 
mentalsystem  durch  das  zu  einem  anderen  gehörige  bei  bestimmtem  üeber- 
gangsweg    ausdrücken.    Dies    geschieht    zum  Theil    mit   Hilfe   einer   Ab- 
bildung, die  sich  des  sogenannten  Fuchs'schen  „Orenzkreises**  bedient. 
Endlich  wird  die  Aufstellung  der  Fundamentaiinvarianten  und  Fnndamental- 


*  S.  430  Z.  16  ist  hinter  „  Ableitungen'*  hinsuzufSgen  „mit  beliebiger  Ge- 
nauigkeit". 

Uist-Ut.  Abth.  d.  Zeitoohr.  f.  Mftth.  u.  Phjrt.  40.  Jahrg.  1895. 5.  Heft.  1 4 
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substitntionen  bei  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnniig,  die  da 
üebergangssnbstitationen  speoiell  bei  der  Gaus  Büschen  Differentialgläebofig 
durchgeführt  ^ 

Durch  die  vorstehende  kurze  Skizzirung  hoffen  wir  eine  angenfiherte  Vor- 
stellung Yon  dem  reichen  Inhalt  des  Werkes  gegeben  zu  haben.  Die  üeber- 
sieht  über  diesen  Inhalt  wird  erleichtert  durch  die  Eintheilung  des  Gtuuen 
in  fortlaufende,  mit  üeberschriften  versehene  Artikel  und  das  aus  jenes 
zusammengesetzte  Inhaltsverzeichniss.  Dasselbe  giebt  gleichzeitig  in  aosser- 
ordentlich  sorgfältiger  und  eingehender  Weise  die  einschlSgige  Litentor 
bei  jedem  einzelnen  Artikel.*  Diese  recht  zweckmässige  Einrichtung  ist 
aber  noch  einer  erheblichen  Verbesserung  fähig,  die  ebensowohl  im  Inteie^ 
des  Autors  als  in  dem  des  Lesers  Iftge.  Es  ist  mitunter  —  falls  maa  das 
nicht  zuftllig  anders  woher  weiss  —  gänzlich  unmöglich  zu  erkennen,  asf 
welchen  Theil  des  Inhaltes  eines  Artikels  sich  die  einzelnen  Litentir- 
angaben  beziehen.  Wir  möchten  deshalb  dem  Yerfosser  nahe  l^gen,  wo- 
möglich schon  im  zweiten  Band  seines  Werkes,  die  Stellen  im  Text,  u 
welche  eine  Literaturangabe  anschliesst,  mit  kleinen  Ziffern  zn  verediei, 
die  dann  im  Literaturverzeichniss  an  entsprechender  Stelle  wiederkehren 
Wo  dies  bei  der  älteren  Literatur  Schwierigkeiten  machen  sollte,  weil  sk 
sich  nicht  auf  einen  einzelnen  angebbaren  Punkt  bezieht,  könnte  diese  ji 
im  Anschluss  an  die  üeberschrift  des  Artikels  gemeinsam  citiri  werdo. 
Es  würde  auf  diese  Weise  auch  noch  deutlicher  hervortreten,  was -als  da 
Verfassers  geistiges  Eigenthum  zu  betrachten  ist. 

Endlich  muss  noch  bemerkt  werden,  dass  das  Buch  ftbr  jeden,  ds 
über  eine  gewisse  Gewandtheit  in  der  Functionentheorie  -verfolgt,  £iss 
überall  ohne  Schwierigkeit  zu  lesen  ist.  Alle  nur  einigermassen  nieht  mS^ 
täglichen,  ausserhalb  liegenden  Hilfsmittel  werden  in  sehr  ansprecheiiöer 
Form  vor  ihrer  Verwendung  mitgetheilt.  Ja,  mitunter  hat  der  Verfasser 
eine  allzu  geringe  Meinung  vom  Leser:  die  Bemerkung  unter  den  Berich- 
tigungen zu  Seite  143 — 145  stellt  geradezu  eine  Injurie  für  denaelben  dv! 

Für  den  vorgeschrittenen  Leser  wird  das  Buch  eine  Quelle  reichster 
Anregung  bilden. 

Auf  Grund  aller  dieser  Vorzüge  dürfen  wir  dem  Erscheinen  des  zweta 
Bandes,  der  nach  der  hier  entwickelten  allgemeinen  Theorie  im  Wesest- 
liehen  lineare  Differentialgleichungen  unter  speciellen  Voraassetsanger. 
sei  es  über  die  Goeffioienten ,  sei  es  über  die  Integrale,  behandeln  soll, 
mit  freudigster  Spannung  entgegenblicken,  inzwischen  aber  das  Siadias 
des  vorliegenden  ersten  Bandes  auf  das  Eindringlichste  empfehlen! 


*  Bei  den  Gitaten  zu  Nr.  42  ist  noch  hinzuzuf9gen:  „Koebler,  Seitaebe** 
für  Mathematik  und  Physik,  88.  Bd.  S.  281  flg.<' 

Lothar  HcFFTsa. 
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Lehrbueh  der  Algebra.    Von  Hbinbiob  Webbb,  Professor  der  Mathematik 
an  der  UniTorsitit  Göttingen.   In  zwei  Binden.  Erster  Band.  Brann- 
schweig  1895.    Vieweg.    XY  und  653  8. 
In  der  neueren  algebraischen  Lehrbachliteratur  hat  die  Theorie  der 
algebraischen   Gleichungen    nicht    gleichen   Schritt   gehalten  mit    anderen 
Theilen,  wie  der  Theorie  der  Determinanten,  der  linearen  Substitutionen  etc. 
Die   Entstehungszeit   der   Bücher,   auf   welche  man  fttr   die   Theorie   der 
algebraischen  Gleichungen  bis  vor  Kurzem  der  Hauptsache  nach  angewiesen 
war,   vor  allem  der  Werke  von  Serret,    C.Jordan  u.  A.,  liegt  gegen* 
wärtig  schon  ein  wenig  zurück.    Die  Gleichungstheorie  ist  inzwischen  nicht 
nur  in  vielen  Einzelheiten  weiter  ausgereift,  sondern  es  haben  auch  prin- 
cipielle  Auffassungen    durch  Hereinnahme    neuer  Gesichtspunkte  ein  stark 
verändertes  Aussehen  gewonnen.    Zwar  giebt  natürlich  die  Theorie  der  Per- 
mutationsgruppen, welche  zumal  auch  schon  in  dem  Jordanischen  Werke 
mit  grosser  Ausführlichkeit  behandelt  ist,  die  wesentlichste  Grundlage  der 
Gleichungstheorie  ab.    Aber  daneben  haben  die  arithmetischen  Schöpfungen 
Dedekind's  und  Kronecker's  auch  in  der  Algebra  mehr  und  mehr  Boden 
gewonnen  und  müssen  in  einer  erschöpfenden  Darstellung  vom  gegenwärtigen 
Stande  der  Theorie  der  Gleichungen  entsprechend  zur  Wirkung  kommen. 
In  diesem  Sinne  ist  es  freudig  zu  begrüssen,   dass  Herr  H.  Weber, 
der  nicht  nur  einer  der  ersten  Kenner  der  modernen  Arithmetik  und  Algebra 
ist,    sondern   auch   als   selbständiger   Forscher   an    der  Fortentwickelung 
dieser  Disciplinen   den  lebhaftesten  Antheil  genonunen  hat,  eine  moderne 
Darstellung  der  Theorie  der  Gleichungen  zu  liefern  unternommen  hat.    Das 
auf  zwei  Bände  geplante  Werk  soll  möglichst  von  den  Elementen  ab  und, 
ohne  eingehende  Einzelkenntnisse  nach  irgend  einer  Richtung  vorauszusetzen, 
zu    dem  jetzt   erreichten    Stande   der  Entwickelung    hinführen.     Der   vor 
Kurzem  erschienene  erste  Band  enthält  folgende  Theile  des  gesammten  Stoffes: 
In   einer  Einleitung   bespricht  Weber    zunächst  den  Zahlbegriff  und 
speciell  den  Begriff  der  irrationalen  Zahlen  in  der  von  Herrn  Dedekind 
begründeten  Auffassungsweise,  wie  sie  von  letzterem  in  der  bekannten  Schrift 
„Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen*^  dargestellt  ist.    Die  Einleitung  hat  den 
Sinn,    das  Fundament  der  späteren  Entwickelungen  in  abstracter,  begriff- 
licher Weise  zu  legen.    Doch  wird  auf  die  Möglichkeit  geometrischer  Inter- 
pretationen schon  hier  hingewiesen  und  solche  werden  auch  in  der  Folge 
des  öfteren  verwendet. 

Die  Eintheilung  ist  nun  so  getroffen,  dass  der  ganze  erste  Band  in 
drei  Bücher  zerfällt,  welche  „Die  Grundlagen'',  |,Die  Warzeln**  und  «Die 
algebraischen  Grössen^  überschrieben  sind.  Jedes  Buch  zerfällt  seinerseits 
wieder  in  sechs  Abschnitte. 

Die  ersten  Abschnitte  enthalten  wesentlich  einleitende  Betrachtungen. 
Es  gilt  zuvörderst  eine  einfache  Theorie  der  ganzen  rationalen  Functionen 
zu  entwerfen.    Die  Coefficienten   sind   dabei  für  gewöhnlich  unbestimmte 
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Grössen,  werden  jedoch  vielfach  als  rationale  oder  ganze  Zahlen  ange- 
nommen. So  z.  B.  wird  gleich  anfangs  der  bekannte  Satz  von  Gauss  fiber 
Mnltiplication  sogenannter  primitiTer  Functionen  abgeleitet.  Um  für  minder 
vorgerückte  Leser  das  Heranziehen  sonstiger  Lehrbficher  mögliehet  za  et- 
sparen,  hat  Herr  Weber  in  einem  besonderen  Abschnitte  diejenigen  S&Ue 
aus  der  Determinantentheorie  znsammengefasst,  welche  spfiter  zur  Ver- 
wendung kommen  sollen. 

Der  dritte  Abschnitt  ist  dem  Fundamentalsatz  über  Wnnelexisteez 
algebraischer  Gleichungen  gewidmet.  Nach  einigen  einftlhrenden  Pan- 
graphen  wird  7orab  von  Gleichungeu  ungeraden  Grades  mit  reellen  Coeffi* 
cienten,  sowie  von  reinen  Gleichungen  gehandelt;  und  im  Ansehloes  daran 
wird  die  LGsung  der  cubischen  und  biquadratischen  Gleichungen  daiwiadsei 
gefügt.  Sodann  wird  der  Fnndamentalsatz  in  voller  Allgemeinheit  durch  die 
bekannte  Deduction  bewiesen ,  welche  sich  im  Wesentlichen  auf  die  Stetigkdt 
der  ganzen  Functionen  und  auf  die  Existenz  einer  unteren  Grenze  bei  einem 
System  reeller  Zahlen  stützt,  die  alle  grösser  als  eine  angebbare  Zahl  siiid. 
Hier  vor  allem  bewähren  sich  die  Entwickelungen  der  Einleitung  sum  Zwe^ 
einer  vOllig  scharfen  Beweisführung.  Ein  zweiter,  in  der  Hauptsache  von  Lip- 
schitz  herrührender  Beweis  des  Fnndamentalsatzes,  sowie  der  Beweis  der 
stetigen  Abhängigkeit  der  Wurzeln  von  den  Coefficienten  besohlieeaen  den 
Abschnitt 

Die  drei  folgenden  Abschnitte  gipfeln  in  der  Darstellung  von  Her- 
mite's  Behandlung  der  Tschirnhausen-Transformation.  Es  sind  freiließ 
zumal  da  Hermite*s  Theorie  auf  invarianten -theoretischen  Prinoipien  be- 
ruht, vorab  erst  noch  mehrfache  Vorbereitungen  zu  treffen,  die  auch  chat- 
hin  nicht  fehlen  dürfen.  Einmal  nämlich  werden  die  Principien  der  Theorie 
der  symmetrischen  Functionen,  sowie  das  Eliminationstheorem  von  Bezont 
entwickelt.  Sodann  gilt  es  vor  allen  Dingen,  Anschluss  an  die  linean 
Invariantentheorie  zu  gewinnen.  Die  Entwickelung  zeigt  hierbei  insof« 
einen  arithmetischen  Charakter,  als  zumeist  auch  auf  Bationalitftt  bez.  Gau* 
zahligkeit  der  Coefficienten  Nachdruck  gelegt  wird.  Den  AufCaasnngen  der 
Invariantentheorie  gemäss  tritt  nun  an  Stelle  der  Gleichung  f(x)sszO  bet 
der  Function  f{x)  die  Form  ^;  und  es  ist  dann  der  im  Mittelpunkt  von 
Hermite's  Behandlung  der  Tschirnhausen-Transformation  steheade 
Satz,  dass  die  Coefficienten  der  transformirten  Form  Simultan -Invanamec 
der  ursprünglichen  Form  n****  Grades  und  einer  gewissen  Form  (n^Tf^ 
Grades  T  sind.  Dieser  Hermite*sche  Satz  erweist  sich  für  die  Tsehira- 
h au sen -Transformation  der  cubischen  und  biquadratischen  Oleichus^ 
bereits  als  ausreichend.  Für  den  allgemeinen  Fall  ist  die  UntemduBg 
formal  erst  noch  weiter  zu  entwickeln,  wobei  die  von  Sylvester  ab 
Bezoutiante  bezeichnete  Covariante  zur  Verwendung  kommt.  Die  Th§or> 
wird  am  Beispiel  der  Gleichungen  fünften  Grades  vollständig  durd^geffthrt; 
dabei  wird  die  Gleichung  fünften  Grades  sogleich  als  Hauptgleiehuag  (aa^ 
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Klein)  angenommen,  nnd  letztere  wird  dnrch  eine  Transformation,  die 
als  einzige  Irrationalität  die  Quadratwurzel  ans  der  Discriminante  besitzt, 
auf  eine  Normalform  mit  nur  einem  Parameter  UbergeftÜirt. 

Im  folgenden  Buche  „Die  Wurzeln '^  stehen  die  Oleichungen  mit  reellen 
Coefficienten  Toran.  Es  wird  zuvOrderst  eine  Bealitfttsdiscussion  der  Wurzeln 
durchgeführt,  wobei  für  den  allgemeinen  Fall  eine  erneute  Anwendung  der 
Bezoutiante  stattfindet.  Speciell  im  Falle  der  biqnadratischen  Gleichungen 
wird  eine  interessante  geometrische  Betrachtung  gegeben  auf  Grundlage  der 
hier  eintretenden  Discriminantenfläche,  auf  welche  zuerst  Eronecker 
hinwies. 

Besonders  inhaltreich  ist  der  den  Sturm'schen  Functionenketten  ge- 
widmete Abschnitt,  vermOge  deren  das  Problem  behandelt  wird,  die  Anzahl 
der  Wurzeln  zwischen  gegebenen  Grenzen  anzugeben.  Der  allgemeinen 
Theorie  werden  zwei  specielle  Beispiele  8  türm 'scher  Ketten  vorausgesandt; 
einmal  sind  es  die  Eugelfunctionen  erster  Art,  welche  hierher  gehOren, 
sodann  eine  Kette,  welche  in  der  Theorie  der  säcularen  Störungen  der 
Planeten  eine  Bolle  spielt  Für  die  allgemeine  Behandlung  des  Sturm'schen 
Problems  sind  wieder  die  Schöpfungen  Her  mite 's  leitend  gewesen.  Es 
ist  aber  besonders  dankenswerth ,  dass  Herr  Weber  an  dieser  Stelle  die 
Kronecker 'sehe  Gharakteristikentheorie  wenigstens  in  einem  einfachen 
Falle  durchfuhrt  und  auf  das  Problem  der  Einschliessung  der  complezen 
Wurzeln,  sowie  auf  den  ersten  Gauss'schen  Beweis  des  Fundamentalsatzes 
anwendet.  Die  Charakteristikentheorie  verfolgt  fOr  Gleichungssysteme  mit 
beliebig  vielen  Variabeln  dasselbe  Ziel,  wie  der  Sturm 'sehe  Satz  für 
Oleichungen  mit  einer  unbekannten.  Die  Durchführung  bezieht  sich  auf 
den  Fall  zweier  Veränderlichen  und  damit  auf  den  Schnitt  ebener  Gurren. 

Die  folgenden  Abschnitte  sind  den  bekannten  älteren  Theoremen  von 
Budan-Fourier,  Newton,  Descartes  u.  s.  w.,  sowie  den  Begeln  zur 
angenäherten  Berechnung  der  Wurzeln  gewidmet.  Erwähnt  sei  eine  von 
Klein  herrtthrende  geometrische  Abzahlung  der  reellen  Wurzeln,  welche 
zu  einer  Yergleichung  der  erstgenannten  Theoreme  benutzt  wird. 

Einen  wesentlich  neuen  Charakter  gewinnt  die  Darstellung  duroh  Heran- 
ziehung der  Kettenbrttche  zur  angenäherten  Berechnung  der  Wurzeln.  Herr 
Weber  ergreift  hier  die  Gelegenheit,  um  etwas  principieller  auf  die  Theorie 
der  Kettenbrüche  einzugehen.  Dieselbe  wird  in  der  That  ausgestaltet  zn 
einer  Theorie  der  linearen  ganzzahligen  Substitutionen  der  Determinanten 
+  1 ,  an  welche  sich  in  verkappter  Form  eine  Theorie  der  Aequivalenz 
und  Beduction  der  ganzzahligen  binären  quadratischen  Formen  schliesst. 
Doch  wird  dabei  zumeist  nicht  ezplicit  von  den  Formen  gesprochen,  son- 
dern nur  von  äquivalenten  Zahlen,  welch  letztere  als  Wurzeln  der  den 
Formen  entsprechenden  Gleichungen  anzusehen  sind.  Eine  über  das  Formale 
hinausgehende  Umgestaltung  gewinnt  hierdurch  die  Theorie  der  Aequivalenz 
tind  Beduction  nicht.    Die  Anwendung  der  Theorie  der  Kettenbrüche  zur 
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nomerischen  Anf  lösung  der  Gleichungen  wird  in  den  beiden  leisten  Para- 
graphen des  elften  Abschnitts  behandelt 

Anch  im  letzten  Abschnitt  des  zweiten  Baches,  , Theorie  der  Einheite- 
wnrzeln'  überschrieben,  bleibt  zumeist  der  arithmetische  Charakter  der 
Darstellung  erhalten.  Es  kommen  hier  nur  erst  einige  einführende  De- 
finitionen, sowie  die  Irreducibilitftt  und  die  Discriminante  der  Kreistheilunga- 
gleichung  zur  Behandlung.  Gegen  Ende  des  Abschnitts  folgen  Entwickel- 
ungen  über  Multiplication  der  Kreisfunctionen.  Zwischendurch  sind  zahlen- 
theoretische  Entwickelungen  eingeschaltet  (ttber  Lösung  von  Gongruenzen 
höheren  Grades,  Potenzreste,  primitive  Wurzeln,  Indices,  quadratische 
Beste  und  dergl.),  welche  nur  mittelbar  mit  der  üeberschrift  des  Abschnittes 
zusammenhftngen,  die  aber  doch  später  gebraucht  werden  und  an  anderer 
Stelle  nicht  gut  untergebracht  werden  konnten« 

Im  dritten  Buche  j,Die  algebraischen  GrOssen*  liefert  Herr  Weber  auf 
Grundlage  der  Dedekind*schen  Körpertheorie,  sowie  der  Theorie  der  Per- 
mutationsgruppen, eine  interessante  Darstellung  der  Galois 'sehen  Gleichungs- 
theorie; und  hier  ist  es  eben,  wo  durch  die  Hereinnahme  der  Eörpertheorie 
ein  neues  und  wichtiges  Fundament  gegenüber  den  früheren  Darstellungen 
gewonnen  wird. 

Ein  erster  Abschnitt  des  dritten  Buches  trBgt  die  üeberschrift  „Die 
Galois 'sehe  Theorie  **.  Jedoch  handelt  es  sich  hier  noch  keineswegs  um 
endgiltigen  theoretischen  Einblick  in  den  Auflösungsprocess  einer  Gleidiong, 
den  man  als  den  Haupterfolg  der  von  Galois  ergriffenen  gruppen- 
theoreüschen  Wendung  und  demnach  als  den  Hauptinhalt  der  Galois- 
schen  Theorie  anzusehen  pflegt*  Es  -  erfordert  dieser  Gegenstand  vielmehr 
erst  mannigfiache  Vorbereitungen.  Demgegenüber  gilt  es  hier  zun&chst,  den 
EOrperbegriff  in  Allgemeinheit,  sowie  sodann  in  seinem  engeren  fDr  die 
Algebra  in  Betracht  kommenden  umfange  zu  discutiren.  Dabei  rüekt 
dann  vor  allem  der  Begriff  des  Normalkörpers  in  den  Mittelpunkt  der  Be- 
trachtung. Die  Gewinnung  der  Galois'schen  Besolvente  einer  Gleichung 
gestaltet  sich  nun  einfach  und  durchsichtig.  In  den  früheren  Darstellungen, 
welche  zumeist  unmittelbar  an  die  Theorie  der  Permutationsgmppen  an- 
knüpfen, ist  die  Aufstellung  der  Galois 'sehen  Besolvente  bei  allen  solchen 
Gleichungen,  die  einen  Affect  haben,  umstftndlicher,  da  die  Prftmissen  be- 
treffs des  BationalitStsbereiches  weniger  in  den  Vordergrund  gerückt  er- 
scheinen als  hier.  Der  Anschluss  an  die  Gruppentheorie  wird  im  zweiten 
Theile  des  in  Bede  stehenden  Abschnitts  genommen.  Für  weiteigehendes 
Studium  der  KOrpertheorie  ist  übrigens  Dedekind's  eigene,  durch  Schärfe 
und  Allgemeinheit  gleichermassen  bewunderungswürdige  Darstellung  in 
der  vierten  Auflage  von  „Dirichlet's  Vorlesungen  über  Zahlentheorie* 
S«  452  fig.  zu  empfehlen. 

Im  folgenden  (vierzehnten)  Abschnitt  wird  nunmehr  auf  Grundlage 
einer  allgemeinen  Theorie  der  Permutationsgruppen  die  Galois 'sehe  Auf- 
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fassung  vom  Annösungsprocess  der  Oleichnngen  entwickelt.  Die  hier  be- 
fürwortete BezeichnangBweise  ist  einheitlich  nnd  zweckmässig  gewählt, 
weicht  übrigens  von  der  sonst  Ablieben  Terminologie  in  einigen  Punkten 
ab:  statt  Ordnung  einer  Gruppe  wird  Orad  gesagt,  die  Untergruppen 
heissen  Theileri  gleichberechtigte  und  ausgezeichnete  Untergruppen  werden 
conjugirte  Theiler  und  Normaltheiler.  Der  ganze  Abschnitt  gipfelt  natttrlich 
in  dem  grossen  Theorem  über  Beduction  der  Oalois'schen  Gruppe  durch 
A4Junction  natürlicher  Irrationalitäten  und  damit  über  die  Auflösung  der 
Gleichung  durch  Lösung  einer  Kette  zugehöriger  Besolventen. 

Die  cubischen  und  biquadratischen  Gleichungen  ordnen  sich  nun  leicht 
ein.  Darüber  hinaus  werden  die  AbeTschen  Gleichungen |  das  heisst  die 
irredncibeln  Gleichungen  mit  commutativer  Gruppe  behandelt.  Sie  werden 
in  bekannter  Weise  auf  cyklische  Gleichungen  reducirt,  während  die  Lösung 
der  letzteren  durch  die  Besolventen  von  Lagrange  auf  die  Auflösung  reiner 
Gleichungen  zurückgeführt  wird. 

Nun  folgt  die  Besprechung  des  classischen  Beispiels  der  Ereistheilungs- 

gleichungen.    Bei  Gelegenheit  der  s-C«— 1)-  und  j(n— l)-gliedrigen  Perioden 

fügt  Herr  Weber  Ezcurse  über  die  Körper  ganzer  complexer  Zahlen  der 
Gestalten  a  +  hQ  und  a  +  hi  an. 

Im  siebzehnten  Abschnitt  wird  das  Hauptproblem  der  überkommenen 
Algebra,  die  Frage  nach  der  Auflösbarkeit  der  Gleichungen  durch  Wurzel- 
zeichen behandelt  Die  allgemeine  Galois'sche  Theorie |  sowie  die  voran- 
gegangene Behandlung  der  Ab  ersehen  Gleichungen,  geben  die  Lösung  des 
Problems  in  der  bekannten  Gestalt  durch  Eigenschaften  der  Galois*schen 
Gruppe  der  Gleichung.  Herr  Weber  schlägt  bei  dieser  (Gelegenheit  für  die 
durch  Wurzelziehungen  lösbaren  Gleichungen  in  Erweiterung  einer  Kron- 
ecker*schen  Benennung  den  Namen  der  metacyklischen  Gleichungen  vor. 
Aus  der  Einfachheit  der  alternirenden  Gruppe  für  n  >  4  folgt  sodann 
Abers  bekannter  Satz  über  Nichtauflösbarkeit  der  , allgemeinen^  Gleich- 
ungen vom  fünften  und  höheren  Grade.  Doch  verdient  sehr  bemerkt  zu 
werden,  dass  die  Allgemeinheit  der  Coefficienten  hier  näher  erörtert  wird, 
indem  nämlich  der  sehr  interessante  Satz  bewiesen  wird,  dass  es  bei  jedem 
Primzahlgrade  unendlich  viele  affectlose  Gleichungen  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten giebt.  Eine  weitere  Durchbildung  findet  die  Theorie  der  meta- 
cyklischen Gleichungen  vom  Primzahlgrad  n,  worauf  sich  Galois*  eigene 
Untersuchungen  beziehen.  Die  Substitutionen  der  Galois*8chen  Gruppe 
kann  man  dadurch  bewerkstelligen,  dass  man  auf  die  unteren  Indioes  0 
der  Wurzeln  o;,  der  Gleichung  alle  modn  incongruenten  Substitutionen 
(0,  ag  +  h)  mit  ganzzahligen  Coefficienten  a  und  h  ausübt  Diese  besonders 
zugängliche  Gestalt  der  Gruppe  gestattet  ohne  Schwierigkeit  die  Durch- 
bildung einer  eingehenden  Theorie  fdr  den  Fall  eines  Primzahlgrades; 
SpecialausfClhrungen  werden  für  n  =  5  gegeben. 
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Den  Beschluss  des  ersten  Bandes  bildet  die  Besprechung  des  ProblemSy 
alle  metacykliscben  Gleichungen  vom  Primzahlgrad  wirklich  anfznstellen. 
Bekanntlich  ist  dies  Problem  von  Eronecker  in  der  Weise  gelöst,  dass 
er  die  Gestalt  der  Wnraeln  aller  Gleichungen  vom  Primzahlgrad  charakterisirt, 
welche  in  einem  gegebenen  Körper  metaoyklisch  werden.  Auf  Grundlage 
der  Structur  der  metacykliscben  Gruppe  lassen  sich  die  fraglichen  Wurzeln 
ohne  besondere  Schwierigkeit  in  einem  geschlossenen  Ausdrucke  angeben. 
Am  Beispiel  i»  b=  5  werden  auch  hier  wieder  die  allgemeinen  Sfttie 
illustriri 

Das  erneute  Eingreifen  der  Arithmetik  an  dieser  Stelle  fahrt  zu 
weiteren  wichtigen  Fragestellungen,  die  jedoch  für  den  zweiten  Band  vor- 
behalten bleiben«  Die  Frage  nach  Eigenart  und  umfang  der  metacyklischen 
Gleichungen  mit  rationalen  GoefficienteU)  mit  Coefficienten  aus  einem 
quadratischen  Körper  u.  s.  w.  treten  nun  auf.  Auch  hier  sind  es  wieder 
die  bewunderungswürdigen  Schöpfungen  Kronecker's,  denen  wir  eine 
wenigstens  theilweise  Klärung  dieser  Probleme  danken.  Die  Behandlung 
der  metacyklischen  Gleichungen  mit  rationalen  Coefficienten  nimmt  Herr 
Weber  für  den  zweiten  Band  bestimmt  in  Aussicht.  Auch  über  das  gleiche 
Problem  in  quadratischen  Körpern,  welches  mit  der  complexen  Multiplieation 
der  elliptischen  Functionen  aufs  Innigste  zuaanmienhftngt,  besassKroneoker 
ein  Theorem,  analog  demjenigen  des  rationalen  Falles,  wie  aus  einem  erst 
neuestens  publicirten  Briefe  Kronecker*s  an  Dedekind  hervoigeht.  Viel- 
leicht gelangt  auch  dieser  Gegenstand  im  Verlaufe  des  zweiten  Bandes  zur 
Untersuchung,  B,  Frxokb. 

Yorleinngeii  ans  der  analytiBohen  Geometrie  der  Kegelschnitte  von 
S.  GuNDBLFiMGBB.  Herausgegeben  von  F.  Dihgbldbt.  Leipzig  1895* 
B.  G.  Teubner.  VIII  und  434  8.  Mit  Figuren  im  Texte. 
An  Werken  über  die  analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte  haben 
wir  keinen  Mangel,  indessen  behandeln  sie  meist  nur  die  elementaren 
Theile  der  Kegelschnittlehre.  Von  nicht  elementaren  Werken,  wie  Hesse'a 
sieben  Vorlesungen;  C  leb  seh -Lindemann 's  Vorlesungen  über  Geometrie 
und  8almon*Fiedler*s  Kegelschnitte,  ist  es  nur  das  letztgenannte,  welches 
es  sich  zur  Aufgabe  macht,  die  Theorie  der  Kegelschnitte  ausschliesslich 
und  umfassend  zu  behandeln.  Bei  einem  Vergleiche  des  zu  besprechenden 
Buches,  welches  die  Elemente  der  analytischen  Geometrie  übrigens  als  be- 
kannt voraussetzt,  mit  der  vorhandenen  Literatur ,  kommen  von  den  an- 
gefahrten Werken  nur  die  beiden  letztgenannten  in  Betracht.  Der  hervor- 
stechendste Unterschied  zwischen  ihnen  und  den  Gu n d el f in ger 'sehen  Vor- 
lesungen besteht  nun  darin,  dass  bei  Herrn  Gundelfinger  sämmtliche 
Probleme I  projective  sowohl  als  metrische,  unter  Zugrundelegung  Ton 
Dreiecks -Coordinaten  (projectiven  Coordinaten) ,  also  mit  Benutzung  der  all- 
gemeinsten linearen  Coordinaten  behandelt  werden,  während  bei  metrischen 
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Problemen  von  Cl  eb  seh- Linde  mann  ansscUiesslich  Parallel -Coordinaten, 
▼on  Salmon-Fiedler  bald  Parallel- Coordinaten,  bald  Bpeoielle  Dreiecks- 
Coordinaten  benutzt  werden«  Ansserdem  wird  von  Herrn  Gnndelfinger 
die  Reehnung  so  gefUhrt,  dass  in  jedem  Augenblicke  die  Specialisirung  von 
den  allgemeinen  Dreiecks  •  Coordinaten  zn  besonderen  oder  zu  Parallel -Coordi- 
naten erfolgen  kann,  was  bei  Salm  on  nicht  der  Fall  ist.  So  einleuchtend 
nun  auch  das  Vorgehen  des  Herrn  Oundelfinger  vom  rein  theoretischen 
Standpunkte  aus  erscheint,  so  wird  man  doch  sofort  die  Frage  aufwerfen, 
wie  sich  nun  diese  durchgängige  Anwendung  projectiver  Coordinaten 
praktisch  gestalten  wird?  Wir  sind  ja  gewohnt,  bei  analytischer  Behand- 
lung eines  vorgelegten  geometrischen  Problems  das  passendste  Coordinaten- 
system  zu  wählen.  So  werden  wir  mitunter  auch  bei  metrischen  Pro- 
blemen mit  grossem  Vortheile  Dreiecks -Coordinaten  gebrauchen,  da  uns 
hier  mehr  Anfangsdaten  zur  Verfügung  stehen,  oder  da  die  Dreiecks- 
Coordinaten,  wie  sich  Herr  F.  Klein  gelegentlich  sehr  zutreffend  aus- 
druckt,  grössere  Schmiegsamkeit  als  die  Parallel -Coordinaten  besitzen. 
Wie  aber  ist  es,  wenn  hier  bei  metrischen  Problemen  durchweg  pro* 
jective  Coordinaten  verwandt  werden?  Werden  z.  B.  nicht  schon  die 
Ausdrücke  für  die  Entfernung  zweier  Punkte,  den  Winkel  zweier  Ge- 
raden u.  s.  w.  ungewöhnlich  complicirt  ausfallen?  Schon  eine  flüchtige 
Durchsicht  des  Oundelfinger 'sehen  Werkes  belehrt  uns  vom  Gegentheile. 
Herr  Oundelfinger  hat  es  verstanden,  den  analytischen  Apparat  überall 
so  einzurichten ,  dass  die  Entwickelungen  einfach  und  übersichtlich  werden, 
dabei  sein  bedeutendes  formalistisches  Talent  auf  Beste  bewährend;  derselbe 
weiss  ausserdem  den  Formeln  durchweg  eine  solche  Oestalt  zu  geben,  dass 
die  Beziehung  der  metrischen  Begriffe  zu  den  unendlich  fernen  Elementen  der 
Ebene,  speciell  zum  imaginären  Ereispunktepaar,  besonders  deutlich  hervor- 
treten. Es  wird  sich  Alles  dieses  noch  klarer  zeigen,  wenn  wir  nunmehr 
auf  den  Inhalt  unseres  Buches  näher  eingehen. 

Im  ersten  Abschnitte  desselben  werden  die  fundamentalenEigen- 
schaften  des  einzelnen  Kegelschnittes  entwickelt.  Die  beiden  ersten 
Paragraphen  enthalten  einleitende  Betrachtungen ,  und  zwar  werden  zunächst 
(§  1)  in  der  Ebene  Dreiecks -Coordinaten  in  einer  fär  die  Folge  be- 
sonders geeigneten  und  daher  von  der  üblichen  etwas  abweichenden  Weise 
eingeführt;  als  vortheilhafb  erweist  es  sich  hierbei ,  die  Höhen  des  Funda- 
mentaldreiecks heranzuziehen.  Bei  der  Einführung  der  Linien -Coordinaten 
tritt  ein  Ausdruck  co(U|,  u,,  t«,)  =  00(1«,  u)  auf,  der  in  der  Folge  eine  grosse 
Bolle  spielen  wird;  co(ii,u)  ist  eine  definite  quadratische  Form  mit  ver- 
schwindender Determinante,  und  zwar  stellt^  wie  sich  später  zeigt,  00(1«,  u)  =  0 
die  Gleichung  des  imaginären  Kreispunktepaares  in  Linien- 
Coordinaten  vor. 

Von  speciellen  Dreiecks -Coordinaten  werden  barycentrische  und 
Parallel-Coordinaten  betrachtet. 
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Ersichtlich  handelt  es  sich  in  §  1  mehr  um  rasche  EinfÜhrong  in  den 
Gegenstand,  als  nm  strenge  Begrttndnng  desselben.  Ohne  dass  man  yon 
Yomherein  ein  Coordinaiensjstem ,  am  einfachsten  ein  rechtwinkliges,  in 
Grande  legt,  wird  man  über  gewisse  Schwierigkeiten  hinsichtlich  der  nn- 
endlich  fernen  Elemente  nicht  hinauskommen;  es  sei  dies  besonders  in 
Bezug  auf  die  Specialisirung  von  allgemeinen  Dreiecks  -  Coordinaten  m 
Parallel -Coordinaten  gesagt.  Dieser  üebergang  muss  analytisch  ausgeführt 
werden,  da  fOr  uns  die  unendlich  ferne  Gerade  nur  analytisch  existirt;  so 
kann  z.  B.  von  dem  Abstände  eines  Punktes  von  der  anendlich  fernen 
Geraden  nicht  ohne  Weiteres  gesprochen  werden»  sondern  dies  kann  erst 
auf  Grund  der  unten  für  q  gegebenen  Formel  geschehen.  Ein  nftheres 
Eingehen  auf  diesen  Gegenstand  würde  indessen  hier  zu  weit  führen.  Legt 
man  ferner  von  vornherein  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  das  im 
Texte  ja  doch  gelegentlich  herangezogen  wird,  zu  Grunde,  so  gestaltet  sich 
die  Transformation  der  Dreiecks-Coordinaten  bedeutend  einfocher, 
als  dies  in  §  3  der  Fall  ist.  Der  zweite  Paragraph  bringt  die  Ausdrucke 
für  den  Abstand  q  eines  Punktes  p^y^  y%i  y^  von  einer  Geraden 
u  =  ii|,  u^,  u^  und  den  Winkel  uv  zweier  Geraden  u  und  v.  Um  einen 
Einblick  in  die  Structur  der  Formeln  zu  geben,  mögen  die  betreffenden 
Ausdrücke  hierher  gesetzt  werden;  es  wird 

ff= — i       \    2  ^    cosiuv)^ ^ 


2a.(«,  i>)  = g^     '»,+  •-. 

ist,  und  J>,=J»,»i  +  Ay,  +  fty,  =  0 

die  unendlich  ferne  Gerade  vorstellt.  Wichtig  für  die  Folge  ist  hier  noch 
die  Einführung  des  Normalencentrums  einer  Geraden  ti,  worunter  Herr 
Gundelfinger  den  gemeinsamen  Punkt  aller  Normalen  von  u  versteht; 
seine  Gleichung  ist  offenbar  o)(u,  e)  =  0  in  Linien  -  Coordinaten  v. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  treten  wir  in  die  Untersuchung  des  durch 
eine  homogene  quadratische  Gleichung  f{x^  x)^0  in  Punkt- Coordinaten 
^ii  ^2'  ^  gegebenen  Gebildes  ein  (§4);  dass  dieses  Gebilde  stets  einen 
^ebenen  Schnitt  eines  Kegels  zweiter  Ordnung  vorstellt,  muss  als  aus  der 
Baumgeometrie  bekannt  vorausgesetzt  werden.  Die  Begriffe  ^ Polare', 
, Tangente",  „Mittelpunkt^  und  „Durchmesser'*  werden  eingeführt, 
worauf  eine  vorläufige  Eintheilung  der  Curven  zweiter  Ordnung  hinsicht- 
lich ihres  Mittelpunktes  erfolgt.  Hierauf  wird  die  Eegelschnittgleichnng  in 
Linien  -  Coordinaten  abgeleitet ,  das  Poldreieck  eingeführt ,  und  das  Z  e  r  • 
fallen  des  Kegelschnitts  in  ein  Geradepaar  besprochen.  Interessant 
ist  hier  für  den  Determinanten-Theoretiker  die  Anwendung  der  gerftnderten 
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Determinanten  znr  Darstellung  der  Oleichnng  der  Sobnittpnnkte  einer 
Geraden  mit  einer  Gurre  zweiter  Ordnung  nach  Methoden  von  Herren 
Gundelfinger  und  Aronhold. 

Es  folgen  (§  5)  zu  den  vorhergehenden  dualistischen  Betrachtungen 
und  (§6)  eine  Elassification  der  Kegelschnitte  nach  einer  Methode^ 
die  Herr  Dingeldej  in  der  Einleitung  wohl  mit  Recht  als  neu  bezeichnet: 
Die  Curve  zweiter  Ordnung  f(a;,  a;)sO,  deren  Linien -Coordinatengleichung 
JF(u,  u)  =  0  lautet^  wird  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  p,aO geschnitten. 
Auf  Grund  der  erwähnten  A ronhol d'schen  Untersuchungen  hängt  alsdann 
der  Charakter  unserer  Curve  zweiter  Ordnung  wesentlich  von  dem  Aus- 
drucke F(p,  p)  ab.  Ist  bei  nicht  zer&llender  f{Xy  «)  =  0,  z.  B.  F(p ,  p)  >  0, 
so  stellt  /*(«,«)  =0  eine  Ellipse,  ist  F{p,pX^O^  eine  Hjperbeli  ist 
F(Pi  i>)  ==  0,  eine  Parabel  vor.  Die  Kriterien  fttr  die  Curven  zweiter  Ordnung, 
ebenso  diejenigen  fttr  die  Curven  zweiter  Klasse,  sind  dann  in  Tabellen 
zusammengestellt,  die  an  Vollständigkeit  und  üebersiohtlichkeit  nichts  za 
wttnschen  ttbrig  lassen. 

Der  folgende  Paragraph  (§  7)  behandelt  den  Kreis,  die  imaginären 
Kreispunkte  und  ihre  Beziehungen  zum  Winkel  zweier  Geraden  in 
sehr  eleganter  Ausführung.  Er  enthält  somit  auch  den  Ausdruck  fttr  die 
Entfernung  r  zweier  Punkte  x^  y,  und  zwar  ist 

,         \yxJfXHk 

t.pipl 

WO  rechts  t  eine  Constante  und  der  Zähler  eine  doppelt  geränderte  Deter- 
minante vorstellt,  welch'  letztere  gleich  Null  gesetzt,  die  Gleichung  der 
von  einem  Punkte  y  nach  den  imaginären  Kreispnnkten  gehenden  Geraden 
(des  durch  y  gehenden  circularen  Geradepaares  bei  Herrn  Gundel- 
finger) in  Punkt -Coordinaten  x  liefert. 

Nachdem  in  den  beiden  folgenden  Paragraphen  gewisse  Gleichungen 
mit  nur  reellen  Wurzeln  untersucht  (§  8)  und  der  Invarianten- 
begriff fttr  temäre  Formen  dargelegt  und  an  wichtigen  Beispielen  (Dis- 
criminante,  Hesse'sche  Covariante  u.  s.  w.)  verdeutlicht  worden  ist  (§  9), 
gelangen  wir  zu  dem  Hauptachsenprobleme,  welches  hier  in  eigen- 
artiger, interessanter  Weise  erledigt  wird  (§  10).  Diese  Behandlung 
wird  indessen  nur  ermöglicht  durch  die  vorerwähnten  Untersuchungen 
des  §  8,  welch*  letztere,  ganz  abgesehen  von  ihrer  Anwendung  an  dieser 
und  späterer  Stelle  (§15,  §  18),  an  und  fttr  sich  von  hervorragendem 
Interesse  sind  und  als  eine  glänzende  Leistung  auf  algebraischem  Gebiete 
bezeichnet  werden  müssen.  Hauptachse  einer  Curve  zweiter  Ordnung  ist 
eine  im  Endlichen  gelegene  Gerade»  welche  mit  der  Polaren  ihres 
Normalencentrums   zusammenflQlt;    diese    Heranziehung  des    Normalencen- 
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trams  ist  fdr  die  Behandlung  des  Hauptachsenproblems  bei  Herrn  Onndel- 
finge r  eben  das  Charakteristische.  Ein  weiteres  Eingehen  anf  die  ele- 
gante Methode  muss  sich  Referent  leider  versagen.  Rein  algebraisch  wird 
dabei,  was  noch  besonders  hervorgehoben  werden  möge,  das  Problem 
erledigt;  zwei  quadratische  temitre  Formen  f{x^  x)  nnd  o)(u,  u)  mit  contra- 
gredienten  Veränderlichen  gleichzeitig  in  eine  Summe  von  Quadraten 
(bez.  auf  eine  canonische  Form)  linear  zu  transformiren ,  allerdings  aber 
nur  für  den  Fall,  dass  a>(u,  u)  eine  singuUtre  quadratische  Form  ist; 
indessen  ist  doch  der  Weg  für  die  Behandlung  des  allgemeinen  Falles  vor* 
gezeichnet.  In  diesem  Paragraphen  wird  schliesslich  eine  nochmalige 
Klassification  der  Kegelschnitte  mittelst  der  Hanptachaen- 
transformation  vorgenommen. 

Von  den  beiden  Schlussparagraphen  des  ersten  Abschnittes  besch&ffcigt 
sich  noch  der  erste  (§  11}  mit  den  wichtigsten  metrischen  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte,  der  zweite  (§  12)  mit  der  Erzeugung  der 
Kegelschnitte  durch  projective  Strahlenbüschel  und  Punkt- 
reihen. Hier  findet  sich  unter  Anderem  ein  hflbscher  Beweis  desPascal- 
schen  Lehrsatzes  durch  eine  einfache  Determinanten -Rechnung. 

Der  zweite  Abschnitt  unseres  Buches  entwickelt  die  Theorie  des  Kegel* 
Bchnittbüschels  und  Kegelschnittnetzes  und  der  zu  diesen  dualen 
Gebilde.  Nach  einleitenden  Bemerkungen  (§  13)  werden  die  gemeinsamen 
Punkte  und  Tangenten  zweier  Curven  zweiter  Ordnung  f^O^  g  =  0 
untersucht,  wobei  gleichzeitig  das  Verhalten  des  durch  die  beiden  Kegel- 
schnitte bestinmiten  Büschels  in  Betracht  gezogen  wird  (§  14),  und  zwar 
wird  der  Ausnahmefall|  dass  det{gf+  ag)  identisch  Null  ist,  eingehend 
berücksichtigt.  Dieser  Paragraph  bringt  noch  die  Transformation 
zweier  Kegelschnitte  auf  das  gemeinsame  Poldreieck  als  Coordi- 
natendreieck,  der  nächste  (§  15)  die  allgemeinen  Eigenschaften  des 
Kegelschnittbüschels  und  zu  dem  Vorhergehenden  Dualistisches.  Es 
werden  dann  die  Haupteigenschaften  der  speciellen  Schaar 

Q(p{u,  u)  +  cm  (m,  w)  =  0 

von  confocalen  Kegelschnitten  aus  den  allgemeinen  Eigenschaften 
abgeleitet 

Der  folgende  Paragraph  (§  16)  erledigt  mittelst  Partialbruchzerlegnng 
die  Transformation  zweier  Curven  zweiter  Ordnung  auf  eine 
besonders  einfache  Form  auch  für  die  Specialftlle,  in  welchen  einfache 
oder  doppelte  Berührung  n.  s.  w.  stattfindet 

Es  folgt  (§  17)  die  geometrische  Deutung  der  Fundamental- 
invarianten des  Kegelschnittbüschels,  wobei  anc^  die  ausartenden 
Kegelschnitte  genügend  berücksichtigt  werden. 
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Im  folgenden  Paragraphen  (§  18)  wird  die  Schaar  confocaler 
Regelschnitte  erneater  Betrachtung  unterzogen.  Der  Charakter  der  con- 
focalen  Schaar  hängt,  wie  gezeigt  wird,  von  den  Wurzeln  der  cubischen 
Gleichung  ^  |-;^^(^^  ^^  ^  ^^^^  ^^j  ^  q 

für  A  ab;  im  allgemeinen  Falle  dreier  verschiedener  Wurzeln  bestehen  die 
Curven  der  Schaar  aus  Ellipsen  und  Hyperbeln,  im  Falle  einer  ?on  Null 
verschiedenen  Doppel wurzel  aus  concentrischen  Kreisen,  im  Falle  einer 
Doppelwurzel  Null  aus  confocalen  Parabeln.  Enthält  die  confocale  Schaar 
auch  nur  einen  Kreis  oder  eine  Parabel»  so  enthält  sie  nur  Kreise  bez. 
Parabeln.  Die  Brennpunktseigenschaften  der  Kegelschnitte 
werden  im  nächsten  Paragraphen  (§  19)  noch  näher  untersucht;  besonders 
interessiren  hier  die  Sätze  Ober  doppelt  berührende  Kreise  eines  Kegel- 
schnitts und  ihre  Beziehung  zu  den  Brennpunkten.  Der  folgende  Paragraph 
(§20)  beschäftigt  sich  mit  einigen  Curven,  welche  zu  einem  Kegel- 
schnittbüschel bez.  zu  einer  Kegelschnittschaar  in  invarianter 
Beziehung  stehen  und  zwar  zunächst  mit  dem  Polkegelschnitt  N 
einer  Geraden  in  Bezug  auf  ein  Büschel  (Kegelschnitt  der  neun  Punkte), 
und  bringt  dann  als  Specialfall  von  N  den  Mittelpunktskegelschnitt 
eines  Büschels.  Dem  Polkegelschnitte  entspricht  dualistisch  eine  Curve 
zweiter  Klasse  N,  welche  umhüllt  wird  von  den  Polaren  eines  Punktes  y 
in  Bezug  auf  eine  Kegelschnittschaar;    ist  diese  Schaar  speciell  eine  con- 

lq>iu,u)+  a)(w,t«)s=0, 

so  ist  N  eine  Parabel,  die  Herr  Gundelfinger  als  Steiner'sche 
Parabel  des  Punktes  y  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  q>{u,u)  =0  be- 
zeichnet; die  Pole  der  Tangenten  der  Steine^^schen  Parabel  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt  (p{u^  k)  =»  0  erfüllen  eine  gleichseitige  Hyperbel.  — 
Am  Schlüsse  dieser  Paragraphen  wird  noch  der  Combinantenbegriff 
erklärt,  und  die  später  noch  eingehender  zu  besprechende  Combinante 

eines  Kegelschnittbüschels  eingeführt. 

Die  Untersuchungen  über  die  Stein  er 'sehe  Parabel  leiten  uns  zu 
solchen  über  Krümmungskreis  und  Evolute  eines  Kegelschnitts  über 
(§  21).  Liegt  nämlich  y  auf  9>(u,  u)  =>  0,  so  berührt  die  Steiner*sche 
Parabel  von  y  in  Bezug  9>(ti|  u)  e=3  0  die  Normale  im  Punkte  y  in  dem  zu 
y  gehörigen  Krümmungsmittelpunkte*  Krümmungskreis  und  Krümmungs- 
mittelpunkt werden  zuerst  allgemein  für  Curven  n^^  Ordnung  oder  &**'  Klasse 
bestimmt,  und  die  Resultate  dann  auf  die  Kegelschnitte  angewandt  Die 
Evolute  eines  Kegelschnitts  ist  im  Allgemeinen  eine  Curve  sechster  Ordnung 
und  vierter  Klasse. 
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Die  Schlttssparagraphen  des  zweiten  Abschnittes  beschSfbigen  sich  in 
der  Hauptsache  mit  den  Netzen  nnd  Geweben  von  Kegelschnitten. 
Znnftchst  werden  die  Hesse'sohe  und  Caylej'sohe  (Hermite'sche)  Carre 
eines  Netzes  eingeführt  and  ihre  geometrischen  Eigenschaften  entwickelt 
(§§22 — 24).  Dass  die  Hesse'sohe  Carve  (Hessiane)  eines  Netzes  anch 
als  Jacobi'sche  CurTe  desselben  bezeichnet  wird ,  hätte  doch  mindestens 
erwähnt  werden  mttssen.  Zwischen  einem  Kegelschnittnetze  nnd  einem  ge- 
wissen Kegelschnittgewebe  findet,  wie  dann  gezeigt  wird  (§  25),  eine  be- 
merkenswerthe  Reciprocitftt  statt,  die  insbesondere  ihren  Ausdruck  darin 
findet,  dass  die  Hessiane  des  Netzes  zugleich  die  Gajlej'sche  Gurre 
des  Gewebes  und  die  Cajlej'sche  Curve  des  Netzes  die  Hessiane  des 
Gewebes  vorstellt.  Wir  kommen  sogleich  auf  diesen  Gegenstand  znrtLek, 
indem  wir  auf  den  Inhalt  des  folgenden  Paragraphen  (§  26)  eingehen ,  in 
welchem  die  conjugirten  linearen  Kegelschnittsjsteme  behandelt 
werden.  In  diesen  Schlussparagraphen  handelt  es  sich  im  Wesentlichen 
darum,  die  betreffenden  Theorien  in  ihren  Grundzflgen  soweit  zu  entwickln, 
als  es  für  den  Anhang,  von  welchem  wir  unten  sprechen  werden,  erforder- 
lich ist.  Referent  bedauert  aber,  dass  gerade  auf  die  conjugirten  linearen 
Kegelschnitts jsteme,  die  in  analytischen  Lehrbüchern  nicht  oder  doch  nur 
ungenügend  behandelt  sind,  nicht  näher  eingegangen  worden  ist.  Es  wäre 
auch  Tortheilhaft  gewesen;  den  Begriff  „n-gliedriges  lineares  System*  oder 
ffti-gliedrige  Gruppe  von  Kegelschnitten **  einzuführen,  dann  hätten  die 
Hauptresultate  des  §  26  folgende  einfache  Gestalt  angenommen:  Jeder 
r-gliedrigen  Gruppe  von  Cnrven  zweiter  Ordnung  ist  eine  (6  — r)-gliedrige 
Gruppe  von  Curven  zweiter  Classe  zugeordnet  der  Art,  dass  jeder  Kegel- 
schnitt der  einen  Gruppe,  und  nur  ein  solcher,  conjugirt  ist  zu  sämmüichen 
Kegelschnitten  der  anderen  Gruppe  (r=  1,  2  .  .  .  5).  Im  Specialfalle  r^^S 
erhält  man  ein  Netz  und  ein  zu  ihm  co^jugirtes  Gewebe;  zwischen  beiden 
findet  die  oben  bemerkte  Beciprocität  statt 

Es  folgt  nunmehr  ein  Anhang,  welcher  fost  die  Hälfte  unseres 
Buches  einnimmt.  Derselbe  enthält  zunächst  eine  grosse  Anzahl  von  Auf- 
gaben und  Lehrsätzen,  meistens  von  Herrn  Gundelfinger  herrührend, 
welche  grösstentheils  mittelst  der  im  Haupttheile  entwickelten  Theorien 
gelöst  bezw.  bewiesen  werden  kOnnen.  Die  Lösungen  und  Beweise  sind 
meist  ausführlich  angegeben,  wenn  nicht,  wenigstens  angedeutet.  Unter 
den  Lehrsätzen  finden  sich  viele,  welche  Steiner  (oft  ohne  Beweis)  auf- 
gestellt hat|  und  die  hier  eine  elegante  Behandlung  erfahren,  üeberhaupt 
findet  sich  hier  des  Interessanten  und  Anregenden  eine  grosse  Menge. 

Weiterhin  bildet  dieser  Anhang  eine  Ergänzung  des  Haupttheils, 
indem  Manches,  was  dort  unterdrückt  werden  musste,  darin  zur  Sprache 
kommt.  So  enthält  derselbe  einen  Ezcurs  über  binäre  quadratische 
und  cubische  Formen,  um  dann  die  (sechs)  Curven  von  gegebenen 
Doppelverhältnissen  in  einen  Kegelschnittbüschel  bestimmen  zu  können.    Die 
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Beziehungen  der  drei  harmonischen  und  der  zwei  ftqnianharmonischen 
Carven  des  Büschels  zu  der  schon  erwShnten  Combinante  ^  derselben  sind 
von  besonderem  Interesse.  Der  Ton  Herrn  Onndelfiger  über  ^  ent* 
wickelte  Satz,  wonach  jeder  der  drei  harmonischen  Kegelschnitte  mit  ip 
eine  doppelte  Berühmng  hat,  erinnert  sofort  an  einen  analogen  Satz  über 
eine  gewisse  von  Brioschi  eingeführte  Combinante  ^  des  sjzjgetischen 
Büschels  einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung,  in  der  That  sind  beide 
Combinanten  nach  demselben  Gesetze  j^ebildet.  Weiterhin  verwendet  Herr 
Oundelfinger  tfi  noch  bei  der  Aufstellung  der  Bealit&tskriterien 
für  die  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte;  die  folgenden  Unter- 
suchungen über  Polviereck  und  conjugirte  Kegelschnitte  hätte 
Referent  gern  breiter  ausgeführt  und  mit  den  damit  im  Zusammenhange 
stehenden  Untersuchungen  des  Haupttheils  verschmolzen  gesehen,  worauf 
schon  oben  hingedeutet  wurde.  Von  den  grösseren  Entwickelungen  des  An- 
hangs seien  noch  erwähnt  diejenigen  über  die  Steiner'sche  Curve 
dritter  Klasse  und  vierter  Ordnung,  welche  von  den  Achsen  aller 
Parabeln  umhüllt  wird,  die  ein  gegebenes  Dreiseit  zum  Poldreiseit  haben, 
ferner  die  Behandlung  eines  Aronhold'schen  Integrals  mittelst  der 
Theorie  der  Poldreiecke  und  die  Verallgemeinerung  der  Weierstrass- 
schen  Methode,  elliptische  Integrale  auf  die  Normalform  zu 
reduciren  unter  Benutzung  der  Theorie  der  Kegelschnittbüschel. 

Wie  aus  der  vorstehend  gegebenen  Inhaltsübersicht  hervorgeht,  unter- 
scheidet sich  das  Oundelfinger*sche  Werk  von  den  im  Eingange  er- 
wähnten Werken  vielfach  durch  die  in  ihm  angewandten  Methoden;  es  ist 
eben  die  principielle  Benutzung  projectiver  Coordinaten,  welche  in  vielen 
Fällen  eine  Umgestaltung  der  alten  Methoden  veranlasst,  indem  sie  dazu 
nöthigt,  den  algebraischen  Operationen  eine  allgemeinere  Gestalt  zu  geben. 
Als  Beispiel  hierfür  sei  nochmals  auf  die  Behandlung  des  Hauptachsen- 
problems bei  Herrn  Gundelfinger  hingewiesen.  —  Stofflich  deckt  sich 
der  Inhalt  unserer  Vorlesungen  (im  Haupttheile)  ungefähr  mit  dem ,  was  in 
denen  von  Clebsch-Lindemann  über  Kegelschnitte  gebracht  wird,  üeber 
das  Salmon*8che  Werk  greift  das  Gundelfinger 'sehe  in  einzelnen  Punkten 
hinaus  (vergl.  z.  B.  §  26),  in  anderen  bleibt  es  hinter  jenem  zurück.  Es 
ist  aber  auch  offenbar  nicht  die  Absicht  des  Herrn  Gundelfinger,  in 
seinem  Werke  alle  Theile  des  weitverzweigten  Gebietes  der  Kegelschnitt- 
theorie gleichmässig  und  im  Einzelnen  in  Betracht  zu  ziehen.  Seine  Ab- 
sicht dürfte  vielmehr,  worauf  schon  die  Wahl  des  Titels  schliessen  lässt, 
dahin  gehen,  diejenigen  Methoden  aus  jener  Theorie,  welche  er  in  einer 
Reihe  von  Jahren  in  den  verschiedensten  Zeitschriften  entwickelt,  als  Uni- 
versitätslehrer vorgetragen  und  praktisch  erprobt  hat,  nunmehr  auch 
weiteren  Kreisen  des  mathematischen  Publikums  in  bequemer  Weise  zu- 
gänglich zu  machen.  Niemand,  der  auf  dem  behandelten  Gebiete  thätig 
isti  wird  dem  Studium  dieser  Methoden  eich  entziehen  können. 
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Herr  Dingeldej  hat  die  Herausgabe  dieser  Vorlesungen  mit  an- 
erkennenswerther  Sorgfalt  ausgeführt.  Die  Diction  ist  flieesend,  der  Stoff 
sehr  übersichtlich  angeordnet  und  die  Rechnung  so  gestaltet,  dass  sie  ebne 
Schwierigkeit  verfolgt  werden  kann.  .  Das  Studium  des  Buches  wird  sonadi 
auch  keinem  Studirenden,  welcher  die  nOthigen  Vorkenntnisse  besitzt,  be- 
sondere Schwierigkeiten  bereiten.  Die  benutzte  Literatur  ist  durch  Citate 
hinreichend  kenntlich  gemacht.  Bei  den  Gitaten  ist  das  Ersoheinung^'ahr 
der  betreffenden  Abhandlung  stets  zugefügt,  was  sehr  zu  billigen  und  all- 
gemein zu  empfehlen  ist  Ein  ausführliches  Sachregister  macht  das  Werk 
zu  einem  werthToUen  Nachschlagebuch.  Indessen  sollten  im  Register  nicht 
zu  viele  Dinge  fortlaufend  ohne  Gliederung  unter  denselben  Begriff  gestellt 
sein.  Von  sonstigen  kleinen  Ausstellungen  nur  noch  die,  dass  die  Bezeich- 
nung jps  fQr  ,  , 

schon  Seite  25 ,  nicht  erst  Seite  33  h&tte  erklärt  werden  müssen.  —  Schliess- 
lich werde  noch  hervorgehoben,  dass  unter  den  Aufgaben  und  Sätzen  sieb 
solche  befinden,  welche  theils  von  Herrn  Dingeide y  herstammen,  theils 
von  ihm  auf  Anregung  des  Herrn  Oundelfinger  bearbeitet  worden  sind. 

P.  MüTH. 

6.  HoLZMÜLLEB.  Mcthodisohes  Lehrbuch  der  Elementar -Mathematik. 
Erster  Theil,  nach  Jahrgängen  geordnet  und  bis  zur  Abschlnss- 
Prüfung  der  Vollanstalten  reichend.  VIII  u.  212  S.  2  Mk.  40  Pf. 
Zweiter  Theil,  für  die  drei  Oberklassen  der  höheren  Lehranstalten 
bestimmt.    Leipzig  1894.    B.  G.  Teubner.    VII  u.  273  S.    3  Mk. 

Der  Verfasser,  ein  bekanntes  Mitglied  der  Schulreform -Conferenz, 
giebt  in  dem  vor  uns  liegenden  Lehrbuche  eine  erste  Darstellung  von 
dem  mathematischen  Pensum  der  höheren  Lehranstalten  im  Sinne  jener 
Conferenz.  Referent  hat  das  Buch  mit  eingehendstem  Interesse  gelesen, 
und  es  erscheint  ihm  geboten,  auf  die  Besonderheiten  des  neuen  Lehrbuches 
genauer  einzugehen. 

Im  Vorwort  spricht  es  Verfasser  als  seine  Grundanschauung  aus,  dass 
bei  einem  Lehrbuche  eine  einfache  und  naturgemässe  Entwickelung  einer 
lückenlosen  systematischen  Darstellung  vorzuziehen  sei.  Weiter  heiest  es 
in  dem  Begleitwort  zu  dem  ersten  Theile,  dass  „es  eigentlich  nicht  tadehur 
werth  ist,  wenn  ein  Lehrbuch  einmal  etwas  Neues  bringt  und  aus  dem  alt- 
gewohnten Geleise  heraustritt*.  Sicher  nicht,  so  lange  die  unabweisbare 
Forderung  nach  mathematischer  Strenge  überall  befriedigt  wird.  Sehen  wir 
von  einzelnen  Kapiteln  ab,  so  bietet  das  Lehrbuch  in  der  That  vieles 
Gelungene.  Allerdings,  manches  von  dem,  was  Verfasser  vielleicht  als 
seinem  Lehrbuch  eigenthümlich  bezeichnet  wissen  will,  findet  sich  schon 
anderswo.    So  der  auf  S.  32  mitgetheilte  kinematische  Beweis  für  den  Satz 
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von  der  Winkelsumme  des  Dreiecks,  z.B.  in  j,H.  Müller»  Die  Elemente 
der  Planimetrie  ',  5.  Aufl.,  Metz  1892,  Scribai  S.  7 ;  der  auf  S.  57  gegebene 
elegante  Beweis  des  Pythagoreischen  Lehrsatzes  in  „Kunze,  Lehrbuch  der 
Geometrie"  I,  3.  Aufl.,  Jena  1873,  Frommann,  S.  86,  87.  Auch  der  Ge- 
danke,  auf  welchen  Verfasser  besonderen  Werth  legt,  den  Congruenzs&tzen 
die  Construction  aus  den  betreffenden  Stücken  vorauszuschicken,  ist  schon 
anderswo,  z.  B.  von  Herrn  H.  Müller  in  dem  citirten  Lehrbuch,  sowie  in  seinem 
„Leitfaden  der  ebenen  Geometrie"  I,  3.  Aufl.,  Leipzig  1889,  B.  G.  Teubner, 
S.  30  zur  Ausführung  gebracht.  Nicht  recht  ersichtlich  ist  es,  weshalb  die 
vier  Aehnlichkeitssätze  in  üblicher  Breite  vorgetragen  werden;  zwei  oder 
drei  wftren  passender  unter  die  Uebungsaufgaben  zu  verweisen. 

In  dem  Begleitwort  zur  Stereometrie  des  ersten  Theiles  erhebt  Ver- 
fasser nachdrücklichst  die  Forderung  nach  correctem  stereometrischen 
Zeichnen  und  stimmt  hierin  mit  Herrn  Martus  überein  (vergl.  dessen 
„Baumlehre  für  h^^here  Schulen^  II,  Bielefeld  und  Leipzig  1892,  Velhagen 
und  Elasing).  Gerade  das  Kapitel  über  Stereometrie  aber  scheint  dem 
Beferenten  nicht  durchaus  einwandsfrei  zu  sein.  So  möchte  sich  Beferent 
erlauben,  gegen  die  alleinige  Anwendung  der  Parallelprojection  Bedenken 
zu  erheben,  Bedenken,  welche  auch  in  dem  Vorwort  zu  dem  „ Leitfaden 
für  den  Unterricht  in  der  Baumlehre  von  H.  Martus",  II,  Bielefeld  und 
Leipzig  1893,  Velhagen  und  Klasing,  einen  Ausdruck  gefunden  haben. 

Was  die  Ausdrucks  weise  anbetrifft,  so  Ittsst  deren  Correctheit  zu  wünschen 
übrig.  Indessen  möchte  die  anerkennenswerthe  Schnelligkeit,  mit  welcher 
das  Lehrbuch  zur  Ausführung  gekommen  ist,  als  Entschuldigung  gelten. 
Damit  die  zweite  Auflage  hierin  Wandel  schaffe,  seien  einige  Belege  mit- 
getheilt.  Auf  S.  14  schreibt  der  Verfasser:  Die  Ebene  ist  eine  Fläche,  bei 
der  jeder  Punkt  gleichen  Abstand  von  zwei  gegebenen  Baumpunkten  hat; 
und  auf  S.  47  wird  sie  als  die  Gesammtheit  aller  Punkte  bezeichnet,  deren 
jeder  von  zwei  gegebenen  Baumpunkten  dieselbe  Entfernung  hat.  Auf  S.  136 
wird  n  ein  Decimalbruch  mit  unendlich  langer  Periode  genannt.  Die  auf 
8.  186  angeführte  trigonometrische  Aufgabe  25)  dürfte  in  der  Wirklichkeit 
wohl  unausführbar  sein.  Dem  Beferenten  fiel  femer  (besonders  bei  der  Auf- 
gabe auf  S.  30)  auf,  dass  die  Meilenbezeichnung  statt  der  jetzt  üblichen  km- 
Bezeichnung  angewendet  wird,  sowie  dass  Verfasser  vermeidet,  neben  senk- 
recht die  Bezeichnungen  lothrecht/und  rechtwinklig  zu  unterscheiden.  Noch 
eine  mehr  subjective  Bemerkung  bezieht  sich  auf  die  Stellung  der  Zahl  n : 
die  unbenannte  Zahl  gehdrt  doch  vor  die  benannte.  Auch  ein  Druckfehler  sei 
hier  mitgetheilt:  Auf  S.  113,  124,  159  ist  die  Null  durch  den  Buchstaben  o 
dargestellt. 

Ein  Wort  noch  über  die  arithmetische  Abtheilnng  des  ersten  Theiles. 
Das  Begleitwort  liefert  hierzu  eine  längere  treffende  Auseinandersetzung. 
Wer  noch  weitere  Belehrung  wünscht,  sei  auf  „O.Beichel,  Darstellung 
der  Grundbegriffe  der  Arithmetik **,  Programm- Abhandung,  Kaiserin  Ang.- 

Hi0t.-lit.  AbtlL  d.  Zeitochr.  f.  Math.  n.  Phjri.  40.  Jalirg.  1896.  6.  Heft.  15 
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Ojmnasiam,  Charlottenbnrg  1882,  anfmerksam  gemaeht.  Bei  dea  qua- 
dratischen Gleichungen  fiel  dem  Referenten  die  anbequeme  Normalform 
a?  -^  ax  +  b  =  0  statt  x^  —  2ax  +  6  »  0  aaf.  Soviel  Aber  den  ersten 
TheUl 

Der  zweite  Band,  dessen  Bedaction  eine  sehr  soxgfUtige  sn  nennen  ist, 
beginnt  mit  dem  Satz  des  Ptolemäos,  aus  welchem  die  Heren* sehe  Inhalts- 
formel hergeleitet  wird,  und  mit  Constructionen  regelmitesiger  Ereisvielecke, 
wobei  Mascheronis  elegante  Constructionen  eines  Fünf-  und  Zehneeks  eine 
Stelle  finden.  Verfiasser  hätte  hier  auch  die  Construction  erwähnen  kOnnen, 
welche  viele  der  bisher  bekannt  gewordenen  an  Eleganz  und  Einfachheit  über- 
ragt: Referent  meint  die  Construction  des  Herzogs  Carl  Bernhard  von  Sachsen- 
Weimar,  welche  fttr  die  regelmässigen  Polygone  mit  überraschender  Annäherung 
gilt  (vergl.  Kunze  a.  a.  0.  S.2469  sowie  H.  Martus,  Baumlehre  11  S.36). 
Hieran  reihen  sich  üebungen  am  Dreieck ,  welche  durch  ihre  Auswahl  und 
Anordnung  bemerkenswerth  sind:  eine  Reihe  von  Relationen  zwischen  den 
Seiten  und  den  Radien  der  Um-,  In-  und  Ankreise  einerseits,  den  Höhen, 
Mittellinien  und  Winkelhalbirenden  andererseits  werden  vorgeführt  und  u.  A. 
eine  Aufgabe  behandelt,  die  sich  als  ein  Specialfall  des  Steiner 'sehen 
Schliessungsproblems  darstellt.  Es  folgen  allgemeine  Bemerkungen  über 
Constructionsaufgaben:  Lösungen  mit  Hilfe  von  Lehrsätzen,  Methode  der 
Symmetrie  oder  der  Spiegelbilder,  Methode  der  Parallelverschiebungen, 
Methode  der  Aehnlichkeit,  Methode  der  ümkehrung  der  Aufgabe,  Methode 
der  Drehung,  Methode  des  geometrischen  Ortes ,  Methode  der  algebraischen 
Analysis.  Dieses  Kapitel  verdient  besondere  Hervorhebung,  da  es  eine 
grosse  Zahl  hübscher  Aufgaben  bietet,  deren  Lösungen  durch  ihre  Eleganz 
ausgezeichnet  sind.  Ver&sser  geht  hiemach  zur  neueren  Geometrie  über, 
die  hier  erheblich  stärker  berücksichtigt  wird,  als  es  in  der  R^gel  geschieht 
Es  kommen  zur  Behandlung:  Satz  des  Ceva,  Satz  des  Menelaus,  An- 
wendungen auf  vollständiges  Vierseiti  Pascarscher  Satz  und  Aehnlichkeits- 
achsen  dreier  Kreise;  harmonische  Punkte  und  Strahlen;  Aehnlichkeitepunkte 
und  Pascarscher  Satz;  harmonische  Punkte  und  Strahlen  am  Kreise,  Pol 
und  Polare;  die  Inversion  oder  Spiegelung  mittels  reciproker  Radien; 
Potenz  und  Potenzlinien;  einige  Berührungsaufgaben.  Diese  Betraohtungen 
dienen  dem  Verfasser  zum  Theil  als  Vorbereitung  für  kartographische  An- 
wendungen, welche  er  mehr  als  bisher  in  den  mathematischen  Unterricht 
hineingezogen  wissen  will,  in  üebereinstimmung  mit  Herrn  Martus,  der 
in  seinem  Buche  über  ^  Astronomische  Geographie^  ein  Kapitel  der  Dar- 
stellung des  Kugel -Gradnetzes  auf  Karten  gewidmet  hat  um  den  Zu- 
sammenhang der  verschiedenen  Gradnetze  klarzulegen,  entwickelt  Verfasser 
in  höchst  einfacher  und  elementarer  Weise  die  Grundzüge  der  conformen 
Abbildung,  eines  Gebietes,  in  welchem  der  Verfasser  auch  wissenschaftlich 
thätig  gewesen  ist. 
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Erst  die  Trigonometrie  dieses  Theiles  bringt  die  Additionstheoreme, 
welche  anf  zwei  Weisen  hergeleitet  werden.  Die  so  schwerfällige  und  den 
identischen  Charakter  der  Additionstheoreme  yerdeokende  Herleitnng  mit 
Hilfe  des  Ptolemäischen  Satzes  hätte  vielleicht  wegbleiben  können.  Es 
sei  auf  eine  andere  Herleitong  yerwiesen,  vielleicht  die  einfachste  unter 
den  bekannten,  welche  Referent  u.  A.  in  „J.  Diekmann,  Anwendung 
der  Determinanten  und  Elemente  der  neueren  Algebra'',  Leipzig  1889, 
B.  6.  Teubner,  S.  99  gefunden  hat 

Die  stereometrisohe  Abtheilung  bringt  ausser  den  üblichen  Betrachtungen 
noch  Kapitel^  ttber  den  Schwerpunkt^  die  Ouldin^schen  Regeln,  die  Sätze 
über  abgeschrägte  Körper,  die  Newton-Simpson'sche  Regel  und  die 
Summenformel,  sowie  Kugelbetrachtungen  mit  kartographischen  Anwendungen« 
Auch  im  zweiten  Bande  spricht  Verfasser  noch  von  einem  „Satze"  des 
Cavaleri.  Eine  folgende  Abtheilung  enthält  die  ,, Grundlehren  von  den 
Kegelschnitten*,  doch  soll  auch  hier,  wie  es  in  der  Vorbemerkung  heisst, 
nur  ein  „Einblick*  gegeben  werden.  Der  arithmetische  Theil  behandelt 
geometrische  und  arithmetische  Reihen,  den  binomischen  Lehrsatz  für 
ganze  positive  Exponenten,  die  Exponentialreihe  und  die  natürlichen 
Logarithmen,  den  Moivre 'sehen  Satz,  die  geometrische  Darstellung  der 
complexen  Zahlen  und  der  n^^  Wurzeln  aus  der  Einheit  und  reciproke 
Gleichungen. 

Ein  Anhang  bringt  eine  Hauptaufgabe  der  mathematischen  Geographie, 
einige  Bemerkungen  über  Maxima  und  Minima,  sowie  die  Quadrateintheilung 
der  Ebene  mittelst  der  Polarcoordinaten. 

Schon  dieser  kurze  Auszug  lässt  erkennen,  dass  das  vorliegende  Lehr- 
buch unstreitig  zu  den  bedeutendsten  Erscheinungen  auf  dem  Gebiete  der 
pädagogischen  Literatur  zu  sdlhlen  ist.  £;.  Jahnkb. 

B.  F^AUx.    Buchstabenrechnung  und  Algebra  nebst  TTebungsaufgaben. 
9.  Aufl.  von  F.  BusoH.  Paderborn  1894.  SchGningh.  316  S.  Mk.2.40. 

Diese  Auflage  unterscheidet  sich  nur  äusserlich  von  der  vorhergehenden, 
über  welche  schon  Herr  Schwering  im  XXXIII.  Bande  dieser  Zeitschrift 
referirt  hat.  In  Rücksicht  auf  die  neuen  Lehrpläne  sind  die  Kapitel  der 
Determinanten  und  Combinatorik  gestrichen  und  andere,  wie  die  Lehre 
von  den  Kettenbrüchen  und  diophantischen  Gleichungen  gekürzt  worden. 
Auch  erfuhr  die  Aufgabensammlung  eine  Revision,  so  zwar,  dass  die  alten 
Nummern  der  Aufgaben  hinter  die  neuen  gesetzt  worden  sind. 

E.  Jarnks. 

S.  Epstein.    Die  vier  Beehnungsoperationen  mit  Bestersohen  Functionen 

nebst  einer  gesohiohtliolien  Einleitung.    Bern  1894.  Wjss.  56  S. 

Es    ist   eine  unter  Leitung   des  Herrn  Graf  entstandene   Inaugural- 

Dissertation ,  deren  Redaction  an  manchen  Stellen  zu  wünschen  übrig  lässt 
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Sie  giebt  eine  Zusammenstellang  von  BeBultaten  aos  den  einsohlttgigen 
Arbeiten  der  Herren  Oegenbaner*  Graf,  Lommel,  G.  Neamann, 
Nicolas,  Schl&fli,  SchlOmiloh  u.  A.  Nach  einer  kurzen  historischen 
Einleitung  werden  im  ersten  und  zweiten  Theile  die  Entwiokelnngen  an- 
gegeben ^  welche  sich  auf  die  Addition,  Hnltiplication  und  Division  der 
Bes sei *schen  Functionen  beziehen;  der  dritte  Theil  bringt  die  Formeln  ftür 
die  Producte  und  Quotienten  von  Besserschen  Functionen. 

In  dem  angehängten  Literatur -Nachweis  fiel  dem  Referenten  ein 
Versehen  auf.  Die  citirte  Arbeit  yon  Herrn  Haentzschel  ist  nicht  im 
43.  Bande  der  j|  Mathematischen  Annalen^,  sondern  im  XXXL  Bande  der 
Schlömiloh'schen  „Zeitschrift*  erschienen.  £,  Jahnkr. 


*'''=^/''"' 


B.  Kämpfe.  Tafel  des  Integrals  0(y)=^~=fe'^*dt    Leipzig  1893.    Engel 


In  der  Theorie  der  Fehler  Wahrscheinlichkeiten  spielt  das  Oaass'sche 
Fehlerintegral  4^(y)  eine  Bolle  als  Ausdruck  der  Wahrscheinlichkeit  dafttr, 
dass  ein  Fehler  seinem  absoluten  Werthe  nach  zwischen  0  und  D(y=  AD) 
liege.  Schon  Fechner  hatte  eine  Tafel  für  dieses  Integral  berechnet 
Vollständiger  ist  die  hier  yorliegende,  welche  aus  der  entsprechenden  in 
A.  Me  j  ers ,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  hergeleitet  ist.  Sie  giebt  die  Werthe 
von  <Z>(y)  auf  vier  Stellen  genau,  wie  es  für  psjchophjsische  Zwecke  genfigt, 
von  y  =  0,000  bis  y«  1,609  und  von  y«  1,51  bis  y  =  2,89. 

E.  Jahnkb. 

Eine  allgemeinere  Integration  der  Düferentialgleichnngen.  Von  Emahubl 
PuoHBBRGBB.  1.  Heft.  Wien  1894.  Druck  und  Verlag  von  Carl 
Gerold's  Sohn. 
Der  Verfasser  sagt  in  seiner  Vorrede  von  dieser  Methode:  „Dieselbe 
integrirt  alle  Differentialgleichungen,  ist  theoretisch  auf  alle  anwendbar, 
ihre  Ausführung  unterliegt,  wie  jedes  Verfahren,  nur  den  äusserlichen  Bfick- 
sichten  auf  Baum  und  2ieit;  sie  ist  die  einzige  bekannte  Methode,  von  der 
man  dies  sagen  kann.**  Einen  Beweis  ftlr  diese  Behauptung  wird  man 
allerdings  vergebens  suchen.  Das  ist  eine  Folge  der  Ansicht  des  Verfiusers 
über  das  mathematische  Beweisverfahren.  Nach  seiner  Meinung  nftmlich 
genügt  es,  wenn  die  Methode  an  einzelnen  Zahlenbeispielen  zum  Ziele 
führt,  um  ihre  Allgemeingiltigkeit  zu  behaupten,  und  diese  Behauptung 
so  lange  aufrecht  zu  erhalten,  bis  ihm  ein  Beispiel  vorgeführt  wird,  auf 
welche  sie  nicht  anwendbar  ist.  Er  befindet  sich  dabei  mit  seinen  eigenen 
Worten  in  Widerspruch,  indem  er  ausführt:  „Es  wSre  eine  gewagte  Be- 
hauptung ,  die  allgemeinste  Methode  gefanden  zu  haben.  Eine  solche  giebt 
es  nicht,  und  insofern  will  das  Streben  nach  einer  solchen  ünmö^ches 
oder  ist  —  wenn  man  sich  weniger  höflich  ausdrücken  will  —  ungereimt' 
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Was  die  Methode  selbst  anbetrifft,  so  beruht  sie  auf  folgendem  Prindp: 
„Die  Integrale  sind  Functionen  der  Coefficienten  und  ihrer  l.,2,|  3.  •••n**^ Ab- 
leitungen und  zwar  unendliche  oder  endliche  Reihen ,  deren  Glieder  die 
Prodnete  der  mit  unbestimmten  Constanten -Coefficienten  und  Exponenten  — 
versehenen  Oleichungscoefficienten  und  ihrer  1.,  2.,  3.  ...n^^^  Ableitungen 
sind.'  In  den  einzelnen  Beispielen  wird  nicht  genau  nach  dieser  Methode 
verfahren.  In  vielen  derselben  sind  die  Coefficienten  Functionen  von  X 
und  2  a;;  in  allen  diesen  Fftllen  wird 

^  SS  Om  •  «*•» .  (Za?)*« .  .  • 

gesetzt,  hm  und  Cm  werden  so  bestimmt,  dass  möglichst  viele  Glieder  der 
Gleichung  verschwinden.  Diese  Werthe,  von  denen  wir  z.  B.  bei  einer 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  im  Allgemeinen  zwei  erhalten,  werden 
mit  hib^f  CiCg  bezeichnet;  h^b^,  C3C4  werden  dadurch  erhalten,  dass  man 
das  erste  Glied  der  Gleichung  ftbr  h^  dem  niedrigsten  in  der  Gleichung 
fCbr  b|  noch  vorhandenen  gleich  setzt  und  ebenso  mit  h^  und  hf  verfährt. 
Auf  dieselbe  Weise  bestimmt  man  die  weiteren  Exponenten;  die  Zahlen 
mit  ungeradem  Index  sind  die  Exponenten  der  Reihe  für  y^  die  geraden 
diejenigen  von  y^  Der  Nachweis  der  Convergenz  der  betreffenden  Beihen 
wird  niemals  erbracht.  Diese  Aufgabe  wird  einfach  als  nicht  in  den 
Bahmen  der  Untersuchung  fallend  bezeichnet,  obgleich  doch  gerade  die 
Convergenz  die  nothwendige  Bedingung  für  die  Verwendung  der  Beihe 
bildet  Die  Methode  soll  übrigens  bei  partiellen  Differentialgleichungen  zu 
viel  allgemeineren  Besultaten  führen  als  die  bisher  bekannten. 
Als  Beispiel  hierfür  benutzt  der  Verfasser  die  Gleichung: 

de  _  d0  _^ 

dx      dy  "" 
und  erhält  als  Besultat: 

Hierzu  macht  er  folgende  Bemerkung:  „In  der  That  ein  ttberraschen- 
des  Besultat  und  ehie  glänzende  Leistung  der  angewandten  Methode, 
wenn  man  bedenkt,  dass  die  bisher  bekannten  Methoden  fdr  die  Gleichung 
üt'— #1=0  nur  das  Integral:  »^  fp{x'\'y)  bestimmen  konnten,  welches 
an  Eleganz,  Allgemeinheit  und  Beichthum  der  Gestaltung  weit  von  dem 
hier  entwickelten  Integrale  ttbertroffen  wird.*  Er  scheint  also  ganz  zu 
übersehen,  dass  diese  Beihe,  falls  sie  convergirt,  ^{jß  +  xf^  ist.  Das  ist 
in  der  That  ein  überraschendes  Resultat!  Max  Mbtbb. 
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Tierstellige  logarifhmeiitafel.    Von  Th.  Albbbobt.  Leipsig  1894.  Verlag 
von  Wilhelm  Engelmann. 

Die  vorliegende  Tafel  zeichnet  sich  durch  Klarheit  nnd  üebersichtlich- 
keit  der  Anordnung  aus.    Sie  enthUt: 

I.  Logarithmen  der  Zahlen. 
II.  Lttnge  der  Kreisbögen  ftü:  den  Halbmesser  1. 

III.  Logarithmen  der  trigonometrischen  Functionen« 

IV.  Additions-  und  Subtractions- Logarithmen. 
Y.  Quadrate  der  Zahlen  Ton  1  bis  1000. 

VI«  Numerische  Werthe  der  trigonometrischen  Functionen. 
VIL  Constanten. 
Es   ist   also   fdles   für  den  praktischen  Gebranch  Nothwendige  darin 
TorhandMi  und  in  allen  Fällen,  in  denen  eine  Rechnung  mit  Tierstelligon 
Logarithmen  genügt,  der  Gebranch  derselben  sn  empfehlen. 

Max  Metbr. 
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ßecensionen. 


F,  Klein.  Torlesnngen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Modnliunctionen. 
Ausgearbeitet  und  vervollständigt  von  R.  Fbiokb.  Zweiter  Band.  Fort- 
bildung und  Anwendung  der  Theorie.  Leipzig  1892.  B.  Q.  Teubner. 
XV  und  712  8. 

Die  YerspStung  der  Besprechung  des  vorliegenden  Bandes  —  vergl. 
wegen  des  voraufgegangenen  Bandes  diese  Zeitschrift  Bd.  36  S.  201 —  212, 
Bd.  37  S.  82 — 84  —  finde  ihre  Rechtfertigung  in  einem  durch  den  früheren 
Referenten  gewünschten  nachträglichen  Wechsel. 

Die  im  Jahre  1884  erschienenen  Vorlesungen  von  F.  Klein  über  das 
Ikosaeder  bildeten  das  erste  Stadium,  die  181K)  und  1892  erschienenen, 
von  R.  Fricke  bearbeiteten  und  verschiedentlich  ergänzten  Vorlesungen 
von  Klein  über  elliptische  Modulfunctionen  das  zweite  Stadium  eines 
grösseren  Unternehmens,  die  Oesammtheit  der  neueren  Untersuchungen  über 
eindeutige  Functionen  mit  unendlich  vielen  linearen  Transformationen  in 
sich  zu  einem  abgerundeten  Ganzen  zu  gestalten. 

Schon  das  „Ikosaeder^,  aber  recht  eigentlich  die  „elliptischen  Modul- 
functionen'' sollen  als  Vorstufen  zu  der  allgemeinen  Theorie  dienen ,  die  in 
mehreren  zu  erwartenden  Bänden  ihre  Darstellung  finden  soll. 

Das  Wort  „Vorstufe''  ist  hier  in  weiterem  Umfange  zu  verstehen, 
indem  wenigstens  bei  den  „elliptischen  Modulfunctionen*'  bereits  alle  die 
Methoden  und  Gesichtspunkte  ausgeprägt  erscheinen ,  welche  den  Verfassern 
auch  für  die  allgemeine  Theorie  massgebend  sein  werden. 

Der  Charakter  dieser  Methodik  lässt  sich  füglich  in  zwei  Worten  be- 
zeichnen: möglichst  unmittelbare,  geometrische  Anschaulichkeit ^  insofern  es 
sich  um  die  Erfassung  der  leitenden  Gedanken  handelt,  und  andererseits 
in  historischem  Sinne ,  möglichst  allseitige  Beleuchtung  und  Durchdringung 
des  Stoffes. 

Kein  Zweifel,  dass  sich  bei  rein  analytischer  Verfolgung  des  Gegen- 
standes der  äussere  Umfang  der  „ModulfunctioDen^  hätte  bedeutend  redu- 
ciren  lassen ,  aber  dann  würde  eben  das  Wesen  der  ganzen  Darstellung  und 
Denkweise  der  Verfasser  verloren  gegangen  sein. 

Die  Vorzüge,  aber  auch  die  (pädagogischen)  Gefahren  einer  derartigen 
universellen  Stoffdurchbildung  fallen  zu  sehr  ins  Auge,  als  dass  dabei  lange 

Uist..  Ui.  AbUi.  d.  Zeltschr.  f.  Math.  u.  Phys.  1895.  40.  Jahrg.  6.  Heft.  16 
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zu  verweilen  wSre.  Bedenkt  man  aber,  das»  es  bisher  nur  wenige  Werke 
in  der  mathematischen  Literatur  gab,  in  denen  das  gemeinte  Princip  conse- 
quent  durchgeführt  ist,  so  wird  man  mit  der  Kritik  doppelt  vorsichtig  sein 
müssen,  und  wird  vielmehr  die  Verfasser  beglückwünschen,  dass  sie  den 
Muth  gefunden  haben,  trotz  der  vielen  so  zu  sagen  zünftlerischen  Vorurtheile 
unbeirrt  ihren  Weg  zu  gehen. 

Eines  soll  allerdings  ohne  Weiteres  zugestanden  werden,  dass  an  einen 
Durchschnitts-Leser  nicht  gewöhnliche  Anforderungen  gestellt  werden.  Trotz- 
dem, oder  vielmehr  weil  ihm  specifische  Vorkenntnisse  nicht  eigentlich 
zugemuthet  werden,  muss  er  eine  um  so  grössere  Elastioität  des  Geistes 
besitzen ,  um  sich  abwechselnd  in  den  so  ganz  verschiedenartigen  Gedanken- 
gfingen  mit  Freiheit  und  Umsicht  bewegen  zu  können. 

Dass  nur  ein  mit  dem  ersten  Bande  eingehend  vertrauter  Leser  an 
den  vorliegenden  zweiten  Band  herantreten  darf,  bedarf  wohl  kaum  der 
Bemerkung;  immerhin  sind  in  dieser  Hinsicht  die  Fingerzeige,  welche 
Herr  Fr  icke  in  der  Vorrede  zum  zweiten  Bande  gegeben  hat,  sowie  das 
von  demselben  am  Schlüsse  beigefügte  Sachregister,  für  ein  zweckmässiges 
Studium  des  ganzen  Werkes  von  grossem  Nutzen.  Man  vergleiche  übrigens 
unsere  Schlnssbemerkung. 

Wir  erinnern  zur  Orientirung  an  das  im  ersten  Bande  (§§  14,  15) 
formulirte  Doppelprogramm.  Der  gruppentheoretische  Theil  desselben  ver- 
langte, von  der  j, Modulgruppe **,  das  ist,  der  Gesammtheit  der  linearen  gans- 
zahligen  Substitutionen: 

(o\=  aa>i+  ßaa^f     (»'2  =»  y  «i  +  ^  »2   (**^  ""/^y  =  1)j 
die   Untergruppen    aufzustellen    und    sachgemäss    zu   klassificiren    —    der 
functionentheoretische    Theil    dagegen,    die    zugehörigen   Invarianten,    das 
ist,    die    einer    solchen    Untergruppe    gegenüber    invarianten    Functionen 


von  (0  =  —^   resp.  Formen   von   co^,    oo^  zu  bilden  und  deren  gegenseitige 

Beziehungen  zu  ermitteln. 

Beide  Seiten  des  Programms  ergänzen  und  vereinigen  sich  zur  Lösung 
des  Fundamentalproblems,  die  Besolventen  der  Modulgleichung  J{m)  =  consi 

zu  finden,  wo  nunmehr  od  den  Periodenquotienten   — ^    des  elliptischen  Inte- 
grals erster  Gattung  (in  der  Weierstrass'schen)  Normalform: 


"=/t 


dx 


bedeutet,   und   J  =  -g —   ^.  dessen  rationale  absolute  Invariante. 

Das  gruppentheoretische  Problem  wurde  in  Beschränkung  auf  Congmenz- 
gruppen,  das  sind  solche,  welche  sich  durch  Congruenzen  der  Snbstituiions- 
coefficienten  mod  n  definiren  lassen ,  zu  einem  gewissen  Abschluss  gebracht 
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Die  Lösung  des  fanctionentheoretisohen  Problems  dagegen  warde  nur 
erst  auf  Qrund  der  B lern  an n 'sehen  Theorie  der  algebraischen  Functionen 
unter  Benützung  gewisser  Existenztheoreme  als  möglich  nachgewiesen  und 
in  einigen  einfachen  Fällen  explicite  durchgeführt. 

Um  das  Problem  für  Congruenzgruppen  allgemein  zu  lösen,  bedarf 
es  nunmehr  des  durch  die  geschichtliche  Entwiokelung  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen,  insbesondere  der  Theilung  und  Transformation 
derselben ,  gelieferten  Materiales.  Darüber  hinaus  erscheint  aber  jetzt  eben 
dieses  Gebiet  der  elliptischen  Functionen  unter  neuen  und  wesentlich  all- 
gemeineren Gesichtspunkten;  ja,  man  kann  füglich  behaupten,  dass  dieses 
bisher  multis  sed  variis  singulis  modis  bearbeitete  Gebiet  auf  Grund  des 
einheitlichen  Kl  ein 'sehen  Programms  erst  zum  Bange  einer  Wissenschaft« 
liehen  Disciplin  erhoben  wird. 

Die  Weierstrass'sche  Function 

bleibt  nicht  nur  der  Modulgruppe  gegenüber  ungeftndert,  sondern  auch  bei 
Vermehrung  von  u  um  ganzzahlige  Vielfache  von  C0|,  coji  oder  zusammen- 
gefasst,  p  ist  eine  Invariante  der  ternttren  Gruppe  „r(')": 

Die  Gruppe  des  u  für  sich  bildet  eine  in  r(')  ausgezeichnete ,  unSre 
Untergruppe  r^'>;  die  der  flo^,  oo,  für  sich,  das  ist  eben  die  Modulgruppe, 
eine  (nicht  ausgezeichnete)  binäre  Untergruppe  TW  von  r(^\ 

Der  allgemeinste  Ansatz  wäre  wiederum ,  sttmmtliche  Untergruppen  von 
r(')  und  die  zu  einer  jeden  solchen  gehörigen  Functionen  resp.  Formen  zu 
suchen,  sowie  deren  gegenseitigen  Zusammenhang  zu  ergründen. 

In  dieser  Allgemeinheit  wäre  das  Problem  indessen  viel  zu  schwierig, 
und  auch  unzweckmässig  gestellt. 

Man  wird  sich  einmal  auf  Congruenzgruppen  mod  n  beschränken ,  und 
andererseits  den  zugehörigen  Functionen  bez.  der  Art  der  Singularitäten 
gewisse  einschränkende  Forderungen  auferlegen.  Die  Zahl  n  heisst  die  Stufe 
der  Gruppe  resp.  der  Functionen.  Wir  erwähnen  hier  nur  die  zwei  nächst- 
liegenden Congruenzgruppen.  Nennt  man  zwei  Substitutionen  der  F^^)  j^modn 
congruent",  wenn  alle  Differenzen  (oder  auch  alle  Summen)  von  je  zwei 
homologen  Goefficienten  durch  n  theilbar  sind,  so  haben  wir  einmal  die 
„ternäre  Hauptcongruenzgruppe  n**'  Stufe  H^**,  welche  alle  modn  zur 
Identität  congruenlen  Substitutionen  der  r(^)  umfasst ,  und  andererseits  die 
aus  der  /'(i)  entsprechend  gebildete  unäre  Gruppe  JI^^\  Dieser  letzteren 
Gruppe  gehört  in  der  u« Ebene,  als  Inbegriff  aller  nicht  äquivalenten  Werthe 
von  u,  ein  «Poudamentalparallelogramm''  zu,  das  aus  n*  der  gewöhnlichen 
Elementarparallelogramme  besteht. 

Nunmehr  lässt  sich  der  Begriff  der  „elliptischen  Function  n^^  Stufe ** 
verständlich  machen.     Das  ist  eine  solche  eindeutige,   homogene  Function 

16* 
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der  u\  cDj,  flo^,  die  eine  Invariante  der  H(^^  ist,  die  als  Fanction  von  u 
im  Fandamentalparallelogramm  der  H^^^  wesentlich  singulare  Stellen  nicht 
aufweist,  die  endlich  als  Function  der  co^,  co^,  von  den  rationalen  Invarianten 

algebraisch  abhängt. 

Für  n=  1  liegt  das  Weierstrass'sche  System  ausgebildet  vor;  p  und 

pz=z^  nebst  ^2,  ^3  sind  Functionen  erster  Stufe,  und  jede  weitere  solche 

Function  lässt  sich  rational  durch  p,  p\  g^^  g^  ausdrücken. 

Der  nächste  Fall  n  =  2  deckt  sich  mit  der  Jacobi 'sehen  Theorie; 
«nu,  cnu^  dnu  nebst  dem  Doppelverhältniss  A  sind  Functionen  zweiter 
Stufe  (von  der  Dimension  Null)  und  jede  weitere  solche  hängt  wiederum 
rational  von  jenen  vier  ab. 

Hier  gewährt  bereits  die  gruppentheoretische  AufGassung  einen  tieferen 
Einblick.  Sieht  man  nämlich  in  der  T^^)  jeweils  die  fMä  2  congruenten 
Substitutionen  als  nicht  wesentlich  verschieden  von  einander  an,  so  reducirt 
sich  die  r(*)  dadurch  auf  eine  endliche  Gruppe  G^^  (von  der  Ordnung  24), 
und  diese  Q^^  erweist  sich  als  holoedrisch  isomorph  zur  „Oktaedergruppe*', 
das  ist,  der  Gruppe  der  Drehungen,  welche  ein  Octaeder  mit  sich  zur 
Deckung  bringen.  In  Folge  dessen  giebt  es  in  der  O^  drei  gleichberechtigte 
Untergruppen  &,,  und  5nu,  cnu^  dnu  sind  eben  Invarianten  derselben. 
Die  6r24  heherrscht  thatsächlich  die  ganze  Jacob i'sche  Theorie. 

Man  übersieht  somit  deutlicher  das  Verhältniss  der  Jacobi'schen 
Theorie  zur  Weierstrass'schen,  und  wie  beide  wiederum  in  eine  all- 
gemeinere Theorie  eingeordnet  erscheinen. 

Die  historische  Entwickelung  hat  zwei  Methoden  ausgebildet,  um  in- 
direct  aus  elliptischen  Functionen  niederer  Stufe  solche  von  höherer  Stufe 
herzustellen,   die  „Theilung**  und  die  „Transformation.** 

Ihnen  ist  der  vierte  Abschnitt  (der  erste  des  vorliegenden  Bandes) 
gewidmet  Mit  der  Theilung  beschäftigt  sich  das  erste  Kapitel,  während 
die  folgenden  ausführlicher  die  Transformation  erörtern,  insbesondere  die 
dadurch  involviiien  Modulargleichungen  erster  und  höherer  Stufe,  und 
deren  Anwendung  auf  die  sogenannten  Elassenanzahlrelationen  der  binären 
quadratischen  Formen. 

Sei  f{u\  a>j,  Og)  eine  elliptische  Function  erster  Stufe,  so  versteht 
man  unter  n- Theilung  den  üebergang  von  f  zu 


wo   A,  jii  alle  n^  modn  incongruenten   Paare    ganzer   Zahlen    durchlaufen 
können. 

Für  u  =  0  entsteht  die  „specielle  n- Theilung**,  auf  die  man  sich  im 
Wesentlichen  beschränken  kann. 
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Die  |,n**«  TheUwerthe** 


ßF''=f[ — ^»  «1,  »aj 


werden  —  und  das  ist,  hier  wie  dnrehgehends ,  der  charakteristische  Zug 
der  Untersuchung  —  wechselseitig  gruppentheoretisch  und  Functionen- 
theoretisch  untersucht. 

Das  Hauptergebniss  ist,  dass  fxfi  einer  irreducibeln  „Theilungsgleichung** 
vom  Grade  <)p(w)tf;(n)  genügt,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von 
g^  und  ^3  sind;  f^ß  ist  also  eine  algebraische  Function  der  ^,,  ^3.  Hierbei 
sind  9)(n),  ^(n)  die  bekannten  zahlentheoretischen  Functionen 

<p{n)  =  nn(l-i),    i/;(n)  =  wll(l  +  i), 

wo  sich  die  Producte  11  über  alle  Primfactoren  q  von  n  erstrecken; 
q>{n)ilf{n)  selbst  bedeutet  die  Anzahl  der  inodn  incongruenten  Paare  von 
Zahlen,  deren  grösster  gemeinsamer  Theiler  prim  gegen  n  ist. 

Die  Weierstrass 'sehen  Theilwerthe  pxfi,  p'xfk  erfreuen  sich  noch 
einer  besonderen  Eigenschaft:  da  sie  innerhalb  des  „Polygons  n^®'  Stufe ** 
überall  endlich  sind,  sind  sie  ganze  algebraische  Functionen  (Formen) 
der  ^,,  ^3. 

Auf  diese  Weise  hat  man  eine  ganze  Klasse  von  Modulformen  n^^  Stufe 
gewonnen. 

Eine  ähnliche  Entwickelung  gilt  übrigens  für  die  d- Theilwerthe  a^/u; 
nur  dass  dieselben  erst  nach  Multiplication  mit  einer  geeigneten  Ezponential- 
grösse  zu  algebraischen  Modul  formen  werden. 

Wir  gehen  zur  „Transformation  n^*'  Ordnung^  über.  Man  versteht 
darunter  den  üebergang  von  JP(g9ji  Oj)  zu 


^-K»..?)' 


WO  F{pi^y  (02)  wiederum  eine  Function  (Form,  Modul)  der  ersten  Stufe 
sei,  die  übrigens  auch  noch  von  u  abhängen  darf.  Auch  F'  ist  eine 
(algebraische)  Function  der  n**"  Stufe. 

Zunächst  soll  es  sich  darum  handeln,  die  überlieferte  Transformations- 
theorie ihrem  Wesen  nach  mit  den  Hilfsmitteln  des  ersten  Bandes  zur 
Darstellung  zu  bringen.  Es  erweist  sich  als  zweckmässig,  mit  der  Trans- 
formation n**'  Ordnung  eine  lineare  Transformation  der  ooi,  o)^  zu  ver- 
binden und  allgemeiner  alle  Formen 

als  transformirte  einzuführen.  Man  wird  dann  immer  solche  to'|,  m\^ 
die  bez.  der  Modulgruppe  äquivalent  sind,  in  eine  ^^Elasse**  vereinigen; 
solcher  Klassen  giebt  es  dann  '^(n).     Dies  ist  der  innere  Grund,  weshalb 
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zwischen  F'  und  F  eine  irreducible  Gleichung  vom  Grade  q>(n)  mit  in 
ffif  9$  rationalen  Coefficienten  herrscht:  das  ist  die  zur  Ordnung  n  ge- 
hörige „Transformationsgleichung''. 

Auch  hier  wird,  wie  bei  der  Theilung,  von  der  functionentheoretiBchen 
und  arithmetischen  Behandlung  in  gleicher  Weise  Gebrauch  gemacht 
unter  arithmetischer  Transformation  n^'  Ordnung  ist  nach  Dedekind  (in 
nicht  homogener  Schreibweise)  der  üebergang  von  «o  zu 

,       am  +  h  ,    ,     •  X 

cfo  +  d  ^ 
2n  definiren.   Die  Gesammfcheit  dieser  Transformationen  zerlegt  sich  wiederum 
in  yjKlassen'',  deren  Anzahl  <P(n)  gleich  der  Summe  aller  Theiler  von  n  ist 

Jede  der  ^(n)  functionentheoreiischen,  wie  der  0{n)  arithmetischen 
Klassen  Iftsst  sich  durch  einen  geeigneten  „ Repräsentanten **  ersetzen,  und 
zwischen  diesen  beiden  Arten  von  Repräsentanten  besteht  eine  durchsichtige 
Zuordnung,  die  gestattet,  von  der  einen  Darstellung  zur  anderen  tiberzngehen. 

Im  üebrigen  sei  der  Leser  auf  das  wichtige  Kapitel  3  verwiesen, 
worin  die  allgemeinen  grnppentheoretischen  Grundlagen  fdr  die  Trans- 
formation n^*'  Ordnung  beliebiger  Modulfunctionen  (wesentlich  vom  Heraus- 
geber herrOhrend)  gegeben  werden. 

Die  Form  F{(On  ca^)  wird  nunmehr  als  Modul  einer  Hauptcongruenz- 
gruppe  q*^^  Stufe  {q  prim  gegen  n)  angenommen.  Da  tritt  nun  ein  wesent- 
licher unterschied  ein,  je  nachdem  die  gemeinte  Gruppe  das  Geschlecht 
Null  hat  oder  nicht,  d.  h.  je  nachdem  alle  Moduln  (Invarianten)  der  Gruppe  von 
nur  einem  j^Hanptmodul^  F  rational  abhängen,  oder  aber  von  einem  j, vollen 
System  von  Moduln **  ^|,  M^,,.^  die  dann  unter  sich  wieder  algebraisch 
verknüpft  sind. 

Da  der  letztere  Fall  den  Hauptinhalt  des  letzten  Abschnittes  bildet, 
so  kommt  hier  nur  der  erstere  in  Betracht;  die  Transformationsgleicbung 
wird  jetzt  zur  „Modulargleichung**  n*"  Ordnung,  q*^  Stufe. 

Der  einfachste  und  wichtigste  Unterfall  ist  wiederum  der  der  ersten 
Stufe,  wo  der  fragliche  Modul  durch  die  absolute  Invariante  /  gebildet 
wird,  und  wo  zwischen  /  und  J'  die  Modulargleichung  n^  Ordnung 

besteht.  Andererseits  ist  aber  wohl  zu  beachten,  dass  gerade  die  gleich- 
zeitige Berücksichtigung  der  Modulargleichungen  verschiedener  Stufen  der 
ganzen  Theorie  erst  ihre  verhältnissmässige  Durchsichtigkeit  verleiht,  und 
auch  zu  neuen  Anwendungen  geführt  hat. 

Die  Gleichung  /fi(J',  J')^0  lässt  sich  in  verschiedene  Gestalten 
bringen.  Von  Yortheil  ist  namentlich  die  Einführung  von  Parametern.  So 
hat  man  für  n  «=  2  das  elegante  Resultat: 

J-:  jr-  1  :  1  =  (4t  +  1)8;  {t+  l)(8r- 1)»:  27t  ,_ 

J'i  J-  1  :  1  «  {4v'+  l)ö:  (t'+  l)(8t'-  1)«:  27t'    ("  -^^- 
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In  dieser  Bichtnng  haben  neben  Klein  auch  Gierster  und  Kiepert 
erfolgreich  gearbeitet 

Von  historischem  Interesse  ist,  dass  die  Jacobi'schen  Modular- 
gleichungen  für  yk  sich  erst  als  solche  von  der  16.  Stafe  erweisen. 
Neben  dieser  wird  noch  die  fünfte  Stufe  eingehend  untersucht  («Ikosaeder- 
modulargleichungen**). 

Am  fruchtbarsten  ist  das  ^yStufenprincip"  für  die  Aufstellung  der  so- 
genannten «Klasenanzahlrelationen",  welche  merkwürdige  Zusammenhänge 
zwischen  einfachen  zahlentheoretischen  Functionen  von  Klassenanzahlen 
quadratischer  Formen  negativer  Determinante  wiedergeben.  Um  etwa  die 
einfachste  anzuführen,  sei  S(^^)  die  Klassenanzahl  (das  ist  die  Anzahl 
aller  reducirten  Formen)  für  die  Determinante  —  zf ;  die  Zahl  JT  durchlaufe 
alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen  des  Intervalls  zwischen  —  2)/n^und 
+  2^w;  endlich^edeute  ^F{n)  den  üeberschuss  der  Summe  derjenigen  Theiler 
von  n,  die  >j/n  sind,   über  die  Summe  derer,  die  <C'/n  sind.    Dann  hat 

man:  ^--. 

y^H{4n  -  K*)  =  <P(n)  +  W{n) , 

wodurch  die  Klassenanzahlen  zu  Theilersummen  in  Connex  treten.  Das  ist 
eine  der  berühmten  acht  Relationen,  die  Kronecker  1857  mitgetheilt 
hat,  und  die  zuerst  von  St.  Smith  bewiesen  worden  sind. 

Eben  die  aufgeführte  Relation  nimmt  hier  die  einfachste  Stelle,  näm- 
lich als  Klassenzahlrelation  n^  Ordnung  erster  Stufe  ein.  Bei  ihrer  Ab- 
leitung tritt  schon  die  allgemeine  Methode  deutlich  hervor.  Ans  der  Modular- 
gleichung  /;(/,  i')  =  ^  entsteht  für  J'=/  die  Gleichung  ^^(y)  =  0  für 
die  sogenannten  „singulSren^  Moduln  (erster  Stufe). 

Die  Anzahl  der  Nullstellen  von  gn{J)  im  Fundamentalbereiche  führt 
auf  arithmetischem  Wege  zu  der  obigen  Summe  von  Klassenanzahlen;  die 
ihr  gleiche  Zahl  von  ünendlichkeitsstellen  führt  auf  functionentheoretischem 
Wege  zu  den  obigen  Theilersummen. 

Auf  Grund  des  StufenbegrifTes  ist  so  Gierster  über  den  Umfang  der 
Kroneck  er 'sehen  Relationen  wesentlich  hinausgegangen;  die  algebraischen 
Schwierigkeiten,  welche  ihm  bei  weiterem  Verfolge  die  Modularcorrespon- 
denzen  boten,  sind  später  von  Hurwitz  (siehe  unten)  principiell  über- 
wunden worden. 

Im  Texte  wird  als  besonders  iustructives  Beispiel  die  fünfte  Stufe 
(„Ikosaedermodulargleichungen**)  ausführlich  entwickelt. 

Mancher  Leser  wird  wohl  eine  Angabe  über  die  Stufeneinordnung 
sämmtlicher  Kronecke  rascher  Relationen  vermissen. 

Im  nächstfolgenden  Abschnitte  kann  nun  an  die  wichtige  Aufgabe  heran- 
gegangen werden,  die  zu  den  Congruenzgruppen  gehörigen  Moduln  aufzustellen. 

Zu  dem  Behuf  erweist  sich  eine  Hilfsvorstellung  als  fruchtbar,  die 
nicht  nur  die  Theilung  und  Transformation  verschiedener  Stufen  unter  ein- 
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heitlichem  Gesichtspunkte  erfasst,  sondern  noch  tiefer  liegende  Eigenschaften 
der   elliptischen  Modulfanctionen   sozusagen  im  Keime  yorgebildet  enthält. 

Diese  HilfsYorstellang  ist  die  der  ^ elliptischen^  Curre  (das  ist  einer 
solchen  Yom  Oeschlechte  Eins)  niedrigster,  nftmlich  n*^  Ordnung  im  Baume 
von  (n  — 1)  Dimensionen,  über  die  das  elliptische  Integral  erster  Gattung  u 
hinerstreckt  wird. 

Wahlen  wir  als  Typus  den  einfachsten  Fall  n  &=  3,  also  den  der  ebenen 
Curye  dritter  Ordnung  C^,  aus  dem  durch  geeignete  Verallgemeinerung 
die  Vorkommnisse  in  den  höheren  Bäumen  hervorgehen. 

Diese  Normalcurve  geht,  den  2.3'  Substitutionen 

o 

entsprechend,   durch  2.3*   Collineationen   der  Ebene   in  sich   über.     Die 
Curve  besitzt  3'  ^singulare''  (Wende-) Punkte  mit  den  Argumenten: 

3 

Man  hat  zwei  Coordinatensjsteme,  die  zu  den  elliptischen  Functionen 
in  engster  Beziehung  stehen,  das  „canonische^  und  das  „singulare*.  Setzt 
man  einmal  die  Coordinaten  eines  Curvenpunktes: 

J  =  p(u),      ?  =  !>», 
so  hat  man  «        ^   o  «  « 

als  I, canonische ^  Gleichung  der  Curve;  solcher  Darstellungen  giebt  es  eben 
2 . 3',  jenen  2  . 3'  Collineationen  gemäss. 

Bei  einem  gegebenen  Coordinatensjsteme  der  Art  ist  somit  die  Auf- 
suchung der  jysingulären^  Punkte  äquivalent  mit  dem  Problem  der  speciellen 
Theilung  dritter  Ordnung«  —  Das  singulare  Coordinatensjstem  stützt  sich 
unmittelbar  auf  die  Configuration  der  neun  Wendepunkte.  Die  Geraden, 
auf  denen  je  drei  dieser  Punkte  liegen,  gruppiren  sich  zu  vier  =  4^(3) 
Wendedreiecken.  Wählt  man  ein  solches  als  jysinguläres*  Coordinatendreieck, 
so  hat  man  die  Hesse'sche  Gleichung  der  Curve: 

Dann  ist  der  üebergang  vom  canonischen  Coordinatensjsteme  der  x 
zum  singulären  der  X  wiederum  äquivalent  mit  der  Lösung  der  zur  Ord- 
nung 3  gehörigen  ,, Transformationsgleichung*  vom  Grade  ^(3).  Die  S^ten 
eines  singulären  Coordinatendreiecks  werden  dargestellt  durch  Nullsetzen 
von  drei  Ausdrücken  X^x^x^x^)^  die»  in  transcendenter  Form  geschrieben, 
zu  Ausdrücken  X(u;  cO],  oo^)  werden,  welche  die  Grundlage  für  die  weitere 
Entwickelung  abgeben. 

Eine  erste  Klasse  von  Modnlformen  dritter  Stufe,  und  zwar  von  sehr 
einfachem  Aufbau,  wird  unmittelbar  durch  die  Coefficienten  der  naeh 
Potenzen  von  u  geordneten  X  geliefert;  mit  anderen  Worten  sind  es   die 
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Nnllwerthe  der  X{u)  und  ihrer  Ableitungen  nach  u,  die  mit  den  früher 
betrachteten  Theilwerthen  in  engstem  Connez  stehen. 

Bei  Ansttbnng  einer  beliebigen  homogenen  Modnlsubstitntion  erfahren 
die  Grössen  X  selbst  eine  homogene  lineare  Sabstitntion  mit  von  u  un- 
abhängigen Coefficienten. 

Die  so  entstehende  nGruppe**  der  X  kann  nach  dem  Vorgange  von 
Eronecker  holoedrisch  isomorph  anf  sich  bezogen  werden,  wenn  man  die 
in  den  Coefficienten  auftretende  dritte  Einheitswurzel  durch  eine  andere 
(bei  beliebigem  n  primitive)  dritte  Einheitswurzel  ersetzt. 

Ebenso,  wie  die  X  selbst,  kann  man  auch  geydsse  bilineare  Ver- 
bindungen der  X  für  n  >>  3  zur  Bildung  yon  Modulformen  n^**  Stufe  ver- 
wenden. Zu  gewissen  Verbindungen  der  Art  leitet  die  Geometrie  von  selber 
hin.  Die  elliptische  O4  im  Baume  von  drei  Dimensionen  ist  der  vollständige 
Durchschnitt  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  F^.  Desgleichen  die  O5  im 
nächst  höheren  Baume  der  vollständige  Durchschnitt  von  ftlnf  F,  (für  die 
der  Beferent  gelegentlich  eine  ezplicite  Darstellung  gegeben  hat) ,  und  all- 
gemein die  Cn  der  Schnitt  von  n^(^'~3)^s*  ^^^  linken  Seiten  der  Gleich- 
ungen jener  F^  sind  dann  specielle  bilineare  Verbindungen  der  X  von  der 
gemeinten  Art.  Wegen  der  allgemeineren  bilinearen  Verbindungen  muss 
auf  den  Text  (Kapitel  3)  selbst  verwiesen  werden. 

Die  aus  diesen  bilinearen  Verbindungen  der  X  entspringenden  neuen 
Grössen  n^*  Stufe ,  für  die  durchsichtige  analytische  Bildungsgesetze  (Ent- 
wickelungen  nach  Potenzen  von  e>'^^)  angegeben  werden,  stehen  in  merk- 
würdiger Beziehung  zu  den  binären  quadratischen  Formen ,  die  ihren  Aus- 
druck in  gewissen  Darstellungen  von  Zahlen  durch  jene  Formen  findet. 

Auf  Grund  des  so  gewonnenen  Materiales,  der  Theilwerthe,  der  trans- 
formirten  Moduln  und  der  aus  den  Grössen  X  hervorgehenden  neuen 
Modulformen  sind  die  Verfasser  in  der  Lage,  das  functionentheoretische 
Grundproblem  für  Congruenzgruppen  zu  einem  gewissen  Abschluss  zu  bringen. 
War  nämlich  im  ersten  Bande  die  Bildung  der  zugehörigen  Functionen 
mittelst  Biemann*scher  Schlussreihen  explicite  nur  bis  zur  Stufe  n  =  7  aus- 
führbar gewesen,  so  bieten  sich  jetzt  allgemeine  Ansätze  dar,  und  die 
von  Herrn  Fricke  durchgeftthrten  Fälle  (n  =  2,  4,  5,  7,  11,  31,  35,  47,  71) 
lassen  —  namentlich  auch  im  Gegensatze  zu  bisher  derart,  z.  B.  von  Herrn 
Kiepert  ausgeführten  Bechnungen  —  erkennen,  bis  zu  welchem  Grade 
die  Einfachheit  und  Schönheit  im  Gange  der  mechanischen  Operationen 
durch  die  systematische  Auffassung  des  Ganzen  beeinflusst  wird. 

Der  letzte  Abschnitt,  der  von  den  „Modularcorrespondenzen''  handelt, 
dehnt  die  Entwickelungen  des  vierten  Abschnittes  über  Modulargleichungen 
auf  den  Fall  aus,  dass  das  Geschlecht  p  der  bez.  Gongruenzgruppe  von  Null 
verschieden  ist,  wo  also  ein  volles  System  von  Moduln  vorhanden  ist,  durch 
die  sich  alle  übrigen  rational  ausdrücken. 
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Zwischen  den  Moduln  eines  solchen  Systemes  nnd  ihren  Transformirten 
besteht  eine  algebraische  Abhängigkeit,  die  sich  eben  als  Correspondenz  auf 
einer  in  einem  höheren  Baume  gelegenen  Curve  vom  Geschlechte  p  darstellen 
lässt  Es  handelt  sich  in  erster  Linie  darum ,  die  Transformation  n^"  Ord- 
nung, welche  in  transcendenter  Gestalt  die  höchst  einfache  Form  vl^=nm 
besitzt,  in  geeigneter  Weise  ins  Algebraische  zu  übersetzen. 

Nun  gehört  nach  Kl  ein 'sehen  Pnncipien  zu  jeder  Congruenzgruppe 
als  Repräsentant  (bez.  der  Ghruppe  nichtäquivalenter  Werthe  von  o)  ein 
„Fundamentalpoljgon",  welches  sich  wiederum  durch  Znsammenbiegen  ent- 
sprechender Bftnder  zu  einer  Biemann'schen  Fläche  F  umgestalte!  Einem 
Punkte  (o  resp.  ^'  entspreche  ein  Punkt  x  resp.  y  der  Fläche.  Dann  sind 
vermöge  der  Transformation  n*®"^  Ordnung,  wie  wir  von  früher  her  wissen, 
jedem  Punkte  o;  i^(n)  Punkte  y  zugeordnet  nnd  umgekehrt,  das  heisst,  es 
besteht  zwischen  beiden  eine  (^,  ^)- deutige  Correspondenz. 

Die  algebraische  Darstellung  dieser  Correspondenz  ersetzt  vollkommen 
den  algebraischen  Znsammenhang  zwischen  dem  oben  erwähnten  Systeme 
voller  Moduln  und  ihrer  Transformirten. 

Der  algebraischen  Darstellung  der  gemeinten  Correspondenz  lassen  sich 
sehr  verschiedene  Formen  geben :  eine  der  bemerkenswerthesten  unter  ihnen 
ist  diejenige,  die  seit  Legendre  und  Jacob i  als  „irrationale  Modnlar- 
gleichung"  aufgetreten  ist,  die  hier  erst  die  ihr  zukommende  Stellang 
innerhalb  der  Theorie  angewiesen  erhält. 

Mit  ähnlichen  Correspondenzen  (tr,  ^)  =  0  (auf  ebenen,  algebraischen 
Curven  vom  Geschlecht  p)  hatten  sich  schon  seit  Chasles  die  Geometer 
eingehend  beschäftigt,  immer  aber  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  frag- 
liche Correspondenz  auf  der  Curve  durch  eine  einzige  algebraische  Gleichung 
vermittelt  wird.  Die  Hauptfrage  ist  dann  die  nach  den  Stellen  ^  wo  ein 
Punkt  X  mit  einem  Punkte  y  ^coincidirt^;  sie  findet  ihre  Lösung  durch 
eine  einfache  Formel,  welche  für  ps=0  von  Chasles  gegeben,  für  beliebiges 
p  von  Cayley  aufgestellt,  nnd  bald  darauf  von  Brill  bewiesen  wurde. 
Herr  Brill  hat  erst  neuerdings  einen  auf  rein  algebraischer  Grundlage 
beruhenden  Beweis  veröffentlichi 

Die  Wichtigkeit  der  „Coincidenz -Formel"  erhellt  aus  zahllosen  geo- 
metrischen Anwendungen:  insbesondere  gelingt  mit  ihrer  Hilfe  eine  ein- 
wandfreie Herleitung  der  sogenannten  „ PI ücker 'sehen"  Formeln. 

Die  Cayley- Brill 'sehe  Formel  ist  aber  gerade  auf  den  in  Bede 
stehenden  Fall  der  Modularcorrespondenzen  nicht  anwendbar,  da  sich  eine 
solche  eben  nicht  durch  eine  einzige  Gleichung  zwischen  x  und  y  darstellen  lässt. 

Hurwitz  sah  sich  daher  veranlasst,  die  Correspondenzen,  die  es  auf 
einer  Biemann'schen  Fläche  im  Sinne  der  Theorie  der  analytischen 
Functionen    überhaupt    geben  kann,    functionentheoretisch  zu  untersuchen. 

Dabei  stellte  sich  das  merkwürdige  Ergebniss  heraus,  dass  es  zwei 
wesentlich  verschiedene  Arten  von  Correspondenzen  giebt:  einmal  die,  för 
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welche  die  Cayley-Briirsche  Formel,  mit  noch  einer  gewissen  Erweiter- 
ung  ausgestattet,  gilt,  sodann  aber  die  sogenannten  „singalftren^  Cor- 
.  respondenzen,  welche  nur  aaf  besondern  j^singulKren^  Eiemann*schen 
Flächen  (oder  Carven)  möglich  and  durch  ein  System  arithmetischer  Be- 
dingungen definirbar  sind.  Für  diese  singulSren  Correspondenzen,  zu 
denen  auch  die  Modularcorrespondenzen  gehören,  ezistirt  eine  weniger 
einfache  Coincidenzformel. 

Die  Coincidenzformel  wird  in  beiden  Fallen  auf  Orund  der  zur  Flftche 
gehörigen  Integrale  erster  Gattung  abgeleitet,  indem  die  Null-  und  ünend- 
lichkeitspunkte  eines  Quotienten  von  9-Froducten  auf  verschiedene  Weise 
abgez&hlt  werden. 

Dem  Charakter  des  ganzen  Werkes  entsprechend  wird  die  Hurwitz- 
sche  Correspondenztheorie  auf  formentheoretische  Anschauungen  gegründet, 
wobei  sich  zugleich  Gelegenheit  findet ,  die  im  ersten  Band  entworfenen 
Grundzüge  einer  Theorie  der  algebraischen  Functionen  auf  beliebigen  Rie- 
mann 'sehen  FlSchen  F  in  einer  Reihe  wesentlicher  Punkte  zu  ergttnzen  und 
zu  einem  gewissen  Abschluss  zu  bringen. 

Irgend  eine  zu  F  gehörige  algebraische  Function  0  wird  gleich  0^ :  g^ 
gesetzt,  und  auf  diese  homogenen  Variabein  e^^  e^  gründet  sich  die  Dar- 
stellung der  übrigen  Grössen  des  Gebildes,  insbesondere  auch  solcher 
homogener  Functionen  der  0^^  0^^  deren  Dimension  nicht  Null  ist. 

Ist  io  eine  algebraische  Function  des  Gebildes,  so  heisst  io,e\  eine  zu 
F  gehörige  ^ algebraische  Form  der  Dimension  v**,  wo  v  eine  positive  oder 
negative  ganze  Zahl  ist. 

Unter  alV  diesen  Formen  sind  die  wichtigsten  die  j, ganzen",  welche  auf 
F  nirgends  unendlich  werden. 

Der  Fundamentalsatz  der  weiteren  Entwickelung  ist  dann  der,  dass 
es,  in  gewisser  Analogie  zu  der  Weierstrass 'sehen  Primfunction ,  eine 
, Primform''  giebt,  durch  die  sich  alle  algebraischen  Functionen  von  F, 
sovde  die  zugehörigen  Integrale  der  drei  Gattungen  in  einfacher  Weise 
darstellen  lassen. 

Dieses  Princip  findet  seine  Anwendung  einmal  auf  die  Rie  mann 'sehen 
Flächen,  welche  zu  Congruenzgruppen  (von  Primzahlstufe)  gehören,  und 
hier  wiederum  insbesondere  auf  die  Integrale  erster  Gattung  y,  andererseits 
auf  eine  ezplicite  algebraische  Darstellung  der  Modularcorrespondenzen, 
mit  Ausführung  des  Beispiels  der  siebenten  Stufe.  Die  Integrale  j  führen 
bei  dieser  Behandlung  nach  Hurwitz  zu  merkwürdigen  arithmetischen 
^  Entwickelungsfunctionen ''. 

Vermöge  einer  so  vielseitigen  Begründung  der  Modularcorrespondenzen 
hält  es  nun  im  Princip  nicht  schwer,  die  zu  einer  beliebigen  Primzahlstufe 
gehörigen  Systeme  von  Elassenanzahlrelationen  wie  früher  anzusetzen.  Ein 
solches  System,  bei  gegebener' Stufe  und  Transformationsordnung,  hat 
die  Eigenschaft,  dass  jede  weitere  mögliche  Klassenanzahlrelation  als  lineare 
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Combination  der  Relationen  des  Systems  erscheint  Als  Beispiele  dienen 
die  Stufen  7  und  11. 

Referent  ist  der  Meinung,  dass  ein  nicht  ganz  unbewanderter  Leser, 
ehe  er  an  das  Einzelstudinm  dieses  so  ungemein  inhaltsreichen  Bandes  geht, 
um  über  die  Hauptziele  der  Untersuchung  schneller  prientirt  zu  werden, 
vorab  einige  der  Originalabhandlungen  mit  Nutzen  zu  Rathe  ziehen  wird. 
Es  seien  als  solche  etwa  angeführt  die  von  Klein  (Maihem.  Ann.  14,  17; 
Leipzig.  Abhandl.  1885);  Gierst  er  (Mathero.  Ann.  17);  Dedekind  (Journal 
f .  Mathem.  1883) ;  Hurwitz  (Dissertation  und  Leipz.  Ber.  1886). 

Im  üebrigen  sei  betont,  dass  wir  auf  ganze  Partien  des  Buches 
(über  complexe  Multiplication ,  über  die  Smith*schen  Methoden  u.  A.),  die 
namentlich  für  den  Arithmetiker  von  Interesse  sind,  gar  nicht  haben  ein- 
gehen können.  W.  Franz  Meter. 


Ch.  MfiRAY.  Lefons  nouvelles  sur  Fanalyse  inflnit^simale  et  ses  appli- 
cations  göomötriqnes.  Premiere  partie.  Principes  g6n6rauz.  Paris 
1894.    Gauthier  .Villars.    XXXIII  und  405  S. 

Man  könnte  in  Deutschland  fast  neidisch  sein  auf  die  französischen 
Lehrbücher  der  Analjsis.  Denn  bei  der  fortwährenden  Concurrenz  auf 
diesem  Gebiete,  an  der  sich  die  ersten  Namen  betheiligen,  ist  jeder  Ver- 
fasser eines  neuen  Werkes  genöthigt,  sei  es  durch  eigene  Forschungen, 
sei  es  durch  eigenartige  Anordnung  und  Verarbeitung  des  Stoffes,  die  Vor- 
gänger zu  übertreffen. 

Herr  M6ray  hat  sich  durch  eine  ansehnliche  Reihe  yon  grössten  Theils 
analytischen  Arbeiten  —  deren  Verzeichniss  gleich  in  der  Vorrede  dem 
Leser  vorgeführt  wird  —  so  vortheilhaft  bekannt  gemacht,  dass  man  auch 
hier  etwas  Besonderes  von  ihm  erwarten  kann.  Man  kann  bald  erkennen, 
dass  der  Verfasser  von  der  Weierstrass*schen  Schule  stark  beeinflnsst 
worden  ist^  dass  er  aber  sein  berühmtes  Vorbild  an  Abstraction  noch  zu 
überbieten  sucht. 

Beferent  muss  von  vornherein  bekennen^  dass  er  einen  principiell 
anderen  Standpunkt  einnimmt;  wenn  der  Verfasser  ausdrücklich  betont,  dass 
er  stolz  darauf  sei,  dem  Anfänger  die  allgemeinen  Eigenschaften  der 
Functionen  rein,  das  heisst  unbeirrt  von  irgend  welchen  Einzelheiten  vor- 
zutragen, so  ist  dieser  Standpunkt  doch  sehr  anfechtbar.  Referent  hat 
seiner  Zeit  nebst  ca.  200  Zuhörern  die  „einleitende*'  Vorlesung  von  Herrn 
Weierstrass  über  „analytische  Functionen^  gehört,  kann  aber  auf  Grand 
seiner  persönlichen  Erfahrungen  nur  gestehen,  dass  der  bildende  £rfolg, 
im  Verhältniss  zu  der  starken  Höreranzahl,   nicht  der  entsprechende  war. 

Gerade  die  bedeutendsten  der  französischen  Mathematiker  sind  ans  der 
praktischen  Schule  der  Ingenieure  hervorgegangen,   und  eben  hierin  dürfte 
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der  Orund  liegen,  dass  jene  sieb  eines  so  klaren  and  anschaulichen  Styles 
befleissigen. 

üeberdies  scheint  es  für  die  heutige  Mathematik  nveit  nothwendiger, 
sich  den  Naturwissenschaften  und  der  Technik  wieder  zu  nähern,  anstatt 
einem  scholastischen  Dogmatismus  zu  verfallen.  Referent  möchte  indess 
nicht  missYerstanden  werden:  er  will  gern  zugeben,  dass  ein  Buch,  wie 
das  vorliegende,  einem  Studirenden  gegen  Ende  seiner  Studienzeit,  oder 
noch  besser,  nach  bestandener  Staatsprflfung;  wo  er  das  Bedürfniss  hat, 
das  Gelernte  von  einem  höheren  Standpunkt  aus  zu  revidiren,  die  besten 
Dienste  leisten  wird.  Ein  Lehrer  wird  vollends  Vieles  daraus  lernen  können, 
und  damit  seien  auch  gleich  die  grossen  Vorzüge  des  Buches  hervorgehoben : 
die  Diction  ist,  in  Anbetracht  des  schwierigen  Stoffes,  eine  tadellos  klare, 
und  der  Leser  wird  auf  gedrängtem  Baume  mit  einer  Reihe  der  schwierig- 
sten Partien  der  Analjsis  vertraut  gemacht.  Seine  bekannte  Neigung,  für 
bekannte  Begriffe  neue  Namen  einzuführen,  hätte  der  Verfasser  füglich 
etwas  einschränken  können. 

Der  Inhalt  des  Bandes  zerlegt  sich ,  abgesehen  von  einigen  einleitenden 
Abschnitten,  in  13  Kapitel. 

Nach  Erörterung  der  verschiedenen  Modificationen ,  welche  der  Begriff 
der  „Grösse^  durchlaufen  kann,  ist  der  erste,  sehr  knapp  gefasste  Haupt- 
abschnitt den  Reihen,  insbesondere  den  Potenzreihen  gewidmet,  auf  denen 
das  Folgende  ausschliesslich  aufgebaut  ist. 

Das  über  Convergenz  Vorgebrachte  scheint  für  feinere  Untersuchungen 
nicht  ganz  hinreichend  zu  sein. 

Es  folgt  die  Erörterung  der  Haupteigenschaften  der  (in  gegebenen 
Bereichen)  holotropen  Functionen,  ihrer  Differentiation  und  Integration. 

Zwei  weitere  Abschnitte  beschäftigen  sich  mit  den  totalen  und  par- 
tiellen Differentialgleichungen  und  Systemen  solcher,  in  der  Hauptsache 
nur  mit  dem  Existenzbeweise  für  deren  Integrale. 

Es  wird  dem  Leser  schwer,  zu  erkennen,  welches  die  Stellung  dieser 
Beweise  zu  den  sonst  bekannten  ist:  überhaupt  sind  die  historischen  Bezug- 
nahmen des  ganzen  Bandes  äusserst  dürftige;  man  erhält  beinahe  den 
Eindruck,  als  ob  die  ganze  Functionentheorie  ein  Erzengniss  des  Ver- 
fassers sei. 

Immerhin  ist  das  Buch  als  ein  höchst  eigenartiges  und  fesselndes  zu 
bezeichnen:  die  Einwände  des  Referenten  sind  ja  auch  nur  pädagogischer 
Natur.  Richtiger  freilich  hätte  der  Titel  heissen  sollen:  „Refi6zions 
nouvelles  sur  les  principes  de  TAnaljse  inf.**  Man  darf  gespannt  sein,  wie 
die  Methode  des  Verfassers,  immer  nur  die  ganz  allgemeinen  Gesichts- 
punkte hervorzukehren,  in  den  folgenden  Bänden  Stich  halten  wird,  in 
denen  die  besonderen  Functionen  zur  Darstellung  kommen  sollen.  Bis 
dahin  möge  die  Beurtheilung  des  Referenten  auch  nur  als  eine  vorläufige 
angesehen  werden.  W.  Fbanz  Meyer. 
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G.  Arnouz.  Arithm^tiqne  graphiqne.  Les  espaces  arithmetiqaes  bjper- 
magiques.    Paris  1894.    Gauthier -Villars.    XXIII  and  175  S. 

Das  Buch  ist  für  Solche  geschrieben,  die  sich  für  mathematische 
Absonderlichkeiten  —  denn  als  das  möchte  doch  die  Theorie  der  nament- 
lich in  früheren  Jahrhunderten  mit  Vorliebe  studirten  magischen  Quadrate, 
und  ähnlicher  Erscheinungen  aufzufassen  sein  —  interessiren. 

um  den  Leser  zu  orientiren,  sei  erwfthnt,  dass  unter  einem  magischen 
Quadrat  zu  verstehen  ist  eine  schachbretartige  Figur  von  n*  Feldern,  die 
mit  den  n*  ersten  natürlichen  Zahlen  so  bedeckt  sind,  dass  die  Summe  aller 
Felder  je  einer  Horizontal -^  oder  Vertical-,  oder  Diagonalreihe  einen  und 
denselben  Werth  8  besitzt. 

Hierüber  iSsst  sich  noch  hinausgehen:  denkt  man  sich  etwa  die  Figur 
als  Determinante  entwickelt,  so  repr&sentirt  jedes  Glied  der  Determinante 
eine  „Richtung*',  und  man  kann  yerlangen,  dass  die  Summe  5  insbesondere 
für  ein  Maximum  von  Richtungen  constant  ist.  Das  sind  dann  die  hjper- 
magischen  Quadrate. 

Der  Verfasser  verfehlt  nicht,  gleich  die  fi-dimensionalen  Verall- 
gemeinerungen (mittelst  der  sogenannten  Gitter)  hinzuzufügen.  Hierdurch 
erscheint  die  ganze  Frage  als  eine  specielle  Anwendung  der  Diophant- 
schen  Gleichungen  resp.  linearen  Congruenzen.  Schon  daraus  z.B.,  dass 
man  die  Zahlen  1,  2,...n'  durch  ein  äquivalentes  Rests jstem  modm 
ersetzt  9  kann  man  interessante  Folgerungen  ziehen. 

Der  Verfasser  begnügt  sich,  die  mathematischen  Grundlagen  der  hiw 
in  Betracht  kommenden  Aufgaben  zu  erörtern  und  einzelne  Fälle  aus- 
zuführen. Eine  allgemeine  und  vollständige  Lösung  der  Aufgaben  wird 
nicht  gegeben.  ^_ W.  Franz  Metbb. 

Differential-  och  Integral -Kalkylens.  Användning  vid  ündusOkning  of 
Linier  i  Rjmden  och  Bagtiga  Ytor  of  H.  T.  Daüg.  Professor  vid 
üpsala  üniversitet.    üpsala.    W.  Schultz. 

Der  erste  Theil  des  vorliegenden  Werkes  ist  bereits  im  Jahre  1877 
erschienen.  Derselbe  enthält  zunächst  die  wichtigsten  Eigenschafben  der 
Raumcurven ,  sowie  die  Darstellung  einer  Curve  durch  verschiedene  Coordi- 
natensysteme,  Ableitung  der  Gleichung  der  Tangente  ^  Osculatione- Ebene 
und  Kugel  und  Bestimmung  des  Krümmungskreises.  Sodann  folgt  eine 
Untersuchung  der  krummen  Flächen.  Hier  wird  zunächst  die  Daratellnng 
der  Flächen  durch  ein  Netz  von  Curven  gegeben  und  dann  die  Bedeutung 
der  Indicatriz  für  eine  Fläche  ausführlich  auseinander  gesetzt;  es  folgen 
die  Theoreme  von  Euler  und  Meusnier  und  schliesslich  die  Erümmiuig 
der  Flächen  und  die  Krümmungslinien. 

Der  zweite  Theil  des  Werkes  ist  aus  dem  handschrifUichen  Nachlaas 
des  Verfassers  von  Herrn  M.  Falk;   der  bereits  bei  der  Herausgabe  des 
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ersten  Theiles  mitgewirkt  bat,  der  Oeffentlichkeit  übergeben  worden.  Er 
enthält  eine  specielle ,  sehr  eingehende  Behandlung  der  gradlinigen  Fl&cben. 
Weiter  anf  Einzelheiten  einzugehen  ist  wohl  nicht  erforderlich,  da  die 
Eenntniss  der  schwedischen  Sprache  yerhältnissmftssig  wenig  verbreitet  ist 
und  da  ja  auch  gründliche  deutsche  Arbeiten  über  dieses  Gebiet  vorhanden 
sind.  Max  Meyer. 

Arithmetische  Aufgaben,     unter   besonderer   Berücksichtigung   von   An- 
wendungen   aus  dem  Gebiete  der  Geometrie,    Physik  und   Chemie. 
Für  den  mathematischen  Unterricht  an  höheren  Lehranstalten.    Be- 
arbeitet von  Oberlehrer  Dr.  Hugo  Femkner.   Pensum  der  Untertertia, 
Obertertia  und   Untersekunda  der  neunstufigen,    bezw.  der  Tertia, 
Sekunda  und  Prima  der  sechsstufigen  Anstalten.    Zweite ,  auf  Grund 
der  preussischen  Lehrpl&ne  vom  Januar  1892  ausgearbeitete  Auflage. 
Braunschweig  1894.    Verlag  von  Otto  Salle. 
Diese  Sammlung  arithmetischer  Aufgaben  stützt  sich  bei  ihrer  Anlage 
auf  die  Ausführungen  Krumme's  über  den  algebraischen  Unterricht.    Der 
Schüler  soll  von  vornherein  zum  selbstständigen  Denken  angeregt  werden, 
und  daher  nehmen  die  rein  mechanischen  Rechenaufgaben  einen  verhftltniss- 
mftssig  geringen  Theil  des  Werkes  ein ;  deshalb  sind  auch  übermässig  com- 
plicirte  Rechnungen,  welche  einen  zu  grossen  Zeitaufwand  erfordern;  ver- 
mieden.   Der  Nachdruck  ist  auf  die   Anwendungen  gelegt»    welche  häufig 
aus    anderen    ünterrichtsgebieten ,    wie    aus    der    Physik ,    Geometrie    und 
Chemie,  gewählt  worden  sind.     Hierdurch   wird  dem  Schüler  Gelegenheit 
geboten,  seine  Kenntnisse  in  diesen  Gebieten  zu  befestigen.    Den  Aufgaben 
gehen    die  zu  ihrer  Lösung  nöthigen   Lehrsätze  voraus^    indessen  werden 
dieselben    nicht   immer    streng  bewiesen,   sondern  häufig  nur  an  einzelnen 
Zahlenbeispielen    erläutert,    so  dass  das  Werk  ein  Lehrbuch   der  Algebra 
nicht  ersetzen  kann.     Die  zweite  Auflage  unterscheidet  sich  von  der  ersten 
dadurch,   dass  in  Folge  der  neuen   Lehrpläne  die  Abschnitte  über  Reihen 
und  Zinseszinsrechnung  weggelassen  sind ,  wogegen  die  Anzahl  der  üebungs- 
beispiele  vermehrt  wurde.    ,  Max  Meyer. 

Ableitong  der  verBchiedenen  Formen  der  Cnrven  dritter  Ordnung  durch 
Projection  und  Klassification  derselben.  L  Von  Professor  Dr.  Fried- 
rich KÖHNEL.    Beilage  zu  dem  Programm  des  Realprogymnasiums 
Ettenheim  für  das  Schuljahr  1893/94.    Ettenheim  1894.    Druck  von 
F.  H.  Leibold. 
Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  eine  Klassification  der  Curven 
dritter  Ordnung  durch  perspective  Collineation  aus  divergirenden  Parabeln 
abzuleiten.     Den  Ausgangspunkt  bildet  die  Gleichung  derselben  in  homo- 
genen   Coordinaten.     Die  Parabeln    werden    nach    den    Werthen   gewisser 
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Invarianten  in  Gruppen  eingetheilt  und  aus  diesen  durch  lineare  Trans- 
formationen die  Curven  dritter  Ordnung  abgeleitet.  Die  geometrischen 
Eigenschaften  der  Curven  werden  nur  als  Resultate  der  Untersuchung  an- 
gegeben, während  auf  eine  Ableitung  derselben  verzichtet  wird.  Der  vor- 
liegende Theil  behandelt  übrigens  nur  die  Curven  mit  Oval;  die  übrigen 
sind  einer  späteren  Abhandlung  vorbehalten.  ^^^  Mbybr. 


Geometrische  Analysis  und  Synthesis.    Eine  Sammlung  von  636  plani- 
metrischen   Constructions- Aufgaben  mit  rein  geometrischer  Lösung. 
Für   höhere  Lehranstalten,  sowie  zum  Gebrauch  beim  Selbstunter- 
richt systematisch   geordnet  und  bearbeitet  von  W.  Adam.     Zweite 
Auflage.    Potsdam  1893.    Verlag  von  Aug.  Stein. 
Nach    einer    kurzen    Auseinandersetzung    über    das  Wesen    der    Con- 
struction  bringt  das  vorliegende  Werk  eine  Sammlung  geometrischer  Auf- 
gaben,  bei  denen  theils  die  Lösung  vollständig  ausgeführt,   tbeils  nur  die 
Construction  angegeben  ist    Hauptsächlich  dürfte  dasselbe  für  Diejenigen 
geeignet  sein,   welche  auf  Selbstunterricht  angewiesen  sind,  denen  es  zur 
Lösung    geometrischer  Aufgaben    eine   gute  Anleitung   geben   wird.     Zur 
Einführung  an  Lehranstalten  ist  dasselbe  wohl  weniger  geeignet,   da  der 
Lehrer  es  vorziehen  wird,  den  Schülern  selbst  diejenigen  Andeutungen  zu 
geben,  die  er  zur  Lösung  der  Aufgaben  für  erforderlich  hält 

Max  Mbtbb. 

Die  Elemente  der  vierdimensionalen  Geometrie  mit  besonderer  Berück-' 
siohtigung  der  Polytope.    Von  Dr.  Max  Brückner,  Realgymnasial- 
oberlehrer.   Sonderabdruck  aus  dem  Jahresberichte  des  Vereins  für 
Naturkunde  zu  Zwickau.  1893. 
Die  nichteuklidische  Geometrie  ist  in  den  letzten  Jahrzehnten  zu  einem 
ausgedehnten  Gebiet  der  Mathematik  herangewachsen,  so  dass  es  wohl  an- 
gebracht erscheint,  dem  Nichtfachmanne  einen  Einblick  in  dieselbe  zu  ver- 
schaffen.   Speciell    diese  Aufgabe   hat  sich   der  Verfasser  für   die  Theorie 
des  vierdimensionalen  Raumes  gestellt     In   einer  Einleitung  giebt  er  zu- 
nächst  einen  Abriss   der  Geschichte   der  nichteuklidischen   Geometrie   und 
erörtert  hierbei  auch  die  Frage  nach  ihrer  Berechtigung.    Den  Hauptmangel 
derselben   erkennt   er   richtig  in  dem  Fehlen  der  Anschaulichkeit,   und  er 
weist    treffend    alle  Versuche    zurück,    unseren    Raum   durch   einen    vier- 
dimensionalen ersetzen  zu  wollen.     Die  nichteuklidische  Geometrie  ist  eine 
rein  logische  Wissenschaft  und  nur  als  solche   hat  sie  eine  Berechtigung. 
Trotzdem   kann  der  Verfasser  der  Versuchung  nicht  widerstehen,   dieselbe 
gelegentlich    zu  doch  sehr  zweifelhaften  metaphysischen  Speculationen   zu 
benutzen,    indem  er  sein  Werk  mit  dem  Satze  Seh  lege  l's  schliesst:    «Wenn 
hiernach   der  Geist    durch   rein    logische  Operationen  mit  Nothwendigkeit 
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dazu  geführt  wird,  die  Schranken  der  Anschauung  zu  durchbrechen  und 
die  Existenz  (dies  Wort  in  demselben  Sinne  gebraucht,  wie  man  von 
der  Existenz  von  Punkten ,  Geraden  und  Ebenen  spricht)  von  Gebilden  an- 
zuerkennen, von  denen  er  sich,  gefangen  mittelst  des  Leibes  in  den  Fesseln 
der  dreidimensionalen  Anschauung,  zwar  keine  Vorstellung  machen  kann, 
deren  genaue  Abbildungen  aber  im  dreidimensionalen  Baume  er  ebenso  gut 
wahrnimmt  wie  andere  Erscheinungen  der  Eörperwelt,  so  scheint  hieraus 
zu  folgen,  erstens,  dass  uns  nur  die  Verbindung  unseres  Geistes  mit  der 
dreidimensionalen  (oder,  was  genau  dasselbe  ist,  materiellen)  Körperwelt 
an  der  sinnlichen  Wahrnehmung  und  geistigen  Vorstellung  höher  dimen- 
sionirter  Gebilde  hindert,  zweitens,  dass  unser  Geist,  da  er  eben  vermöge 
innerer,  von  der  Körper  weit  unabhängiger  Thtttigkeit  sich  von  den  Fesseln 
des  Dreidimensionalen  emancipiren  kann,  seiner  Natur  nach  wesentlich  im- 
materiell sein  muss,  und,  für  sich  allein  ohne  den  Leib  gedacht,  an  kein 
Gebiet  von  bestimmter  Dimensionenzahl  gebunden  isf 

In  den  ersten  beiden  Abschnitten  werden  in  synthetischer  und  ana- 
lytischer Weise  die  Elemente  des  vierdimensionalen  Baumes  abgeleitet| 
während  in  den  übrigen  (dritten  bis  fünften)  die  Eigenschaften  der  Polytope 
dargelegt  werden.  Zunächst  die  Projection  der  Polytope,  der  erweiterte 
Euler'sche  Satz,  sodann  die  Eintheilung  der  allgemeinen  und  singulSren 
Polytope ,  sowie  schliesslich  die  Klassification  der  regulären  Polytope.  Ganz 
dflrfte  die  Arbeit  ihren  Zweck  nicht  erfElllen,  denn  wenn  man  ein  so 
schwieriges  Gebiet  in  allgemein  verständlicher  Weise  darstellen  will,  so 
müssen  die  Beweise  möglichst  ausführlich  und  klar  gegeben  werden,  während 
wir  uns  hier  doch  häufig  mit  Andeutungen  begnügen  müssen.  Zum  Theil 
wird  diesem  Mangel  allerdings  dadurch  abgeholfen ,  dass  durch  ausführliche 
Literaturangabe  Demjenigen,  der  sich  dafür  interessirt,  ein  eingehendes 
Studium  dieses  Gebietes  ermöglicht  wird.  jf^x  Meter. 


1.  Professor  Dr.  Th.  Spibkbe.  Lehrbach  der  ebenen  Geometrie  mit  TFebongs- 

anfgaben  für  höhere  Lehranstalten.  Ausgabe  A,  welche  in  dem 
Theil  über  die  Congruenz  der  Dreiecke  einige  Abänderungen  er- 
fahren hat; 

Ausgabe  B,  für  mittlere  Klassen,  welche  die  beiden  ersten  Curse 
des  Hauptwerkes  enthält; 

Ausgabe  G,  abgekürzter  Gursus  für  Gymnasien. 

2.  Derselbe,  Kurze  Anleitung  lum  Lösen  der  Uebnngsanigaben  des  vor- 

genannten Lehrbuchs. 

3.  Derselbe 9  Lehrbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  mit 

Uebungian^ben  für  höhere  Lehranstalten. 

4.  Dr.  Hermann  Sc^uBERT.    Sanunlung  von  arithmetisohen  und  algebra- 

ischen Fragen  nnd  Aufgaben,  verbunden  mit  einem  systematischen 

IIlBt.-  m.  Abth.  d.  Zeitsohr.  f.  Math.  u.  Phji.  40.  Jahrg.  1896.  6.  Heft  17 
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Aufbau   der  Begriffe»  Formeln   und  Lehrsätze  der  Arithmetik,   fOr 
höhere  Schulen.     Erstes  Heft:  Für  mittlere  Klassen. 

5.  Dr.  Hbrmann  Schubert,  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  und  Algebra  för 

Real-  und  Bürgerschulen.     Heft  I  und  IL 

6.  Derselbe,  Ansgewählte  Resultate  zu  beiden  Heften. 

Da  die  hier  genannten ,  in  neuen  Auflagen  erschienenen  Werke  sich 
seit  einer  Eteihe  von  Jahren  in  der  Praxis  bewährt  haben,  so  bedürfen  sie 
wohl  keiner  eingehenderen  Besprechung.  M^x  Meyer. 


Le  soienze  esatte  neir  antica  Oreoia  di  Ging  Lobia,  Prof.  di  geometria 
superiore  nelF  universitä  di  Genova.  Libro  IL  11  periodo  aureo 
della  geometria  gpreca.  Modena  1895  coi  tipi  della  Societä  tipo- 
grafica,  antica  tipografia  Soliani,  236  p.  Estratto  dolVoLXI,  Serie  II 
delle  Memorie  della  R.  Accademia  di  Scienze,  Lettre  ed  Arti  di 
Modena.    Sezione  di  Scienze,  p.  3  — 237. 

Wir  yerweisen  für  den  ersten  Abschnitt  des  Werkes  unseres  italienischen 
Fachgenossen  auf  Band  39  dieser  Zeitschrift,  wo  wir,  Hisi-lit.  Abtb. 
S.  184 — 185,  darüber  berichtet  haben.  Wir  müssten  eigentlich  auch  auf 
Band  36,  Hi8t.-lit.  Abth.  S.  29 — 30,  yerweisen,  wo  Herrn  Loria's  Abband* 
lung  über  das  goldne  Zeitalter  der  griechischen  Geometrie  besprochen  ist, 
welche  zu  dreifacher  Ausdehnung  angewachsen ,  heute  unter  gleicher  üeber- 
Schrift  als  Fortsetzung  des  umfangreicherea  Werkes  yor  uns  liegt.  Wir  haben 
bei  dem  ersten  Abschnitte  ein  erfolgreiches  Streben  nach  Vollstöndigkeit 
heryorheben  dürfen.  Des  gleichen  Lobes  ist  auch  der  zweite  Abschnitt 
würdig.  Herr  Loria  kennt  Alles,  was  nur  über  den  Gegenstand  seiner 
Forschung  geschrieben  worden  ist,  und  hat  es  nach  Maassgabe  seiner  über- 
einstimmenden oder  nicht  übereinstimmenden  Ansichten  zu  yerwerthen  ge- 
wusst.  Zu  den  Schriftstellern «  welchen  Herr  Loria  eine  grosse  Sympathie 
entgegenbringt,  gehört  Herr  Zeuthen.  Allerdings  hindert  ihn  dieses  Wohl- 
wollen nicht,  auf  S.  218  zuzugeben,  dass  Herr  Zeuthen,  ausser  Stande, 
seine  geometrische  Phantasie  zu  zügeln,  vielfach  Eigenes  gab,  um  die  nur 
allzu  zahlreichen  Lücken  in  unserem  Wissen  von  den  Methoden  der  Griechen 
(dass  sie  solche  besessen  haben  müssen ,  leugnet  Niemand)  auszufüllen.  Dass 
geschichtliche  Stützen  für  diese  Ausfüllungen  fehlen,  erklärt  Herr  Loria 
damit,  dass  der  geistreiche  Koppenhagner  Geometer  entweder  sich  nicht 
bemühte,  eine  gesicherte  geschichtliche  Grundlage  anfzasuchen,  oder  keine 
solche  aufzufinden  im  Stande  war.  Wir  sind  der  Meinung,  das  Entweder 
sei  hier  zu  streichen  und  nur  das  Oder  zu  lassen.  Wir  persönlich  yerlangen 
aber  geschichtliche  Begründung  für  geschichtliche  Vermuthungen  und  können 
uns  daher  mit  der  zu  weit  getriebenen  Modernisirung  des  ApoUonius  nach 
wie  yor  nicht  befreunden.    Glücklicherweise  beeinflusst  diese  ziemlich  yer* 
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schiedene  Werthscbfttznng  eines  unserer  Zeit  angehörenden  Werkes  nur 
wenige  Stellen  von  Herrn  Loria's  Buch.  Meistens  sind  Auszüge,  und 
zwar  Yortrefflich  angefertigte  Auszüge  aus  den  alten  Schriftstellern,  also 
insbesondere  aus  den  vier  Mathematikern  des  goldenen  Zeitalters:  Euklid, 
Arcbimed,  Eratosthenes,  Apollonius,  gegeben.  Wo  blosse  Ver- 
muthungen  ausgesprochen  sind,  kennzeichnet  Herr  Loria  dieselben  als 
solche,  und  der  Leser  ist  dadurch  in  den  Stand  gesetzt,  selbst  zu  prüfen 
und  sich  für  oder  gegen  das  Vorgeschlagene  zu  entscheiden.  Wir  halten 
deshalb  auch  den  zweiten  Theil  der  grossen  Arbeit  für  einen  entschiedenen 
Fortschritt  gegen  frühere  Arbeiten  und  freuen  uns  auf  die  Fortsetzung. 

Cantob. 

Oalilei  betreffende  HandBchriften  der  Hamburger  Stadtbibliothek.  Von 
Dr.  Emil  Wohlwill  (aus  dem  Jahrbuch  der  Hamburgischen  wissen- 
schaftlichen Anstalten.  XII).  Hamburg  1895.  Commissions -Verlag 
von  Lucas  Gräfe  &  Sillem.  77  S. 
Mathias  Bernegger  (1582  —  1640)  stand  zu  den  bedeutendsten  Ge- 
lehrten seiner  Zeit  in  Beziehungen,  mit  vielen  in  eifrigem  Briefwechsel, 
und  die  Entwürfe  yon  nahezu  500  seiner  Briefe  haben  sich  in  zwei  Quart- 
bftnden  erhalten.  Diese  kamen  zuerst  in  den  Besitz  des  Frankfurter 
Sammler's  Zacharias  Konrad  von  üffenbach  (1683 — 1734);  dann, 
als  er  um  1731  sich  aus  Geldverlegenheit  seiner  Bücher  mit  Ausnahme 
der  Francofurtensien  entänssem  musste,  kaufte  der  Hamburger  Philologe 
Johann  Christoph  Wolf  die  hebräischen  Handschriften  und  etwa 
2^)000  Briefe,  darunter  Bernegger's  Entwürfe.  So  kamen  diese  nach 
Hamburg,  wo  sie  gegenwärtig  der  Stadtbibliotbek  angeboren.  Wir  haben 
von  Bernegger's  Beziehungen  gesprochen.  Zu  Galilei  waren  es  die  eines 
üebersetzers.  Schon  1612  machte  Bernegger  Galilei*8  Proportionalzirkel  in 
lateinischer  Sprache  bekannt,  dann  gab  er  1635  in  der  Elzevir'schen 
Buchhandlung  die  lateinische  üebersetzung  von  Galilei's  Gesprächen  über 
die  Weltsysteme  heraus.  Der  recht  schlechte  Druck  fand  in  Strassburg, 
wo  Bernegger  wohnte,  durch  David  Hautt  statt  Ueber  diese  letztere 
üebersetzung  wusste  man,  dass  Elia  Diodati  Bernegger  zur  Anfertigung 
derselben  aufgefordert  hatte  und  zwar  im  Namen  und  Auftrage  Galilei's. 
Man  wusste,  dass  das  zu  übersetzende  Buch  am  1.  August  1633  in  Strass- 
burg ankam.  Wann  aber  hat  Galilei  die  üebersetzung  veranlasst?  War 
es  vor  oder  nach  dem  22.  Juni  1633,  vor  oder  nach  Galilei's  Abschwörung 
der  Coppernikaniscben  Ansichten?  Diese  Frage  zu  beantworten  dienen 
Briefe  aus  dem  Bernegger'schen  Briefwechsel.  Herr  Wohlwill,  dessen 
Betheiligung  an  der  Erforschung  aller  zum  Galilei  -  Process  gehörenden  um- 
stände jedem  Fachgenossen  rühmlichst  bekannt  ist,  hat  die  beiden  Bände 
der  Hamburger  Stadtbibliothek  gründlich  untersucht  und  alle  Stellen ,  welche 
irgend   mit  Galilei  und  dessen   Schriften  sich  befassen,  gesammelt  und  im 

17* 
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Drucke  herausgegeben.  Vieles  davon  ist  schon  gedruckt,  aber  so  xer- 
stückelt  und  unvollständig,  dass  eine  Vereinigung  des  ganzen  Materials 
nur  mit  Dank  begrttsst  werden  kann.  Noch  dankenswerther  ist  die  dem  Ab- 
drucke der  im  Ganzen  101  Nummern  vorausgeschickte  Einleitung.  Herr  Wohl- 
will sucht  darin  nachzuweisen,  dass  die  Aufforderung  Galilei's,  Bemegger 
möge  die  Gespräche  über  die  Weltsysteme  übersetzen,  spätestens  Ende  Juni 
1633  von  Born  aus  erfolgt  sein  könnte,  was  aber  ans  inneren  Gründen 
höchst  unwahrscheinlich  ist,  dass  unter  Abweisung  dieses  letzten  möglichen 
Zeitpunktes  die  Wahrscheinlichkeit  dafür  spricht,  Galilei  habe  Mitte  Januar 

1633  den  Wunsch  nach  einer  Oebersetzung  geäussert,  mithin  zu  einer  Zeit, 
als  er  noch  nicht  versprochen  hatte,  jede  weitere  Veröffentlichung  über 
die  Weltsysteme  zu  unterlassen ,  und  alle  späteren  Schritte  habe  Diodati 
selbstständig  gethan,  ohne  auch  nur  von  der  in  Bom  eingetretenen  Kata- 
strophe Eenntniss  zu  haben.  Als  die  Verurtheilung  Galileis  bekannt  warde, 
war  sie  dann  für  Diodati  wie  für  Bernegger  nur  ein  Grund  mehr,  die  üeber* 
Setzung  des  jetzt  verbotenen  Buches  zu  beschleunigen.  Diese  Auffasanng 
schliesst  nicht  aus,  dass,   als  Galilei  um  die  Jahreswende  von  1633  auf 

1634  durch  Engelke  erfuhr,  dass  die  üebersetzung  stattfinde,  er  sieh 
darüber  freute  (vergl.  den  Brief  Nr.  33  S.  40  von  Engelke  vom  1.  Mai  1634). 
Geht  doch  auch  das  Gleiche  aus  dem  längst  bekannten  Briefe  Galilers  an 
Bernegger  hervor  (Brief  Nr.  46  S.  46  —  47) ,  in  welchem  Galilei  die  kirch- 
liche Verurtheilung  seiner  Ansichten  erwähnt,  offenbar  mehr  in  der  Absicht, 
zur  Ausgabe  der  üebersetzung  anzueifem  als  sie  zurückzuhalten. 

CAirroa. 

A  History  of  Mathematics  by  Florian  Cajobi,  Ph.  D.,  formerly  Professor 
of  applied  mathematics  in  the  Tulane  üniversity  of  Louisiana,  now 
Professor  of  physics  in  Colorado  College.  New- York  and  London  1895. 
Macmillan  and  Co.  XIV,  422  p.  (Set  up  and  electrotyped  January  1&94. 
Beprinted  March  1895.) 

Wenn  ein  im  Januar  1894  erstmalig  gedrucktes  Buch  bereits  im 
März  1895  neu  gedruckt  werden  muss ,  so  zeugt  dieses  von  einer  Aufnahme 
des  Werkes ,  wie  sie  wissenschaftlichen  Schriften  nur  selten  zu  Theil  wird, 
und  die  ihren  Grund  in  der  Vortrefflichkeit  des  Buches  oder  auch  in 
seiner  Zeitgemässheit  besitzen  kann.  Wenn  wir  Herrn  Cajori's  Geschichte 
der  Mathematik  nach  diesem  Maassstabe  beurtheilen,  so  haben  wir  aller- 
dings das  Wort  Vortrefflichkeit  etwas  herabzumindern.  Schon  im  Mai- 
heft 1894  des  BuUäin  of  the  New -York  Mathematkal  Sowty  hat  Herr 
David  Eugene  Smith  in  einer  ausführlichen  Besprechung  auflrrthOmer 
hingewiesen,  welche  alsdann  in  einem  von  der  Macmillan'schen  Verlags- 
handlung  verbreiteten  Pehlerverzeichnisse  verbessert  wurden  und  aus  dem 
Neudrucke  verschwunden  sind.  Aber  auch  der  Neudruck  hat  in  Herrn 
Eneström  {BiUiotheca  mathematica  1895  p.  55  —  60)  einen  Berichterstatter 
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gefanden,  der  Irrthümer  aufzudecken  fand.  Vielleicht  macht  uns  persön- 
lich das  Bewusstsein,  wie  leicht  und  oft  bei  grösseren  geschichtlichen 
Werken  Fehler  sich  einschleichen,  die  der  Verfasser  htttte  yermeiden  können, 
wenn  es  ihm  möglich  gewesen  wttre,  eben  so  rasch  zu  schreiben  als  Andere 
lesen  und  dadurch  stets  Alles  vor  seinem  geistigen  Auge  yereinigt  zu 
sehen,  yielleicht,  sagen  wir,  macht  uns  dieses  Bewusstsein  milder,  aber 
uns  scheinen  die  Vorzflge  des  Buches  die  M&ngel  so  sehr  zu  übersteigen, 
dass  wir  sagen  möchten ,  es  sei  heute  schon  ein  gutes  Buch  und  könne  ein 
vortreffliches  werden ^  wenn  der  Verfasser  fortführt,  alle  ihm  zugehenden 
Berichtigungen  gewissenhaft  einzutragen,  zugleich  aber  die  Frische  der 
Schreibart,  die  Hervorhebung  der  Beziehung  der  Geschichte  der  Mathe- 
matik zur  Allgemeingeschichte  (für  welche  wir  ihn  möglicherweise  als 
unseren  Schüler  bezeichnen  dürfen)  sich  bewahrt.  Auch  Herr  Smith 
und  Herr  Eneström  haben  diese  guten  Eigenschaften  bemerkt  und  betont. 
Einen  ferneren  Wunsch  knüpfen  wir  an  die  Darstellung  der  neuesten  Ge- 
schichte, in  welcher  Herr  Cajori  selbststHndiger  als  in  den  anderen  Theilen 
gearbeitet  hat.  Er  möge  bei  einer  abermaligen  üeberarbeitung  etwas 
schärfer  auf  die  Zeitfolge  aufpassen.  Wir  ersparen  es  uns,  einzelne  Bei- 
spiele hervorzuheben,  aber  Herr  Cajori  wird  nur  selbst  mit  der  Feder  in 
der  Hand  die  einzelnen  Kapitel  zu  durchlesen  haben,  um  zu  finden,  dass 
eine  ümordnung  einzelner  Schriftsteller,  oder  einzelner  Werke  derselben 
wünschenswerth  erscheint. Cantob. 

Die  Sirenen.  Ein  Beitrag  zur  Entwickelungsgeschichte  der  Akustik,  Theil  III. 
Der  Streit  über  die  Definition  des  Tones.    Von  Dr.  Ernst  Bobel, 
Oberlehrer.    Wissenschaftliche  Beilage  zum  Jahresbericht  des  Louisen - 
städtischen  Realgymnasiums  zu  Berlin.  Ostern  1895  [Programm  Nr.  98]. 
Berlin  1895.     B.  Gaertner's  Verlagsbuchhandlung   (Hermann  Hey- 
felder).   32  S. 
Für  den  II.  Theil  der  Untersuchungen  verweisen  wir  auf  Band  40  dieser 
Zeitschrift,  Historisch  -  literarische  Abtheilung  S.  61.     Der  III.  Theil  giebt 
seinen  Inhalt  durch  die  Ueberschrift  mit  hinreichender  Deutlichkeit  zu  er- 
kennen.   Der  Streit  über  die  Definition  des  Tones,  wie  er  zwischen  Ohm 
und  Seebeck  geführt  wurde,  über  den  beide  grosse  Physiker  wegstarben, 
wird  unter  eingehendem  Berichte  über  die  beiderseitigen  Streitschriften  er- 
zählt.   Es  handelte  sich  darum,  ob,  wie  Ohm  wollte,  jede  Tonempfindung 
nach  Gliedern  einer  Sinusreihe  in  Tonbestandtheile  zerlegbar  sei,   ob,   wie 
Seebeck  behauptete,  auch  andere  Formen  von  Tonempfindungen  nachweis- 
bar seien,   die  eine  Zerlegung  nach  Art  der  Fourier'schen  Reihe  nicht  zu- 
lassen«  Seebeck  schien  aus  dem  lebhaft,  wenn  auch  leidenschaftslos  geführten 
Kampfe  als  Sieger  hervorzugehen.    Von  1845  bis  1855  bildeten  seine  An* 
eichten  die  allgemein  für  richtig  gehaltene  Lehre.    Da  trat  A«  Brandt  und 
dann  ausführlicher  H.  von  Helm  holt  z  für  die  Ohm'sche  Auffassung  m 
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die  Schranken.  Helmholtz  insbesondere  wusste  Klang  und  Ton  zu  unter- 
scheiden und  zu  zeigen  I  dass  mittels  dieser  Unterscheidung  man  beiden 
Gegnern  Recht  geben  könne.  Seebeck's  Behauptungen  sind  richtig  beim 
Klang,  Ohm's  Behauptungen  beim  Ton.  Dann  wird  noch  die  Helm- 
holtz'sche  erstmalige  Erzeugung  einfacher  Töne  geschildert  und  ein  rascher 
Blick  auf  die  physiologisch -psychologischen  Folgerungen  des  letzterwähnten 
Forschers  geworfen.  Cartob. 

Annuaire  du  Bureau  des  longitudes  avec  des  Notices  scientifiques.  Paris 
1895.  Gauthier- Villars  et  fils. 
Die  wissenschaftlichen  Mittheilungen  des  Jahrganges  1895  sind  fCLnf  an 
der  Zahl.  Herr  Bouquet  delaGrye  berichtet  über  durch  Diagramme  ver- 
sinnlichte  Einwirkungen  des  Mondes  auf  die  Erdatmosphäre,  zu  deren  genauen 
Erforschung  er  systematische,  an  vielen  Orten  angestellte  Beobachtungen 
verlangt.  Herr  Tisserand  erzählt  von  den  Verhandinngen  der  Geodftten- 
versammlung  in  Innsbruck ,  von  den  dort  behandelten  vergleichenden  Pendel- 
beobachtnngen  und  Veränderungen  der  geographischen  Breite,  zwei 
Gegenständen,  welche,  dem  Geologen  und  dem  Astronomen  gleich  interessant, 
ihnen  gestatten,  gegenseitig  Fragen  an  einander  zu  richten.  Herr  Janssen 
spricht  in  einer  ersten  Mittheilung  von  einigen  Apparaten  des  Observatoriums 
auf  dem  Montblanc,  in  einer  zweiten  von  Messungen  der  Lichtstärke  mittelst 
der  Photographie.  Herr  Poincar6  endlich  äussert  sich  im  Namen  des 
Bureau  des  longitudes  über  den  Vorschlag  der  Akademie  von  Canada  und  der 
astronomischen  Gesellschaft  von  Toronto,  künftighin  und  beginnend  mit 
dem  1.  Januar  1901  den  astronomischen  Tag  am  Mitternacht  beginnen  zu 
lassen.  Das  Bureau  ist  dem  Grundgedanken  des  Vorschlages  günstig,  be- 
fürwortet aber  dessen  Durchführung  nur  unter  der  doppelten  Voraussetzung, 
dass  die  Regierungen  der  Staaten ,  in  welchen  die  wichtigsten  Ephemeriden 
gedruckt  werden ,  zu  Gunsten  der  Aenderung  gewonnen  werden,  und  dass 
auch  die  bürgerliche  Zeit,  von  demselben  Tage  an,  die  Tagesstunden  von 
1  bis  24,  und  nicht  mehr  zweimal  von  1  bis  12,  benenne.        Caktob. 


La  g^om^trie  analytique  d'Auguste  Comte,  nouvelle  Edition  pr6c6d6e  de 
la  G6om6trie  de  Descartes.    Paris  1894  cbez.  Louis  Bahl.    111, 
vm,  698  p. 
Die   Verlagshandlung    hat    in    einem    stattlichen    Bande    von    nahezu 
45  Druckbogen  den  Neudruck  von  zwei  Schriften  sehr  verschiedener  Natur 
vereinigt.    Die  Geometrie  von  Descartes  gehört  längst  zu  den  klassischen 
Werken,    welche   den    Grundstock   mathematischen   Wissens   bilden.     Der 
französische  Urtext;    die    lateinische  üebersetzung ,    eine  deutsche   Ueber- 
setzung   sind    leicht   zugänglich,    und    diese  Zugänglichkeit    hat  zur  Ver- 
breitung beigetragen ,  wie  sie  selbst ,  beziehungsweise  die  Herstellung  neuer 
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Abdrücke  und  Uebersetzimgen  |  auf  dem  schon  vorhandenen  Interesse  an 
dem  Werke  beruht.  Die  Geometrie  von  Auguste  Comte  aus  dem 
Jahre  1843  mag  ja,  wir  wissen  es  nicht,  in  Frankreich  gleichfalls  zu  den 
Büchern  gehören,  von  denen  jeder  Mathematiker  weiss,  wenn  er  sie  auch 
nicht  selbst  gelesen  hat,  in  Deutschland  ist  dem  entschieden  nicht  so.  Die 
positive  Philosophie  Comtess  ist  bei  unseren  Fachphilosophen  und  über  deren 
Kreis  hinaus  bekannt  geworden.  Dass  Comte  thatsächlich  Mathematiker 
war,  dass  er  die  Stellung  eines  £intritt8ezaminators  an  der  Pariser  poly- 
technischen Schule,  eines  Repetenten  für  höhere  Analysis  und  Mechanik 
an  derselben  Anstalt  inne  hatte,  dass  er  eine  analytische  Geometrie  verfasste, 
Alles  das  dürfte  mancher  Fachgenosse  erst  aus  dieser  Anzeige  erfahren. 
Und  dennoch  ist  gerade  diese  analytische  Geometrie  in  hohem  Grade  lesens- 
werth.  Neue  Thatsachen  wird  der  Leser  ihr  heute  gewiss  nicht  entnehmen, 
muthmasslich  war  das  schon  für  den  Leser  von  1843  nicht  der  Fall,  aber 
ein  grosser  Reichthum  an  didaktisch  verwerthbaren  Gedanken  bildet  den 
Reiz  des  Werkes,  würde  ihn  noch  mehr  bilden,  wenn  Comte  nicht  allzu 
überzeugt  von  seinem  philosophischen  üebergewichte  über  die  anderen 
Mathematiker,  die  sich  damit  begnügen,  Mathematiker  zu  sein,  wäre  und 
dieser  Ueberzeugung  zu  oft  und  zu  deutlich  Worte  verliehe.  Der  Mathe- 
matiker wird  sich  daher  beim  Lesen  nicht  selten  ärgern ,  aber  der  Lehrer 
wird  entschiedenen  Nutzen  aus  der  Eenntuissnahme  des  Werkes  ziehen 
können,  die  wir  deshalb  dringend  anempfehlen.  An  einige  Spracheigen- 
thümlichkeiten  Comtess,  wie  den  fortwährenden  Gebrauch  von  envers  statt 
pouTj  gewöhnt  man  sich  rasch.  Cantob. 


Berichtigung. 

Im  4.  Heft  dieser  Zeitschrift  Seite  125  Zeile  9  von  oben  moss  es  heissen: 

f^  yt         ^ 

„  80  folgt  aas  der  ersten  Gleichung  der  gerade  elliptische  Kegel  r*  -  — i  =  0/* 
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Zweite  Hälfte:   1.  Juli  bis  31.  December. 


Abersohe  Traasoendenten. 

290.  Sar  les integrales  ab^liennes  qui  s'expriment  par  des logaritbrnes.  E.  Goarsat 

Compt.  Eend.  CXVIII,  616. 

Additionitlieorem. 

291.  Sar  une  forme  explicite  des  formales  d^addition  des  fonctions  hyperelliptiques 

les  plus  gänärales.    F.  de  Salvert    Compt  Rend.  CXVI,  304. 

Aerodynamik. 

292.  Sar  les  d^formations  saccessives  de  la  t^te  d*nne  onde  aärienne  isoläe,  dnrant 

la  propagatioD  de  cette  onde  le  long  d'un  tujau  de  conduite  sana  ean, 
de  longaear  ind^finie.    J.  Boassinesq.    Compt.  Rend.  CXVIl,  tS. 

293.  Vibrations  propres  d*an  miliea  indäfiniraent  ötenda  extärieurement  d.  an  oorpi 

solide.    Marc  Brillouin.    Compt.  Rend.  CXVU,  94. 

294.  Sar  les  lois  de  la  räsistance  de  Tair.   E.  Vallier.    Compt.  Rend.  CXIX,  8d6. 

Akustik. 
296.  Integration  de  Peqaation  du  son  poar  an  fluide  indäfini  ä  une,  deox  oa  trois 
dimensions,  quand  il  ya  diverses  räsistances  aumouvement  J.  Boassinesq. 
Compt.  Rend.  CXVÜI,  162,  223,  271. 

296.  Emission  des  sons.    U.  Oilbault     Compt  Rend.  CXVIII,  136,  1037. 

297.  Transmission  des  sons.    H.  GilbauU.    Comnt  Rend.  CXVIII,  1244. 

298.  R^ception  des  sons.    H.  Oilbault    Compt  Rend   CXIX,  68. 

299.  Sur  un  Systeme  de  gammes  nouvelles.    Alex  deBertha.     Compt.  Rend. 

CXVin,  1137;  CXIX,  66.  —  Edm.  de  Polignac  ibid.  CXVIII,  1412. 

Analytisoke  Geometrie  der  Ebene. 

300.  Sur  le  droite  passant  par  Jes  centres  de  deux  des  n*  petits  carr^  en  les 

äuels  on  a  divis^  an  grand  carr^  par  des  lignes  horizontales  et  verticalea. 
[oret-Blanc.    N.  ann.  math.  S^rie  3,  XIII,  Exerc.  28. 

301.  Relation  entre  dessegments  d'une droite  coupäe  par  deux  cnbiqaea.  J.  Desto  ax. 

N.  ann.  math.  Siärie  3,  XIII,  Exerc.  16. 

302.  Propri^t^s  des  courbes  du  troisi^me  degrä  et  de  la  troisitoe  classe.    Moret> 

Blanc.    N.  ann.  math.  Särie  3,  XIII,  Exerc.  62. 

303.  Sur  la  stropho'ide.    Ew.  Valdäs.    N.  ann.  math.  S^rie  3,  XIII,  243.    rVerirl 

Bd   XXXIX  Nr.  184.]  ^       ^ 

304.  Sur  la  strophoide.    And.  Cazamian.    N.  ann.  math.  S^rie  3,  XIII,  264. 
306    Gän^ration  d'une  hypocycloYde  ^  trois  rebroussemente.   G.  C affin.    N.  a«« 

math.  Särie  3,  XI 11,  498. 

306.  Sur  les  courbes  planes  du  quatriäme  ordre.   Mod.  Postnieoff.    N.  ann   ma^fii 

S^rie  3,  XUI,  348. 

307.  Courbe  du  sixi^me  degr^  lieu  du  point  de  contact  d'une  droite  mobile  avec 

un  oercle  taugen t  aussi  un  cercle  fixe.     H.  Brocard.    N.  ann.  math 
Särie  3,  XIII.  Exerc.  18. 

308.  Sur  les  spirales  sinusoides.    E.  Cesaro.    N.  ann.  math.    S^rie  3,  XUI,  102. 
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309.  Snr  les  trajectoires  orthogonales  de  courbes,  dont  r^quation  est  donnd  en 

coordona^es  bipolaires.    G.  Darios.     N.  ann.  matn.  S^rie  3,  XIII,  283. 

310.  Sur  les  rayons  de  courbure  snccessifs  de  certaines  courbes.    R.  Godeifroy. 

Compt  Rend.  CXVII,  1062. 
Vergl.  EllipBe.  Geometrie  (höhere).  Hyperbel.  Kegelschnitte.  Kreis.  Normalen. 
Parabel. 

AnalytUohe  Oeometrie  des  Banoies. 

311.  Snr  les  conditions  qui  expriment  ga'on  Systeme  de  trois  azes  est  trirectangle. 

P.  Appell.    N.  ann.  math.  Särie  3,  XIII,  41. 

312.  Thäor^me  sur  les  systdmes  triplement  orthogonaux.    Lue.  Lävy.    Compt. 

Rend.  CXVII,  477. 

313.  Sarnnei>ropri^t^m^triqae  commane  ä  trois  classes  particnli^res  de  congruences 

rectilignes.    Alph.  Demoali n.    Compt.  Rena.  CXVIII,  242. 

314.  Sur  des  congruences  rectilignes  et  sur  le  probl^me  de  Ribaucour.   E.  Cosserat. 

Compt  Rend.  CXYIII,  835. 

315.  Sur  le  premier  invariant  diff^rentiel  projectif  des   congruences  rectilignes. 

Em.  Waelsch.    Compt.  Rend.  CXVIII,  736. 

3 16.  Sur  une   gän^ralisation  des  courbes  de   M.  Bertrand.     Alph.   Demoulin. 

Compt.  Rend.  CXVI,  246. 

817.  Sur  des  gropri^täs  g^om^triaues  qui  ne  d^pendent  que  de  la  repräsentation 

sphärique.    C.  Guichard.    Compt.  Rend.  CXVI,  1238. 

818.  Discussion  de  la  courbe  passant  par  le  point  x.  y,  zet  y  faisant  avec  les  azes 

des  angles  dout  les  cosinus  sout  respectivement  x,  y,  z.     Audibert. 
N.  ann.  math.    S^rie  3,  XIII,  44. 

819.  Par  cinq  points  donn^s  dans  Tespace,  faire  passer  un  cylindre  droit  ä  blase 

circulaire.    H.  Brocard.    N.  ann.  math.  Särie  3,  XllI,  Exerc.  37. 
Vergl.    Geometrie  (höhere).  Hyperboloid.    Krümmungslinien.     Oberflächen. 
Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

Astronomie. 
320.  Sur  un  probl^me  de  mäcanique.    J.  Bertrand.     Compt.  Rend.  CXVIII,  13. 
821.  Sur  un  probl^me  de  mäcanique.    A.  Potior.    Compt  Rend.  CXVIII,  102. 

322.  Sur  le  calcul  des  orbites  des  planstes.   F.  Tisseran  d.   Compt  Rend.  CXIX,  881. 

323.  Sur  le  däveloppement  approch^  de  la  fonction  perturbatrice  dans  le  cas  des 

in^galit^s    d'ordre   elevä.      M.   Hamy.      Compt   Rend.     CXVII,    1060; 

CXVIII,  88,  698. 
824.  Sur  les  expressious  approch^es  destermes  d'ordre  älev^  dans  le  d^veloppement 

de  la  fonction  perturbatrice.  N.  Coculesco.    Compt  Rend.  CXVill,  59. 
325.  Sur  les  formules  de  Taberration  annuelle.  Gaillot.   Compt  Rend.  CXVI,  563. 

826.  Sur  les   termes  du  second  ordre  provenant  de  la  combinaison  de  Taberration 

et  de  la  rdi'raction.    Folie.    Compt.  Rend.  CXVI,  359,  732,  1105. 

827.  Sur  les  lacunes  dans  la  zone  des ^etites  planstes.    0.  Callandreau.    Compt 

Rend.  CXVIII,  751. 

828.  Sur  la  distribution  des  planstes  entre  Mars  et  Jupiter.    E.  Roger.    Compt 

Rend.  CXIX,  895,  943. 
Vergl.  Geodäsie.    Nautik  557—662. 

B. 

Bestimmte  Integrale. 

829.  Sur  un  point  de    doctrine    relatif  ä  la  thdorie    des   integrales    multiples. 

J.  Andrade.    Compt  Rend.  CXIX,  1192. 

830.  Valeurs  de  lacets.    Audibert    N.  ann.  math.  S^rie  3,  XIII,  22. 

381.  Ein  Beitrag  zur  Theorie  des  Legendre'schen  Polynoms.    Dav.  Hilbert   Acta 

Math.  XVIII,  155. 
332.  Angenäherte   Darstellung  der   Quadratwurzel  einer  Veränderlichen  mittelst 

einfacher  Brüche.    P.  Tchebychew.   Acta  Math.  X Vi II,  113. 
838.  Calcul  d*une  integrale  d^finie.   M.  d'Ocagne.  N.  ann.  math.  S^rie  3,  XHI,  198. 

G. 

GapUlarität. 
S34.  Sur  la  d^pression   capillaire   baromätrique.     C.   Malt^zos.     Compt  Rend. 
CXVifl,  588. 


228  Historisch -literarische  Abtheilnng. 


CombiAAtoiik. 
336.  Sar  certainee  permntationB  speciales.     Andibert.    N.  ann«  math.  S^rie  3, 
XUI,  Exerc  16. 

336.  Sar  le  triangle  des  s^qaences.    D^s.  Andr^.    Compi  Band.  CXVIII,  575,  726. 

—  Qt.  DarboQX  ibid.  1026. 

337.  Sar  las  permatations  qaaei  altem^es.    Das.  Andr^.    Gompt  Bend.  CXIX,947. 

338.  Sar  le  nombre  des  yalears  qae  prend  ane  fonctioii  rationnelle  de  n  lettres  par 

rensemble  des  sabBtitations  effecta^es  aar  ces  n  lettres.   Gar  tan.    Compt. 
Rend.  CXIX,  902. 

Cylinderftmotioneii. 

339.  Sar  certains  d^veloppements  en  s^ries  qae  Ton  rencontre  dans  la  th^orie  de 

la  propagation  ae  la  chaleur.  H.  Poincarä.   Compt.  Beod.  CXVIII,  383. 

Differentialgleiohiiiigen. 

340.  iSqaatioDB  poar  lesqaelles  p,         oa  -^^       eout  des  facteurs  d'int^grabilit^. 

C.  Harke ma.    N.  ann.  math.  S^rie  3,  Xni,  502. 
841.  Sar  le  problöme  ff^nöral  de  Tintejirration.    Riqaier.    Compt.  Bend.  CXVI,  426. 

342.  Sar  la  redaction  d*an  syat^me  diff^rentiel  qaelconqae  ä  ane  forme  lin^aire   et 

complätement  int^grable   da  premier   ordre.    Biqaier.    Compt.  Bend. 
CXVI,  866. 

343.  Sar  la  r^duction  d*an  Systeme  diffdrentiel  qaelconqae  ä  ane  forme  complötement 

int^grable.  Bionier.  Compt. Bend.  CXIX,  267.  — Em.  Picard  ibid.  125a 

344.  Sar  les  ^qaations  din^rentielles  ordinaires  qai  poss^ent  an  systöme  fondamental 

d'iutegrales.    A.  Galdberg.    Compt.  Bend.  CXVI,  964;    CX VII,  216,  614. 

345.  Sar  les  dqaations  diff^rentielles  ordinaires ,  qai  poss^dent  des  syst^mes  fondamen- 

taax  d'int^grales.    Soph.  Lie.    Compt  Bend.  CXVI,  1233. 

346.  Sar  la  limitation  da  degrä  poar  Tintägraie  g^närale  alg^briqae  de  IMqaation 

diff^rentielie  da  premier  ordre.    Aa tonne.   Compt.  Bend.  CXVI,  132,  1045. 

347.  Sar  la  limitation  da   degr^  ponr  les  integrales  alg^briqaes    de   T^quation 

diffärentielle  da  premier  ordre.    Aa  tonne.   Compt.  Bend.  CXVIII,  1184. 
848.  Sar  Tapplication  de  la  m^thode  des  approximations  saccessives  aoz  ^qnaüoDs 
differentielles   ordinaires  da   premier  ordre.     Em.  Lindelöf.    Compt 
Bend.  CXVHI,  454.  —  Em.  Pioard  ibid.  457. 

349.  Sar  an   exemple   d*approximationB   aaccessives   divergentes.     Em.    Picard. 

Compt.  Bend.  CXVni  899. 

350.  Sar   Tapplication   des   methodes   d^approximations  saccessives  &  l'^tade  de 

certaines  ^aations  differentielles  ordinaires.  Em.  Picard.  Joam.  Mathem. 
Särie  4,  IX,  217. 

351.  Sar  nne  hypoth^e  n^gligeable  poar  ]^  ddveloppement  des  integrales  d^on 

Systeme  d*eqaations.    Benaixon.    Compt  Bend.  CXVIII.  971. 

352.  Sar  ane  olasse  dMqaations  differentielles  dont  Tintegrale  generale  est  nnifdrme. 

Em.  Picard.    Compt.  Bend.  CXVII,  603.    [VergL  Nr.  436.J 
853.  Sar  les   eqaations   differentielles  renfermant  nn  paramätre  arbitraire.     Em. 
Picard.    Compt  Bend.  CXVHI,  760. 

354.  Sar  les  eqaations  differentielles  lineaires  ä  coefficients  rationnels.  H.  vonKocb. 

Compt  Bend.  CXVI,  91. 

355.  Sar   les   sytämes    d'eqaations    differentielles    lineaires    du    premier    ordre. 

H.  von  Koch.    Compt  Bend.  CXVI,  179. 

356.  Sar  les  integrales  uniformes  des  eqaations  lineaires«    H.  von  Koch.    Compt. 

Bend.  CXVI,  365. 

357.  Sar  les  integrales  regaliöres  des  eqaationa  differentielles  lineaires.  H.vonEocK 

Acta  Math.  XV III,  337. 

858.  Sar  les  eqaations  differentielles  lineaires  ordinaires.    J.  Gels.    Compt  Rend. 

CXVI,  176. 

859.  Sar  les  eqaations   differentielles   lineaires  &  coefficients  constants.    Aaric 

N.  ann.  math.  Serie  8,  XIII,  47. 
360.  Sar  les  eqaations  aax  derivees  partielles  lineaires  et  ä  caracteristiqaes  reelles. 

Delassas.    Compt  Bend.  CXIX,  40. 
861.  Sar  certaines  eqaationa  differentielles  da  premier  ordre«    Vessiot.    CompL 

Bend.  CXVI,  427. 
362.  Sar  nne  dasse  d^eqaationa  differentiel  lea  Veaaiot    Compt  Bend.  CXVI,  959. 
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363.  Sar  une  classe  de  systöines  d*eqaatioD8  difif^rentielles  ordinairee.    VeBsioi. 

Compt  Bend.  CXVI,  1112. 

364.  Sar  une  equation  diff^rentielle  da  second  ordre.   G.  Mittag-Leffler.  Compt. 

Read.  CXVII,  92. 

365.  Sur  rintägration  de  T^quation  diflFäreutielle«' '=  Ä y*+B y*+Cy  +D + {Ey  +F) y. 

G.  Mittag-Leffler.    Acta  Math.  XVIII,  233. 

366.  Sur  les  transcendantes   däfinies   par  les  ^quatioos   differentielies  da  second 

ordre.    P.  Painlevä.    Compt.  Bend.  CXVI,  566. 

367.  Sur  les  ^quations  da  second  ordre  ä  points  critiqaes  fixes  et  sur  la  correspon- 

dance   univpque    entre  deuz    sunaces.     F.   Painlevä.      Compt.  B^nd. 
CXVn,  611,  686. 

368.  Sur  les  integrales  algäbriques  des  äquations  differentielies  linäaires  du  second 

ordre.    P.  Vernier.    Compt  Rend.  CXVIIl,  1817.  —  P.  Painlevö  ibid. 
CXIX,  37. 

369.  Sur  les  equations  Unfaires  du  second  ordre  renferniant  un  paramätre  arbitraire. 

Em.  Picard.    Compt.  Rend.  CXVIIl,  379. 

370.  Sur  les  integrales  uniformes  des  equations  du  premier  ordre  et  du  genre  zero. 

Petrovitch.    Compt.  Rend.  CXVIIl,  1190. 

371.  Sur  les  equations  du  second  degre  dout  Tintegrale  generale  est  uniforme. 

P.  Painleye.    Compt.  Rend.  CXVII,  211. 

372.  Sur  une  expression   explicite  de  Fintegrale    nlffebrique   d*un  syst^e  hvper- 

elliptique  de  la  forme  la  plus  generale.   F.  de  Salve rt    Compt.  Rend. 
CXVI,  243. 

373.  Sur  une  extension  aux  equations  d'ordre  quelconque  d*une  methode  de  Riemann 

relative   aux   equations   du    second   ordre.      Delassus.     Compt.   Rend. 
CXVII,  510. 

374.  Sur  les  singularites  essentielles  des  equations  differentielies  d*ordre  superienr. 

P.  Painleve.    Compt.  Rend.  CXVI,  362.  —  Em.  Picard  ibid.  866. 

375.  Sur  les  integrales  analytiques  des  equations  de  la  forme 

Delassus.    Compt.  Rend.  CXVIIl,  968. 

376.  Sur  les  equations  differentielies  d'ordre  superieur  dont  Tintegrale  n*admet 

qu'un  nombre  fini  de  determinations.      P.  Painleve.     Compt.  Rend. 
CXVI,  88. 

377.  Sur  les  equations  differentielies  d*ordre  superieur,  dont  Tiutegrale  n'admet 

qu*un  nombre  donne  de  determinations.     P.  Painleve.    Compt.  Rend. 
CXVI,  173. 

378.  Sur  rintejBpration  de  certains  syst^mes  d*equations  aux  derivees  partielles  du 

Premier    ordre   impliquant   plusieurs    fonctions    inconnues.      Riquier. 
Compt.  Rend.  CXlX,  324. 

379.  Integration   des  syst^mes  d'eqaations  differentielies  lineaires   k  coefficients 

constants.    Vaschy.    Compt.  Rend.  CXVI,  491. 

380.  Sur  requation  ^u-A^e«.    Em.  Picard.    Compt  Rend.  CXVI,  454,  1015. 

381.  De  requation  Jur=:ke^  sur  une  surface  de  Riemann  fermee.    Em.  Picard. 

Jonm.  Mathem.  Serie  4|  IX,  273. 

382.  Sar  les  equations   aux   denvees  partielies   du  second   ordre.      X.  Stouff. 

Compt  Rend.  CXVIIl,  1820. 

383.  Sur  les  ^uations  lineaires  aux  derivees  partielles  du  second  ordre.    A.  Petot 

Compt.  Rund.  CXIX,  510. 

384.  Sur  le  probläme  de  Pfaff.    A.  J.  Stodolkievitz.    Compt  Rend.  CXIX,  489. 

Vergl.  Elasticität  393.  394.    Elektricität  401.    Mechanik.    Oberflächen  571, 
57*1,  603.    Transformationsgruppen. 

DifforontialinvariaiitAn. 

385.  Sur  les  invariants   differentiels    des   groupes    Continus   de    transformations. 

Ar.  Tresse.    Acta  Math.  XVIII,  1. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Riaumes  315. 

Difforentialquotient. 

886.  Sur  les  changements  de  variables.    L.  Levy.    N.  ann.  math.  Serie  3,  XIII,  5- 
387.  Sur  la  theorie  des  formes  differentielies  quadratiques.  Wlad.  deTannenberg. 
Compt  Rend.  CXIX,  321. 
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Broieekigeomotrie. 

388.  B^gles  d*analogie  dans  le  triangle  ou  transformation  contiuue  et  transformatioi] 

anulytique  correspondante.    E.  Lemoine     Compt.  Rend.  CXVI,  31. 

389.  Th^or^me  Bur  les  bissectriceB.    Bern.  Blazeievski.    N.  ann.  math.  S^rie  3, 

XIU,  31. 

390.  Kelations  entre  las  distanceB  d'an  point  do  plan  aux  Bommets  d^un  triangle. 

Rom  Blazeievski.    N.  ann.  math.  S^rie  3,  XIII,  28. 

391.  Sar  trois  droites  se  rencontrant  en  an  mdme  point  da  cercle  drconBcrit  ä  an 

triangle.     H.  Brocard.     N.   ann.   math.   Sörie  3,   XIII,   Exerc.  19.   — 
H.  Les  ibid.  20.  —  A.  Droz-Farny  ibid.  28. 

Slasticitit 

392.  Sar  ane  simplification  das  formales  de  räsistance  viye  des  solides.  J.BoasBinesq. 

Compt.  Rend.  XVI,  1418. 

393.  Sar  T^quation   aux  deriväes  partielles  qai  se  präsente  dans  la  thdorie  de  U 

Vibration  des  membranes.    Em.  Pioard.    Conipt.  Rend.  CXVII,  502. 

394.  Sur  r^quation  des  vibrations  d'une  membrane.    H.  Foincar^.    Compt.  Bend. 

CXVIII,  447. 
895.  Sur  les  vibrations  des  corps  älastiqaes  isotropes.    V.  Vol terra.    Acta  Math. 
XVni,  161. 

Elektridtät. 

396.  Essai  d*ane  nouvelle  thäorie  de  rälectroBtatique.    Vaschy.    Compt.   Beud. 

CXVI,  1286. 

397.  Force  agissant  ä  la  Borface  de  Separation  de  deax  dielectriqaes.    H.  Pellat 

Compt.  Bend.  CXIX,  675. 

398.  Sur  la  valear  de  Tohm  th^oriqae.    A.  Ledac.    Compt.  Bend.  CXVI II,  1346. 

399.  Sur  la  capacitä  ^lectrostatiqae  a*ane  ligne  parcoarue  par  an  coarant.  Vaschj. 

Compt.  Bend.  CXIX,  1198. 

400.  Sar  la  propagation  de  Mectricite.  H.  Poincar^.   Compt.  Bend.  CXVll,  1027. 

401.  Sur  requation  aux  däriväes  partielles  qai  se  rencontre  dans  la  thäorie  de  la 

propagation  de  F^lectricitä.    Em.  Picard.    Compt.  Bend.  CKVllI,  16. 

402.  Sur  la  propagation  da  courant  dans  an  cas  particalier.    A.  Potior.    Compt 

Bend.  CXVIII,  227. 

408.  Sar  la  propagation  des  ondes  älectromagn^tiaaes.    Mascart.    Compt.  Bend. 
CXVin.  277. 

404.  Sar  la  nature  de  la  condactibilit^  ^lectriqae.      Vaschy.      Compt.    Bend. 

CXVm,  1824. 

405.  Sar  la  mesare  de  la   puissance  dans  les  coorants   polyphasäa.     BlondeL 

Compt.  Bend.  CXVI,  54. 

406.  Nouvelle  mätbode  simplifioä  pour  le  calcul  des  coarants  altematifa  polyphas^ 

A.  Blond el.    Compt.  Bend.  CXVÜI,  404,  633. 

407.  Mulüplication  du  nombre  des  päriodes  des  coarants  sinasoMaux.    D^s.  Korda. 

Compt.  Bend.  CXVI,  806. 

408.  Tranaformateur  de  coarant  monophasä  en  coarants  triphas^.    D6b,  Korda. 

Compt.  Bend.  CXIX,  61. 

409.  Sar  les  coarants  altematifs  et  le  poat  de  Wheatstone.   H.  Abraham.   Compt. 

Bend.  CXVlll,  1251. 

410.  Sur  la  forme   gändrale   de  la  loi  du  mouvement  vibratoire  dans  an  miliea 

isotrope.    E.  Mercadier.    Compt.  Rend.  CXVI,  26. 

411.  Sar  les  ondes  ölectriques  dans  les  fils;    la  force  ^lectriqae  dans  ie  voisinage 

du  conducteur.     Birkeland.    Compt.  Rend.  CXVI,  499. 

412.  Sur  la  natare  de  la  r^flexion  des  ondes  älectriqaes  aa  beut  d'un  fil  conductenr. 

Er.  Birke  land  et  Ed.  Sarasin.    Compt.  Bend.  CXVII,  018.—  H.  Poin- 
carö  ibid.  CXVII,  622. 

413.  Determination  de  la  forme  des  coarants  pdriodiques  en  fonction  du  tempe  au 

moyen  de  la  mäthode  d'inscription  electrochimique.    P.  Jan  et.     Compt. 
Rend.  CXIX,  68. 

414.  Sur  Täquation  des  decharges.    R.  Swyngedauw.    Compt.  Rend.  CXIX,  221. 

415.  Sur  les  interfi^rences  älecmqaes  produites  dans  une  lame  liquide.    B.  Colson. 

Compt.  Bend.  CXVI,  1052. 

416.  Sur  les  relations  g^närales  qui  existent  entre  les  coefficients  des  lois  fondamen- 

tales  de  r^lectricit^  et  du  magn^tisme.    E.  Mercadier.    Compt.  Bend. 
CXVI,  800. 
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417.  Sur  le  calcul  des  coefficients  de  seif-  indaction  dans  un  oas  partioulier.  A.  P  o  ti er. 

Gompt.  Rend.  CXVIII,  166. 

418.  Sur  la  moyenne  distance  gäom^trique  des  äläments  d'un  ensemble  de  sarfaces 

et  son  application  aa  calcul  des  coefficients  d'indaction.    Ch.  Eug.  Guye. 
Compt.  Rend.  CXVIII,  1321. 

419.  Sur  la  thäorie  de  la  pyro  - älectrioit^  et  de  la  pi^zo-^lectricitä.   Lord  Kelvin. 

Compt  Bend.  CXVII,  463. 
Vergl.  Magnetismaa.    Potential. 

Ellipse. 

420.  Inscrire  dans  an  triangle  doun^  une  ellipse  dout  la  sorface  soit  ^gale  ä  oelle 

d*an  cercle  donn^.   Moret-Blana    N.  ann.  math.  Särie  3,  XllI,  Exerc.  38. 

421.  Hyperboles  passant  chacune  ^ar  quatre  points  donn^s  au  moyen  de  deuz 

diam^tres  qaelconoues  conjugues  d'one  ellipse.    £.  N.  Barisien.   N.  ann. 
math.  S^rie  3,  XIII,  Exerc.  6. 
Vergl.  Maxima  und  Minima  516.    Normalen  664. 

Slliptiscbe  Traascendenten. 
422  Sur  la  r^duction  des  integrales  elliptiques.    J.  C.  Kluyyer.    Compt.  Bend. 
CXVI,  48. 

423.  Sur  quatre  Solutions  connexes  du  probl^me  de  la  transformation  relatif  ä  la 

fonction  elliptique  de  deuxiäme  esp^ce.    F.  de  Salvert.    Compt.  Bend. 
CXVm,  1181. 

424.  Sur  quatre  solntions  connexes  du  problöme  de  la  transformation  relatif  ä  la 

fonction  elliptique  de  troisiöme  espäce.    F.  de  Salvert.    Compi  Bend. 
CXVm,  1403. 
Vergl.  Zahlentheorie  666. 

F. 
Formen. 

425.  Sur  la  composition  des  formes  lin^aires  et  les  groupes  k  congruences.  X.  S  t o  u  f  f. 

Compt.  Bend.  CXIX,  993. 

Timotionen. 

426.  Theorie  des  fonctions  alg^briques  d'une  variable.    K.  He n sei.    Acta  Math. 
,       XVm,  247. 

427.  Etüde  sur  les  propri^t^s  des  fonctions  enti^res  et  en  particulier  d*nne  fonction 

consid^r^e par  Biemann.  J  Hadamard.   Journ.  Mathem.   Särie  4,  IX,  171. 

428.  Sur  la  partie  enti^re  de  («•— 1)".    — +  -r— te-I-;— r-f-...  .    0.  Callandreau. 

'^  ^  '     La;      Sä*     6ä»         J 

N   ann.  math.  Sdrie  3,  XIII,  Exerc.  60. 

429.  Th^ortoes  relatifs  aux  fonctions  analytiques  ä  n  dimensions.    6.  Scheffers. 

Compt.  Bend.  CXVI.  1242. 

430.  Sur   la  g^n^ralisation  des  fonctions   analytiques.     G.  Scheffers.     Compt. 

Bend.  CXVI,  1114. 

431.  Sur  la  repr^sentation  approch^e  des  fonctions  exp^rimentales  entro  des  limites 

donnäes.    Vallier.    Compt.  Bend.  CXVI.  712. 

432.  Nombre  des  valeurs    diffärentes  de  z  =  aiXi+a^x^  +  ...'haa  Xn  les    lettres 

XjfOCt, , .  .Xn  prenant  respectivemen  t  mi,tn^  .,  .mn  valeurs.  Moret-Blanc. 
N.  ann.  math.  S^rie  8,  Xill,  Exerc.  42. 

433.  Demonstration    de   la   transcendance  du  nombre  e.    Ad.  Hurwitz.    Compt. 

Bend.  CXVI,  788. 

434.  Sur  la  transcendance  du  nombre  e.    Gordan.    Compi  Bend.  CXVI,  1040. 

435.  Sur  la  fonction  modulaire  x®.    A.  Cayley.    Compt.  Bend.  CXVI,  1339. 

436.  Sur  une  classe   de  transcendantes  nouvelles.    Em.  Picard.    Compt.  Bend. 

CXVn,  472.    [Vergl.  Nr.  362.] 

437.  Sur  une  classe  de  transcendantes  nouvelles.  Em.  Picard.  Acta  Math.  XVIH,  133. 

438.  Sur  une  application   de  la  tii^orie  des   groupes  Continus  ä  la  thäorie  des 

fonctions.     P.  Painleve.    Compt.  Bend.  CXVIII,  845. 

439.  Sur  quelques  points  de  la  th^orie  des  fonctions.    Em.  Borel.    Compt.  Bend. 

CXVni,  340. 

440.  Sur  les  äquations  et  les  fonctions  implicites.  Pellet.  Compt,  Bend.  CXVH,  719. 

441.  Sur  les  ^quations  aux  fonctions  m§läes  et  un  probl^me  de  lignes  g^od^siques. 

G.  Koenigs.    Compt.  Bend.  CXVH,  683. 
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442.  Sar  les  ^qaationB  fonotionelles.    Lean.    Gompt.  Bend.  GXIX,  901. 

443.  Sar  les   z^roB  de  certaines  fonctions  discontiDues.    Principe  de  la  m^ihode 

pour  troaver  les  z^ros  de  certaines  fonctions.    Desaint.    Compt.  Bend. 

CXIX,  364. 
Vergl.  Abersche  Transcendenten.  Additionstheorem.  Bestimmte  Integrale. 
Gombinatorik  338.  Cvlinderfdnotionen.  Differentialgleichungen.  Diffe- 
rentialinvarianten.  Differentialquotient  Elliptische  TranscendenteiL 
Formen.  Gleichungen.  Eettenbrüche.  Eugelfünctionen.  Reihen. 
Substitutionen .    Transformationsgruppen . 

e. 

OeodlBie. 

444.  Sur  la  cause  des  variations  p^riodiques  des  latitudes  terrestres.    H.  Gjld^n. 

Compt  Rend.  CXVI,  476,  606. 

Geometrie  (hfthere). 

445.  Sur  un  thäoröme  relatif  k  la  transformation  des  oourbes  algäbriques.    SimarL 

Compt.  Rend.  CXVI.  1047. 

446.  Sur  les  transformations  oirationelles  des  courbes  algäbriques.   H.  Poincar^. 

Comqt.  Rend.  CXVII,  18. 

447.  Sur  le   rapport  conique  et  la  relation  conique.     Mozat      Compt.    Rend 

CXVni;  790. 

448.  Sur  la  possibilitä   de  remplacer,  par  un  probl^me  dätermin^,    le  probleme 

indetermin^   qne   comporte   la  gänäralisation   du  thäor^me   de  Pascal. 
P.  Serret.    Compt.  Rend.  CXIX,  464. 

449.  Sur  une  däg^nerescence   du  groupe  projectif  g^n^ral.    F.  EugeL     Compt 

Rend.  CXVIII,  397. 

450.  Sur  les  figures  affines.    Gt,  Tarry.    N.  ann.  math.  S^rie  3,  XIII,  842. 

461.  Trouver  une   courbe   qui  repr^ente  les  trois  folioles  du  Trifolium  pratense 

H.  Brocard.    N.  ann.  math.  S^rie  3,  XIII,  Ezerc.  68. 
452.  Sur  quelques  propri^t^s  de  cubiques  unicursales.    A.  Astor.    N.  ann.   math. 

Särie  3,  Im,  184. 
458.  Sur  quelques  cubiques  unicursales.    And.  Cazamian.   N.  ann.  math.  S6ne  3. 

XIII,  384. 
454.  Application  de  la  m^thode  de  transformation  par  polaires  r^ci|>roque8  ä  des 

thäorämes  relatifs  aux  cubiques  unicursales.    And.  Cazamian.    N.  ann. 

math.  Särie  3,  Xin,  300.    [Vergl.  Bd.  XXXVUi,  Nr.  377.] 
466.  Sur  une  g^n^ration  des  courbes  planes  unicursales  du  troisi^me  et  du  quatrieme 

ordre.    And.  Bienajm^.    N.  ann.  math.  S^rie  3,  XIII,  144. 
466.  £tant  donn^s   7  points   sur   une  droite  et  7  plans  dans  Tespace,  cooper  les 

plans  per  une  transversale  en   7   points  homographiques    aux    points 

donn^s.    J.  Franc  1.    N.  ann.  math.  S^rie  8,  Xlli,  Kxerc.  54. 

457.  Sur  la  repr^sentations   des  courbes  gauches  alg^briques  et  sur  une  formale 

d*Halphen.    L.  Autonne.    Compt  Bend.  CXIX,  845. 

458.  Sur  certaines  familles   de  cubiques   gauches.     Lelieuyre.     Compt.  Bend. 

CXVn,  537,  616. 
469.  Becherche  des  points  d*infiexion  dans  le  d^veloppement  de  la  section  plane 
d'un  cöne.     E.  Caryallo.    N.  ann.  math.  Sdrie  3,  XIII,  429. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene.  Analytische  Geometrie  des  Banmes. 
Kreis  502,  503.    Oberflächen.    Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

Oesehiehto  der  Mathematik. 

460.  Auguste  Comte  examinatenr  d^admission  äT^cole  Polytechnique.  P.  Laffitte 

N.  ann.  matL  S^rie  8,  XIII,  65,  113,  405,  462,  478. 

461.  Sur  la  yie  et  les  travaux  de  Pierre  -  Oesian  Bonnet  (22/XII.  1819—22^^1. 189:!'.. 

P.  Appell.    Compt.  Bend.  CXVII,  1014. 

462.  Sur  les  travauz  de  M.  Kummer.    Her  mite.    Compt  Bend.  CXVI,  116S. 

Glelohongen. 

463.  Sur  une  classe  de  polynomes  d^composables  enfocteurs  linäairee.    Ifoutard. 

Compt.  Bend.  C^X,  42. 

464.  Sur  les  äquations  et  les   fonctions  implicites.     A.  Pellet.     Compt.  Beod. 

XVni,  182. 


Abhandlnngsregister.  233 

465.  Relation«  des  poljnomes  Ff,  F., . .  .  Vm  de  Starm  ayec  le«  racines  de  rdqoation 

V=0.    Moret-Blanc.    N.  ann.  math.  Särie  3,  XQI,  Exerc.  27. 

466.  Sur  la  rdsolation  alg^brique  des  dquations.    £.  Jaggi.    N.  ann.  math.  Särie  3, 

Xm,  126. 

467.  8ar  lea  ^quations  r^ciproques  et  lee  ^qaations  du  quatriäme  degrä.  A.  E.  Pel let. 

N.  ann.  math.  &6ne  3,  XIII,  108. 

468.  Üne  ^qnation  algdbrique  ayant  toates  ses  racines  reelles,  troaver  le  nombre 

pr^cis  de  racines  comprises  entre  deox  limites  donnäes.    Moret-Blanc. 
X^.  ann.  math.  Särie  3,  Xill,  Exero.  42. 

469.  Sar  la  r^solution  des  äqaations  nam^riqaes  au  moyen  des  soites  r^carrentes. 

B.  Perrin.    Compt.  Eend.  CXIX,  990,  1267,  1190. 

470.  Sur  une  mäthode  nomographiqae  appliquable  ä  des  ^quations  poavant  contenir 

jasqn*  &  dix  yariables.    M.  d^Ooagne.    Compt.  Bend.  CXVII,  216,  277. 

471.  Sur  des  abaques  ä  16  et  18  yariables.    A.  Lafay.    Compt.  Rend.  CXIX,  1195. 

472.  Sur  räiimination.    Hadamard.    Compt.  Bend.  CXIX,  995. 

473.  Sur  la  d^termination  du  nombre  des  racines  communes  ä  un  Systeme  dMquations 

simultanäes  et  sur  le  oalcul  de  la  somme  des  yaleurs  d'une  fonction  en 
ces  points.    W.  Dyck.    Compt.  Bend.  CXIX,  1254. 
Vergl.  Functionen  440,  441,  442.    Kegelschnitte  495. 

H. 

Hydrodynamik. 

474.  B^duction  de  F^quatiou  de  contiuuitä  en  Hydraulique  ä  la  forme 

dp  .      dg  ,     dVi      _         Ö'a 

dt        *d8     ^  ds        ^   *  da 

P.  E    Touche.    Compt.  Bend.  CXIX,  721. 

475.  Etudes  sur  Temploi  des  p^ercussions  dans  la  th^orie  du  mouyement  d*un  solide 

plongä   dans  un  fluide.    H.  Wi Hotte.     Journ.  Math.  S6rie  4,   IX,  5. 
[Vergl.  Bd.  XXXVII,  Nr.  403.1 

476.  Sur  les  ^guations  du  mouyement  a*un  corps  solide  se  mouvant  dans  au  liquide 

indöfini.    C.  Maltözos.    Compt.  Bend.  CXVII,  337. 

477.  Theorie  des  d^yersoirs.    J.  Boussinesq.    Compt.  Bend.  CXVI,  1327^  1415, 

1487.     CXIX,  589,  618,  663,  707,  771. 

478.  Sur  la  contraction  des  yeines  liquides  et  sur  la  distribution  des  yitesses  ä  leur 

intörieur.    Compt.  Bend.  CXVIil,  1031.    —   J.  Boussinesq.  ibid.  1239. 

479.  Sur  r^quilibre  des  mers.     fl.  Poincarö.    Compt.  Bend.  CXVill,  948. 

480.  Variation   du   niyeau   de  Teau   dans  un  bassin  communiduant  ayec  un  port 

ä  marde.    A.  de  Saint-Germain.    Compt.  Bend.  CXIX,  673. 

481.  Sur  le  clapotis.    E.  Guyon.    Compt.  Kend.  CXVII,  722. 

Hypeitel. 

482.  Propriätä   de  Thyperbole   äquilatere.    J.  Bdyeille.    N.  ann.  math.  Sdrie  3, 

Xm,  100. 

483.  Sur  rhyperbole  dquilat^re  et  sur  ses  inyerses.    And.  Cazamian.    N.  ann. 

math.  S6ne  8,  XIII.  265. 
Vergl.  Ellipse  421. 

Hyperboloid. 

484.  Sur  rhyperboloide  ä  une  nappe.    Genty.     N.  ann.  math.  S6ne  3,  XIII,  399. 

485.  Tdtraädre    ayant    pour    hauteurs    quatre    gänäratrices    d'un     hyperboloüde. 

H.  Brocard.    N.  ann.  math.  Serie  3,  aIII,  Exerc.  33.  —  Moret-Blanc 
ibid.  36. 

486.  Les  plans  qai  d^coupent  dans  un  cöne  du  second  degr6  des  yolumes  limitds 

de  grandeur  constante  sont  tangeuts  ä  un  hyperooloi'de  a  deux  nappes, 
asymptote  &  ce  cöne.     P.  Barbarin.     N.  ann.  math.  Särie  3,  XIII,  99. 

K. 

Xogelsolmitte. 

487.  Construire    une    conique    connaissant    trois    tangentes    et    une    directrice 

H.  Brocard.    N.  ann.  math.  Sdrie  3,  XIII,  Exerc.  43. 

488.  Sur  quelques  th^or^mes  de  la   gäomötrie  des  coniques.    And.  Cazamian. 

N.  ann.  math.  Serie  3.  XIII,  218. 

489.  Sur  un  thdorftme  de  M.  Faure.    And.  Cazamian.    N.  ann.  math.  Särie  3, 

xm,  324. 

Hiat.-lit.  Abth.  d.  Zeitsohr.  f.  Math.  u.  Phyi.  40.  Jahrg.  1896.  6.  Heft.  18 
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490.  Sar  les  points  d^ane  coniqae  situäs  sur  an  mtoe  cercle.    And.  Cazamian. 

N.  ann.  math.  Särie  3,  XIII,  886. 

491.  Courbes  autopolaires.    P.  Appell.    N.  ann.  math.  Särie  3,  Xni,  206. 

492.  Corrdlation  entre  ies   hexagones   de  Pascal  et  de  Brianchon.     P.  Sondat. 

N.  ann.  math.  S^iie  8,  XUI,  121. 

493.  Formales  relatives   aax  foyers  des  coniqaes.     A.  Tissot.     N.  ann.   math. 

S^rie  8,  Xin»  97. 

494.  Sur   an  triangle   ayant  pour  aommets  Ies  deuz  foyers  d'une  coniqae  et  le 

troisi^me  sommet  sur  la   circonförenco   de  la  coniqae.     H.  Brocard. 
N.  ann.  math.  S^rie  3,  Xlll,  Ezerc.  24. 

495.  Intersection  de  deox  coniques.    Amigues.    N.  ann.  math.  SärieS,  XIII,  81. 

496.  Des  quatre   coniques  passant  par  an  point  quelconque  P  d^une  conique  S 

^tant  circonscrites  ä  un  tnangle  ABC  et  touchant  8  chacone  dans  un 
autre  point  que  P.    And.  Cazamian.    N.  ann.  math.  S^rie  3,  XIII,  92. 
Vergl.  Ellipse.    Hyperbel.    Kreis.    Parabel. 

Xette&br&ohe« 

497.  Sur  la  g^n^ralisation  des  fractions  continues  algäbriques.     Padä.     Compt. 

Rend.  CXVHI,  848. 

498.  Sur  une   application  des   fractions   continues.     Stieltjes.     Compt.    Bend. 

CXVnf,  1315. 

499.  Becherches  sur  Ies  fractions  continues.     Stieltjes.     Compt.  Rend.  CXVIIl, 

1401.  —  H.  Poincarö  ibid.  CXIX,  630. 
Vergl.  Reihen  627. 

Kinematik. 

500.  ün  thdor^me  concemant  des  aires  d^crites  dans  le  mouvement  d^une  fig^nre 

plane.    G.  Eoenigs.    Compt.  Rend.  CXTUI,  965. 
Vergl  Mechanik  537,  550. 

Kreis. 

501.  Rayons  d*ane  suite  de  cercles  cons^utifs  et  somme  de  leurs  aires.    S.  Hott 

N.  ann.  math.  Särie  3,  XUI,  488. 

502.  Des  cercles  ou  des  sph^res  däriv^s  d'une  enveloppe,  plane  ou  solide,  de  classe 

quelconque.    P.  Serret.    Compt.  Rend.  CXVII,  400,  435,  480. 
508.  Sur  la  constraction  du  cercle  d^rivä  de  7  droites,   ou  d^fini   par  TäquatioQ 
0  =  S\liT^i=X*-^T^-I^.    P.  S e r r e t.   Compt.  Rend.  CXIX,  474,  493 

504.  Sur  le  probldme  du  billard  circulaire.  Auric.   N.  ann.  math.  Särie  3,  XI Q,  215 

Krflmmnngilinion. 

505.  Sur  Ies  siurfaces  qui  admettent  un  Systeme  de  lignes  de  courbnre  sph^ques 

et  qui  ont  mime  repr^sentation  sph^rique  pour  leurs  lignes  de  coarbare. 
Blute L    Compt.  Rend.  CXVI,  249. 

506.  Sur  Ies  surfaces  isothermiques  ä  lignes  de  courbure  planes  dans  un  Systeme 

ou  dans  Ies  deux  systämes.    P.  Adam.    Compt.  Rend.  CXVI,  1036. 

507.  Sur   Ies  surfaces  ä  lignes   de  courbure  planes   dans  Ies  deux  systämes  et 

isothermes.    Th.  Caronnet.    Compt.  Rend.  CX\ri,  1240. 

508.  Sur  Ies  surfaces  dont  Ies  lignes  de  courbure  d*un  Systeme  sout  planes  et  Egales. 

Th.  Caronnet.    Compt.  Rend.  CXVII,  842. 

509.  Sur   Ies  lignes    de  courbure  des  sourfaces  cerdäes.    Lelieuvre.     Compt. 

Rend.  CXVIII,  967. 

Kiigelftuiotiono&. 
^510.  Sur  lath^rie  des  fonctions  sph^riciues.  E.  Beltrami.  Compt.  Elend.  CXVI,  181. 

511.  Sur  la  särie  de  Laplace.    H.  Poincarä.    Compt.  Rend.  CXVIII,  497. 

n. 

Kagnetismni. 

512.  Sur  la  relation  qui  existe  entre  Ies  coefficients  des  formules  de  Coulomb,  de 

Laplace  et  d*Ampäre.    E.  H.  Amagat.    Compt.  Rend.  CXVII,  86,  150. 
518.  Sur  Ies yariatious  de  TeffetPeltier  produites  par  Paimentation.  L.  Ho  ulievigue. 

Compt.  Rend.  CXVIII,  629. 
514.  Probleme  g^n^ral  des  transformateurs  ä  circoit  magn^tique  ferme.     D^s. 

Kor  da.    Compt.  Rend.  CXVIII,  864. 
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515.  Sar  Thjet^r^sis  et  les  d^formations  permanentes.    P.  Duhero.   Compt.  Rend. 

CXVIII,  974. 
Vergl.  Elektricit&i    Potential. 

Kazima  und  Kinima. 

516.  Circonscrire  k  ane  ellipse  le  triangle  ^quilatiSral  dont le  c6t^  seit:  1.  an  mazimom 

2.  un  minimun).    H.  Brocard.    N.  ann.  maÜi.  Särie  8,  XIII,  Ezero.  45. 

517.  Entre  touB  les  prismes  dö  mtoe  base  et  de  in6me  hauteur  c^est  le  prisme 

droit  qui  a  la  plas  petite  aire.    Moret-BIanc.    N.  ann.  math.  S^rie  8, 
XIII,  Exerc.  82. 

518.  Minimum  de  matiere  pour  constmire  un  vase  cylindrique  droit  de  certaines 

propri^t^B  donnäee.    H.  Brocard.    N.  ann.  math.  S^rie  8,  XIII,  Ezero.  44. 

519.  Minimum   du  rapport  du  rayon  de  la  sphöre  circonscrite  ä  un  tätra^dre  au 

ravon  de  la  sphäre  inscrite.     Moret>Blanc.     N.  ann«  math.  S^rie  8, 
XUI,  Exerc.  25. 
Vergl.  Ellipse  420. 

Keehanik. 

520.  Sur  la  dynamique  du  point.    Andoyer.    N.  ann.  math.  Särie  8  XIII,  52. 

521.  Sur  les  cas  d*int^grabi1itd  du  mouvement  d*un  point  dans  un  plan.    Elliot. 

Compt.  Rend.  CXVI.  1117. 

522.  Sur  un  caa  gdn^ral  oü  le  probl^me  de  la  rotation  d*an  corps  solide  admet 

des  intd^les  uniformes.    U.  Gyld^n.    Compt.  Rend.  CaVI,  942,  1028. 
623.  Sur  les  ^quations  de  la  M^caniqne.    Wlad.  de  Tannenberg.    Compt.  Rend. 
CXVni,  1092;  CXIX,  487.  —  R.  Liouville  ibid.  CXIX,  367. 

524.  Condition  pour  que  trois  forces  non  situ^es  deux  d.  deux  dans  le  mdme  plan 

se  r^dulBent  k  une  seule  force.    Moret>Blanc.    N.  ann.  math.  S^ne  8, 
XIII,  Exerc.  41. 

525.  Sur  Temploi   des  ^quations   de  Lagrange  dans  la  thäorie   da  choc  et  des 

percussions.    P.  Appell.    Compt.  Rend.  CXVI,  1483. 

526.  Sur  la  rdduction  du  probläme  des  tautochrones  k  Tint^gration  d'une  ^quation 

aux  d^riv^es  partielles  du  premier  ordre.    G.  Koenigs.    Compt  Rend. 
CXVI,  966. 

527.  Sur  un  thäor^me  reliant  la  th^orie  de  la  Synchronisation  et  celle  des  r^sonances. 

A.  Cornu.    Compt.  Rend.  CXVIII,  318. 

528.  Sur  un  dasse  de  probl^mes  de  Dynamique.     P.  Staeckel.     Compt.  Rend. 

CXVI,  485,  1284. 

529.  Sur  une  classe   de  problämes  de   Dynamique.     Goursat.     Compt.   Rend. 

CXVI,  1060. 

530.  Sur  un  th^r^me  nouveau  de  M^canique.  N.  Sei  liger.  Compt.  Rend.  CXVII,  578. 
581.  G^n^ralisation  de  quelques  thäorämes  de  Mäcanique.  A.  Kot  ein  ik  off.  Compt. 

Rend.  CXVIII,  129. 
532.  Sur  le  mouyement  d'un  corps  solide.    G.  Eoenigs.    Compt.  Rend.  CXIX,  897. 
633.  Sur  les  mouyements  des  svst^mes  dout  les  trajectoires  admettent  une  trans- 

forma tion  infinitesimale.    P.  Painleyä.    Compt.  Rend.  CXVI,  21. 

534.  Sur  la  transformation  des  ^quations  canoniques  du  probl^me  des  trois  corps. 

P.  Vernier.    Compt.  Rend.  CXIX,  451. 

535.  Sur  le  mouvement  d'un  solide  pesant  homogäne  de  r^volution  fix^  par  un 

Soint  de  son  aze  et  assinetti  a  8*appuyer  sur  un  cercle  fixe.    A  Astor. 
f.  ann.  math.  S^rie  2,  XIII,  442. 

536.  Sur  le  mouvement  d*an  Systeme  deforme  variable.  L.  Picart.    Compt.  Rend. 

CXVm,  733. 
637.  Sur  un  moyen  d*obtenir  un  mouvement  circulaire  uniforme  au  moyen  de  deux 

mouvements  vibratoires.     Marc.  Deprez.     Compt.  Rend.  CXVIII,  451. 
538.  Le  principe  du  travail  maximum  et  Tentropie.    Bertnelot.    Compt.  Rend. 

CXVni,  1378. 
589.  Sur  le  frottement    A.  de  Saint-Germain.   N.  ann.  math.  S^rie  3,  XQI,  230. 

540.  Sur  les  mouvements  de  roulement.    Hadamard.    Compt.  Rend.  CXVIII,  911. 

541.  Theorie  mathämatique  de'Tindicateur  de  Watt.    L.  Lecornu.    Compt.  Rend. 

CXVUI,  1084. 

542.  Sur  la  denture  de   renirrenaffe  hyperboloIdaL     H.  Resal.     Compt  Rend. 

CXVU,  391.  6      -^       ^f 

548.  Sur  la  stabilitä  de  T^quilibre  de  Taxe  de  la  toupie  giroscopique.    H.  ResaL 
Compt  Rend.  CXVII,  499. 
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644.  Sur  le  Joint  Qoubet  et  son  application  k  Th^lice  des  navireB.     H.  Beeal. 

Compt.  Rend.  CXVII,  599. 

645.  8ar  Tabsorption  de  T^nerffie  par  nn  fil  ^lastiqae.   Luo.  de  la  Bive.    Compi 

Rend.  CXVIII,  522. 
546.  Des  mouTements  de  natation  de  la  Raie.    Mjarey.    Compt.  Rend.  CXVI,  77. 
517.  £tade  chronopbotographiaue  des  diffärents  genres  de    looomotion    chea    las 

animaax.    Marey.    Compt.  Rend.  CXYlI,  855. 

548.  Sur  la  m^thode    chronostylographique    et  ses  applicatione  ä  Tätude  de   la 

transmiBsion  des  ondes  dans  lee  tuyaux.    A.  Chauyeau.    Compi.  Rend. 
CXVIII,  115. 

549.  Le  mouvement  des  liquides  ^tadiä   par  la ' chronophotographie.     Marey. 

Compt  Rend.  CXVl,  918. 

550.  Sur  un  appareil  r^latif  k  la  question  de  la  marche  horizontale  de  rhomme. 

H.  Resal.   Compt.  Rend.  CXVIII,  620. 

551.  Les  mouvements  articalaires  ätudids  par  la  Photographie.    Marey.    Compt 

Rend.  CXVIII,  1019. 

552.  Des  mouvements   qne   certains  animaux  ex^cutent  pour  retomber  aar  leun 

pieds,  lorsqu'iis  sont  pr^cipit^s  d*nn  lieu  ^lev^.    Marey.   Compt  Rend. 

CXIX)  714. 

563.  Theorie  de  la  chutte  du  chat  yivant  compar^e  ayec  le  th^or^me  des  aires. 

Ga  von.  Compt  Rend.  CXIX,  717.  -  M.  Lävy  ibid  718.  —  Marc  Deprez 

ibid.  767.  — •  P.  Appell  ibid.  770.  —  L.  Lecörnu  ibid.  899. 

Vergl.  Aerodynamik.    Akustik.    Astronomie.   Capillarität   Elastidtät    Elek- 

tricität.    Hydrodynamik.    Kinematik.   Magnetismus.    Nautik  556, 666 

Optik.  Pendel.   Potential.   Transformationsgruppen  641.  W&rmelehre' 

Kehrdimeniionale  Geometrie. 

654.  Gänäralisation  du  th^oräme   d'Enlcr  relatif  aux  poly^dres.     H.  Poincarä. 
Compt.  Rend.  CXVII,  144. 

m. 

Hauük. 
555.  Sur  les  calculs  de  stabilit^  des  navires.    E.  Gouyou.   Compt  Rend.  CXVI,  496. 
666.  Sur  le  calcul  de  stabilit^  des  navires.  Ch.  Do^ ^re.    Compt  Rend.  CXVI,  I36a 

557.  Sur  les  termes  d'ordre  supärieur  de  la  däviation  des  compas.     £.  Goyon. 

Compt  Rend.  CXVI,  1367. 

558.  Nouvelles   applications  des  Tables  de  latitudes  croissantee  ä  la  navigation. 

E.  Guyou.    Compt  Rend.  CXVII,  1059. 

559.  Determination  graphiqne  du  point  ä  la  mer.    L.  Fav^  et  Rollet  de  Tlele. 

Compt  Rend.  CxVfll,  24. 

560.  Ephäm^ndes  graphiques  donnaut  les  coordonn^es  des  astres  pour  les  osagee 

de  la  navigation.    L.  Fav^.    Compt  Rend.  CXVIII,  1089. 

561.  Regulation  des  compas  par  des  observaüons  de  force  horizontale.  £.  Caspar  i. 

Compt.  Rend.  CXVllI,  27. 

562.  Asimut,  latitnde  et  longitude  par  des  hanteurs  egales ,  sans  le  secours  du 

chronomätre.    E.  Caspari.    Compt  Rend.  CXYIII,  1028. 

Kormalea. 

563.  Sur    les    distances   d^un    point   ä  des    courbes    sous    des   angles  conatanta. 

M.  d'Ocagne.    N.  ann.  math.  Serie  8,  XIII,  501. 

564.  Sur  les  quatre  normales  et  les  deux  tangentes  män^es  d*un  point  donne  ft  nne 

ellipse.    L.  Bosi.    N.  ann.  math.  Serie  3,  XUI,  Exerc.  10. 

O. 

Oberfläohea. 
666.  Sur  un  nombre  invariant  dans   la  theorie  des  eurfaces  algebriqnes.     Em. 
Picard.    Compt  Rend.  CXVI,  286. 

566.  Sur  deux  nombres  invariants  dans  la  theorie  des  surfaces  algebriqnes.    Em. 

Picard.    Compt  Rend.  CXIX,  1169. 

567.  Theoreme  sur  les  points  correspondants  de  deux.  surfaces  applicables  Tone 

sur  Tautre.    G.  Eoenigs.    Compt  Rend.  CXVI,  596. 

568.  Sur  la  correspondance  par  orthogonalite  des  eiements.    Alph.  Demonlia. 

Compt  Rend.  CXVI,  682. 
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569.  Snr  nne  propriätö  cafactäristique  de  T^l^ment  lin^aire  des  Burfacee  spirales. 
Alph.  Demoulin.    Compt.  Bend.  CXVIII,  887. 

670.  8ur  les  surfaces  ä  äl^ment  Unfaire  de  Liouyille  et  leg  Burfaces  &  coarbnre 

coDBtante.    E.  Waelach.    Compt.  Rend.  CXVI,  1486. 

671.  Snr  une  ^qaation  anx  diffdrences  parüellee  da  second  ordre.   J.  Weingarten. 

Compt.  Rend.  CXVI,  493. 
572.  Sur  nne  classe  de  sarfaces  ä  g^n^ratricea  raÜonnelles.   G.  Hnmbert.   Compt. 

Rend.  CXVI,  1350. 
578.  8ar   une    propri^td    d'une  dasse  de  surfaces  alg^riques.     G.   Humbert. 

Compt.  ifend.  CXVII,  861. 
674.  Theorie  g^n^rale  des  surfaces  hyperelliptiques.   G.  Humbert.  Joum.  Mathem. 

S4ne  4,  IX,  29,  861. 
575.  Sur   quelques  surfaces  avec  plusieurs  modes  de  g^n^ration.    G.  Scheffers. 

Compt.  Rend.  CXVI,  1852. 
676.  Quelques  remarques  sur  les  surfaces  r^gl^es  et  leur  ^tude  intrins^que.  E.  Cesaro. 

N.  ann.  math.  Särie  8,  XIII,  106.     [Vergl.  Bd.  XXXIX,  Nr.  316.] 

577.  Sur  les  droites  qu^on  peut  peut  placer  sur  une  surface  de  troisieme  olasse 

ou  de  troisieme  ordre.    E.  G.    N.  ann.  math.  S^rie  8,  XIII,  138. 

578.  Surface  alg^brique  sur  laquelle   on  ne  peut  tracer  qu'une  seule   et  unique 

circonf^rence.    Moret-Blanc.    N.  ann.  math.  Serie  3,  XIII,  Exerc.  81. 

579.  Sur  les  surfaces  admettant  des  cubiques  gauches  pour  lignes  asymptotiques. 

Blutel.    Compt.  Rend.  CXVH,  722. 

580.  Sur  les  surfaces  dout  les  plans  principaux  sout  ^quidistants  d*un  point  fixe, 

Guicbard.    Compt.  Rend.  CXVI,  487. 
681.  Sur  les  surfaces  susceptibles  d'engendrer  par  un  d^placement  h^licoldal  une 
famille  de  Lamd.    Alb.  Petot.    Compt  Rend.  CXVHI,  1409. 

582.  Nouvel   emploi  du   conoMe  de  Plücker.     A.   Mannheim.     Compt.   Rend. 

CXIX,  894. 
Vergl.  Differentialgleichungen  367.    Erümmungslinien. 

Oberflächen  iwoiter  Ordnung. 

583.  Th^orömes   sur  les  quadriques.    And.  Cazamian.     N.  ann.  math.  S^rie  8. 

Xni,  878. 

584.  Sur  les  quadriques  autopolaires.    V.  Hioux.    N.  ann.  math.  Sdrie  3,  XDI,  211. 

585.  Sur  les  quadriques  inscrites  dans  la  mSme  ddveloppable.     And.  Cazamian. 

N.  ann.  math.  S^rie  8,  XIII,  395. 

586.  Condition  pour  que  deux  quadriques  aient  une  g^ndratrice  commune.  C.  B  o  u  r  1  e  t. 

N.  ann.  math.  S^rie  8,  XIII,  434. 

587.  Gän^ration  de  quelques  surfaces  du  second  degr^  au  moven  d*une  sph^re  et 

d*Qne  droite.    Audibert.     N.  ann.  math.  S^rie  3,  XLII^  491.   •—  Ancien 
äl^ve  ibid.  493. 
588«  Sur  les  tdtra^dres   conjngu^s  par  rapport  ä  une  quadrique  et  dout  les  ar^tes 
sout  tangentes  k  une  autre  quadnque.  H.  Vogt.  Compt.  Rend.  CXVHI,  395. 
589.  Discussion  par  la  gdomätrie  vectorielle  d*une   quadrique  circonscrite   ä  un 
ellipsoide  donne.    Genty.    N.  ann.  math.  Särie  3,  XHI,  236. 
Vergl.  Hyperboloid. 

Optik. 

690.  Sar  des  franges  d^interf^rences  semi-circulaires.    G.  Meslin.    Compt.  Rend. 
CXVI,  260,  379,  570.    CXVH,  225.  —  A.  Cornu  ibid.  CXVH,  228. 

591.  Achromatisme  et  chromatisme  des  franges  d^interf^rence.  J.  M  acä  de  L^pinay. 

Compt.  Rend.  CXVHI,  585,  856. 

592.  Sur  les  interfärences  d.  moyenne  diff^rence  de  marche.    G.  Meslin.    Comph 

Rend.  CXIX,  214. 

593.  Etudes  sur  les  r^seaux  diffringents.    Anomalies  focales.    A.  Cornu.    Compt. 

Rend.  CXVI,  1216,  1421. 
694.  Introduction  naturelle  de  termes  proporüonnels  aux  ddplacements  de  Täther 

(ou  termes  de  Briot)  dans  les  äquations  de  mouvement  desondes  luminenses. 

J.  Boussinesq.    Compt.  Rend.  CXVH,  80. 
596.  Expression    de   la   rdsistance  oppos^e  ^ar  chaque  moläcule  ponddrable  au 

mouvement  vibratoire  de  Täther  ambiant   J.  Boussinesq.    Compt.  Rend. 

CXVII,  138. 
596.  Consid^rations  diverses  sur  la  th^orie  des  ondes  luminenses.   J.  Boussines. 

Compt.  Bend.  CXVII,  198. 
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597.  Sur  la  marche  de  la  Inmiäre  k  trayers  nn  svat^me  de  lentillee  sph^riqnes. 
C.  L.  V.  Charlier.    Compt.  Rend.  CXVlI,  680. 

698.  Sur  la  throne  de  la  Photographie  des  couleurs  simples  et  composdes  par  la 

mäthode  interfärentielle.    G.  Lippmann.    Compt.  Bend.  CäVIH,  92. 

699.  L'objectif  aplanätigue  sym^trique.  Ch.  V.  Zenger.  Compt.  Bend.  CXVIII,  407. 

600.  EtudeB  sur  les  actions  centrales.    Lois  ffänärales  relatives  k  Teffet  des  müieox. 

F.  P.  Le  Boux.    Compt.  Bend.  CXIX,  211. 

601.  De  Tabsorption   de   la  lumiere   dans   les  milieux    isotropes   et   cristallis^s. 

G.  Moreau.    Compt.  Bend.  CXIX,  827. 

602.  De   la  päriodicii^  des  raies  d'absorption   des  corps  isotropes.    G.  Moreau. 

Compt.  Bend.  CXIX,  422. 

603.  Integration   des   äquations   de  la  lamiäre   dans   les   milieux   transparente   et 

isotropes.    E.  Carvallo.    Compt.  Bend.  CXIX,  1008. 

F. 

Parabel. 

604.  Parabole  enveloppe   d'une  corde  de  strophoide.     E.  N.  Baris! en.    N.  ann. 

math.  Serie  3,  XIII,  8. 

605.  Sur  quelques  proprietäs  de  la  parabole  et  de  sesinverses.    And.  Cazamian. 

N.  ann.  math.  S^rie  3,  XIII.  281. 

606.  Proprietes de deux paraboles.  And.  Cazamian.  N.  ann.  math.  Särie 3, XIII,  308. 

607.  Proprietäs  de  la  parabole.    A  nd.  Cazamian.    N.  ann.  math.  Serie  3,  XUI,  316* 

608.  Bemarques  sur  le  theor^me  de  Fr^gier.    And.  Cazamian.    N.  ann.  math 

Serie  8,  XIII,  322. 

609.  Sur  une  parabole  intimement  liee  k  une  conique  donnee  et  &  un  point  donne 

de  son  plan.    G.  Leinekugel.    N.  ann.  math.  Serie  3,  XQI,  482. 

Pendel. 

610.  Sur  la  pendule  ä  tige  variable.    L.  Lecornu.    Compt.  Bend.  CXVIII,  132. 

611.  Sur  le  mouvement  de  deux  points  relies  par  un  ressort.   L.  Lecornu.    Compt 

Bend.  CXVIII.  398. 

612.  Sur  nn  systdme   de   deux  pendules  relies  par  un  fil  eiastique.    Luc  de  la 

Bive.    Compt.  Bend.  CXVIII,  401. 

Planimetrie. 

613.  Considerations  sur  la  geometrographie.    E.  Lemoine.   N.  ann.  math.  Serie  3, 

XIII,  166. 

614.  Sur  trois  droites  serapportant  ä.  un  quadrilatärc  donne  et  passant  par  an  meme 

point.    Moret-Blanc.    N.  ann.  math.  Serie  3,  XIII,  Exerc.  24. 
Vergl.  Dreiecksgeometrie.    Kreis. 

PotentUl. 

615.  Sur  une  propriete  generale  des  champs  admettant  un  potentiel.    Vaschy. 

Compt.  Bend.  CXVI,  1244. 

616.  Propriete   generale  d'nn  champ   quelconque  n*admettant  pas   de   potentieL 

Vaschy.    Compt.  Bend.  CXVI,  1866. 

617.  Sur  un  propriete  generale  des  champs  eiectriques  et  magnetiques.    Vase  hj. 

Compt.  Bend.  CXVI,  1437. 

618.  Calcul  des   forces  auxquelles  sout  soumis  les  corps  places  dans  un  champ 

eiectromagnetique.    Vaschy.    Compt.  Bend.  CXVII,  126. 

619.  Calcul  des  forces  eiectromagnetiques  suivant  la  theorie  de  Maxwell.    Vasch  j 

Compt.  Bend.  CXVII,  1065. 

620.  Sur  le  mode  de  transformation  du  travail  en  energie  eiectrique.    Vaschy. 

Compt.  Bend.  CXVIII,  1249. 

621.  Sur  un   theoröme  relatif  aux  fonctious  harmoniques  de  plusieurs  variables 

reelles.    G.  D.  d'Arone.    Compt.  Bend.  CXVIII,  342. 
Vergl.  Differentialgleichungen  380,  381.    Elektricität.    Magnetismus. 

B. 

leihen. 

622.  Sur  les  caracteres  de  convergence  des  series.    Hadamard.    Compt.  Bend. 

CXVU,  844. 

623.  Sur  les  caracteres  de  convergence  des  series  k  termes  positifs  et  sur  lee  fonctions 

croissantes.    J.  Hadamard.    Acta  Math.  XVIII,  319,  421. 
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624.  Sur  la  diffärentiation  des  s^ries  trigonom^triqaes.    M.  Lerch.    Gompi  Rend. 

CXIX,  726. 

625.  Sur   le   d^yeloppement   en    s^rie    des     fonctione   implicites.     Worontzoff 

N.  ann.  math.  S^rie  3,  XIII,  167. 

626.  Sor  la  possibilit^  de  däfinir  une  fonction  par  ane  s^rie  entiäre  divergente. 

fl.  Padö.    Compt.  Eend.  CXVI,  686. 

627.  Sur  les  säries  entiöree  convergentes  oa  divergentes  et  les  fractions  oontiuues. 

rationelles.    II.  Pad^.    Acta  Math.  XVIIi,  97. 

628.  Gän^ralisation   de   la   s^rie   de   Lagrange.     £.   Amigues.     Compt.  Bend. 

CXVI,  368,  429. 

629.  Sur  une  nouvelle  m^thode  d*approximation.    E.  Jablonski.    Compt.  Rend. 

CXVI,  19. 

630.  Sur  la  sommation  rapide  de  certaines  s^ries  peu  convergentes  (s^ries  harmoniques 

alterndes).    A.  Jan  et.    Compt.  Rend.  CXVIJI,  239. 
Vergl.  Astronomie  323,  324.    Cylinderfunctionen.    Gleichungen  469.    Kugel- 
fnnctionen. 

S. 
Stereometrie. 

631.  Sur  le  prodnit  d^asym^trie.    Ph.  A.  Guye.    Compt.  Rend.  CXVI,  1878,  1451. 

Vergl.  Mehrdimensionale  Geometrie. 

SiibstitatioiLe&. 

632.  Sur  les  propri^t^s  des  gronpes  de  Substitution  dout  Tordre  est  dgal  ä  un 

nombre  donnä.    E.  Maillet.    Compt  Rend.  XVIII,  1187. 

633.  Sur  les  gronpes   de  substitutions  isomorphes   auz  groupes  symätriques   ou 

altem^s.    Maillet.    Compt.  Rend.  CXIX,  362. 

T. 

TransformatloiMgnippen. 

634.  Sur  les  lois   de   r^ciprocit^s  et  les  sons- groupes   de  groupe   arithm^tique. 

X.  Stouff.    Compt.  Rend.  CXVI,  308. 

635.  Sur  la  structure  des  groupes  simples  finis   et  Continus.     Ca r tan.     Compt. 

Rend.  CXVI,  784. 

636.  Sur  la  structure   des   groupes  finis   et   Continus.     Cartan.     Compt  Rend 

CXVI,  962. 

637.  Sur  la  r^duction  de  la  structure  d*un  groupe  ä  sa  forme  oanonique.   E.  Cartan. 

Compt.  Rend.  CXIX,  639. 

638.  Sur  un  groupe  simple   ä  quatorze  paramätres.     F.  Engel.    Compt.  Rend« 

CXVI,  786. 

639.  Sur  nne   application   de  la  thdorie  des  gronpes   de  Lie.    Drach.    Compt. 

Rend.  CXVI,  1041. 

640.  Sur   Tint^gration   des   äquations   aux   d^riv^es  partielles  du  second  ordre  ä 

deux  variables  ind^pendantes.    J.  ßendon.    Compt.  Rend.  CXVIII,  1188. 

641.  Sur  les  problämes  de  Dynami^ue  dout  les  äouations  diff^rentielles  admettent 

une   transformation  infinitesimale.     P.  Stäckel.     Compt  Rend.  CXIX, 
508,  723,  1189.   -  0.  Staude  ibid.  908. 

642.  Sur    les     transformations     infinitesimales     des    trajectoires     des     systdmes. 

P.  Painleve.    Compt  Rend.  CXIX,  637. 

643.  Sur  les  groupes  de  transformations   des  ^quations  dififörentielles   Unfaires. 

Em.  Pioard.    Compt  Rend.  CXIX,  584. 
Vergl.  Differentialinvarianten.    Functionen  438. 

W. 

Wirmelehre. 

644.  Sur  requation  de  Van  der  Waals  et  la  d^monstration  du  thäor^me  des  dtats 

correspondants.    G.  Meslin.    Compt  Rend.  CXVI,  135. 

645.  Sur  le  troisi^me  principe  de  Tänergetique.    H.  Le  Chatelier.    Compt  Rend. 

CXVI,  1504.    CX\fn,  513. 

646.  Sur  le  troisi^me  principe  de  Tenergdtique.    W.  Meyer  ho  ff  er.    Compt  Rend. 

CXVn,  363. 

647.  Snr  la  thäorie  cin^tique  du  gaz.   H.  Poincar^.    Compt  Rend.  CXVI,  1017,  1165. 

648.  Sur    rinterpretation    cinetique    de    la    fonction    de    dissipation.      Ladisl. 

Nathanson.    Compt  Rend.  CXVil,  539. 
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649.  Commentaire  aux  principes  de  la  Thermodvnamiqne.     P.  Duhem.    Joom. 

Mathem.  Sörie  4,  IX,  293.    [Vergl.  Bd.  XXXVIII,  Nr.  626J 

650.  Sor  la  loi  gön^rale  et  les  formales  de  r^coulement  de  la  vapeur  d*eaa  satur^. 

H.  Parenty.    Compt.  Rend.  CXVI,  1120. 
661.  Thermodynamique  des  gaz;  approzimations  composäes  de  la  loi  de  Joule  et 
des  lois  de  Mariotte  et  de  Gay-LuBsac.    J.  Andrade.    Compt.   Rend. 
CXVIII,  64. 

652.  La  loi  de  Joule  et  la  loi  de  Mariotte  dans  les  gas  r^ls.   J.  Andrade.    Compt 

Bend.  CXVIU,  244. 

653.  Sur  la  pression  iut^rieure  dans   les  gaz.      E.  H.  Amagat     Compt    Bend. 

CXVIII,  826. 

654.  Sur  la  pression  interne  dans  les  fluides  et  la  forme  de  la  fonction  9»  (p  t?  ^)=0 

£.  H.  Amagat.    Compt.  Bend.  CXVIII,  566. 

655.  Variation  de  la  tension  superficielle  avec  la  tempärature.    H.  Pellat    Compi 

Bend.  CXVHI,  1193. 
666.  Determination  exp^rimentale  directe  de  la  chaleur  ep^cifique  de  Tapeur  aaturee 
et  de  la  chaleur  de  Vaporisation  interne.    E.  Mathias.    Compt.  Band. 
CXIX,  849. 
Vergl.  Cylinderfunctionen. 

Watanoheinlidhkeitsreehaung. 

657.  Sur  la  th^orie  des  caisses  de  pension.    L.  Lindelöf    Acta  Math.  XVIII,  89. 

658.  Sur  Tapplication  räpätee  du  thdor^me  de  BemouUi.    J.  Andrade.    Compt 

Bend.  CXVI,  1281. 

659.  Sur  la  compoaition  des  lois  d*erreur8  de  Situation  d'unpoint.    M.  d^Ocagna 

Compt  Bend.  CXVIII,  517. 

660.  Probleme  de  probabilitd.    Audibert    N.  ann.  math.  S^rie  3,  XIII,  Exerc.  13. 

Z. 
Zahlenthoorie. 
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PTOLEMiUS  DE  ANALEMMATE.    ^ 


VON 

J.  L.  HEIBERO 

IN    KOPSKHAOmr. 


MIT    10    TEXTPIOITREN. 


Abh.  zur  Gesch.  der  Mathem.    VII. 


Dass  der  bekannte  Mailänder  Palimpsest  Ambros  L  99  sup.  saec.  YII 
u.  a.  auch  Ueberreste  des  sonst  verlorenen  griechischen  Textes  von  Ptole- 
mäus^  Schrift  Ik^l  AvaX^qiificctog  enthält,  habe  ich  in  dieser  Zeitschrift 
(Abhandlungen  z.  Gesch.  d.  Mathematik  V  S.  4  Anm.  **  Schluss)  mit- 
getheüt.  Während  eines  längeren  Aufenthalts  in  Mailand  habe  ich  jetzt 
das  meiste  Von  diesen  Brachstücken  entziffert,  soweit  es  mir  ohne  Beagen- 
tien  möglich  war,  and  lege  hier  meine  Lesung  vor,  ohne  vorläufig  auf  die 
vielen  Fragen  einzugehen,  wozu  das  recht  schwierige  Schriftchen  Anlass 
giebt;  zu  einem  Yerständniss  im  allgemeinen  reicht  der  Conmientar  von 
Commandinus  aus  (Claudii  Ptolemaei  liber  de  analemmate  a  Eederico  Com- 
mandino  ürbinate  instauratus  et  conmientariis  illustratus,  qui  nunc  primum 
eins  opera  e  tenebris  in  lucem  prodit.  Ejusdem  Federici  Commandini  liber 
de  Horologiorum  descriptione.  Bomae  MDLXII.  Apud  Paulum  Manutium 
Aldi  f.,  4to);  vgl.  auch  Delambre,  Histoire  de  Tastronomie  ancienne  11 
S.  458  ff. 

Ueber  die  Art  der  Herausgabe  bemerke  ich  nur  folgendes.  Die 
unsicheren,  nur  mit  Wahrscheinlichkeit  zu  erkennenden  Buchstaben  sind  in 
(  )  eingeschlossen.  Wo  absolut  nichts  zu  lesen  war,  habe  ich  mit  Hülfe 
der  lateinischen  üebersetzung  den  Text  restituirt;  meine  Ergänzungen  sind 
in  <  >  gesetzt;  dabei  ist  von  einer  Zeile  von  32  bis  36  Buchstaben  aus- 
gegangen. Wo  die  Ergänzung  mir  unsicher  schien,  habe  ich  den  Defect 
durch  Punkte  angedeutet;  die  Zahl  der  fehlenden  Buchstaben  lässt  sich 
nach  der  angegebenen  Mittelzahl  ungefähr  berechnen.  |  bedeutet  Schluss 
der  Zeile  in  der  Handschrift,  ||  Schluss  der  Seite;  die  Seitenzahlen  der  Hand- 
schrift sind  am  Bande  angegeben;    auf  die  Seite   kommen  28 — 29  Zeilen. 

Dem  griechischen  Text  gegenüber  (wo  er  fehlt,  allein)  gebe  ich  die 
lateinische  üebersetzung  Wilhelms  von  Moerbek  nach  cod.  Ottobon.  lat.  1850 
saec.  Xm  fol.  55—57  (nach  der  modernen  Zählung  der  Blätter  fol.  62—64) 
nach  einer  Photographie.  In  der  angeführten  Abhandlung  habe  ich  S.  8  ff. 
nachgewiesen,  dass  wir  in  dieser  Handschrift  die  eigenhändige  Original- 
übersetzung Wilhelms  vor  uns  haben,  eine  Auffassung,  die  auch  durch 
dieses  Stück  ihre  Bestätigung  findet;  ich  habe  deshalb  alles  so  gegeben,  wie 
es  in  der  Handschrift  steht,  bis  auf  einige  orthographische  Kleinigkeiten; 
nur  habe  ich  natürlich  die  vielen  Compendien  aufgelöst.    Die  Figuren  sind 
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nach  denen  der  Handschrift  bis  auf  die  Buchstaben  calquirt.  Dem  Wilhehn 
lag  eine  griechische  Handschrift  vor,  wie  die  Bandbemerkongen  zeigen, 
ohne  Zweifel  die  in  dieser  Zeitschrift  Hist.  Abtheilung  XXXVil  S.  97  nach- 
gewiesene (in  der  Bibliothek  des  Papstes  von  1311  nr.  608). 

Nach  dieser  Handschrift  hat  Commandinus  die  Uebersetzung  heraus- 
gegeben (Abhandl.  z.  Gesch.  d.  Math.  V  S.  4  Anm.  **),  aber  stark  daran 
corrigirt,  wie  er  selbst  in  seiner  Vorrede  sagt  (locos  .  . .  deprauatos,  quan- 
tum  coniectura  sum  assecutus,  restitui  ac  correxi;  deinde  quaecunque  deerant. 
iis  suppleui,  quae  cum  antecedentibus  Ptolemaei  sententüs  consentire  *iudi- 
caui.  quamuis  nihil  pro  certo  affirmauerim  etc.);  die  Aendemngen  gehen 
meist  darauf  hinaus,  das  mittelalterliche  Latein  des  üebersetzers  etwa« 
classischer  zuzustutzen,  was  zuweilen  nicht  ohne  missverständliche  Aenderong 
des  Sinnes  abgeht.  Jedenfalls  haben  diese  Aendemngen  für  unsere  Zwecke 
keinen  Werth;  ich  habe  sie  daher  nicht  aufgeführt,  von  einigen  wirklichen 
Emendationen  abgesehen,  die  zur  Erleichterong  des  Verständnisses  in  den 
Anmerkungen  erwähnt  sind.  Ich  mache  besonders  darauf  aufmerksam,  dass 
die  Tabelle  am  Schluss,  so  wie  sie  hier  nach  der  Handschrift  gegeben  ist 
(an  den  vier  leeren  Stellen  2,  3,  4,  5  ist  natürlich  %  =  40'  einzusetzen; 
Fo  kommt  für  %  in  den  Handschriften  der  Syntaxis  oft  vor;  es  ist  eim' 
Verstümmelung  von  PB  =  y^),  dem  richtigen  bedeutend  näher  kommt  (vgl 
Delambre  11  S.  471). 

Zum  Schluss  schalte  ich  noch  eine  Beschreibung  des  palimpsesten 
Theils  des  Ambrosianus  L  99  sup.  ein. 

Die  obere  Schrift  ist  aus  dem  Vlll.  Jahrhundert,  die  untere  aus  dem  VIL; 
sie  ist  sehr  schwer  lesbar,  wo  die  obere  Schrift  mit  ihr  zusammenfällt,  viel 
besser  geht  es,  wo  diese  zwischen  den  ausradirten  Zeilen  steht.  Angelo  Mai 
hat  mit  seiner  Galläpfeltinctur  grossen  Schaden  angerichtet;  sie  ist  jetzt 
dunkelbraun  geworden  und  hat  auch  die  gegenüberstehenden  Seiten  über- 
klekst.     Die  rescribirten  Seiten  sind: 

113  — 114  (114  nicht  beschrieben),  veröfifentlicht  von  Beiger  Hermes  XYl 
S.  261  ff.,  verbessert  von  Cantor-Wachsmuth  ebend.  S.  637  ff. 
und  von  mir  in  dieser  Zeitschrift  XXVIII  S.  121  ff.,  wo  sie  dem 
Anthemius  vindicirt  werden.  Eine  Nachvergleichung  h&t  fol- 
gendes ergeben:  S.  113,  23  7tQ(}vÖ£Ö£i\y(iivov  d.  i.  nQOVTtodsSsiy^' 
vov.  28  sicher:  ot  ftiv  ovv  (Compendium)  naXaioCj  darauf  6 . . 
Xaßovy  also  S(^tiyiaßov.  31  ist  zwischen  dem  unsicheren  iv  w 
und  dem  ganz  klaren  itQÖg  noch  ein  JT'  (yccif)  zu  erkennen,  also 
vielleicht:  xovto  öh  'iffsHöog  ^AnoU.6viog  fucka  6sav  \  <^v<»g  Hy^i}' 
(iv  ro5  yicg)  Tcqbg  tohg  ncttonxQMoijg  %%X,^  was  bei  den  vielen 
Compendien  zur  Buchstabenzahl  stinmit.    S.  114,  23  ist  zwischen 
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den  sicheren  Worten  ovca  und  öe  xov  nur  füi*  4  Buchstaben 
Raum;  at  ist  nothwendig,  mein  Supplement  {fTtOKScrat  also  kaum 
richtig,  wenn  nicht  v'x*  geschrieben  werden  konnte;  das  J  bei 

_   tu 

Beiger  habe  ich  nicht  gesehen.  24  steht  xfjg  i/f«-^  xai  r-^g  ey  y, 
also  rfig  rj^  ev^eCag  nal  xfig  riy  ycavCa  ohne  TCeQitpSQsCag.  25  ist 
si&Elag  nicht  ev^,  sondern  e^  geschrieben.  29  ist  7t€Qt€vs%^iv 
deutlich  zu  lesen. 

117  — 118   unten  herausgegeben  (tvsqI  ivakrififiatog). 

119—120  ebenfalls;  119  fast  unlesbar  wie  118  gegen  Ende. 

123,  fast  unlesbar,  weil  die  Schrift  von  S.  124  stark  durchgeschlagen 
hat.  Am  Anfang  lese  ich:  6iQya6(isvo{g  oux)  e*  q  ^  ^)  cDg  o  ey 
xtoov  n  r*)  cc(/)  Mo\va  o  a  g')  Qy  Kvßog  Fl  r  a'  ^*)  vi  nvßov^  r^ 
qy  V\x  \  ,  .  q>ctvEQOV  .  .  .  ö^^)  %cii  (og  o  By  mg>v  Fl  t   ST  %iova  |  .  .  .  . 

Fl Fl  .  .  .  xov  avxov  XG}  öo&^  ^)  | |  xov  xm  do^). 

wg  6s  Ol  Qri  ai  ziovsg  fCQog  akkriXovg  |  .  .  .  ^cci  oi  vä  ,  .  .  .  \  Folgt 
Fig.  10.  Zu  ^  am  Bande:  ^  tag  öe  o  a  xrjg  Qy  xvßog  TtQog  x^ 
a  xr^g  vi  %^.  Wie  dieser  Satz  mit  S.  124  in  Verbindung  gesetzt 
war,  ist  mir  unklar. 

124,  nicht  rescribirt,  =  Wattenbach,   Scripturae  Graecae  specimina^ 

tab.  vin. 

129  — 130,  s.  unten  (naql  &vahq(ifuxxog), 

139—140   ebenso. 

143 — 144  ebenso. 

157 — 158   ebenso. 

189 — 190   (das  Blatt  ist  umzukehren),  fast  ganz  unlesbar,  namentlich  189. 
Auf  S.  190  lese  ich: 

....  XLva  XQonov  STteöTienxai  ov ]  ....  xag  xe  %axaßaxtxag 

7UXI  avxL  ....  I  ...  cxtovg;   nach   der  Mitte:   .  .  .   xov   xe  (lecruji- 

ßqivov  xai  xov |  vov  ovv  ort ... .  |  Schluss:  . . .  xov  xata  xo^v- 

tpriv  STti  xsX  ,  ,  \  —  was  dem  Ptolemäus  ähnlich  sieht,  doch  finde 
ich  in  der  üebersetzung  keine  entsprechende  Stelle.  Sollte  sie 
am  Ende  unvollständig  sein,  wie  Delambre  vennuthete? 

195  — 196    (umzukehren),    195  unlesbar,   auf  196:   ...  xovxecxiv  ecDg  av  tj 
ccKXig  avfiTtBöfi  I  xri  %Oivri  avxaw  xofiri  xovxov  öe  yivo^^Kßvov)  .... 
svSoxBQOv  yiyvE(xaty  —  Ptolemäus? 

197—198,  198  unlesbar,    197  Anfang:    s'  g  vS  ='  Bq> </3>^v  nai 

itakiv  x'  .  .  .  I  fl^  .  .  .    xa   TGDv {  kaßovxsg  tuxi   öut   t(oov) 

1)  d.  i.  in(e)l  ohv  iaxiv.         2)  nqbg  xhv.         3)  &nb  tfjg.         4)  nqbg  xhv  &nb 
xTig.         ö)  höxai.        6)  do^ivxi.         7)  do^ivxi. 
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yBvofUV   iSif  I 7Ucvovi,G}    St   av  \ €e 

yvmfimv  |  .   ob  ri   ö  .  rov  fifii,'Kv{k)  ,  rf  yd |  ...    Ttotag   6i 

Xov  ....  I  .  lofu^a  ÖS ;  etwas  weiter  unten  (  lofAe^a  öux 

235—236,  235  nnlesbar,   236   Anfang:    ^a  s | Vt^9^  '^ov 

flli(yv  lu I  Q(yv  tiififjux  xov   o^i^ovrog   bzl  6s zsg 

xov  eor|  Xafißavofuv  ....    ;  weiter  unten:  ot  fuv  yaq  .  .  .  .  |  und 

I  9>£^a>f(£v I  To  I/o I  —  Ptolem&ns? 

241—242,  242  unlesbar,  241 : aq  \ sv  \ cnuist . . . 

te^ov  s{ji)  \  xri {svTt)  aqodfo xov  «??/- 

fifj^^vot; of    sytxxvxoiy)  \ ;    weiter    unten:    (^TtyaQodov^ 

%at  xa  siti  I  —  Ptolernftus? 

249  —  250,  249:   .  .  .   CL^Mpoxsqtov   xoyv  tvIsvqcov |  ...  Ikri  ...    ov    xm 

xov   (psQOvxog  övvKS  I  X  .  .  .  fASv SV  [lOvtQ   XG}  g>SQOvxi   n^g 

xa  \  xov   fASCtuißQivov   Kccxa   xa   s^aQfuna  xaw  {  Ttokaw  7taQag>o^; 
anaqsy%hxfmf  \  —  Ptolemftus? 
251  —  252,  251:.  €VTO|LU)rg   o   xs   noXsvcov  Tuxt   o   ^mSutTwg   (oöxs  \  TtQog  o^^ag 
X  aTCQißtog  sivai  nat  (luxv  smg>a\vsiav  nouiv  Xiov  xs  %VQXcav  Sfi^u^t 
Tuxi,  xünv  \  Kockan/  S7tcq>avsicDv  xfi  avxri  (Uv  . .  .  |  —  Ptolemäns? 
Aus  den  bezeichneten  Seiten  ist  vielleicht  mehr  herauszubringen. 
Der  grosse  Unterschied  in  der  Verwendung  der  Compendien,  indem  im 
Ptolemaus  (sowie  S.  190,  196,  236,  241,  249,  251,   die  dadurch  ebenso 
wie   durch   den  Inhalt  ihre  Zugehörigkeit  beweisen)   fast  nur  der  v-8tnch 
am   Schluss  der  Zeile   zur  Verwendung  kommt,  während  im  „Anthemius^ 
(S.  113—14,  123 — 24,  197)  allerlei  Compendien  besonders  zahlreich  sind, 
erklärt  sich  wohl  nur  so,  dass  der  spätere  Schreiber  zwei  verschiedene  Hand- 
Schriften  zerschnitt  und  verwendete.     Dass  man  also  im  VUI.  Jahrh.  zwei 
solche  alten  Handschriften  griechischer  Mechanik  und  Astronomie  in  Italieii 
besass  und  für  werthlos  hielt,  ist  eine  interessante  Thatsaehe. 


Claudii  Ptolemei  liber  de  analemmate  incipit. 

Consideranti  mihi,  o  Sjre,  angulorum  acceptorum  in  locum  gnomoni- 
cum  quod  rationale  et  quod  non  habitum  quidem  virorum  illorom  in  lineis 
accidit  admirari  etiam  in  hiis  et  ualde  acceptare,  non  coattendere  ant^m 
ubique,  et  eam  que  secundum  naturam  in  metodis  consequentiam,  ipsai-um 
rerum  non  solum  clamantium,  quod  et  naturali  theorie  aliqua  coassomptione 
magis  mathematica  et  mathematice  magis  naturali,  nullatenus  ezprobraui* 
mus;  non  enim  licitum  est  quod  tale  uiro  amanti  addiscere  pure,  sed  ob6e]> 
uare,  ut  non  propter  dictam   cogitationem  unumquemque   tractataum  all- 
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qualiter  imperfectiorem  accidat  fieri.  qve  itaque  ceiütudmaliter  deprehensa 
sunt  michi^)  secundum  expositum  locum,  misi  tibi  consideraturo  summatim, 
si  quid  tibi  uidemur  ad  intellectum  coauxisse  et  ad  rationabilitatem  sup- 
positionum  et  ad  promptitudinem  usus  eius  qui  per^ 

Qvoniam  igitur  eas  que  secundum  unamquamque  molem  dimensiones 
consequens  est  determinatas  esse  et  positione  et  multitudine  sicut  et  magni- 
tudine,  declinationum  autem  que  ad  rectos  angulos  sole  hunc  habent 
modum;  omnes  enim  alie  et  indeterminate  secundum  speciem  et  infinite 
secundum  numerum;  consequtum  est  tres  solas  esse  tales  secundum  unam- 
quamque molem  dimensiones,  quoniam  et  solas  tres  rectas  ad  rectos  angu- 
los inuicem  constitui  possibile  est,  plures  autem  biis  est  impossibile;  propter 
quod  quidem  et  in  spera  sole  tres  diametri  constnyintur  ad  rectos  angulos 
inuicem,  et  maximi  circuli  soH  tres  in  recto  angulo  faciunt  declinationes 
ad  inuicem  acceptorum  in  spera  mundi,  et  uno  quidem  ipsorum  intellecto 
secundum  distinguentem  quod  sub  terra  emisperiuqi  ab  eo  quod  super  terram, 
uocatum  autem  orizontem,  secundo  autem  penes  distinguentem  Orientale 
emisperium  ab  occidentali,  uocatum  autein  meridianum,  reliquus  et  tertius 
erit  penes  separantem  boreale  emisperium  ab  eo  quod  ad  meridiem,  uoca- 
tum autem  secundum  verticem.  et  dictarum  autem  diametrorum  communis 
quidem  orizontis  et  meridiani  uocatur  meridiana,  communis  autem  Sectio 
meridiani  et  eius  qui  secundum  verticem  uocatur  gnomon,  communis  autem 
Sectio  eius  qui  secundum  verticem  et  orizontis  uocetur  equinoctialis,  quo- 
niam et  ipsius  equinoctialis  ad  ipsos  fit  communis  Sectio,  simul  translatis 
itaque  cum  sole  hiis  circulis  circa  manentes  communes  sectiones  ut  circa 
axes  duas  quidem  possibile  est  intelligere  lationes  orizontis  quidem  circa 
equinoctialem  diametrum  ut  ad  id  quod  super  terram  et  sub  terra  et  circa 
meridionalem  ut  ad  orientem  et  occasum,  meridiani  autem  circa  meridio- 
nalem  diametrum  ut  ad  ortus  et  occasus  et  cir6a  diametrum  gnomonis  ut 
ad  aquilonem  et  meridiem,  eius  autem  qui  secundum  verticem  circa  dia- 
metrum gnomonis  ut  ad  aquilonem  et  meridiem  et  circa  equinoctialem  ut 
ad  id  quod  super  terram  et  sub  terra,  sed  quoniam  non  est  possibile  eun- 
dem  simul  duabus  ferri  lationibus,  conuenientiorem  et  priorem  duarum 
dictarum  assignandum  unicuique,  hoc  est  orizonti  quidem  eam  que  cii-ca 
equinoctialem  diametrum,  ut  rursum  determinet  positionem  ad  id  quod  sub 
terra  et  super  terram,  meridiano  autem  eam  que  circa  meridianum,  ut 
notet  distinctionem  que  ad  ortum  et  occasum,  ei  autem  qui  secundum  ver- 
ticem eam  que  circa  gnomonem,   ut  insinuet  transitum  ad  aquilonem  et 

1)  Hier  durchstricben:  misi  tibi.        2)  Folgt  eine  Lücke,  am  Bande:  &vcc- 

l7]ft(UCt. 
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meridiem.  facit  autem  'orizontis  quidem  latio  circnlum,  qnem  aocannt 
ektimoron,  id  est  sex  partium,  quia  altitadinem  usque  ad  sextam  hm 
manifestat,  latio  autem  meridiani  circulum,  quem  uocamus  horarium,  qnis 
longitudini  que  secundum  unamquamque  horam  comprogreditur,  latio  ant<^i 
eius  qui  secundum  verticem  circulum,  quem  uocamus  katauaticum,  id  H 
desceosiuum,  quia  notiücat  descensionem  ab  altissimo  ad  humillimum.  Tvm: 
unusquisque  dictorum  circulorum  in  coexaltatione  cum  solari  radio  sup^* 
terram  facit  duas  declinationes ,  quibus  datis  et  positio  radii  determinatc: 
quoniam  una  ad  tale  non  sufßcit,  harum  autem  alteram  quidem  a  recti* 
contentam,  scilicet  a  delata  et  manente,  hoc   est  a  radio   et  a  diametr. 


circa  quam  fertur,  alteram  autem  ab  ipsis  planis^)  similiter  a  motoetk 
manente,  ita  ut  duorum  circulorum  utriusque  una  sola  declinationiiin  däJ 
determinetur  et  positio  radii.  et  eorum  quidem  qui  ab*)  ektimoro  cW 
fiunt  angulorum  consistentem  quidem  apud  radium  et  apud  diametim: 
equinoctialem  non  uidem];is  ab  antiquis  acceptum  in  locum  gnomoniini: 
eum  autem,  qui  ab  ipsius  declinatione  ad  orizontem  fit,  uocant  ektimorc: 
factorum  autem  a  circulo  borarib  duorum  angulorum  eum  quidem,  :' 
apud  radium  et  apud  diametrum  equinoctialem  consistit,  uocant  hoiariir. 
eum  autem  qui  ab  ipsius  declinatione  ad  meridianum  in  piano  eins  .: 
secundum  verticem.  factorum  autem  a  circulo  descensiuo  duorum  angL 
rum  bic  quidem  apud  radium  et  apud  gnomonem  consistit  itenun^,  ^- 
autem  ab  •  ipsius  declinatione  ad  eum  qui  secundum  verticem;  utiiiir: 
autem  non  hiis,  sed  pro  angulo  quidem,  qui  a  gnomone  et  a  radio  ccn': 
netur,  utuntur  deficiente  ad  unum  rectum  et  uocant  ipsum  descensir- 
pro  angulo  autem,  qui  ab  ipsius  decHnatione  ad  enm  qui  secundum  ver/ 
cem  continetur,  utuntur  eo,  qui  constituitur  a  declinatione  ipsius  ad  n:t- 
dianum,  vocant  autem  et  bunc  antiskion,  id  est  contraumbralem.  sexl^ 
autem  angulum  inserunt  ^o  relicto  eum,  qui  fit  ab  equinoctiali  diamf 
et  a  communi  sectione  circuli  borarii  et  equinoctialis,  quem  uocaDt 
equinoctialis  piano,  et  quidem  equinoctiali  non  in  omni  climate  eaci^' 
seruante  positionem  aliter  passus  est  et  orizon  et  meridianus  et  qui  s^^ 
dum  verticem. 

üt  autem  sub  uisu  nobis  magis  cadat  consequentia  angulorum  et  qi^' 
supponitur,  sit  meridianus  quidem  circulus  qui  ahgd^  recti  autem  SQ? 
ipsum  et  orientales  semicirculi  orizontis  quidem  qui  ae&,  eius  auteio  >/ 
secundum  verticem  qui  ged,  et  supposita  positione  radii  alicuius  peR- 
describantur  per  ipsum  trium  circulorum  orientales  semicirculi  circumde! 
cum  radio  circa  proprias  diametros,  ipsius  quidem  orizontis  aeb  fiacü  ektiit 


1)  Hier  similiter  getilgt.        2)  ex  ausgelöscht.        3)  Unsicher. 
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semicirculus  he  et  circa  diametrum  que  apud  e  et  per  oppositum  sibi  dia* 
metraliter,  ipsius  autem  meridiani  agb  facti  horarii  semicircidus  aekb  circa 
diametram  que  per  a  et  b,  ipsius  autem  ged  qui  secundum  verticem  facti 
descensiui  semicirculus  gzd  circa  diametram  que  per  g  et  d.  et  accipiantur 
differentie  angulorum  in  periferiis  propriorum  circulorum  subtensis  unicuique 
propter  simpliciorem  ostensionem.  angulis  quidem  itaque,  quos  dicebamus 
constitui  a  radio  et  ab  axe,  periferie  subtenduntur  que  ee  ektimori  penferia 
et  que  ea  horarii  et  que  eg  descensiui,  angulis  autem,  qui  fiunt  a  declinati- 
onibus  planorum  manentis  circuli  et  transcidentis  ipsum  subtenduntur  que 
ah  meridiani  periferia  continens  declinationem  orizontis  et  ektimori  et  que 
gJc  eins  qui  secundum  verticem  periferia  continens  declinationem  meridiani 
et  horarii  et  que  el  orizontis  periferia  con- 
tinens declinationem  eins  qui  secundum  ver- 
ticem et  descensiui. 

Huius  itaque  consequentie  subicientis 
angulosque  et  periferias  conuenientes  nature 
circulorum  unam  secundum  unumquemque 
manentium  et  motorum  antiqui  ipsam  quidem 
ez  ektimori  praetermiserunt ,  ut  dizimus, 
ponentes  pro  ipsa,  quem  uocant  in  equi- 
noctialis  piano,  ipsam  autem  a0  seruant  et 
uocant  proprie  horariam,  pro  ipsa  autem  zl 
assumpserunt^)  nominantes  ipsam  descensiuam  et  rursum  ipsam  quidem  ah 
seruant  et  uocant  ektimoron,  similiter  autem  et  ipsam  gk  uocantes  ipsam 
in  piano  eius  qui  secundum  veiücem,  pro  ipsa  autem  el  assumunt  ipsam  al 
uocantes  ipsam  antiskion  id  est  contraumbralem.  differentia  quidem  igitur 
rationabilitatis  penes  id,  quod  supponitur,   ad  eos  qui  ante  nos  manifesta. 

Qyoniam  autem  omnis  angulus  facit  aliquas  magnitudines  ex  utraque 
parte  declinationis  et  quandoque  quidem  equales,  ut  in  positione  recta, 
quandoque  autem  inequales,  ut  in  reliquis,  necessarium  utique  erit  et  in 
angulis  expositis  aut  periferiis  condeterminari  principium  secundum  unam- 
quamque  speciem,  a  quo  acceptio  et  contrarietates  declinationum  earum 
que  ad  ortus  uel  occasus  et  earum  que  ad  aquilonem  uel  meridiem. 
proposito  igitur  nobis  existente  acceptiones  et  expositiones  et  appellationes 
periferiarum  facere  secundum  ordinem  a  ratione  productom  consequens  erit 
et  suppositionibus  determinatio  propria  secundum  unamquamque  speciem. 
nominationes  enim  facimus  ab  ipsis  circulis,  quorum  sunt  periferie,  et 
uocamus   eas  quidem  que  in  motis  ektimoriales  et  horarias  et  descensiuas, 

1)  Hier  können  (am  Schlnss  der  Zeile)  noch  zwei  Buchstaben  haben  stehen 
sollen ;  vielleicht  ist  am  Bande  etwas  verwischt.  Zu  lesen :  autem  zg  assumpserunt  zh 
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eas  autem  que  in  manentibus  similiter  meridionales  et  secundam  Terticem 
et  orizontes.  et  in  magnitudinibus  semper  eligimus  acutnm  angulum  cod- 
sistentinm  ex  utraque  parte,  si  non  sint  recti,  et  pnncipia  acceptionnm 
facimus  earom  quidem  que  in  circulis  motis  ab  altero  polonim  circulationk 
ad  quam  declinatio,  hoc  est  in  hiis  quidem  que  ipsius  ektimori^)  a  tennino 
diametri  equinoctialis  ante  mediationem  quidem  celi  ab  orientali,  post 
mediationem  autem  ab  occidentali,  in  hiis  autem  que  horarii  a  temÜDo 
diametri  meridiani,  quando  quidem  positio  radii  fuerit  borealior  circolo  qni 
secundum  verticem  ab  arctico,  quando  autem  australior,  a  meiidiano,  qnod 
et  ipsum  oportet  obseruare,  quoniam  non  eandem  habet  determinationem: 
in  hiis  uero  que  descensiui  solum  a  termino  gnomonis  qui  super  teiraiii. 
earum  autem  que  in  circulis  manentibus  ab  altero  termino  tanquam 
communi  sectione  uniuscuiusque  et  suppositi  plani,  ad  quem  faciens  angulum 
declinatio,  hoc  est  in  hiis  quidem  que  meridiani  a^  termino  recte  meridiane 
radio  quidem  existente  borealiori  quam  circulus  qui  secundum  verücem  ab 
arctico,  australiori  autem  a  meridiano;  et  hoc  enim  ruisum  oportebit  det^r- 
minare;  in  hiis  que  eins  qui  secundum  verticem  a  termino  qui  super  terrae 
gnomonis  solum,  in  hiis  autem  que  orizontis  a  termino  diametri  equinoctialb 
ante  mediationem  quidem  celi  ab  orientali,  post  mediationem  autem  ceL 
ab  occidentali  yel  horealiori  quidem  existente  radio  quam  circulus  qu: 
secundum  verticem  ut  ad  aquilonem,  australiori  autem  ut  ad  meridiem: 
quod  et  ipsum  oportebat^)  obseruare,  et  quia  uniuersaliter  eas  que  ei 
utraque  parte  positiones  earum,  que  in  ortibus  uel  occasibus  deteiininantDr. 
dico  autem  earum  que  horarii  et  earum  que  descensiui  et  earom  que  ein» 
qui  secundum  verticem,  mediatio  celi  simpliciter  designat,  eanun  autem 
que  versus  aquilonem  aut  meridiem,  dico  autem  earum  que  descensini  rnr- 
sum  et  earum  que  ektimori  et  earum  que  meridiani  et  earum  que  orixontis, 
positio  radii  ex  utraque  parte  circuli  qui  secundum  verücem,  et  has  ipsas 
non  habentes  unum  et  eundem  terminum. 

Premissis  itaque  hiis  exponemus  instrumentales  acceptiones  secundnn: 
unamqusunque  speciem  subiacentium  nobis  angulorum  exempli  gratia,  ut 
promptam  habeamus  methodum,   que  erit  in  .^)     prius   autem'' 

119  (fast  ganz  unlesbar)  secundum    se    superueniemus    super 
t(ii}{v)  xTJg  TtagaleXeiiifiivfig  xotg  tccl-      anguli^)     praetermissi    ab    antiquis, 

120  kau)igymvCag^y<^y(J])^ii{Blg)YMkov^v      quem   nos  uocamus  ektimorum,    ae- 

1)  Hier  scheint  ein  %  ausradirt.  2)  ab  die  Hds.  3)  Aus  oportet  corrigirt. 
4)  Lücke  freigelassen,  am  Bande:  avaXtiii^xB,  6)  Ein  8b  ist  im  Ambros.  S.  liv 
am  Anfang  der  Zeile  sichtbar. 


1)  ycDtrtä.  1)  Folgt  eine  Basar  von  iBucfaBta^bes. 
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^insiy  Sij  Tuxl  r^v  Scitodei^tv^)  tavzrig 
avay%cei\ov  ctv  Biri  <yrvat(;a(A)  t^otg^*) 

'Drt  fiiv  ow  iv  taig  lörifie\QCaLg 
ai  imirixovfuvai  ycovCai  aUl  at  avral  \ 
{y)i{y)vovxai  xatg  iv  x&  toü  l6ri(UQtvov 
i7ti7t£\6ai,  örjkov  airca^sv'  lipaQ^M^Bi 
yccQ  ofvroJ*)  x6\rs  ^t'  oXtig  xfjg  l'Jtiq>oq&g 
Kai  6  inxfifiOQOg  xwXog  tdag'^)  di^ 
allrikaig  Jtoiovvxi  xdg  xe  xaO'  ewicxfiv 
lötjfiSQCav  &QiaCav  %Eqiq>iqBiMv\(J%}  nsv- 
xeicalöeiui  iQovoiv  Cvvusxafiiva(^g  xal)  | 
xag  aHroXovd'ovg  avxaig 
yoDvCag  ixxrnioi^uc  yu\Qt- 
e^ovCag  fiiäg  iQ&fig. 

TEvfXfv  öh  x&v  Xoir- 
7tc5v^)  I  yLfivialoav  BCxto 
(isarifißQivbg  Kvxkog  6 
ccßyö^  I  iv  CO  iql^ovxog 
fisv  öidfiBXQog  ^  aßj 
TtQog  iQ^ccg  \  6s  airv^ 
Kai  Tuacc  xbv  yvd^va 
fi  yS,  xal  iUv\xQOv  (Uv  xi}g  rikucT^rig 
<5g>alQag  xi>  f,  ivbg  de  \  x&v  ßoQeto- 
xeQCOv^)  xov  fUörifißQivov  (iTivt\almv 
Ttagakkrikdiv  ri  fi^-ö"  diayaxqog^  iq>^ 
'^g  &\v€cxokMbv  fiiiixvTikiov  iv  xa  aixm 
iTtiTtiöfp  I  voc/tfOw^)  xb  fxO,  xal 
j^X^fo  ^Qbg  io^g  x^  i^\'h  *^5  ^"^^ 
xb  ^x  xfififia  xov  TCaQoXk'qkov^^)  icouw  \ 
V7t€Q  yfig^  xal  oatokritp^ECarig^^)  tijg  %k 
7t€QLq>€Q€l\ag  i^^fo  %d&Bxog  OTcb  xoü 
X  inl  xijv  (£)<&  ii  Aft,  |  tuxI  xivr^o)  xa 
(i^  Succxrifuxxt  öl  xm  fiX  el\Xiqq>&{a  ati- 
(Utov  i^Tciy  (x)ov  fuarifißQtvov  xb  ^\, 

1)  XriiffBiv.  2)  anodi^Lv.  3)  t(ov7 
4)  avxcov?  ö)  loaig.  6)  Zu  tilgen? 
7)  komm.  8)  ßogeicaTSQmv.  9)  vosio^ai. 
10)  naifakkov,        11)  anoliup^iarig. 


ceptionem  instramentalem,  quoniam 
et  demonstrationem  huius  necessarium 
utiqae  erit  ooniungere  hiis,  qua  ab 
illis  aliter  tractata^)  sunt,  quod 
qnidem  igitur  in  eqninoctiis  angali 
inquisiti  semper  iidem  fiant  hiis  qoi 
in  piano  equinoctialis,  palam  ex  se; 
congrait  enim  ipsi  qnod  per  totam 
circulationem  et  circalas  ektimoras 
facienti  eqaales  inoicem  periferias 
qae  secondum  anamqaamqae  equi- 
noctialem  horam  ex  15  gradibus 
consistentes  et  angalos  ipsi  conse- 
qaentes  continentes 
ektimoria,  id  est  sextas 
partes  anias  recti. 

Gratia  aatem  reli- 
qaoram  mensiliam 
esto  meridianus  cir- 
culas  qui  abgd,  in 
quo  orizontis  qaidem 
diametnis  qui  ah,  ad 
angalos  aatem  rectos 
ipsi  et  secundum  gnomonem  que  gd 
et  centram  qaidem  solaris  spere  e, 
unius  autem  parallelorum  mensiliam 
magis  borealiam  quam  equinoctialis 
diametrus  sit  que  zht^  super  quam 
Orientalis  semicirculus  in  eodem  piano 
intelligatur  qui  zJct,  et  ducatur  ad 
rectos  angulos  ipsi  zt  que  kh,  ita 
ut  zk  portio  parallelli  sit  super 
terram,  et  absumpta  periferia  kl 
ducatur  perpendicularis  ab  l  super  zt 
que  Im,  et  centro  quidem  m,  distantia 
autem  que  ml  accipiatur  signum  in 

1)  trasetata. 
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J.  L.  Heiberg: 


139  6v  7r(»og   6^ag  i5   ^ö'  II  >^^yo)j   2Prt  -^ 
-focö  Tc5v   (o)c|*)   ^o>t//a   Tari  Idzlv  r-g 

yccQ  inB(SrQa(i(iivov  •  rb  ^l^  'fjiiiKvxliov 
iitl  rfiv  olxBÜxv  d'iöiv  |,  rovtiönv  ti^v 
OQ^v  TCQbg  tov  TotJ  ^6'riiißQi\v&v  iiti- 
TtBÖovy  xal  &vrYi^m  &jth  roiJ  e  oq^ 
TtQbg  I  rh  aircb  inljtsdov  &vxl  xf^g  l<Sri-, 
(UQivfjg  Sucfii\rQ(yv  ^i  Bit.  otl  fisv 
oiv  6^^i]g  oi(Sfig  wxl  tijg  Xfi\(n)Qbg 
tbv  fUörnißQiv(byv  eil  €v  %al  (iX  wxl 
€%  ^€{)d'etal^  I  (^slötvy  iv  ivl  ini7tid<p 
<6^c5>  (7t)Q(b)g  rb  tov  (aßyö)  \  iittr- 
Ttsdovy^)  öfjXov.  (^bfwlmgy  6i^  Sri  imxI 
'ti  Bv^)  x(o)t|vt)  xofirj  iönv  tov  inri]- 
fioQOv  wükXqv  xal  I  xoü  Icriyixqivoü^ 
il  SlXs  in  si^Btag  rj}  ^>Imx{x^  &%xivt^^) 
^  dh  intSrixovfiivri  ymvCa^  tcbIq^bx^H^'^^ 
di  {neb  xfjg  &%xtvog  %al  xr^g  l<S7i^\qivfig 
öuxfiixQOv  "fi  {mb  Xbtc,  ÖBMxiov  (^^,^ 
S\xt)  fari  iöxlv  ^i  imb  ^bo  yoiwCa  (xy 
inb)  (^Xsity,  I  iitBl  yicQ  löri  iöxlv  4} 
(liv  bX  Tj}  <e>S,  <i}>  dh  <fiX  xf  I  fi^y, 

Koivf}  dh  -^  f p,   x(aiy ,*) 

<^  iTib  I  fiBXy  xfj  imb  (ib^^)  töri  icxiv. 
i^d^  61  7}  ijtb  fJLBn  I  %al  -§  Äci  x&v 
ft€0,^®)  inBl  xai  rj  inb  x&v  b^X*  \  kuI 
XoiTf^  &QCC  "fj  iTcb  x&v  XsTt  XoiTC fj  xrj 
{neb  fiB^j  \  xovxiaxLv  xy  fntb  x&v  ^fo, 
tari  iaxlv  Stcbq  \  f(tf)<6t  ÖBt^aty^^) 
ß.  'E^^g  öh  wxl  xccg  KOivccg  \  avx&v 
XrpffBig  ^x^aöjfi^'d'a  xccg  yivofiivag^^)  \ 


l)at.  2)Odere£o.  3)y.  4)  «iri 
nsSm.  6)  Lies  rj  ftlv  sv.  6)  antsivr}. 
7)  ds  unsicher;  lies  dij.      8)  undeutliche 

Spuren,  etwa  Xm .  (lav) £.       9)  |*|(«). 

10)  iiel  11)  Hier  Fig.  2  (t  =  -^). 

12)  yevofisvag. 


meridiano,  qnod  sit  x,  et  copulentur 
qne  el,  emn  et  ex^)  et  mx,  dncatnr 
autem  ipsi  en  ad  rectos  angolq^  qne 
eo.  dico,  quod  angulus  qui  sub  Jto 
est  equalis  quesito.  intelligatnr  enim 
semicirculus  zlt  conuersns  ad  propriam 
positionem,  hoc  est  rectam  ad  planum 
meridiani,  et  prodncatnr  ab  e  recta 
ad  idem  planum  pro  eqninoctiaü 
diametro  qne  ep.  quod  qnidem  igitnr 
et  ipsa  Im  existente  recta  ad  meridia- 
nmn  que  en  et  ml  et  ep  recte  sunt 
in  nno  piano  recto  ad  abgd,  palam. 
similiter  autem  quod')  et  que  qui- 
dem  en  est  communis  Sectio  circuli  * 
ektimori  et  meridiani,  que  autem  tl 
in  recta  ad  solarem  radium,  quesitn^ 
autem  angulus,  contentus  antem  a 
radio  et  a  diametro  equinoctiali  qui 
sub  lep.  demonstrandum  igitur,  quoc 
angulus  qui  sub  xeo  est  equalis  ei 
qui  sub  lep.  quoniam  enim  equali« 
est^)  que  quidem  el  ipsi  ex,  qvt 
autem  ml  ipsi  mx,  communis  anteir 
que  em,  et  angulus  ergo  qui  &m 
mel  est  equalis  ei  qui  snb  mu 
rectus  autem  qui  sub  mep  et  ijd 
sub  meo,  quoniam  et  qui  sab  eml 
et  reliquus  ergo  qui  sub  lep  reliqu 
ei  qui  sub  mex,  hoc  est  ei  qui  su': 
xeo^  equalis  est;  quod  quidem  oporteba: 
demonstrare. 

Oonsequenter  autem  et  commuc-^ 
ipsorum  acceptiones  exponemus,  qn* 

1)  So,  am  Rande:  t$,         2)  U eber- 
geschrieben.    3)  Folgt  ex  getil^     4  a 
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naXiv  i%l  xtvog  x&v   ßoQBWtiqtav  \  ^ 

(xolwv)  \  iuöriikßQi(v)bg  Kvxlog  6aßyd^ 
iv  o  6Qli<}VTo{Q)  I  liiv  did(A£rQog  '^ 
ccß^  TtQbg  6Q^g  dh  aircy  xal  \  iMccic 
xov  yvi&fiova  "ff  ^ySy  xal  tUvtqov 
{xfjg)  I  ^ikuaifig  (Stpalqag  xh  £,  4^  8i 
xov  (xXl^ij^axogy  \  iKQupiQSut  i}  yf, 
%al  öii^^cD  fCQoxEQOv  \  lörifiSQivii  Sid- 
l^QOg   ^    ieti,    i(p'    ^ff   xb  <fOi?>   | 

fjfUKWiXlOV        (j«0" 

ö&G)  (»iv  iv  x^  xov 
fiaarifi\ßQivov  ini- 
Tciöto,  voBUs^tü  81  iv 
x&  itqhg  i^vatoliig 

(pexm   xs   6   r]hog  \       ^\ 
TtQbg    aftö^tiatv    iv 
xy   (ua   TtSQlTtolrjÖBl 

xovxfxiv^)   I   xs    xai 

xatv  akkcav  ^i^m/cDV 

(?x«<y)TOv,  xal  ava-\ 

X&eCarig  (x)^g  €<^> 

Tia&ixov  n^bg  xi^v  fi;,  &öxs  {xb)  f  (O)  | 

xexa^fHWQiov  %oulv  iitkq  y^(v).  Saui- 

kriq)^fii})\(Jl)  -©"(x)  7t£QupiQ6uc  öo&eta&v 

a>Q&Vj  xai  7tQo\fisla^G>  tag  iv  xy  ^tCBt, 

xavxy  yoavlag  Xaßslv.^  \  fjfi^oysav  (»iv 

öii  Kcc&Exot  oatb  f*iv  xov  x  ird^xiiv  fi^  ^ 

%ky  catb  öh  xov  k  iitl  fikv  xi^v  E(a)  \ 

1]  (ikvj  IttI*)  Si  xiiv  ey  ii  S>Lo,*)  xai 

xfl  (X)x  laai  I  Kalö^waav  ^  xe  |ä  xai 

71  Q(ij  xai  htaiBvjfimiSav^)  I  '^  ^^  ^ 

ri    Bv   Kai   4i   Bo'^  xai  hi  4i  b%C  xai 

^(^r).  I  Sri  fUf  (kSv  (v)ona)Ti^a  Itfriv 

1}  ax(T)ig  toi)  |  xara  noqv^v  xvxkov 

1)  votfuitBQiov  (ov.  2)  rovTcö.  8)  la- 
^f/.  4)  Bnsi.  6)  goX.  6)  enB^Bvxd'maä. 
7)   f-^? 


fiunt  seorsnm  super  equinoctialem  et 
rorsum  snper  aliquem  boraliorem  aut 
anstraliorexn  ipso  paralleloram  men- 
siliam.  sit  igitor  meridianns  circulos 
qtd  ahgd,  in  quo  orizontis  quidem 
diameter  qui  ah,  ad  rectos  autem 
ipsi  et  secundum  gnomonem  que 
^c2  et  centrum  quidem  solaris  spere 
e,  climatis  autem  periferia  que  ge, 
et  producatur  prius  equinoctialis  dia- 
meter que  zeh^  super  quam  semi- 
circulus  zth  iaceat 
quidem  in  piano 
meridiani,  intelli- 
gatur  autem  in  emi- 
sperio  ad  orientem, 
describaturque  sol 
ad  sensum  in  una 

circumuolutione 
horum  et  aliorum 
mensilium  paralle- 
lorum,*)  et  «pro- 
ducta que  et  per- 
pendiculari  ad  zh, 
ita  ut  quod  zt  tetartimorion,  id  est 
quarta  pars,  sit  supra  terram.  absu- 
matur  que  tk  periferia  datarum  hora- 
rum,  et  intendatur  angulos  qui  in  hac 
positione  accipere.  ducantur  itaque 
perpendiculares  a  k  quidem  super  zh 
que  eA;,  ab  Z  autem  super  eh  que  min, 
super  eg  autem  que  xlo,  et  ipsi  Ik 
equales  iaceant  que  xp  et  que  rm, 
et  copulentur  que  ek  et  en  et  eo 
et  adhuc  que  eps  et  erc.  quod 
quidem  igitur  australior  est  radius 
circulo    qui    secundum   verticem  per 

1)  Hierzu  am  Rande:  inai. 
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J.  L.  Heiberg: 


i'jtl  VB  xov  löriiuiftvov  %al  rmv^  | 
votianiQmv^)  airtov  Ttagall'^lanf  öta 
T&  I  xipf  xXlöiv  Tfjg  Cipal^g  iv  ry 
Tutd"^  rjiiäg  I  olxoviiivri  texQcup^ai  ^t^g 
fUCmißQiaVj  I  Kai  du  xäg  fCQOCvev0Big 
&Kolov&ovg  aiv^g  || 


totam  cuüulatioiiem  snpra  terram  in 
eqninoctiali  et  in  parallelis  borealio- 
ribus^)  ipso,  qma  inclinatio  spare 'i 
in  habitata  secnndum  nos  versa  est 
ad  meridiem,  et  oportet  adnuitiose» 
consequentes  positioni  ipsins  deter- 
minare,  manifestcun. 


continet  antem  angnins  qni  snb  ekl,  hoc  est  qni  sab  teh,  angnlmn^ 
circnli  ektimori,  qni  sit  idem,  nt  diximns,  bic  ei  qni  in  piano  eqninoctialis, 
angnins  antem  qni  snb  aen  enm  qni  horarii,  qni  antem  snb  geo  enm  qni 
descensini,   et  mrsnm   qni  qnidem  snb  aez  enm  qni  meridiani,  qni  antem 

snb  gec  enm  qni  orizontis. 

Exponatnr  itaqne  mrsrun  qni 
ahgd  meiidianns  enm  diametris  al 
et  gdj  et  protrahantnr  in  ipso  dia- 
metri  parallelomm  mensiliozn  bore 
alioram  eqninoctiali  i^A^Ä;,  super  qnarc 
similiter  describatur  semidrcolns  orien- 
talis  qni  zlk,  et  ad  rectos  angiil<>: 
ipsi  zk  dncatnr  qne  tl,  ita  nt  rZ  porti 
paralleli  sit  snper  terranu  absnmpU 
antem  Im  periferia  datamm  horaniiL 
dncatnr  ab  m  perpendicnlaris  snper :' 
qne  mn  ipso  n  faciente  oidelit^: 
positionem  radii  borealiorem  qnidem  circnlo  qni  secnndnm  yerticem,  quainL 
fnerit  snper  ht^  anstraliorem  antem,  qnando  fnerit  snper  zh.  protrahatur 
etiam  mrsnm  qne  enx,  et  recta  ad  ipsam  erigatnr  qne  eo.  aecipiantni 
igitnr  in  meridiano  signa  tria,  centro  qnidem  n,  distantia  antem  f»w  qno>: 
p,  centro  antem  t,  distantia  nero  tm  qnod  r,  centro  etiam  h,  distanti:. 
antem  hm  qnod  .*)  deinde  prodnctis  rnc  et  sng  —  ipse  enim  snnt  p^r 
n  accepte  perpendicnlares  bä  eh  et  eg  —  absnmantnr  in  ipsis  similiter 
eqnales  ipsi  mn  qne  ynf  et  eng,  et  copnlentnr  qne  ep  et  er  et  e^  et  »»* 
et  adhnc  qne  eftff  et  qne  eqa).  continet  itaqne  et  hie  angnins  qniden. 
qni  snb  peo  angnlnm  circnli  ektimori,  qvi  antem  snb  her  enm  qni  horarii 
qyi  nero  snb  geo  enm  qni  descensini,  et  mrsnm  qni  qnidem  sab  bex  enn 
qni  meridiani,   qvi  antem  snb  getff  enm  qni  eins  qni  secnndnm  vertice-^ 

1)  yri.       2)  Tcö,       3)  vot{si)ozsQa)v  1)   Am   Bande:   anstraUoribna   :r 

(muBB  heiBsen:  ßoQsioriQOiv).  greco.        2)  fpe. 


1)  Hier  getilgt:  qni.        2)  Folgt  eine  kleine  Lücke,  am  Rande:  ^. 
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qvi  vero   sub  geto  eum  qni  orizontis,   angulo   qui  sub  tmn  faciente  eum 
qui  in  piano  eqninoctialis. 

Instrumentales  quidem  igitur  acceptiones  hunc  continent  modum  as- 
snmpta  simili  conseqnentia  in  omnibus  positionibus;  in  expositione  autem 
quantitatuni  consistentinm  secundnm  unmnqnodque  clima  et  signum  et 
gradnm  snfficient  qtddem  in  ipsis  solis  periferiis  subtendentibus  angolos 
facere  mensurationes ,  nt  promptas  ipsas  habeamus  in  numeris  et  non 
ncctctyqatpag  öicaQUSfiivag  xfde  xa^dna^  \      descriptiones      determinatas      scilicet 


&va'yxa(j^)(OfU^ay  (nQayfiarevaaö^aiy 
ccTtb  rov  älvak^rififiarog  rag  ^iTtt^ritovy- 
(livag    yiüvlag   \   xcbv    ei^t&v   6%tdhv 

7tdv(ry y  (t)i/OfftivoM//)  |  dÜlA' 

ig>^ iv£  uvi  XBxaqtifi-l 

(ioqCo)  Kvxlov  ötji^iiiva)  elg  xcc  rrjg 
{[ii)äg  I  <[6Q^fjg  fioCQagy  xa(g)  ivevTJ- 
Komcc  xb  tßov  ivy^a\(p(ymBg  ^  nsQtyQti- 
(povxsg  SfimcevxQOv  x^  \  ösdofiivm  TtQog 
xijv  naxccöKSviiv  »al  Xafißd^vovx(eg) 
ccTcb  x(yO  StyQTiiiivov  xäg  xbv  obuiov  \ 


secrmdum  semel  cogimur  negotiari 
per^)  inqnisitos  angulos  rectanim 
fere  ubique  confasarum,  sed  in  una- 
qnaque  oportunitatum  una  quadam^) 
qnarta  parte  circnli  dinisa  in  unius 
recti  portiones  90  equale  inscribentes 
et  circtimscribentes  concentriciun  cum 
dato  ad^)  et  accipientes  a  diuiso 
distantias  continentes  numerum  con- 
uenientium  graduum  transferimus  ad 
equalem  sibi  quartam  partem  et  per 


ccQi&fibv  x&v  .  .  .  oQiöfi deprehensos  terminos  et  per  commune 


<ftf>  I  xaq>iQO(isv^  htl  xb  fcov  ai<^xm 
r£X(x^flfi6Qiy\ov  Mcl  dicc  xcav  Xoifißa- 
v^o^ivfov  TteQaxawy  \  tuxI  xoü  KOivav 
TcivxQOV  xSw  %v%hov  ayovxeg  \  £i)&£Cag 
evQlöxofuv  xicg  x&v  deSofiivaiv  \  fui- 
fdvoM/  fj  iXatxiv(jovy  %v%k<x}v  yanviag 
TS  I  xorl  TteQupsQslag.  'fj  di  xotavxrj 
kfjiffig^)  'ö|7Ca^(o)*  (l'*^)*)  2v  ^  ^^ 
x&v  y^ccfificbv  inl  \  xb  &KQißi6xaxov 
xotg  TtQocciQOviUvoig^  yivoixo  d'  av 
EVTtOQiCxoxiQa  xcil  öt  civxoi)  xov  Äva-| 
hq^^Mtiog^  Tf&v  (lii  &JtaQccXXcnixo(^g)  x^ 
<^6ta>  I  yQa(ifii%(^6av  iatoSsl^scovy  .... 

I <^'JtQbg   T^v 

xb  x^rjyöxiKbv  (t)<i^Kilo5^  avdyexai 
^XTJgy   TCQOKSifiivfig  JCQayiJuxxEl\ag.      ov 

1)  ivo(i8vdi,    2)  xaq>eQ(0(i>€v.    3)  Xri^Big. 
4)  1]  (iBv7 


centrum  circulorum  producentes  rectas 
inueniamus  angulos  et  periferias  in 
datis  circulis  maioribus  uel  minoribus. 
talis  autem  acceptio  exstabit  quidem 
utique  et  per  lineas  ad  certissimum 
uolentibus,  fiet  autem  utique  facilius 
acquisibilis   et  per  ipsum*)  ,   et 

si  non  sit  eque  inuiciabilis*)  ei  que  per 
lineares  demonstrationes,  tarnen  usque 
ad  examinationem  que  ad  sensum,  ad 
quam  reducitur  finis  usualis  suppositi 
negotii,  qvo  autem  modo  uterque 
processuum  ad  promptissimum  nobis 
accipietur,  ostendemus  in  parte  sum- 
matim  premissa  consideratione  que 
per  numeros  ita  se  habente. 

1)   Lücke,  am  Bande:   avalrififucx, 
2)  d  aus  1.  S)  Lücke,   am  Rande: 

naxttOiemiL.     4)  Lücke,  am  Rande:  ava- 

o  o 

Xrififuct.         5)  Am  Rande:  dnaQaXXa%z, 
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J.  L.  Heiberg: 


Sh  TQOTtov  huniga  x&v  i<p66(av  i7tl\rb 
ng&lBiQotcerov  rifilv  ixXriip^öeraij  öel-l 

Tsg  tiiv  diM  r&v  ygafifiönf  iTtiane^iv 

158  (UöTjfißQivbg  nsQl  \\  KivtQOv  z6  e,  Iv  m 
didfUtQOt  TCQbg  6g^g  &Xkiq\Xcctg  ti^g 
%oi.V7Jg  xofiTJg  ^ccbtov}  %al  ToCf  6^/^ov-| 
zog  ^  aßj  (jov  dh  yv(0(iovog  ri  y^^ 
löxto  x£  do^sv  tÖ  iyl^aQfia  r(ov  tcoIov 
jmI  TUQUxiö&fo  iitb 

QB<^lag^  %al  fjx&üi 
a|a>i/  filv  6  ie^i^ 
lafjfUQiviiy  I  (d)h 
(7tQo)<^reQOvy  öid- 
fi£rQO<^g  -§  ^£%j  ääI 
ajtft>l^>9?^'^a>>  I  So- 

^ri  f  A,  %al  &7cb  roü  X 
i^^foöavy  I  üA&Btoi 
inl   fuv  ri^v  et  "li 

71  kv^j  I  6(iola>g  dh 

fuxl  Salb  rov  v  inl  filv  xi^v  (eß)  "ff 
|v<oX  I  inl  6s  T^v  so  ^  tivq.  iicsl^) 
(roiyvv<^vy  SiöotaL  ^J  af  |  Ttsqifpiqsia^ 
xovxiötiv  i5  (ß)^9  öod^iöa  iaxat  |  xai 
-^  {mb  tSw  7t sv^  yoDvla.  dgd^  öh  ('^) 
Ttqbg  TÖ  jc'  I  di6otai  a^a  xal  ^6  rrjg  sv 
htoxEivovarig  Xoyogy  \  TT^og  i%axigav 
xSyv  nsQl  xiiv  ^^-^v,  xovxidxtv  \  xag 
(/)%  iuxl  nv  iMxl  xccg  <^f<Sag  avxatg 
xccg  v^  xal  a|>.  |  xal  TtdXiv  iicsl^) 
öiöoxat  fi  l(Xy  7tSQi4pE(fs(^ictj  xsxagy  \ 
xTjfiOQCov^)  öi  iaxtv  ^i^  ^t^  ^"^^  ^ 
xi^vy    I    koiTciiv    xii(yy    xk    dsSoa^ai^ 

1)  f  «i.     2)  Corrigirt  aus  nvs,    3)  sni, 
4)  Hier  folgt  ÖQdii  (also  getilgt). 


Exponatur    meridianns  qui  ahgü 
circa  centrom  e,  in  quo  diametri  ad 
rectos    angulos    innicem,    commmü^  1 
quidem  sectionis  ipsins  et  omonü^ 
que    ah,    gnomonis   autem  qne  gl 
sitque  data  elenatio  poli  et  coDtinea 
tnr  a  perifeiia  a:. 
et  protrahatnr  axis 
quidem    qui  ff^ 
equinoctialis  anteic 
prias  diameterque 
tek,  et  absomator 
data  perifeiia  qii' 
el,  et  ab  l  ducan- 
tur  perpendiculare' 
super    ee  (}p^^t 
qne  Im,  super  cl 
antenique2n,siiiü 
Uter  autem  et  ab  f 
super    eh   qui'i?"- 
que  xno,  super  ed  autem  que  j^«^ 
quouiam  igitur  data  est  perifeiia  fl" 
hoc    est    que    dk,    datus*)   ent  ^' 
angulus  qui  sub  pen.    rectus  aat^ 
qui  apud  jp;  data  est  ei^o  et  ipsins " 
subtense  proportio  ad  utramque  earui: 
que  circa  rectum^   hoc  est  ad  ips*^ 
ep  et  pn  et  ad  equales  ipsis  Ä' 
nx  et  ex.    rursum  quomam  datat^' 
que  U  periferia,  qvarte  autem  pai^ 
est  que  k0,  quare  et  reliqoa  qn^ ' 
data    est,    subtenditur   autem  M 
ipsius   Iß   periferie    dupla  ipsius  ■ 


1)  data,  aber  in  datus  corrigiH- 


PtolemäuB  de  Analemmate. 


17 


v7to(rel)v(£i)  (^öiy  T^v  iikv  \  dmkfjv 
Tf]g  fA  jt£Qtq>€QeUtg  tj  ömXij  XTJg  <(>Lft>  | 

g>eQ€Üicg  \  (^f^y  ötTcX^i]  rrjg  Iv}  evd'Etag^ 
Sod-riöetai  %al  6  kayog  \  SKctciQag  r&v 
l^  xal  ^Xvy  TCQog  ri^v  xov  (ua^rniy  \ 
Pqivov  didfiexQOv.  (Ä<y)T£  Kai  6  rrjg 
svj  <^^  iöriv  tdiffy  I  Tj}  A/Lt,  xal  6  z&v 
rov  ETC  (v^  rexQaytovov^)  nXsvQ&vy,  \ 
a7t€tXriq>d'caaav  öii  xy  kv  töat  r^  {xe) 
jr((y)*)  xai  (Ji  ^x^^  %al  Siri'jfiaoöctv 
(a)i  Bo  %al  ff^)*)  x«l  eöv  %al  EX<p\. 
j)  (ihv  xolvvv  iX  nEQupiQEia  fksri  ov<Scc 
xy  I  xov  ixxrifiOQlov  xal  ixt  xy  iv  tc5 
xov  I  ifSKiiuqi^yoyv  inutiöm  avx{6^Ev) 
öiSoxat.  I 
43  ^iTtsl  di  Kai  xov  f|o  6Q^oyy(av£ov 
XQtydiVOV  I  ÖEÖoxat  rj  (^s^  %al  tj  J^X 
%al  'fj  <^Boy  fmoxslvovöa^)  dod^öE(xat)  \ 
<^7ial  ^  V7tb  of§  yüüvla.  &axey  Kai  f^ 
ßo^)  7tEQi<piQEi\(a)  TtEQiixovCa  <(xfiv  xov 
QiQuxCov  KvyKXov.  &fiol(og  \  (^öl  ItceI 
Tuxl  xoü  ETtQ  oq^oy(ovLovy  SiSoxai  TJ 
XE  £7t  \  Kai  i]  (itQy^j  So^öExat  Kai 
7]  XE  <^EQy  {mod^xslvovaa  Kaiy  \  (i)  inb 
EQ7C  ytovCa  Kai  Xocjcrj  fj  imby  {n)EQ 
avxTJ  XE  Kai  \  7]  ÖQ  itEQixpiqEia  üarj 
ovCa   xy   xov   Kaxaßaxt\KOV,     TtaXiv  rj 

fUV  Ijx')  TtEQKpiQEUC  TtOtOVOa  TI^V   |   XOV 

fuörnißgtvov  avxo^Ev  diöoxat.  insl  6e 
Kai  I  xov  7t<^E<sy  oq&oyavlov  öiSoxai 
7]  XE  E7t  Kai  ^i  7t (a)^  I  dod'7i(S£xai  Kai 
7}  XE  E<S  ijtoxElvovaa  Kai  71  {ntb  \  <^'Jta£ 
yoavCya  avxri  X£  Kai  tj  (ß^v  TtEQixpEQEia 
Tör}  oi\^(Sa  x^y  (xov)  Kaxcc  K0Qvq>7Jv. 
6fiol(og    öh    iTtEi^)    Kai    xov  \   (r)|(f) 

1)  Die  Spuren  führen  eher  auf  xvxXoi;. 
2)  ns?     3)  EK?     4)  vnoxivovaa.     6)  ao? 
6)   Hier  scheint  Baum  für  mehr  Buch- 
staben zu  sein.       7)  ax?      8)  ent. 
Abh.  sur  Gesch.  der  Mathem.  YIl. 


recte,  duple  antem  ipsius  Ik  periferie 
dupla  ipsius  In  recte,  data  erit  et 
proportio  utraque  ipsamm  Im  et  In 
ad  diametmin  meridiani.  qnare  et 
proportio  ipsius  en,  que  est  equalis 
ipsi  Im,  et  proportio  ipsamm  ep, 
nx  laterum  tetragoni.  sumantur  ita- 
que  ipsi  In  equales  que  jp5  et  que 
xc,  et  protrahantur  que  oe  et  er  et 
esy  et  ecf.  qve  quidem  igitur  zl 
periferia  ezistens  equalis  ei  que 
circuli  ektimori  et  adhue  ei  que  in 
piano    equinoctialis    ex  se   data   est. 


quoniam  et  ipsius  exo  rectanguli 
trigoni  data  est  que  ex  ei  que  xo,  et 
que  eo  subtendens  dabitur  et  angulus 
qui  sub  eox  et  reliquus  qui  sub  oex. 
quare  et  que  ho  periferia  continens 
eum  qui  circuli  horarii.  similiter  autem 
quoniam  et  ipsius  epr  rectanguli  data 
est  que  ep  et  que  pr,  et  que  er 
subtendens  dabitur  et  angulus  qui 
sub  erp^)  et  reliquus  qui  sub  per, 
simul  cum  ipso  et  que  dr  periferia 
eiistens  equalis  ei  que  circuli  de- 
scensiui.  rursum  que  quidem  hk 
periferia  faciens  eum  qui  meridiani 
ex  se  data  est.  quoniam  et  ipsius  eps 
rectanguli  que  ep  et  que  ps,  dabitur 
et  que  es  subtensa  et  angulus  qui 
sub  pse^)  ipseque  et  que  dy  periferia 
existens  equalis  ei  que  circuli  qui 
secundum  verticem.    similiter  autem 


1)  eprp. 
quuB  pea. 


Hier  fehlt:  et  reli- 
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ig^aydivCov  öido(xat  ^  t6)>  €^  luxl  fi 
|(t),  do^\aBtcci  %ccl  fi  XB  «(t)  äfco- 
rsCvovöcc  Tuxl  ^  ijtb  tc|  |  yowlcc^  (rovt- 

%al  fj  I  (d)^   fCSQupiQSuc  tdrj  oiaa  rj} 

i.  x(al)  TC&1/  ttiUcov  61  (iri\vialaiv^) 
BvB%Bv  lxx€/|(<y)^a}')  6  ccß(y6)  fisariii' 
ßQt\vbg  fiercc  z&v  itQbg  iQ^ccg  \  iXlrj- 
ka(t)g  öuc(ii- 
TQ(Qv  I  nal  toi) 
st   fi|ovog,    jcal 

Tc&v  vorta>|Ti^(Dv 
TOtf  lörifiBQtvoH  I 
firjvtalmv     naq- 

(UXQOg     71     71^%^ 

(iy  f,s  I  <tä> 

VOOVfUVOV     '^flt- 

xvkXiov  yey^d-  || 

144  9^00^     XO    TllTCy 

Kai  TtQoasxßsßlfj- 
a&a  &  s^k  a^cDv  \  ^t;|roroft&v  örilovoxi 
Kai  xi^v  fi^x  dtd^\xQOv  xorrÄ  xb  (ß) 
<]xal  xb  TjK  'fifiiywüKXiov  naxa  xb  \  ^ly 
öiiix^to   81  Kai  71  fiv  sid'sta  inl  t-^v 


quoniam  et  ipsius  exe  rectanguli  data 
est  que  ex  et  que  xc,  dabitur  et 
subtensa  que  ec  et  angulns  qni  sab 
cex,^)  hoc  est  qui  sub  dec  ipseqne 
et  que  df  periferia  existens  equalis 
ei  que  orizontis. 

Et  aliorum  autem  mensilium  gratia 
eiponatur  qui  abgd  meridianus  cum 
diametris  ad  rectos  inuicem  et  cum 
axe  60,  et  pro- 
ducatnr     unius 
rursum  aastrali- 
onun     equinoc- 
tiali   mensilium 
parallelorum 
diameter       que 
htkj  super  quam 
ad  orientem  in- 
tellectus     semi- 
circulus    descri- 
batur    qui   hll. 
et      usqne     ad 
ipsum  edncatur 
axis  ezl  in  dao 
equa  uidelicet  secans  ipsam  htk  dia- 
metrum  penes  t  et  semicircnlum  hl 
penes  l.  producatur  autem  et  que  m^ 
recta    super    ht    determinajis    /«»' 


1)  d«£?  2)  ffier  Fig.  6,  die  Buch- 
staben a  und  V  nicht  erkennbar,  X  und  i 
unsicher.  8)  fxxij^ff^^o?  4)  rtvog 
übergeschrieben,  im  Text  scog,  vielleicht 
ximg  XLVÖg.  5)  nagaHrilm.  6)  Am 
oberen  Rand   steht  hier  ein  Scholion: 

(^  sav  y  n^oas%pXri9^  en   sv  t}  .  s  smg 

z    n'cpBQLocg  r  x  Kj    fi'ffv |  tjx   sv 

xig  OQ^oy  yivsxai  A  . . .  mtog  t} ijxi^ 

T  syyvT  .    ...  I  T]fiiaia   ds  ij   ij-O*  zr^g  tjx 
r}fiia 71  ys  .  .  . .  vrig. 


1)  Zu  lesen:  ecx,  2)  Darauf  ge- 
tilgt: s  (der  üebersetzer  wollte  anfaBsr^ 
segmentam). 
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fid-y  (öu)Ql)\iovifci  tb  fiv  iitkq  yfjv  portionem  semicirculi  super  terram 
r(fif;fur  xov  "fifjuxvnklovy  \  iatb  roü  inb  ab  ea  que  sab  terra ,  et  accepta 
yriv^  lud  Ifigf^Blörig  r^g  v|  7CSQi\ipeg€lag  ipsa  nx  periferia  datanim  horanim 
<(Jod)£ttfc&v  ob^dh/  <C^^a)>  Aitb  raü  |  ducatur  ab  x  perpendicularis  snper 
xd\^STog  (i)nl  r^v  <^>f^  '^  So,  Kai  Ätn  que  ajo,  et  per  o  producantur  per- 
ltet Toü  0  (Si)i^^ca\aav  iiM%Bx(p}t,  nqbq  pendiculares  super  ae  quidem  que  por, 
fikv  riiv  (ae)  4i  tvoq^  n^bg  Sh  \  xijfv  super  ge  autem  que  soc.  quoniam 
yi  ^  aor.  ItuI  xolwv  didorai  ^i  ..  igitur  data  est  je? Z^)  meridiani  periferia, 
tov  I  (uöriiißQivov  jcBQupi^siaj  r^v  dh  residue  autem  in  semicirculum  sub- 
kel%ova<[avy  \  dg  t6  'lifiixvTÜnov  irco-  tenditur  dupla  ipsius  et  recte,  data 
reCvei^)  (^  öi'jt)Xii  "^VS  I  ^^  ev^^syCag,  erit  proportio  ipsius  htk  et  proportio 
ÖBÖOfiivog  KßfSxai  6  t&v  rj^Ti  Tial  ed"  ipsius  et  ad  diametrum  meridiani. 
Ji6y\<^yog  TtQbg  ri^v  ötafiexQov  xoü  fiecrui-  similiter  quoniam  data  est  que  az 
ßQLvov.  biwlmgy  \  <^i7tsl  doy^etöa  ....  periferia    eleuationis,    datus    erit    et 

I xs I  ipsius  met  trigoni  rectanguli  angulus 

fitfw  I  ÖO'  qui   sub  met     qvare   data  erit  pro- 

d^]aexat    tucI    6   xfjg   sd'   koyog    Ttgbg  portio  ipsius  ef  ad  utramque  ipsarum 

eKaxigav  x&v^)  \  £fi  x«l  (i^  xal  hi  e w  et  w^  et  adbuc  proportio  ipsius  eÄ*) 

6    xTjg    rix    dutfiixQOv    TC^bg   i%cia\x7iv  diametri   ad  unamquamque  ipsarum. 

avxcov.    &Ua  «^  xfjg  fid"  sv^sCag  diTtlfj  sed  ipsius  mt  recte  dupla  subtenditur 

i7to\xBlvBi^    T^v    Xfjg  Iv   %BQig>SQBlag  duple  ipsius   In  periferie.     qvare  et 

ömXrjv,    &CXB  \xal  fl  XB  Iv  TtBQupiQBia  que  In  periferia  data  erit  et  residua 

^So^öBxai   xal   -^    XoiTciiy  \  (^Blg   xb  in  quartam  partem  que  nxh.  data  est 

xBxaQi:ri(i6Qiov  -^  v>|  <iy.  didoy(xat)  Sh  autem  et  que  nx.    data  ergo  erit  et 

xal  ^'fi  I  v>5*   ^(^o^aBxat  a^a  ^  T]>a  que  Ix  et  que  xh.    subtenditur  autem 

<^Xy^  xal  fj  5<i^.    {ntotBlvBi  \  öh  t^v>  duple    quidem   ipsius  nx^  periferie 

(i£v  diTtXfjv  xfjg  (fj)^^)  TtBQupBQBlag  I  dupla  ipsius  xo  recte,  duple  autem 

ri    öiTcXfj    T^g    (|o)    Bv&slag,    xi^v    öh  ipsius  xa*)  periferie  dupla  ipsius  Ä^^) 

öiTcXfjv  xfjg  (^Xy  \  nBQitpBQBlag  "li  diTtXi]  recte.     qvare   data   erit  ipsarum   xo 

xfjg  od^  Bv^Blag.   &6xB  SB^o^iivog  iöxai  et    ot   proportio    ad  diametrum  hk, 

%al  6  x&v  |o  xal  o(^^y  X6yog  n^bg  \  propter  hoc  autem   et   ad   eam   que 
xriv  rix  dukfiBXQOVy  6ia  xofh^o  dh  xai- 
TtQbg  xi^v  xoHy  \\ 


1)    VnOTLVtl. 

4)  v«£y 


1)  Zu  lesen  hzk  (CommaDdinus). 
2)  Lies  hk,  wie  im  Griechischen.  8)  Lies 
hx  (Command.).  4)  Lies  xl  {Ix  Com- 
mand.).  6)  Lies  ot,  wie  im  Griechischen. 
Dass  die  Buchstaben  hier  verkehrt  sind, 
ist  durch  ein  !  am  Rande  (zu  2)  4)  5)) 
angedeutet. 

2* 
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meridiani.     quoniam   autem  et  ipsius   tm  data  est  proportio,    data  erit  t: 
proportio  ipsius  mo.     et  est,  nt  qne  em  ad  mo,  ita  que  tm  wd  mp  et  qa^ 
et  ad  0^;   equiangula  enim  sunt  trigona  emt  et  opm.     data  erg^o   erit  et 
ipsarum  mp  et  oj>  proportio  ad  diametrum  meridiani.     propter  hoc   anteic 
et  proportio   ipsius   es  et  proportio   ipsius   emp  totius,  hoc  est  ipsius  ö>. 
hiis   igitur  demonstratis  sumatur  centro  o  et  distantia  ox  Signum   in  meri- 
diano  scilicet  g,^)  et  absumantur  rursum  ipsi  ox  equales  que  pg  et  que 
sf,^)  et  copulentur  que   ey  et  er  et  et  et  xm  et  adbuc  que  eo   et  efv 
et  eqm.     quoniam  igitur  in  praecedentibus  angulus  qui  sub  eo^  demonstra- 
tus  est  esse  rectus,  data  est  autem  et  que  ey  subtensa  existens  ex  centro 
meridiani  et  que  oy  existens  equalis  ipsi  ox,  data  erit  et  angulus   qui  sub 
eyo  continens  eum  qui  circuli  ejdimori.     similiter  autem  quoniam  et  reet- 
'     anguli  xmo  data  est  que  a;o  et  que  om,  data  erit  et  que  mx  subtensa  et 
angulus    qui    sub    mxo    faciens    eum    qui  in  piano   equinoctialis.      rursun. 
quoniam  ipsius   epr  rectanguli  date   sunt  que  ep  et  pr,  data  erit  et  que 
er  subtensa  et  angulus  qui  sub  per  et  que  gr^  periferia.     rursum  quoniam 
ipsius   esc  rectanguli  date  sunt  que   es  et  que   ec  subtensa,  data  eiit  et 
angulus  qui  sub  ces  et  que  cg*")  periferia  descensiui.     consequenter  aut^en: 
quoniam  et  ipsius   eop  rectanguli  date  sunt  que  op  et  que  ep,   data  erit 
et  que   eo  subtensa  et  angulus  qui  sub  oep  faciens  meridiani  perifenam. 
rursum   quoniam  ipsius  sfe  rectanguli  date  sunt  que  es  et  que  sf^   data 
erit  et  que  ef  subtensa  et  adhuc  angulus  qui  sub  sef  et  que  g^  periferia 
eins  qui  secundum  verticem.    restat  autem,  quoniam  et  ipsius  epq  rectanguli 
date   sunt  que   ep  et  que  pq^   data   erit  et  que  eq  subtensa  et^)   adhuc 
angulus  qui  sub  epq,^)  hoc  est  qui  sub  qeg  et')  que  gm  periferia  orizontis. 
Qye  quidem  igitur  per  lineas  acceptiones  angulorum  et  subtensarum 
ipsis  periferiarum  sie  utique   nobis  ad  manum  fient.     in  hiis   autem   que 
negociantur  ex  ipso^         maxime  utique  facile  acquisibilis  fiet  expositionum 
unaqueque  hoc  modo,     predemonstratur  quidem  igitur,  quoniam  eomm  que 
inscribuntur  in  ^)       haec  quidem  in  omni  climate  seruantur  eadem,  alia  autem 
variantur;  in  hiis  quidem  igitur,  que  seruantur, 
129  oQMö&Tiaofud'a     TW     TS     \u67i^ßqiv&     .contenti  erimus  meridiano  circulo  et 
xvxAgd  I  %al    xrj    rotf   larifiEQivoii   dia-      diametro  equinoctialis  et  alteris  solis 
^TQca  wxl  rcctg  i\riQ(xig  [i(o)vaig  r&v      mensilium  parallelorum  cum  circum- 
^LTiviaUov  itaqaXkriXmv  \  öin/  Totg  %sqi-      scriptis    ipsorum    semicirculis    ipsam 
yqaifOfiivoig  avxaig  ^^%v^L\oig^  ri^v      tamen  tropicorum  et  eam  que  men- 

1)  Lies  y,        2)  Vor  sf  getilgt  f  (f).        3)  Wohl  zu  lesen  ar  (Command.V 
4)  Am  Bande:  gs  in  greco,  also  gc.         5)  Darauf  getilgt  ah.  6)  Lies  eqp 

(Command.).       7)  Darauf  getilgt:  perifer.       8)  Lücke,  am  Bande:  avalfiii^fux{xog\ 
9)  Lücke,  am  Bande:  ccvaXrifiii,   . 
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^ivrot    rcbv  XQonM&v    hccI  t^v   rov  \ 

fUTcc   rov   lörifUQivbv    firjvialov  iiccva- 

rci6Cov\(xs)g   &g   TCQbg  xhv   aithv  no- 

A0V5  xiiv  ^£^)  nsxa  xbv  |  XQOTttKbv  &g 

TtQog  xbv  avxLXtifuvov  ^oXoVy  \  Tva  (lii 

Tchfi^lov    (o)vö(cc)    xijg    xoü    xqotcixoü 

<ivv\x(v)vrj^)    rag  inC^)   X€  avx&v  nccl 

r&v    iteQiyQa(po\fiiv(ov    ai>x(of)g    fjfii- 

Kvxltanf  (frj(ieL(&6ecg^y    Sib  \  xal  xv(i- 

navoBidst  %Qrja6(i£d'a  rw  öe^ofiivo)^)  | 

O^^y  KcnayQcetprjv^)  inmiöo)  TtQbg  xb 

i7ttCrQe\(po(Aivov  xo'O  xv(i7cdvov  ^t^a<^g)> 

(et)Qrifiivccg  x&v"^  \  ^^rivuc£a)v  dia(ii- 

xQOvgy     fisxa     r&v     "fj^MVKlClcav    %al 

(ratgy   (r&v)  narcc   SidfierQOv  d'ia(6)- 

(jSivy  I  iq)aQ(i6^eiv  övvaad'ai.     iycl  Se 

r&v  xa-O"'    SKccöxov    KXl(ia    nQoxe^iv^^ 

xaOöOfUVGW  (iSvaig  Ttdhv^)  \  aQKSödifi- 

öofis&cc   dvcl  SiafiixQOig  rij  xe  xccxcc  \ 

rr^v  (rniviiv)   ro^f^v  xov  fUörnißQivav 

Kai  xov  I  (Ji^i^ovxog  xal  rjj^  xorra  xbv 

yv(o\iova^  XQria6(is(ß')a  de  (xal)  likax- 

(y)fifiaxi   XenxoxiQtp    Ttdvv   xal  |  &kqi- 

ß&g    ÖQ^oymvlcji    (li^    ikaxxovg    ^ypvxi 

xag  I  TUql   xr^v   6q^v   yayiflav  xr^g  i% 

xov  %ivxqov  \  {x)ov   fUörnißQivoü  eve- 

%Bv  xov  xd  XB  (a)Xka  0ri](uüx  xal  rag 

Kad'ixovg  di*  aireov  ^aöUog  lafi\ßdveiv 

xfjg  fiEv  sxigag  tc5v  ns^l  r^v  6q^v  \ 

7cI(^b)vq&v^^)    itpaQ^ioSofiivifig    rjj    si- 

^sla^^)^  nQbg  |  ^v  tj  Tuc^sxog^  x^g  de 

0  exeqag   7CQoaayo(ävri<^gy  ||  tü5    örnielcoj 

ÖL*    oi    <jiy    Tcdd'Bxog.     %ai    olcog    6h 

7toiria6\fjLed'a  xag   Xi^ij^etg  x&v  iitl  xov 


silis  post  equinoctialem  ordinantes 
ut  ad  eundem  polum,  eam  autem 
que  eins  qui  post  tropicum^)  ut  ad 
oppositnm  polum,  ne  existens  tropi- 
cum  prope^)  confundat  eas')  que^) 
in*)  ipsis*)  notas  semicirculorum 
ipsis  circumsciiptorum;  propter  quod 
et  utemur  tympanoydali  piano  sus- 
cepturo  descriptionem  ad  hoc  quod 
verso  tympano  dicte  mensilium  dia- 
metri  cum  semicirculis  possint  ad- 
aptari  et  positionibus  eonim  que 
ex  opposito  uel  secündum  diametrum. 
in  hiis  autem,  que  secündum  unum- 
quodque  clima  ordinantur,  rursum 
contenti  erimus  solis  duabus  diame- 
tris,  ea  uidelicet  que  secündum  com- 
munem  sectionem  meridiani  et  ori- 
zontis  et  ea  que  secündum  gnomo- 
nem,  utemur  autem  et  quodam  lato 
subtili  ualde  et  examinate  rectangulo 
non  habente  eas  que  cii'ca  rectum 
latus  minores  quam  ea  que  ex  centro 
meridiani  gratia  sumendi  alia  signa 
et  perpendiculares  per  ipsum  de  fa- 
'cili*)  altera  quidem  earum  que  circa 
rectum  latus  adaptata  recte  ad  quam 
perpendicularis,  altera  autem  adducta 
ad  Signum  per  quod  perpendicularis. 
et  totaliter  autem  faciemus  acceptio- 
nes  earum  que  in  meridiano  perife- 
riarum  per  solum  cancrum  et  per 
latum  illud  rectangulum  nusquam 
conscribentes  *)  alteram  rectam  pre- 


1)  Lies  Ss  Toi)  iisxd.  2)  avv-\ 

;u(v)v(ai)7j.  3)    ensi.         4)    arjiuatatg. 

5)  ^fla^eyco?  6)  7uxxayQaq>ev?  7)  tcö. 
8)  (ngo)d'ev.  9)  nakl.  10)  nlsvQav. 
11)  xrjg  evd'suxg. 


1)  tropicoB.  2)  Vor  tropicnm  getilgt 
post,  am  Rande:  cmu  tropicis.  3)  Diese 
vier  Worte  am  Bande.  4)  Corrigirt 
aus  facile.  5)  Am  Bande:  ngn^yj^a- 
(fOVt  . . . 
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Tov  TE  nagxlvov  ymI  xov  6Q^o\y{ovCov 
nkcnvöfiatog  firiöafii]  TtQO^JtaQayqa-] 
tpovreg  hiqav  Bv^B(ja)v  täv  TCQoeiQti- 
fUvQWj  I  &XXic  yv(iviiv  xfiQoiivxEg  xfjv 
KcctayQaipiiv  \  elg  xb  evlriTtxov  x&v 
i(p£^f}g  x&v  TtQfoxfov  I  i(ycb)  %(«*i?)a, 
xa-O"'  ov  sl^i^fuv  XQOTtov^  (elg  xiiv)  \ 


ix^^eötv  it£xay(p(^eQO^v(jiwy.  h(K)el^ 
ad'a  yccQ  (av)\xfjg  n^agaöel^yemg 
fi'€(xfv)  x6  xvfiTcavosLÖeg  \  ijclnedov 
tcsqI  öidfiEXQOv  (xiiv)  (a)ß  tucI  xiv- 
XQOv^)  I  ti  y,  xal  xrjg  ay  xqIxov  fii- 
Qovg  lyyLöxa  TtQog  xm  \  a  Xri<pd'ivxog 
&g  Kccxa  xb  6  tUvxq^  t©  y  \  Kai  öuc- 


1)  {n€Qi)\ 

q>tQiaiV. 


2)    %SVXQÖ. 


dictarum,  sed  nudam  seraantes  dc- 
scriptionem  ad  facilitatem  accepti«) 
nis  eoram  que  deinceps  primis^) 
secunduixi  modum,  quem  diximns  \l 
expositione,  translatis.  exponantur 
enim  ipsius  ostensionis  gratia  pla- 
num tjmpanojdale  circa  diametmn 
ah  et  centrum  g^  et  ipsius  ag  tertia 
parte  proxime  versus  a  a«.- 
cepta  ut  peues  d  centro  > 
distantia  autem  gd  descn- 
batur*)  qui  de^^  men- 
dianus  circulus  ipsa  du- 
diametro  secundum  eäm 
que  equinoctiaüs  intellecta 
deinde  et  ipsius  gd  teTti^i 
parte  proxime  versus  g  a^ 
cepta  ut  peues  z  central  : 
distantia  autem  gd  desi.Ti 
batur  circuli  equalis  meri- 
diano  quarta  pais  secta  b 
duo  equa  ab  ag  que  h' 
et  diuidatur  in  90  pT 
tiones  equales  diligent'^: 
nichil  autem  prohibet  • 
super  alias  partes  dii 
metri  idem  facere  gratia  conuersion.« 
tjmpani.  similiter  autem  et  centr 
g  distantia  autem  ea  que  a  ^  a' 
sectionem  in  duo  proxime  ipsius  •• 
circulum  describimus  ut  eum  43 
per  quartas  Imn  x,  quarum  una. 
diuidentes  similiter  in   90  portiont- 


1)  Lücke ,  am  Bande :  vxoiui^ 
2)  Darauf  getilgt:  circuli  equalis  mtr. 
diano   quarta   pars.  3)    Lücke,    41 

Rande:  avalrifiiucx  . . ,  Auf  Fig.  7  siH 
im  inneren  Kreis  links:  in  greco  L 
erat  iste  semicirculus  qui  non  ex  äl- 
parte  (nml.  der  Halbkreis  auf  rs). 
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arrnjutit  T©  yö  ysyQccipd'CD  (iiti)  rov 
Avall'qfujuxrog  fuarifißQtvbg  xv%(Xog) 
<6  ÖS  zfjg  dys  \  öucfiix^ov  xari  ri^v 
voü  löfifUQLVfyO  voovyifiivrig.  hcBixa 
%ctl  <T^g  yd  roiJ^  xqItov  fiiQOvg  \ 
syyusta  Jt^ög  rw  y  Xfiq>^ivTog  &g  xonra 
T<6)>^)  (f)*)  I  xivTQO)  %&  f  öuxaxifi^ucTi 
6h^)  xa  yö  yByqafp^ca  \  xov  iSrov*)  x& 

^aiJflßQlV^  XVTtXov'^)   XeXaQXfjlflOQLOV^) 

$i%oxo{JLOv\uv<^ovy'^)  ino  (^xf^g  ay  xby  \ 
rid'K  Tucl  öiy^ö^o)  elg  foa<[5^  ta^g^ 
<q  fM)>/<9ag>®)  &KQi\ß&g.  oidh  de 
(^Titolvet  xofl  TUttay  xä  ?X6Qa  (f*^]^^ 
r^g  öutfihQOv  xb  aixb  nouiv  ev£%ev 
xfjg  I  xoü  xvf/acdvov  iniöXQOipfig.  bfiolwg 
de  xal  xiv|T^a)^)  tc5  y  diaöxiq^iaxi  de 
tg5  (i7c6  tot;  y  iiil  \  xi^v  öiypxo^Llav 
eyyiaxa  xfjg  a^  nvxkov  |  yQci^ofUv 
&g  xbv  ötcc  Tc5v  <^il  ^^  v  |  xexccQXTi^fioy-] 
qIcdVj  &v  xb  *kv  dieXovxeg  bfiolag  elg 

17  xKsy)  II  <Q>  K9«s  *«0  W/s-a- 

ilovrcg  ^v  a-öry^^)  xccg  xcif'9''  ?|xa<yr(o) 
<^v  x)il/|bicx  Si,aöxd<set(g)  tcov  rov  ^|a^ 
ftc^Tog  I  <^fioiQ&v  Kya^xayyQdtffOfiev  xag 
töag  Kai  im  xSw  \  loiTtaw  xqi&v 
xexaQXfifiOQlcav  &Q%6fievoi  fiev  |'^)  &7tb 
xmv  X  ^i  V  ^  xofi&Vy  i^ßdlkomeg  öe  63g 
i7t\l  xcc  de^uc  x&v  itQbg  avazoXag  7^11- 
xvkXUov  ino\KeL(Jv(av  alel  yeyQdq>^at 
TiQbg  'fjfMtg.  TteQulxei^^^  dh  xb  l^ccQfia 
xov  noXoVj  ojfov  (ftiv  tj  iu)ylaxT}  \ 
rifieQa  imxI  vv^  &q3)v  ioxLv  ty,  ^oiqag 
eyyiaxa  ig  y  \  t/3,  oitov  de  ly  L  &Qtt>v^ 


1)  Nach  T  Baum  för  drei  Buchstaben. 
2)  Eher  £.  3)  Fehlt.  4)  xca  laca. 
5)  xvxXo).  6)  xexaifxrifiOQKo.  7)  Eher 
Stxoxofiovfievrj^vy.  8)  Eher  . . .  uxux. 
9)  Tis\xQca.  10)  Wie  es  scheint,  Baum 
för  mehr  Buchstaben.  11)  avxov.  12)  fte. 
13)  Das  dritte  £  scheint  corrigirt. 


et  ezcipientes  in  ipsa  eas  que  se- 
eundum  anamqnodque  clima  distan- 
tias  partium  eleuationis  asscribemus 
equales  et  in  reliquis  tribus  quartis  in- 
cipientes  quidem  a  sectionibus  Imnx^ 
educentes  autem  ut  ad  deztram  eorum 
qui  ad  oiientem  semicirculorum,  qui  ^) 
supponuntur  semper  descripti  esse 
ad  nos.  continet  autem  eleuatio  poli, 
ubi  quidem  mazima  dies  et  noz  eSt 
horarum  13,  partes  prozime  16  ter- 
tiam  et  duodecimam,  ubi  autem  est 
horarum  13  et  s*),  partes  23  dimi- 
diam  et  tertiäm,  ubi  autem  hora- 
rum 14,  partes  36,  ubi  uero  est  ho- 
rarum 14  et  dimidie,  partes  43  et 
quartam,  at  ubi  est  horarum  15, 
partes*)  ,  ubi  antem  est  hora- 

rum 15  et  dimidie,  partes  45,  ubi 
uero  est  horarum  16,  partes  48  et 
dimidiam  et  decimam.  copulabimus 
autem  et  diametros  dictorum  mensi- 
lium  accipientes  proprias  ipsorum  di- 
stantias  ab  equinoctiali  in  ipsa  meri- 
diani  periferia  uniuscuiusquediuisionis 
equalis  ipsorum  quarte.  distat  enim 
et  que  quidem  tropici  et  secundum 
op  ab  equinoctiali  partes  prozime 
23  dimidiam  et  tertiam,  que  autem 
continui  tropico  mensilis  et  secun- 
dum rs  partes  20  et  dimidiam,  qve 
autem  continui  et  secundum  cy  par- 
tes 13   et  tertiam.     circumscribimus 

1)  Hier  getügt:  sub.       2)  D.  i.  % 
3)  Lacke  offen  gelassen. 
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fi  Ky  IL  y\  onov  6i  lö  &QS>Vy  \  fi  X^) 
^xya(iy  y,  OTtov  dh  id  L  &q&v^  ^l  >^0X 
onov  ÖS  li  a)|(»cov,  fi  fi  y  ö'  l\  otcov  dh 
te  L^)  &QcbVy  fi  fi6j  oTtov  6h  \  t?  a>^^, 
jt  firi  L^).  iitL^Bv^oDfisv  d(e)  Kai  xccg 
TO&v^)  I  slQTifiivaiv  fitivucCoav  diafiitQOvg 
Xaßovxsg  \  avxcbv  tag  olnslag  öuxata- 
aug  &7cb  rfjg  löfifie\Qivfig  iitl  T^g  rov 
fUörjiißQLVov  7t6QL(pBQelccg  \  ifidßTrig  l<sov 
^avr&vy^)  zeta^rifiOQlov  dtatgiöelcag. 
catiiBi  yccQ  Kai  (^)  fihv  toü  XQOitiTiov 
Tivxlov  I  xara  t^v  ott  r-^g  lötjfUQivfig 
^  Byytara  %y  <L  y'X  I  '^  ^^  ''^^^  ^'^^~ 
exovg  Tc5  XQOitLX^  ^(irivuxlov  %cn:ccy  \ 
riiv  qc  fi  X   llj    ri    öh  rov   awe^oüg 

I  xcrra  riiv  öv  fi.  i  (y) 

Fo^.  {7c)sQtyQciq>^0fUv  ovvy  xai  rb 
I  iq>*  iKciat(rig)  avz&v  7i(iL7WKXtov,  xal 
ravza  \  (Uv  fiexcc  r&v  ohelcav  öutid- 
T^üDv    iccao\(i6v^)    xa^'    a-öra,    rov   dh 

flEiSrjflßQlVOV  TWV®)  7f€Ql  XT^V   \   XOV  USlfl- 

(UQtvov  diäfuxQov  (JjfiiKvxXloDv  lxa-{ 
XBQOv  öuXovxeg  elg  töag  cDQiaCovg  öia- 
axci\a€Lg    tß    arifULCoCOfiBv  xyaxaxofmg. 

<6>KoO(«)?  W^  'W>  I  <^«s  ^^i 

tfig    öye    yyivo^vag    i7t(h    xcbv   in 
118  avxrjvy  ||  xaOirGOi/    ilg?'    iwicxrig   x&v 
&Qi.al(^(ov  juxxaxofiy\a)v^  inetöi^TtSQ  xavxa 
^xriQeixaiy  koxcc  ^Ttccöagy  |  xccg  iy%XC- 
Cetg.    xaXK<^oa   xoCvvv   ovxog  rj  i/;i?X| 

q)(^iy(v)0V     XOV    XVflTCdvOV     OV<^SsflLG)V 

hl  Seriöeiy  \  a<!^7toyxaQci(^^ye(o(y  xov-y 

xfav   ftav  (Jmct^ovxGivy |  .... 

x&v    xcfr<(a    nXi^ay 


itaqne  et  semicirculam  qui  in  nna- 
quaqne  barum  et  hos  qoidem  cuic 
propriis  diametris  sinemns  secundim. 
se,  meridiani  autem  eorom  qui  cim 
eqninoctialem^)  diametmm  semicir- 
cnloram  ntmmque  dinidentes  in  eqna- 
les  horarias  distantias  12  signabimib 
sectiones.  similiter  autem  et  eas. 
que  super  dge  fiunt  a  perpendicn- 
laribus  ad  ipsam  ab  unaquaqne  diai- 
sionum  borariarum  ^,  quoniamqnideiL 
bec  seruantur  secundum  omnesdedi- 
nationes.  tympano  quidem  igitur 
existente    ereo   uel^)  nulla  iaE 

opus  erit  deletione  caracteram^)  hü- 
quidem  existentibus  in  superlinitio 
nibus  eorum,  que  secundum  clima 
ordinantur,  ut  duabus  diametris  c: 
borariis  diuisionibus.  ligneo  antec 
existente  superliniendum^) 
nigro  quidem  colore  alias  omnt^ 
rubeo  autem  meiidianum  et  di&mt^ 
trum  equinoctialis  cum  signis,  et 
super  totum  tjmpanum  cera  con>:- 
militer  speris,  ut  non  simul  cum 
yariandis  superliniantur,  que  debef 
remanere. 


1)  Corrigirt.         2)   c?         3)  Viel-  1)  Darauf  getilgt:  circulum.    3)h'^ 

leicbt   yi,ri\L^iy.         4)   xm.         5)   Die      rarjüriarum.         3)  Lücke,   am  Bande: 


ersten  beiden  Buchstaben  vielleicht  Xu^ 
jedoch  sehr  unsicher.  6)  D.  i.  */,.  7)  fa- 
atofisv.        8)  Scheint  gefehlt  zu  haben. 


ilfTitpiv.        4)  Hierzu  am  Bande:  axo- 
XccQciie.      6)  Lücke,  am  Bande:  t  ^'^ 
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0  <^«ff  csJtoxaQdy\^£(ig)  (ä- 

kavt  <^fUv^ (^iqvyid'Q^  de 

T^v^)  xoü  (ucrjfiß^Qtvov  Tcal  xoü  lori- 

fUQi)  I  <v)ov  did(isxQ<^ovy 

^olovyrb  xv^iatavov  %riQ& 

.•..!') 

Hiis  autem  suppositis  facile  in  promptu  nobis  erit  acceptionum  una- 
queque,  si  prins  quidem  ordine  assequentes  radici  supposite  elenationis 
diametros  copulauerimus  orizontisque  et  gnomonis,  deinde  tropici  semicir- 
culi  sectionem  distinguentem  quod  supra  terram  ab  eo  quod  sub  terra  et 
utrarumque  harum  portionum  in  sex  eqnalia  diuisiones  acceperimus  et  in 
propria  ipsius  diametro  factas  a  diuisionibns  super  ipsam  perpendiculares. 
hiis  enim  solis  contenti  procedemus  secundum  modum  ostendendmn.  primas 
quidem  igitur  rursum  eas  que  ektimori  circuli  secundum  quamlibet  horam 
periferiaS;  has  quidem  ex  portione  super  terram  consistentes  proprii  signi 
ea  que  mensilis  positione,  has  autem  ex  ea  que  sub  terra  eius  quod  ex 
opposito  sibi.  deinde  eas  que  horarii  omnium  horarum,  postea  eas  que 
descensiui  et  rursum  conuenienter  eas  que  meridiani  seorsum.  deinde  eas 
que  eius  qui  secundum  verticem,  post  quas  eas  que  orizontis,  et  ultimas, 
si  uoluerimus,  eas  que  in  piano  equinoctiali.  post  hoc  autem  acceptas 
quidem  designationes  liniemus.^)  similia  autem  faciemus  in  reliquis  duo- 
bus  mensilibus  utroque  in  parte  et  similiter  in  equinoctiali.  deinde  et 
priores  diametros  simul  ablinientes  copulabimus  eas  que  consequentis  cli- 
matis  et  eodem  ordine  utentes  pertransibimus  omnes  suppositas  differentias. 
ceterum  autem  gratia  modi  acceptionis  periferiarum  subtensarum  angulis 
exponatur   meridianus    qui    in*)  et  sit    ahgd  circa    centrum  e,    et 

copulentur  per  regulam  examinate  rectam  que  quidem  ab  diameter  secun- 
dum communem  sectionem  ipsius  et  orizontis,  qve  autem  gd  secundum 
gnomonem.  subiaceatque  prius  que  ^eh  diameter  equinoctialis,  et  sit  que 
quidem  in  duo  equa  Sectio  semicirculi  zth  penes  ^,  qve  autem  super  terram 
quarta  et^  horariarum  autem  que  in  ipso  sectionum  una  quidem  que  penes  A;, 
et^)   quod  a  perpendiculari  per  ipsum*)  ad  ze  fit  in  ipsa  Signum,  sit  Z; 

1)  Hier  scheint  ein  Stück  im  Griechi- 
schen gefehlt  zn  haben.  2)  vov.  8)  Der 
Rest  der  Seite  unlesbar;  hier  stand 
Fig.  7,  deren  Buchstaben  aber  nicht  zn 
3rkennen  sind. 

1)   abliniemna,  am  Bande:  anaXnlifroii,        2)  Lücke,  am  Bande:  ttvaXr}fi(jkat, 
i)  Getilgt:  signnm.        4)  Ueber  ipsnm:  scilicet  k. 
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hec  enim^)  a  principio   accepta.     eam  quidem  igitur    que  ektim-r 

periferiam  ex  se  ostendit  que  tk^  super  quam  statuentes  cancnini  et  po-: 
ponentes  super  diuisam  quartam  exponemus  gradus  contentos  a  distantk 
continet  autem  semper  tot,  quot  multitudo  subpositarum  ab  ortu  horanuL 
tempora  equinoctialia,  eadem  existens  ei  que  in  piano  equinoctialis.  t<L 
autem  que  horarii  accipiemus  adducentes  lati  illius  rectanguli  altemm  lä> 
rum  ad  Signum  2,  ita  ut  reliquum  adaptetur  diametro  orizontis  ah,  ■: 
secetur*)  meridianus  ab  eo  quod*)  apud  l  latere  penes  w;  qve  enim  .* 
periferia  faciet  dictam.  similiter  autem,  si  unum  laterum  addnxerimus  ad 
ita  ut  alterum  adaptetur  diametro  gnomonis  gd^  et  secetur  meridianus  a 
eo  quod  apud  l  latere  penes  n,  que  gn  periferia  faciet  eam  que  descensin 
rursum  autem  que   quidem  ag  ex  se  facit  eam  que  meridiani.     si  ante 

statuerimus  cancrum  super  signa  A;  et  2  et  til^ 
lati  illius  laterum  apposuenmus  ad  l  altero  ada; 
tato  ipsi  ge^  deinde  alterum  quidem  tenuimi 
cancri     apposuenmus    ei    que    secus*)    rectj. 
angulum    portioni    ipsius    ge,    altemm    antfi 
apposuenmus  lateri   quod  apud   Ij    et   maner 
ipso  conuerterimus  idem  latus  counitum  sinüL:- 
ipsi  apud  centrum  e,  ita  ut  secetnr  meridiai. 
ab  ipso^)  ut  penes  x^  que  gx  periferia  fa.; 
eam  que  eins  qui  secundum  verticem.     simil:'' 
autem,    si    unum   laterum   apposuenmus  ad  l  altero   adaptato   ipsi   at  - 
cancri^)  eandem  ipsi  kl  distensionem  habentis'')  alterum  quidem  t-ermiri 
apposuenmus    ei    que  secus  rectum  angulum  portioni  ipsius   ae,    alt^ix- 
autem  applicuerimus  ei  quod  apud  l  lateri,  deinde  hoc  manente  conuerterir : 
rui-sum   idem    latus    seruata    coniunctione    super   centrum   e,    ita    ut  >*/ 
meridianum  ut  penes  o,  que  go  periferia  faciet  eam  que  orizontis.    e: 
hiis   quidem  periferiis  et  in  omnibus  semper®)  intelligendum,    ut  non  il 
repetamus,  quod  distensiones  ipsarum®)  simul  cum  acceptione  per  cancr 
transferentes  super  diuisam  quartam  deprehense  ^^)  ab  ipsis  gradus  debes- 
exponere. 

Bursum  supponatur  alicuius  aliorum  mensilium  parallelonun  dianv: 
et  sit  que  zhtk^  super  quam  orientalis  semicirculus  qui  elk^  et  c^s* 
quidem  t  distantia  autem  ta  accipiatur  Signum   in  semicirculo  ßlk  qu«>: 


1)  Lücke,    am  Bande:    sx'bvI  (d.  i.  ixoii^v).  2)  Darauf  getil^:   qui 

3)  Corrigirt  auB  qui.  4)  secP,  davor  getilgt:  a.  5)  Am  Bande  hiersu:  U^-. 
Bcilicet.  6)  Aus  cancer,  am  Bande:  cancri.  7)  Aus  habentes,  am  Bande:  ^ 
8)  sip'.        9)  Getilgt:  cum.        10)  Fehler  für  deprehensos. 


Piolem&us  de  Analemmate. 
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in  quo  distingoitur  quod  quidem  zl  super  terram  semicirculi  et  quod  Ik 
sub  terra,  accipitur  autem  Signum  l  per  platinam^)  rectangulam,  si  angu- 
lus  adductus  fuerit  ad  Ä,  ita  ut  alterum  laterum  adaptetur  ipsi  zk,^) 
secundum  quod  enim  reliquum^)  secat  semicirculum,  erit  determinatum 
Signum,  quoniam  quidem  que  ab  /**)  ipsi  hk^)  perpendicularis  producta  fit 
Sectio  planorum  orizontis  et  circuli  mensilis.  diuidatur  itaque  portionum 
utraque  in  6  equalia,  et  signatis  ipsis  accipiantur  per  appositionem*)  pla- 
tine  rectangule  et  signa  super  zk  facta  a  perpendicularibus  ad  ipsam  ab 
acceptis  diuisionibus  in  semicirculo.  sit  autem  una  earum  que  super 
terram  que  penes  m  et  quod  eiusdem  ordinis  cum  ipso  Signum  eorum  que 

super  zh  quod  n.     centro   quidem  itaque  ipso  n  et  distantia  nm  accepto 

secundum  meridianum  signo  x  et  latere^         adducto  ad  signa  e  et  ^,  ita 

ut  secet  meridianum  penes  o,  que  quidem  zo 

periferia  faciet  residuam  in  quarta  periferie 

ektimori,  que  autem  ab  x  super  sectionem 

alterius^  ipsius^)       et  meridiani  ipsam  que 

ektimori.    consequenter  autem  centro  h  et 

distantia  hm  accepto  secundum  meridianum 

signo  p  que  ap  periferia  faciet  eam  que 

horarii.  similiter  autem  centro  t  et  distantia 

tm  accepto  secundum  meridianum  signo  r 

que  gr  periferia  faciet  eam  que  descensiui. 

rursum  que  quidem  ao  periferia  faciet  eam 

que  meridiani.    si  autem  unum  laterum  ^^) 

apposuerimus  ipsi  n  reliquo  adaptato  ipsi  ge^  et  cancri")  distensionem 

habentis**)  equalem  ipsi  nm  alterum  quidem  terminum  apposuerimus*'^)  ei 

que  penes  angulum  rectum  portioni  ipsius  ge,  alterum  autem  apposuerimus 

ei   quod  apud  n  lateri,   deinde  hoc  manente  conuerterimus  latus  quod  ad 

ipsum  seruata  ipsorum  coniunctione  ad  centrum  e,  ita  ut  secet  meridianum 

penes   s,   que  gs  periferia  faciet^*)   eam  que  eius  qui  secundum  verticem. 

similiter  autem  rursum,  si  unum  laterum  apposuerimus  ipsi  n  altero  adaptato 

ipsi   ae  et  cancri  distensionem  habentis  eandem  ipsi  nm  alterum  quidem 

a^iposuerimus    ei    que   secus  rectum  angulum  portioni  ipsius  ae,    alterum 


1)  Am  Rande:  nlatva(uxz.  2)  Bei  dieser  Zeile  am  Bande:  no  Ca.  3)  Hierzu 
am  Rande:  'scilicet  latus.  4)  Hierzu  am  Rande:  ^uel  n.  6)  Bei  dieser  Zeile 
am  Rande:  .'.  6)  Darauf:  p.  7)  Lücke,  am  Rande:  7clatv<fy4XT,  8)  üeber- 
geschrieben:  scilicet  lateris.  9)  Lücke,  am  Rande:  nXarvaftaT.  10)  Lücke, 
am  Rande:  nXcetva,  11)  -i  corrigirt  aus  o.  12)  -is  corrigirt  aus  e.  13)  Darauf 
getilgt:  portioni;  ei  ist  übergeschrieben.        14)  -t  corrigirt. 
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autem  applicuerimus  ei  quod  apud  n  lateri,  deinde  hoc  manente  coiinert«ik . 
id  quod   apud  n  rursum  seruata  ipsorum  coniunctione  ad  centmin  c,  : 
ut  secet  meridianum  penes   c,   quo   cg  periferia  faciet  eam    qne  orizoir. 
ceterum  autem,   si  ipsam  mn  ponentes  equalem  ipsi  ep  apposneriinns  i : 
y  rectum   angulum   uno^)  laterum  adaptato  ipsi  ey  et  cancri   distensioz^ 
habentis  eandem  ipsi  nm  alterum  quidem  tenninum  apposueriiniis  peiits 
alterum    autem    applicuerimus   recto   angulo  ad  latus   eg    et    manente  : 
rursum  conuerterimus  latus  quod  apud  id  ipsum  seruata  ipsonim  cociniieti : 
ad  centrum  e,  ita  ut  secet  meridianum  secundum  f,  que  gf  peiiferia  fa. 
eam  que  in  piano  equinoctialis. 

Nunc  autem,  si  diameter  eJc  &d  sinistras  nostri  partes  positionem  hn^i 
sit  unius  parallelorum  mensilium  australiorum  equinoctiali,  transnerso  tu 
pano  ad  positionem  ex  opposito  et  que  ^e^A;  et  qui  super  ipsam  semicini 
secus    dextras    nostri    partes    erunt    in    situ    eodem    cum    mensDi   paraU- 
descripto  per  opposita  signa,  borealiora  autem  equinoctiali,  et  que  qni.-- 
kl  portio  erit  super  terram,  qve  autem  gl  sub  terra,     qvare*)  nos  facier.- 
eadem  ostensis  in  diuisionibus  portionis  kl  inueniamus  et  eas  que  in  oppc^' 
signis  consistentes  periferias.     nam  secundum  quidem  eam  que  in  hjer^ 
diametrum    accepta   ipsa   zk   quod  quidem  0g  faciet  eas   que   a   princ:: 
capricomi  fiunt  super  terram  angulorum  periferias,   quod  autem  d):^}  ^^ 
que  a  principio   cancri.     secundum  eam  autem  que  mensüis   conseqnei~ 
hyemali  tropico  diametrum  supposita  ipsa  ek  semicirculus  quidem  sl  fac - 
eas  que  a  principio  sagittarii  et  aquani  consistentes  super  terram  perifer- 
qvi   autem   Ik  eas   que   in   principio  geminorum  et  leonis.     secundum  ea: 
autem  que  mensüis  contigui   equinoctiali  diametrum  accepta   ipsa  si 
quidem  el   semicirculus  faciet  eas   que  in  principio   scorpionis  et  pi&.r.: 
factas  super  terram  periferias,    qvi   autem  Ik  eas  que  in  principio  ta- 
et   virginis.     eas  enim  que   in  principio   arietis  et  libre  existent-es  easc- 
in  una  quacunque  quartarum  equinoctialis  demonstratas  esse  accidil 

Et    angulos    uero    ab    antiquis   determinatos,    quoscunque   non  eo> 
modo   nobiscum  exposuerunt,  ab  hiis  in  promptu  licebit  transumere.     ^: 
quidem  enim  qui  circuli  ektimori  secundimi  nos,  ut  diximus,  non  assnrr 
serunt,    aliorum  autem  qui  quidem  horarius  et  qui  in  piano   circuli    f 
secundum  verticem  et  qui  in  piano  equinoctialis  iidem  sunt  hiis  qui  ap~ 
nos,  qvi  autem  ab  ipsis  uocatur  ektimorus,  est  isdem  cum  apud  nos  mtr 
diano,    reliquonun    autem   descensiuum   quidem  facit  residuus^)   ad  nnzz 
rectum    eius    qui  apud  nos  descensiui,    eum  autem  qui  antisHus,    id  ^' 

1)  Corrigirt  aus  uni.       2)  Am  Rande:  vel  ut.       3)  Am  Bande:  l'kc  in  gre 
Lies  Ik,        4)  Am  Rande:  deficiens. 
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contraumbralis,  rursum  residuus*)  ad  anum  rectum  eius  qui  apud  nos 
orizontis.  quod  autem  distracto*)  quidem  piano  equinoctiÄlis  accipitur,  et 
per  tale  palam  fit.  ostendit  quidem  enim  et  hoc  eam  que  circuli  horarii 
positionem.  hanc  autem  continet  proprie  que  eius  qui  secundum  verticem 
per  polos  horarii  descriptorum^)  et  uno  existente  eorum  qui  a  principio 
necessarie  suppositorum  trium  circulorum  seruantium  ubique  ad  inuicem 
positionem  ad  rectos  angulos,  propter  quod  et  ektimori  quidem  periferia, 
pro  qua  eam  que  equinoctialis  assumpserunt,  non  solum  cum  ea  que  horarii 
ostendit  positionem  radii,  set  et  cum  ea  que  meridiani,  qve  autem  equi- 
noctiaKs  cum  sola  ea  que  horarii  et  non  adhuc  neque  cum  ea  que  meridiani 
neque  cum  aliqua  alia  reliquarum.  hoc  autem  quia  neque  secundum  pro- 
prietatem  ferentium  radium  comprehendit  semper  utique*)  aut  solum  equi- 
noctiis  neque  secundum  proprietatem  manentium  eandem  ubique  seruat 
positionem  ad  reliquos  non  delatorum.  exposuimus  autem  et  non  consistentes 
quantitates  secundum  illum,  quem  ostendimus,  modum  consequentium  ratio- 
nabilitati  periferiarum.^)  in  subiectis  autem  *"*)  Septem  parallelis  et  secundum 
unumquodque  principium  signorum  et  horarum  in  canonibus  continentibus 
pertractatum  a  nobis  ordinem  in  omnibus  adiectionibus^  ad  promptitudinem 
earum  que  in  declinationibus  acceptionum.  adhuc  autem  quoniam  peri- 
ferias  quidem  in  meridiano  öirculo  determinatas  prompte  faciunt  manifestas 
orientaliores  ipso  et  occidentaliores  positiones  horarum^)  eas  autem  que  in 
circulo  qui  secundum  verticem  borealiores  ipso  et  australiores  casus  radiorum, 
in  quibus®)  consequentiam  diximus  oportere  coexquirere,  asscripsimus  singulis 
horarum  signa,  per  que  eam  que  ad  borealia  circuli  ^°)  qui  secundum  verticem 
et  rursum  ad  australia  radii  positionem  licebit  considerare  aliqualiter  a 
Gonuenientibus  hiis  que  predeterminata  sunt  principium  facientes^*) 
adiacentiiun  quantitatum  expressiones.  ^^  promptum  autem  adhuc  et  con- 
Lugationes,  a  quibus  positio  radii  determinatur^^),  sex  numero  esse  accidit, 
bres  quidem  ab  hiis  que  ad  inuicem  ^*)  delatorum  trium  circulorum  ektimori- 
que  ad  horarium  et  ektimori  ad  descensiuum,  tres  autem  eas  que  ab  uno- 
^uoque  delatorum  cum  eo,  qui  inclinationem  ipsius  continet,  manentium, 
ektimori  quidem  ad  meridianum,  horarii  autem  ad  eum  qui  secundum 
rerticem,  descensiui  autem  ad  orizontem.     habent  autem  et  canones  ita. 

1)  Am  Rande:  uel  deficiens.       2)  Folgt:  p.       3)  Am  Rande:  /  'ti.       4)  Am 
üande:  /.    Der  Üebersetzer  hat  gelesen  ctv  rj  für  &XX'  ij.  6)  Am  Rande:  /. 

>)  aüty  also  getilgt.  7)  Am  Rande:  B7cißola{tg).  8)  Am  Rande:  ta>v  qcdv. 
))  Darauf  qd'.  10)  Hier  am  Rande:  .'.  11)  Lücke,  am  Rande:  faciamus. 
2)  Am  Rande:  exßoV^,  18)  Sehr  unsicher;  vielleicht  eher:  datur.  14)  Folgt: 
eren,  getilgt. 
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Cancri  principium  horarum  13. 


Höre 

1 

1 

ektimorl 

horarie 

doBcen- 
Bine 

meri- 

secun- 

dum  ver- 

tfoem 

orisoniu 

bo 
bo 

1  orizontis 

24 
26 

16 
16 

66     5 

90     0 
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90     0 

24  15 

1 

11 

69  16 

75»)  10 

36  16 
69     5 

74  60 
60     0 

20*) 

■    2 

10 

31 

20 

73     0 
76«) 
79  10 

81  20 

82  85 

60  66 
46     6 
31*) 

18  60 

bo 

8 

9 

46 

50 

72  10 

78  30 

46     5 

17  16 

bo 

!  ^ 

8 

60 

10 
0 

30  10 

18») 

bo 

6 

7 

75 

17  30 

81  30 

15  10 

27    0 

bo 

meri 

dies 

90 

0 

7  25 

82  35 

0     0 

90    0 

1)  r^\\;  7  ist  sonst  A  geschrieben.  2)  '  und  am  Rande:  Fo.  3)  Ebeneo. 
4)  Ebenso.  5)  Ebenso.  Am  unteren  Bande  steht  noch  -F  und  f  m  puto  (d.  i  wobl: 
finem  puto  oder  finitum  puto).    Fo  ist  %. 


Pig.  10. 
(S.  oben  S.  5,  xn  S.  123  der  Hds.) 


EIN  BEITRAG 


ZUR 


GESCHICHTE  DER  ALGEBRA  IN  DEUTSCHLAND 

IM  FÜNFZEHNTEN  JAHEHUNDERT. 


VON 


MAXIMILIAN  CÜRTZE. 


Die  von  Gerhardt  in  den  Monatsberichten  der  königl.  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Berlin*)  behandelte  Handschrift  der  königl.  Hof-  und 
Staatsbibliothek  zu  München ,  No.  14908  dürfte  für  die  Geschichte  der 
deutschen  Algebra  bei  weitem  wichtiger  sein,  als  es  aus  der  Abhandlung 
Gerhardts  hervorzugehen  scheint.  Einestheils  ist  die  Beschreibung,  welche 
er  von  ihr  giebt,  nichts  weniger  als  ausreichend,  und  darin  liegt  jedenfalls 
andemtheils  der  Grund,  weshalb  sehr  wichtige  und  das  Können  des  Ver- 
fassers in  helles  Licht  stellende  Stücke  des  Manuscriptes  von  ihm  übersehen 
und  deshalb  auch  noch  nicht  einmal  erwähnt  sind. 

Die  Handschrift  enthält  nämlich  aufser  dem  Bruchstück  einer  Algebra 
in  deutscher  Sprache,  welches  Gerhardt  hat  abdrucken  lassen,  zunächst 
(freilich  räumlich  davon  getrennt,  aber  auf  dasselbe  Bezug  nehmend)  eine 
ganze  Reihe  zu  demselben  gehörige  Beispiele  in  lateinischer  Sprache,  dann 
aber,  nur  vier  Seiten  hinter  demselben,  eine  vollständige  Abhandlung  über 
den  nämlichen  Gegenstand  auch  in  deutscher  Sprache,  welche  durch  ihre 
ganze  Fassung  zeigt,  dafs  sie  nach  einer  italienischen  Vorlage  gearbeitet 
sein  mufs,  während  das  von  Gerhardt  herausgegebene  Bruchstück  aus  dem 
Lateinischen  geflossen  zu  sein  scheint. 

Der  Titel  dieser  Abhandlung:  „ReguHe  delacose  secundum  6  capitula"  und 
die  ii%  ihr  benutzten  Namen  für  die  Zahl,  die  Unbekannte  und  deren  Potenzen 
ergeben  den  Ursprung  unzweifelhaft.  Numerus,  cosa,  censo,  censo  dl  censo, 
cuho  di  euho  sind  Worte,  welche  nur  aus  dem  Italienischen  stammen  können. 
Der  unbekannte  Verfasser  —  auch  der  Schreiber  ist  ein  anderer  als  der 
der  Algebra  Gerhardts  —  übersetzt  numerus  durch  eäl,  cosa  durch  ding 
und  benutzt  fiir  letzteres  die  auch  sonst  in  späterer  Zeit  bekannte  Ab- 
kürzung d.  Censo  behält  er  bei.  Noch  eine  Abkürzung  ist  vorhanden  für 
multiplicieren:  af,  Sie  ist  aus  der  gewöhnlichem:  JCaf  zusammengezogen 
und  wird  auch  in  den  lateinischen  Theilen  der  Handschrift,  und  zwar  überall 
für  jede  Form  des  Wortes  benutzt.  Im  Abdrucke  ist  dieselbe  aufgelöst 
worden. 

Weil  wir  im  Deutschen  das  Ding  sagen,  heifst  es  bei  unserem  Ver- 
fasser meistens  auch  das  cosa]  -f"  heifst  ihm  mer,  —  mynder,  an  einigen 
Stellen  auch  mit  minus  untermischt.  Zwei  Zahlen  multiplicieren  heifst: 
af  6  wider  8,  dividieren  heifst  stets  tailen,  der  Divisor  steht  dabei  immer 
an  letzter  Stelle,  z.  B.:  tau  6  in  j^,  wo  das  Resultat  -^g—  wird. 


*)  Jahrgang  1870,  S.  141  u.  ff. 
Abb.  zur  Getob.  d«r  Matbam.  VU. 


34       Maximilian  Curtze:   Algebra  in  Deutschland  im  16.  Jahrhundert 

Von    der   nämlichen  Hand    geschrieben   befinden    sich   noch   zwei  A 
handlungen    über  den  doppelten   falschen  Ansatz  in  der   Handschrift    T^ 
die  Regula  falsi  jedenfalls  der  Algebra  angehört,  und  die  Beispiele,  wt^kl 
behandelt  werden,   geschichtliches  Interesse  besitzen,  so  lasse   ich  dieselW. 
im  Folgenden  ebenfalls  abdrucken. 

Alle  übrigen  Stücke,  welche  durchweg  datiert  sind,  sind  sfimmtli . 
von  ein  und  demselben  Schreiber,  von  welchem  überhaupt  eine  ganze  BeL 
Münchener  Manuscripte  herrühren.  Derselbe  nennt  sich  auf  Blatt  '2*2' 
Frater  Fridericus  ordinis  S.  Bmedicü  professus  Monasterii  St,  JEmmeri' 
üatisponensis.  Seine  Thätigkeit  an  der  fraglichen  Handschrift  erstrei'r- 
sich  von  1455  bis  1464 

Der  nachfolgende  Abdruck  enthält  der  Beihe  nach  Folgendes: 

1.  De  dubio  pioposito  per  posicianem  du^rum  falsUatum  veritaiem  indapa 
(Bltt  40'- 47), 

2.  Regula  falsarum  posidonum  dedaranda  per   12  regulus  sive  questkn**' 
(Bltt.  47'— 54), 

3.  Die  GERHARDT'sche  Algebra  (Bltt  133'— 134'), 

4.  Regula  delacose  secundum  6  capitula  (Bltt.  136 — 146'), 

5.  Beispiele     zu     der    GERHARDT'schen    Algebra    in    lateinischer    Sprach 
(Bltt  146'— 153), 

6.  De  regülis  per  älgebram  etc^  ut  supra  dictum  est  (Bltt.    153 — 164  . 

7.  Beispiele  zu  den  Regule  delacose  (Bltt.  154' — 157), 

8.  Zwei    Beispiele    zur    5.    und    6.    Regel    der    GERHARDT'schen    Algekn 
(Bltt.   134'), 

9.  Desgleichen  zu  den  Regule  delacose  (Bltt.  504), 

10.  Weitere  Beispiele  mit  No.  6  zusammenhängend  (Bltt.  90 — 90'). 

Nöthige  Erläuterungen  in  textlicher  Hinsicht  sowohl,  als  in  geschieh; 
lieber  gebe  ich  als  Fufsnoten  des  Textes. 

Gelegentlich  hier  nur  noch  eine  Notiz,  welche  auf  die  Quellen  der 
Geometrie  Bradwardins  Bezug  hat,  zugleich  aber  auch  die  dem  Frati-: 
Fridericus  zugänglichen  Schriften  klarstellen  dürfte: 

,,Hoc  opus  geometricum  continet  fere  omnes  demonstrationes  geotnetnca.- 
„quas  adducit  philosophus  gracia  exempli  vel  in  logca^  vd  pkysica,  et  r< 
„collecfum  ex  libfis  Eudidis,  Campani,  Archffunedy  (!),  Theodosy,  Jorda*^ 
„et  ex  Uhro,  qui  inttdatur  ysoperimetrorum.  1156  Fr" 
Die  letzte  Schrift  ist  natürlich  diejenige,  welche  Cantor*)  als  wahrscbein 
liehe  Quelle  bezeichnete. 

Thorn,  29.  Oktober  1894.  M.  Ourtse. 


•)  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik  II,  S.  106. 


I. 

0'  I  DE  DUBIO  PROPOSITO  PER  POSICIONEM  DUARÜM  PALSITATÜM 

VERITATEM  INDAGARE. 

Regula  falsi  dicitur  ista,  que  consistit  in  posicione  duorum  numerorum 
falsomm    ad  invemendum  yeritatem  hoc  modo.     Fönam  ccisus,    quod  sint  6 
20  persone  in  una  cecha,  inter  quos  swni  milites,  cives  et  mtUieres,  et  omnes 
habent  solvere  20  \  hoc  modo:  miles  dabit  2  \,  civis  1  \,   et  mulier  ^  \, 
Si   hoc   vis   scire    et   suum  simile,    pone  duas  falsas  posiciones,    et  si  in 
qualihet  aliquid  superfluit,  tunc  suhtrahe   numerum  superflunm  a  maiore, 
et  quod  remanet  erit  divisor.     Si  vero  in  qualihet  posicione  aliquid  defe-  lo 
cerit,  fac  similiter  suhtrahendo  minorem  defectum  a   maiore,   et  quod  re- 
manet erit  divisor.     Si  autem   in  una  posicione  aliquid  superfluerit  et  in 
altera   posicione    defecerit,    tunc    defectus    unius    posicionis    dehet  addi  ad 
L  superfluum  alterius  posicionis,  et  productum  erit  divisor.     Et  conformiterj 
agendum  est  in  multiplicacione  posicionis   cuiuslihet  per  alterius  defectum  i5 
vel  ahundanciam,  ita  videlicet,  quod  sicut  divisor  invenitur  per  addicionem, 
ita   dehet  addi,   quod  venit  ex  multiplicacione  unius  per  defectum  alterius 
et  per  ahundanciam  seu  superfluum  alterius,  quod  idem  est.     Sed  quando 
divisor  invenitur  per  suhtractionem,  tunc  dehet  eciam  suhtrahi,  quod  venit 
ex  multiplicacione  unius  per  alterius  defectum  vel  superfluum.     Item  caven-  so 
dum  est  in  predicta  regula,  ne  superfluum  vel  defectus  sunt  numeri  equales 
ita,  quod  unus  delet  alium  facta  suhtractione  unius  ah  alio.     Item  caven- 
dum  est,  ne  post  suhtractionem  unius  ah  alio  remaneat  unitas  pro  divisore, 

6>-7.  Aas  dieser  Stelle  geht  wohl  unzweideutig  hervor,  dass  die  Ahleitong 
des  Ausdrucks  Regula  coeci  von  Zeche  die  richtige  ist.  Die  hier  vorliegende  Auf- 
gahe  ist  genau  in  derselhen  Form  schon  recht  alt.  In  einer  Handschrift  aus  dem 
18.  Jahrhundert  wird  dafür  die  gereimte  Auflösung  gegehen:  „In  medio  tetraa, 
extemis  acta  loeentuf^*  (Clm.  14684,  Bit.  30<^),  welche  mit  der  Auflösung  unserer 
Abhandlung  flhereinstimmt.  Es  ist  von  gewisser  Wichtigkeit,  dass  man  auch 
Aufgaben  der  unbestimmten,  sogenannten  Diophantischen  Algebra  durch  die 
Jtegida  falsi  zu  lösen  wusste.  Leohabdo  Pisaho  hatte  sie  als  Mischungsrechnungen 
behandelt  (siehe  Cantor,  Vorlesungen  11,  S.  18).  22  bis  S.  36  Z.  2.  Diese 
Beschrilnkung  ist  in  der  zweiten  Abhandlung  über  denselben  Gegenstand  nicht 
gemacht.    Sie  ist  offenbar  auch  überflfissig. 

3* 


36  Maximilian  Curtze: 

vel  eciam  pro  defectu  vel  superfluo,  quia  unitas  nmltiplicando  vel  dividendo 
nmuerum  minime  variat.     Et  in  proposito  sit  hoc  exemplum  prime  regule. 

Ponatur  una  falsa  posicio,   videlicet  quod  sunt  tres   milites  |  7  cIth*: 
et  10  mulieres,  qni  sunt  persone  20,  sed  numerus  denarionun,  quem  datit 

6  simul,  est  18,  et  sie  deficiunt  2  a  20.  Proponatur  secundo,  quod  snst 
2  milites,  6  cives  et  12  mulieres,  que  sunt  20  persone,  sed  numenis 
denariorum,  quem  dant,  sunt  16,  et  sie  deficiunt  4  A..  Modo  subtr&he  2, 
que  defecerunt  primo,  a  4,  que  nunc  deficiunt,  et  remanent  2,  qni  est 
divisor    communis.      Postea    sie    operabis:    Multiplica    primo    3    per    4    in 

10  modum  crucis,  facit  1 2 ;  multiplica  iterum  per  modum  crucis  2  per  2 ,  et 
erunt  4,  que  subtrahe  a  12,  manentibus  8,  que  divide  per  divisorem  eom- 
munem,  scilicet  2,  exibunt  4  milites.  Simili  modo  multiplica  7  per  4. 
fit  28;  deinde  6  per  2  multiplica,  facit  12,  que  subtrahe  ab  28,  rema- 
nent 16,  que  divide  per  divisorem,  exibunt  8  cives.     Ulterius  multiplica  H' 

15  per  4,  fit  40,  similiter  multiplica  12  per  2,  exibunt  |  24,  que  subtrahe  a  40.^: 
remanent   16,    que    divide  per   2,    et  habebis   8   mulieres.      !Et   habebis  4 
milites,  qui  dant  8  A,  et  8  cives,  qui  dant  8  A,  et  8  mulieres,   qui  dant 
4  A,  et  habebis  20  persone,  que  dant  20  A- 

Posicio  prima  Posicio  secunda 

so 


Müites    3 

^v                              y 

/    2  milites 

Cives    7 

\\// 

^    6  cives 

Mulieres  10 

-^^^^ 

"12  mulieres 

minus    2 

2 

divisor 

^    4  minus 

J 

25 

Eciam  sunt  3  milites,  11   cives,  6  mulieres.  |  - 

Exemplum   secunde  partis   regule.     Quidam    emit  pro    10  gl  Z^- 
volucres  de  triplice  genere,  anates,  quarum  una  est  vendita  pro  2  gl,  gaUim^, 
quarum  una  est  vendita  p^'o  1  gl,  columbas,  quarum  una  vendita  pro  -[  gl 
80  Queritur,  qtiot  anates  etc^. 

Fac  duas  posiciones.     Primo  pone  12  anates,  20  gallinas,   8  columbas. 

que   sunt  40  aves,   et  valent  48  gl.     Sic  sunt  in  superfluo  8  gL      Itemiu 

pone    secundo    aliam    certam    eciam    falsam  posicionem,    scilicet   9    anst«>^ 

12  gallinas,  10  columbas,  que  sunt  40  aves,  sed  valent  44  gl,  et  sie  exeedit 

35  in   4  gl.      Subtrahe   ergo   4   ab   8,    manent  4,    qui    est  divisor   communis 

26.  Der  Verfasser  oder  der  Schreiber  weiss  also,  dass  es  für  die  Aufgabe 
mehr  als  eine  Lösung  giebt.  Die  allgemeine  Lösung  heisst:  n  Soldaten, 
20 — 3n  Bürger,  2n  Frauen;  die  speciellen  Lösungen  ergeben  sich  fOx  n  =»  3;  4 
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Postea  moltiplica  12  per  4  per  modum  cmcis,  facit  48;  deinde  iteram 
per  modum  cnicis  9  per  8,  facit  72,  a  quibus  subtrahe  48,  et  remanent  24, 
que  divide  per  4,  et  habebis  6  anates.  Postea  multiplica  4  per  20,  facit  80; 
\  similiter  21  per  8  |  facit  168,  a  quibus  subtrahe  80,  et  remanent  88,  que 
divide  per  4,  exibunt  22  galline.  Similiter  multiplica  8  per  4,  facit  32,  ß 
et  multiplica  8  per  10,  exibunt  80,  a  quibus  subtrahe  32,  et  remanent  48, 
que  divide  per  4,  exibunt  12  columbae,  et  sie  habes  6  anates,  22  gallinas, 
12  columbas:  40  aves,  que  valent  40  gl. 

Prima  posido  Seamda  posicio 

10 


Anates  12  ^ 

/ 

9  anates 

Galline  20  v 
Columbe    8  - 

<\y^  21  galline 
--y/^^>^  10  columbe 

plus    8  j 

4 

4  plus 

divisor 

16 

Eciam  sunt  12  anates,  4  galline,  24  columbe.  | 
Exemplum   tercie  partis   regule.     Su/nt   duo   sodi   volentes   emere 
duos  equos:  Primtts  1  equum  pro  20  fl,  secundiAS  pro  25  fl.    Et  dicü  primus 
secwndo:  da  mihi  -^  tue  pecu/nie,  tunc  ego  solvam  eqmm  precise  pro  20  fl. 
Sed  secimdus  dicit  primo:  da  mihi  -^  tue  pecume,  et  ego  solvam  25  fl  precise,  ao 
Volo  nunc  scire,  guot  habuit  quilibet. 

Pono  primo  unam  posicionem  falsam,  videlicet,  quod  primus  habeat 
12  fl,  secundüs  24.  Modo  dicit  primus  secundo:  da  mihi  \  de  tua  pecunia, 
videlicet  24,  et  est  8,  ad  meas  et  fgLcit  20  fl;  sed  secundüs  dicit  primo: 
da  mihi  -^  de  tua  pecimia,  scilicet  de  12,  et  constat,  quod  sunt  3.  Adde  25 
3  ad  24  fient  27,  que  27  excedunt  25  in  2.  Secundo  pone,  quod  primus 
habeat  16  et  secundüs  12,  tunc  deficiunt  9  fl.  Modo  regula  dicit,  quando 
in  una  posicione  est  superabundancia  et  in  altera  defectus,  debent  simul 
addi,  et  aggregatum  ex  eis  est  divisor  communis.  Adde  ergo  2  ad  9, 
flent  11.  Postea  multiplica  in  modum  crucis  9  per  12,  fient  108;  simi- so 
liter  2  per  16,  fient  32,  que  adde  ad  108  fient  140,  que  si  diviseris  per  11 
exibunt  12j|  fl,  que  est  summa  primi,  quem  habuit.  Similiter  multiplica  9 
per  24,  exibunt  216,  et  2  per  12,  fiunt  24;  que  adde  ad  invicem,  fient  240. 

Q 

Que  si  diviseris  per  11,  exibunt  21£y  fl,  summa  secundi. 

16.  Auch  hier  kennt  der  Verfasser  mehr  als  eine  Lösung.  Allgemein  erh&It 
uan  n  Enten,  40 — 8n  Hühner,  2n  Tauben.  Die  speciellen  Lösungen  ergeben 
lieh  für  «  —  6;  12. 
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Maximilian  Gurtze: 


Fosicio  prima 

Posicio  secwnda 

Primus  12  ^ 

V            . 

-^16  primus 

Secundus  24  ^ 

^^<' 

^12  secundns 

plus    2  ^ 

1 

1 

11 

divisor 

=v    9  minus 

1 

I  Item  stmt  tres  socü  A,  B,  C  empturi  nistim  pro  34  \,  et  dicit  A  o^U 
B,  C:  quifibet  vestrum  det  medietatem  suorum  denariorum,  et  ego  meos  (nmn 
do,  et  exolvamus  nisum.  Dicit  B  ad  A,  C:  non  sie,  sed  ut^rque  vestru» 
10  da  mihi  terciam  partem  suarum  denariartim,  et  ego  meos  omnes,  exsdvamih 
nisum.  Tercius  dicit  ad  A,  B:  non  ita,  sed  ego  do  omnes  tneos  denarif^ 
et  quiUbet  vestrum  quartam  partem  suorum,  et  presuppono  quod  quiUlri 
vestrum  donat,     Queritur  quod  quUibet  häbuerit. 


16 


so 


Prima  posicio 

A.  20 

B.  27 

C.  1 
minus  21-^ 

multiplicator 


I 


17 

divisor 


Secunda  posicio 

12  A 
23  B 
21  C 

A    1 

4-^-  mmus. 
multiplicator 


A.  JO 

B.  22 

C.  26 


Sö 


I  Item  sunt  tres  sodi  empturi  eqmm  pro  30  fl.    DicU  prinnis  €td  sec%M-  -. 
dum:  da  -^  de  tuis  fl  ad  meos  et  comparabo  equum  pro  30  fl.    Dicit  secundn.^ 
ad  tercium:  da  -j  •     Didt  terdu^s  ad  primum:  da  -j  etc^.     OtAeritar  quot 

Pone  sie: 


80 


Posicio  prima 

Primus  17 
Secundus  26 
Tercius  12 
mmus  13  j 


Posicio  secunda 

19  primus 
22  secundus 
24  tercius 
1^   mmus 


12; 

divisor 


19y  primus 
21-|  secondas 
26-5  tercius 


[Item 


si  equus  emitur  pro  100  fl,  pone  duas  posiciones  falsas  illo  modc  ^ 
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Fosicio  prima 

Fosido  secunda 

Primus  66    >, 

/  62  primus 

64  primus 

Secundus  68    v 

.\^>//76  secundus 

72  secundus 

Tercius  96    ^ 

.../^^0--'72  tercius 

84  tercius 

plus  12|^ 

1 

i 

^^^^^"^"^^12y  minus 

25         j 
divisor      i 

Item   2   gesellen  haben   27   fl,   ainer  hat  mer  dan   der  ander. 
Nu    wen    der   mit   der  maisten  summ  des  andern  summ  duplirt, 
ynd   auch    der   ander   des    ersten    duplirt,    so    haben   sj  das  gelt  lo 
46  gleich  I  tailt.     Qiieritur  quot  quüihet  habuerit. 

Pone  sie  duas  posiciones  falsas: 


Prima  posicio 
Primus  10 
Secundus  17 


minus 


Secunda  posicio 

^v           ^  11  primus 

.^J^N<^^  16  secundus 

^^^^'^v    3|  plus 

4 

divisor 

lOg-  primus 
16y  secundus 


16 


Item   2    gesellen,   tU  supra,   haben    zu  tailen   8  fl.     Et  primus 
habet  3,  secundus  5.     vnd  dy  vil  sein  finstu  cursoris.     Sprich,  w 

vi 


16'  jltem  einer  hat  gelt  paj  im,  vnd  wil  tuch  kauffen,  vnd  wen 

8.  Wie  60  häufig  in  dem  Manuscripte  wechselt  auch  hier  unvermittelt  die 
Sprache  aus  dem  Lateinischen  ins  Deatsche.  An  andern  Stellen  geht  die  Sprach- 
m  engerei  so  weit,  dass  man  sich  unwillkürlich  an  Luca  Facittlo  und  dessen  ähn- 
liche Sprachmischung  erinnert  sieht.  19—22.  Diese  cursorische  Methode,  die 
auch  eine  Art  unbestimmter  Aufgaben  enthält,  hätte  sehr  gut  auch  für  die  beiden 
vorhergehenden  Exempel  benutzt  werden  können.  Ihr  Ansatz  würde  nach  der 
Art  der  Handschrift  so  ausgesehen  haben: 

,1 


19 


30^ 


-21 


.64 


/ 


looc: 


-72 


264^/ 
ö 


^84 


23  bis  S.  40  Z.  5.  Diese  Zeilen  sind  offenbar  nur  aus  Unachtsamkeit  des  Ab- 
schreibers hier  hineingerathen.  Der  Preis  ist  entweder  Fl.  3  x  —  4  oder  2x  +  10, 
wenn  die  Ellenzahl  x  gesetzt  ist,  daher  ist  a;  "»  4  -f  10.  Dann  folgt  aber  aus 
3  a;  —  4  der  Werth  der  Ellen  gleich  38  Fl. 


40 


Maximilian  Curtze: 


er  3  fl  gibt  umb  1  eilen,  so  mangelt  er  4  fl  an  zalen,  vnd  wec 
er  2  fl  gibt  pro  1  eilen,  so  pleiben  jm  10  fl  T'ber.  Queritnr  wie 
nil  hat  er  gelts  pey  jm  gehabt,  ynd  wie  uil  eilen  er  hat  kauft? 

Machs  also.  Addir  4  vnd  10,  facit  14  eilen.  Nu  mnltiplicir  14  mit  3, 
&  sunt  42,  davon  subtrahir  4,  pleibt  38  fl,  et  factum  est. 

Item  20  persone,  viri,  mulieres  et  virgines,  dividere  debent  20  ob,  H 
vir  capit  3  ob,  midier  2  ob,  virgo  1  hallensem,     Querüur,  quot. 

Pone  sie  duas  posiciones  falsas:  i 


15 


Posicio  prima 

Viri    2 

Mulieres    6 

Virgines  12 

superfluum    4 


Posicio  secu/nda 
3  viri 

7  mulieres 
10  virgines 

8  superfluum 


1  vir 

5  mulieres 
14  virgines 


n. 

I  REGULA  FALSARUM  POSICIONUM  DECLARANDA  PER  12  REGULAS- 

SIVE  QUESTIONES. 

Propositis  duobus  numeris  falsis  examinatisque  secundum  casus  proposir: 

20  exigentiam,  tunc  si  uterque  deficiat  vel  excedat,  subtrahatur  brevior  numenif 

excessus    sive    defectus   a  maiori,    et  habebitur  divisor;    deinde   multipliea 

primum  numerum  falsum  per  mendacium  secundi,   similiter  secundnm  ilt:- 

merum  falsum  per  mendacium  primi.     Horum  productorum  minus  a  maior- 

dematur,  residuum  vero  per  partitorem  parciatur,  et  patebit  numerus  vem- 

25  Si  vero  unus  deficiat  et  alius  excedat,  iungantur  simul  numeri  excessus  e* 

defectus  pro  divisore.     Facta  eciam  multiplicatione,  ut  supra,  iungantur  ir 

unum  producta,  et  parciatur  per  partitorem,   et  habebitur  numerus  veroi 

Pro  eius  exemplari  declaracione  aliquas  ponam  questiones  propter  einr 

variam  applicacionem  ad  diverses  casus. 

80  Prima  questio, 

Quidam  habet  läboratores  et  peamias  eis  distribuendas,  quarum  si  cuilil'' 
daret  7  solidos,  retineretur  30  solidos.    Proponit  ergo  cmlibet  dare  9  solido?. 

6—15.  Hier  ist  die  gefundene  Lösung  die  einzig  mögliche.  Die  allgemeii:«' 
Lösung:  3n  —  2  Männer,  10-5»  Frauen,  12  +  2n  Jungfrauen  hat  nur  ü: 
n  =  1  positive  Werthe.  30  bis  S.  41  Z.  16.  Die  Aufgabe  ist  analog  der  ob« 
ohne  posicio  falsa  gelösten. 
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et  tcdi  casu  deficiunt  d  30  sölidi:  queritur,  quot  fuertmt  läboratores  et  quot 
hahuerit  solides. 

Coniectatur  primo  fuisse   20  läboratores,   quorum  cxdlibet  si  dederit 

7  solidos,    eront   140    solidi;    retinuit    30  in  tali  distribncione,   oportebat 

ergo  ipsum  habere  170  solidos.    De  qnibus  si  cuilibet  vellet  dare  9  solidos,  6 

fient  180  solidos.    Debaerint  namque  in  tali  distribncione  provenire  200 

B  solidi,  de  quibus  deficiunt  |  20.   Primus  ergo  numerus,  scilicet  20,  deficit  in  20. 

Coniectatur  ergo  läboratores  fuisse  40,  quomm  cuilibet  si  dederit  7 
solidos,  fierent  280,  et  quia  retinuit  in  tali  distributione  30,  oportuerit  ipsum 
habere    310    solidos.     De    quibus    si  y eilet  dare   cuilibet  9,    fierent   360;  lo 
debuerint  namque  in  tali  distribucione  provenire  340,  que  supergrediuntur 
in  20.     Secundus  ergo  numerus,  scilicet  40,  excedit  in  20 
20,  minus  20 


40^  plus    20 


40  divisor. 


Modo  iuxta  regulam  operare,  et  est  numerus  laboratorum  scilicet  30;  i6 
habuit  ergo  240  solidos,  ut  patet  practicanti. 

Secunda  qmstio. 
Quidam  convenit  qtiendam  ad  laborandum  per  40  dies  continuos  tali 
foedere,  quod  quolihet  die,  quo  läboraret,  dar  et  ei  7  denarios,  et  quolihet 
'  die,  quo  non  läboraret,  restikieret  5  denarios.  Hie  enim  mercenarius  pado  » 
inito  primUus  diligenter  laboravit,  et  paulatim  post  distentavit  täliter,  quod 
tempore  completo  nihil  mercedis  ohtinuit.  Queritur,  quot  diebus  laboravit,  quo 
scito  sdetur  eciam  tempus,  quo  vacavit. 

Coniectatur  ipsum  laborasse  30  diebus,  quibus  lucratus  fuisset  210  a. 
Vacasset  ergo  10  diebus,  quibus  restituisset  50  A,   et  sie  obtinuit  adhuc  85 
160  A,  in  quibus  160  primus  numerus,  scilicet  30,  excedit. 

Coniectatur  ergo  ipsxun  laborasse  25   diebus,   quibus  lucratus  fuisset 
175  A.     Vacasset  igitur  15  diebus,  pro  quibus  restituisset  75,  et  sie  adhuc 
obtineret  100  A,  in  quibus  100  secundus  numerus,  scilicet  25,  excedit. 
30    plus  ^160 

25"^  plus    100 
I  Modo  iuxta  regulam  operando  patet,  quod  laborayerat  1 6  diebus  et  y ; 
vacayerat  ergo  23   diebus  et  y,  et  lucratus  fuit  116  A  et  y,  et  tantum 
eciam  obtinuit  ipsum  restituere  etc'. 

17  u.  ff.  Diese  Aufgabe  war  eine  sehr  beliebte  unter  den  Rechenlehrern;  wir 
i  werden  ihr  sp&ter  bei  den  Beispielen  zur  Algebra  wieder  begegnen. 


30 

60  divisor. 


42  Maximilian  Curtze: 

Tercia  guesUo, 

Qmdam  peciit  a  socio  suo,  quot  haberet  denarios,  et  respondit:  Si  haberm 
adhuc  tcmtum,  gturnkm  haheo,  et  dimidietatem  sui,  pro  dimidietoie  ton^im 
in  tercia  et  qua/rta  partüms  tani/um  et  ohohxm  sive  dimidni^n  denarium. 
^haherem  200  \'     QiAerihir,  quot  habuit  denarios. 

Goniectatur  ipsam  habiiisse  60  A.  Si  ergo  habnisset  adhuc  tantim 
scilicet  60,  et  y,  scilicet  30,  ©t  y  et  ■^,  scilicet  20  et  15  et  1  dimidium  a 
habuisset  185  et  y;  deficit  ergo  primtis  numerus  scilicet  60,  in   14  et  | 

Goniectatur  secundo  ipsum  babuisse  12  A.  Si  ergo  habuisset  adhuc 
10  tantum  et  y  et  y  et  y  tanti  et  obolum,  habuisset  37^  ^.  Deficit  ergo 
secundus  numerus,  scilicet  12,  in  162y 


60v^minus  ,  14y 


12'^minus"162y 


148  divisor. 


Modo  iuxta  regulam  operando   patet,   quod  habuit  64  A   cnm  ^,  n: 
15  late  examinanti  clarescet  casum. 

Quarta  questio, 

Quidam  vemt  ad  portum  navi  onerata  sua  60  pipis  vini.  Tenebahtr  sti- 
vere  tribtUum  cerium  theolenario,  qui  cum  non  haibuisset  pecunias,  ded- 
theolenario  pipam  vini,   et  ipse  restituit  ei  30  soUdos.     De  post  vemt  \  aitfTi 

20  ad  ewnd/wm  portum  navi  sua  onerata  200  pipis,  qui  sinntUer  debdnU  tribuim^ 
solvere  theolenario.  Hie  cum  venisset,  pecu/nia  ei  deficiebat,  dedit  edam  pipm 
vini  et  20  solides,  et  satis  fecerant  ambo  theolenario,  Queritur  de  jw«^- 
pipe  vini. 

Goniectatur  primo  ipsam  valuisse  40  solides.     Primus  ergo  qui  dedi: 

85  pipam  valoris  40  solidorum  et  recepit  30  solides,  solvit  10  solides  pr 
suis  60  pipis.     Inquire  ergo  secundum  regulam  proporcionum :   si  60  pi}*^ 

solvant    10,    quantum    debeant    solvere    200?       c^r^/        i     Patet,    quc-d 

33   solides  et  y  solidi.     Secundus  enim  dedit  pipam  valentem   40  solido:: 
et  cum  hoc  20  solides,   supergreditur  ergo  numerum  solvendum  26   et   *. 
80  qui  est  excessus  primi  numeri,  scilicet  40. 

Goniectatur  igitur  secundo,  pipam  valuisse  50  solides.  Primus  igitnr 
qui  dedit   1  pipam  et  recepit  30  solides,  solvit  20  solides,   oportet  erg« 


16  u.  ff.  Auch  diese  Aufgabe  kommt  in  etwas  anderer  Fassung  sp&ier  wieder 
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secundus  66 j  solvere   inxta   regtdam    proportionum.     Qui  secimdus  dedit 
pipam  yaloris  50  solidomm  et  cum  hoc  20  solides ;  solvit  nimis  3  et  y 

40    plus/26j 


50""plu8"^"3j 


23.   divisor. 


'8 


Modo   operando   iuxta  regolam  patet  valor  pipe  scilicet  51  solidomm  5 
49'  et  Y  solidi,  ut  patet  clare  practicanti.  | 

Quinta  questio. 

Stmt  duo,  quarum  primus  didt  sectmdo,  ut  det  seamdus  ptimo  1,  et 
erit  ei  equalis;  didt  secimdus:  non  sie,  sed  da  mihi  1  de  tuis,  et  ero  tibi 
miUeouplus.     Queritur,  quantum  habet  quüibet.  lo 

Coniectatur  primo  primum  habere  2.  Oportet  ergo  secundus  habere  4, 
de  quibus  dabit  primo  unum,  et  erunt  equales  in  temario.  Si  ei^o  primus 
de  suis  2  dederat  1  secundo,  retinebit  1,  et  sie  secundus  haberet  5,  et  quia 
secundus  diceret  esse  millecuplus  ad  primum,  oportet  ipsum  habere  1000, 
a  quibus  distat  sive  defecit  in  996  pro  defectu  primi,  scilicet  2.  i5 

Coniectatur  secundo  primum  habere  3.  Oportet  ergo  habere  secun- 
dum  5,  qui  cum  daret  primo  1,  haberent  äquale,  scilicet  4.  Si  ergo 
primus  daret  secundo  1,  retineret  primus  2,  et  secundus  haberet  6.  Qui 
cum  diceret  esse  millecuplus  ad  primum,  oportet  ipsum  habere  2000,  a  quibus 
distat  in  1994  pro  defectu  secundi,  scilicet  3.  so 

2^inuS/995 

^^^<^  999  divisor. 

3  minus  1994 

Modo  iuxta  regulam  operando  patet,  quod  primus  habuit  unum  et  ^^ ; 
oportet  ergo  habere  secundum  3  et  ^,  ut  patet  intuenti  clare. 

Äd  idem,  ss 

Sunt  3,  quorum  primus  didt  secundo,  tU  det  d  unum,   et  erit  primus 
secundo  equaUs,     Didt  secundus  terdo,  ut  terdus  det  d  unum  de  suis,  et 
60  erit  d  duphis.     Didt  terdus  primo,  ut  det  d  unum,   et  erit  terdus  \  primo 
tripUts.     Queritur,  qunntum  hdbeat  quilibet, 

Coniectatur  primo  primum  habere  3,  oportet  ergo  secundum  habere  6,  so 
qui  cum  dedit  primo  unum,    erunt  equales.     Secundo  habente   5   oportet 
tercium  habere  4,    qui  cum  dederit    secundo  1,   erit  secundus  duplus  ad 

7  u.  ff.  Ebenso  findet  sich  diese  Aufgabe  wörtlich  wieder  als  Beispiel  zu  den 
Begeln  der  Algebra. 


44  Maximilian  Curtze: 

tertium.  Tercio  ergo  habente  4  et  peiente  1  a  primo,  retinebit  prirnns  2. 
et  haberet  tercias  5,  qoi  iuxta  casum  deberet  habere  triplnm,  scilicet  6. 
a  quibus  deficiet  in  uno. 

Coniectator  aliter  primam  habere  5  et  secundom  habere  7,  et  oport^ 
5  nunc  tercinm  habere  5.    Qoi  si  dederit  secnndo  nnnm,  tunc  esset  ei  secondni 
duplns.     8i  ergo  tercias  petit  a  primo  1,  retinebit  primns  4,   et   terdiii 
habebit  6,  et  deberet  esse  triplnm,  scilicet  12,  a  qnibus  deficinnt  6. 

3,  minuS/1 


5^  minus  6 


5  diyisor. 


10  Modo  iuxta  regulam  operando  oportet  sie,  quod  primus  habnit  2  et  ^ . 

oportet  ergo  secundum  habere  4  et  y,  et  tercium  3  et  y,  nt  pate: 
practicanti. 

Iste  enim  est  modus  examinandi  tales  casus,  si  eciam  essent  4,  aui  5. 
aut  plures;  eciam  si  in  alia  proporcione  et  numeris  variarent  casus. 

16  Sexta  questio, 

Quiäam  emit  3  pannos  precio  30  regalium  et  7  solidarum;  re^? 
enim  vcUd  30  solides.  Quorum  pannorum  secundus  fuit  \  emptus  precio  duj' 
supra  primum  et  cum  hoc  5  sölidis  ultra,  Tercius  vero  fuit  emptus  pro< 
triplo  super  primos  duos  et  cum  11  solidis  ultra,     Querüur  de  vaiore  si'^ 

^0  precio  cuiuslihä, 

Coniectatur  fieri  emptum  primum  5  regalibus,  fuit  ergo  secundTL^ 
pannus  emptus  10  regalibus  5  solidis,  et  tercius  45  regalibus  et  26  solidif 
qui  valores  seorsum  collecti  faciunt  61  regalia  1  solidum,  qoi  excedur: 
numerum  propositum  in  30  regalibus  et  24  solidis. 

25  Coniectatur    secundo    primum    pannum    foisse    emptum    2    regalibiis. 

Fuisset  ergo  secundus  pannus  emptus  4  regalibus  5  solidis,  et  terciui 
18  regalibus  26  solidis.  Qui  valores  collecti  faciunt  24  regalia  31  solid«--, 
qui  deficiunt  a  numero  proposito  in  5  regalibus  et  6  solidis. 


5.  plns^  30^ 
w  2  minus     6^ 


36  diyisor. 


Modo  iuxta  regulam  operando  patet,  quod  primus  pannus  valet  2  r^g^Lt 
13   solides;  valuit  ergo   secundus   5   regalia  et  1   solidum;    oportuit  ei^ 
quod  tercius  valuit  22  regalia  et  23  solides,  ut  patet  intuentL 
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Questio  septima. 

Tres  emeru/nt  navem  100  scuHs,  quorum  primus  petivU  -j  a  secundo 
et  cum  suis  pecumis  solveret  navem,  scUicet  100  scuta.  Dixit  secundus 
tercio,  ut  tercius  dar  et  secwndo  -j,  et  secundus  cum  suis  pecuniis  additis 
61  solveret  100  sctäa.  Dixit  tercius  \  primo,  ut  ei  daret  j  de  pecuniis  suis,  et  6 
ipse  cum  suis  pecuniis  adiunctis  solveret.  Queritur  quantum  quüihet,  vel 
quantum  primus  habuit,  quia  scito  uno,  ita  et  alii  scieniur, 

Coniectatur   primnm   habere    60;    oportet  ergo   secundmn  habere   80, 
cum  cuius   2    primus  solveret  100  scuta.     Et  secundo  habente  80  oportet 
tercium  habere   60,    quia  secundus  cum    ^   tercii  solveret  100.     Et  tercio  lo 
habente   60    et   petente   -^    a    primo    solveret   75,   et  sie  primus  numerus 
scilicet  60  deficit  in  25  minus. 

Coniectatur  secundo  primum  habere  68;  oportet  ergo  habere  secundum 
64,  cum  cuius  -^  primus  solveret  100.     Secundo  igitur  habente  64  oportet 
tercium  habere  108,  cum  cuius  y    secundus   eciam   solveret   100.     Tercio  i5 
vero  habente  108  et  capiente  -^  a  primo  solveret  ipse  125,   et  sie  excedit 
in  25. 


60  minus  .25 


50  divisor. 


68    plus  "25 

Modo  iuxta  regulam  operando  patet,  quod  primus  habuit  64 ;  oportet  20 
ergo  secundum  habere  72  et  tercium  84,  ut  patet  etc*. 

Äd  idem. 

Sunt  J2,   quorum  primus  päit   a  secundo    j    suarum  pecuniarum,    et 
primus    emet  pannum    40   solidorum.     Petit  secundus   a  primo    -j    suarum 
pecuniarum,  et  ipse  secundus  emet  et  solvet  pannum  40  solidorum.    Queritur,  25 
quantum  habet  quUihet. 

Oonietatur  primo  primum  habere  14;  oportet  ergo  secundum  habere  39, 
cum  cuius  y,  scilicet  26,  primus  solveret  40.  Habente  igitur  secundo  39 
et  capiente  ^  ^®  primo,  scilicet  6,  solveret  45,  et  sie  excedit  in  5. 

Coniectatur  secundo  primum  habere  21;  oportet  ergo  secundum  habere  28  so 

1  2 

cum  2,  cum  cuius  y,  scilicet  19,  primus  solveret  40.    Habente  igitur  secundo 

61'28j|   et  capiente  |  y  a  primo,  scilicet  9,  solveret  37 g,  et  sie  deficit  in  2^  • 

2—21.  Mit  verändertem  Wortlaut  die  Aufgabe,  welche  S.  38  Z.  22  bis  S.  89  Z.  7 
abgehandelt  wird.    Das  Resultat  ist  natürlich  beide  Maie  das  nämliche. 


46  Maximilian  Curtze: 

14^  plus^ö 


21 'minus  2y 


7y  divisor. 


Modo   inxta    regulam  operando  patet,    quod  primus  habet  18  etj. 
oportet  ergo  secundum  habere  32  directe. 

ß  Odava  quesHo. 

Quidam  Habens  peamiam  dixit  primo  sodorum  suorum,  ut  daret  ei  in- 
tum,  sicud  esset  -^  ülias,  quod  habuerit,  et  ei  redderet  7.     Consequmter  \ 
ad  secundum,  cui  dixit,  ut  daret  ei  tantum  sicud  (!)  essent  -^  suarum  pecumm 
et  ei  redderet  11.    Consequenter  ivit  ad  tercium.    dixit  ei,  ut  daret  sibi  te«^«'* 

10  quantum  haheret,  et  redderet  ipsi  10.  Consequenter  ivit  ad  quartum,  cui  d'- 
da  mihi  duplum  ad  id,  quod  häbeo,  et  eius  ^  ,  et  reddam  tibi  200,  et  fim' ' 
nihil  obtinuit,     Queritur  quantum  habuit  primus. 

Goniectatur  primo  ipsum  habuisse  33,  cuius  y  si  secundus  ei  dediss«' 
scilicet  22,  habuisset  55,  de  quibus  ipsi  primo  restitnisset  7,  detinuisset  4> 

15  Cum  quibus  venisset  ad  secundum,  qui  illius  ^i  scilicet  36,  ei  dedisset;  t? 
ei  restituisset  11  et  obtinuisset  73.  Cum  quibus  venit  ad  tercinin,  i-^ 
dedit  ei  tantum;  et  restituerat  ei  10  |  obtinuit  ergo  136.  Cum  quibns  U' 
venit  ad  quartum,  qui  dedit  ei  duplum  illius  et  y  eiusdem,  cui  cum  re>*: 
tuisset  200,  retinuit  adhuc  262y 

ao  Goniectatur  secundo  ipsum  habuisse  45,  cuius  j,  scilicit  30,  ei  de:' 

secundus,  et  ipse  secundo  restituit  7,  obtinuit  ergo  68;  cum  quibus  vei 
ad  tercium,  qui  ei  dedit  ^  de  68,  scilicet  51,  et  ipse  restituerat  11,  obtiou 
ergo  108;  cum  quibus  venit  ad  tercium,  qui  dedit  ei  tantum,  et  restitii 
ei    10,    obtinuit    ergo   206;    cum  quibus  venit  ad  quartum,  qui  dedit 

25  duplum  illius   et  eciam  eius  y,  cui  cum  restituisset  200,  obtinuit  adb: 


500  et  I-  . 

^  33  ,  plus /262|- 

45     plus    500f 


238  divisor. 


Modo   iuxta  regulam  operando   patet,  quod  habet  primus  19  et  ^. 


»0  cum  ad  secundum  venisset  habuit  25  et  ^^^  •  Ad  tercium  dum  venisset,  habi 
34  et  ^^«  Ad  quartum  autem  cum  venisset,  habuit  58  et  *^,  que  cn. 
ezpedivisset,  optinuit  200,  ut  patet  clare  casum  examinanti. 
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Nona  questio. 

Septem  ova  dempUs  2  denariis  sunt  empta  pro  5  \  et  uno  ovo:  queritur 
quanti  prem  est  ovum. 

Coniectatur  primo  ipsum  valere  5  A;  valerent  7  35,  preter  2  denariis 
essent  33  A,   qui  deberent  tantum  esse  5  '^   et  unum  ovum  talis  precii,  ^ 
i'scilicet  5  A  I,  scilicet  10,  qui  excedit  primus  numerus  in  23. 

Coniectatur  secundo  1  ovum  valere  4  A;  valerent  ergo  7  28,  preter  2  \ 
essent  26,  qui  esse  debent  tantum,  quantum  5  A  et  unum  ovum  eiusdem 
dem  precii  aut  valoris,  scilicet  4  A,  et  sie  essent  9  \  qui  excedit  secun- 
dus  numerus,  scilicet  falsus,  scilicet  4  in  17.  lo 

ö^lua     23  I 

^\<^        6  divisor. 
4     plus"  17' 

Modo  iuxta  regulam  operando  patet  numerus  verus  valoris  ovi,  scilicet 

1  7 

1  denarii  et  ^  denarii.    Ad  probandum  die:  1  ovum  constat  y,  quot  7  ova? 
facit  8  Ä  g  •     Depone  2  A ,  remanebit  6^ ,  et  hoc   est  5  A    et  1   ovum,  i5 
quia  1  ovum  constat  ly  A. 

Äd  (dem. 

4  ova  demptis  2  denariis  emu/ntur  pro  7  \  ei  ovo,  queritur  quantum 
preciu/m  est 

Omnino  iuxta  regulam  operando  patet,  quod  ovum  valet  3  A  so 


4  plus    3 

5  plus    6 


3  divisor. 


Questio  decima, 
Quidam  transiens  vicum  peciit  a  quodam,  quot  essent  höre.    Cui  respon- 

2  3 

dehat:  quia  dies  est  12  horarum  ariificialium  et  sunt  —  preteriti  et  -j  futuri  25 
simul  iuncte.     Et  verum  diotit.     Queritur,  quot  fueru/nt  höre, 

Coniectatur  12  fuisse  horas,  cuius  y  sunt  8,  et  j  sunt  9,  usque  ad 
complementum  12  horarum  sunt  3,  qui  simul  iuncte  faciunt  11  et  non  12, 
scilicet  minus  una. 

Coniectatur  secundo  faisse  6  horas,  cuius  vel  quarum  ^    facit  4,  et  so 

s  1 

temporis  futuri  usque  ad  complementum  12  horarum  ^  sunt  7^  ,  qui  simul 

iuncte  sunt  Hji  q^^  deberent  esse  6  tantum,  et  sie  excessus  est  in  5^  .  | 


48  Maximilii^ii  Gnrtze: 

12.  minus ^1 


6     plus     5y 


6^  divisor. 


Modo  iuxta  regulam  operando  patet  numerus  yems  horarnm,  seiliy 
quod  fuerunt  11  cum  j^. 
6  Undecima  questio. 

Quidam  mercator  a  quodam  cupit  emere  100  U  cere  antique  et  non  j 
18  scutis.     Ipse  enim  vendüor  vendit  quintale,  quod  est  100  U,  anüqu* 
pro  10  scutis,  et  nove  pro  20  scutis.    Modo  querüur  quot  Uhre  aniiquf 
et  quot  U  nove  sibi  veniunt  pro  18  scutis  facientes  simui  unum  quMt 
10  Coni^ctatur  primo,  quod  ei  veniunt  40  ü  antique,  ille  enim  Tendui - 

4  scutis;  et  cum  caperet  40  antique,  reciperet  nove  60,  que  valent  12,  . 
cum  4  primis  additis  essent  16,  et  sie  essent  minus  2  pro  40. 

Coniectatur    secundo    ipsum    recipere    30    antique.     lÜe  Tendnntor 
scutis,  et  reciperes  tunc  70  nove,  que  vendentur  14,  et  sie  posito  30  tv 
li  minus  in  uno. 


40^inus^2 
30"  minus   1 


1  divisor. 


Modo  iuxta  regulam  operando  patet  numerus  verus  antique  cere  scilice: : 
que  valent  2  scuta,  et  nove  80  erunt,  que  valent  16,  et  sie  patet  solu 
so  Nota  in  idem,   quod  si  casus  ponetur  de  tribus  differentiis  cer^ 

alterius  rei,  aut  de  pluribus  dififerentiis,  tunc  per  has  posiciones  non  ik>* 
inveniri,  nee  per  regulam,  quia  non  semper  uno  numero,  sed  plnribus  u* 
casus  stare  possunt. 

Exempli  causa  quidam  vendit  de  prima  differencia  pro  10  scuit' 
«5  secunda  pro  25,  de  tercia  pro  20  scutis  ipsum  quintale.     Quidam  cupit  '•» 
quintale  aggregatum  ex  omnibus  pro  18  scutis:  querÜur,  quantum  hak^'' 
qualibet  differentia. 

Una  recipiendo  de  prima  40,  de  secunda  40,  de  tercia  20. 

Alia  recipiendo  de  prima  30,  de  secunda  20,  de  tercia  50. 

20—29.  Hier  behauptet  der  Verfasser  also,  dass  unbestimmte  Aufgab  ^ 
der  regula  faisi  nicht  zu  lOsen  gehen,  und  giebt  als  Grund  die  mehifachen  Wett 
an,  welche  die  Unbekannten  erhalten  können.  In  dem  vorliegenden  Beispiele- 
allgemein  A  ^  20  +  t,  B  '^  2t,  C  =*  80  —  Zt.  Die  beiden  vom  Yerhsa&f 
gebenen  Speciallösungen  ergeben  sich  für  f  =  20  und  für  t  «  10.  Obwohl : 
mehrfach  ähnliche  Aufgaben  durch  die  Regel  vom  falschen  Ansatz  zur  U-- 
gebracht  sind,  so  lässt  sich  diese  doch  in  unserem  Falle  nicht  anwenden^  ^  ^ 
Erfordernis  dazu  —  dass  nämlich  die  Anzahl  der  zu  theilenden  Sachen  uc^ 
zu  zahlende  Preis  einander  gleich  sein  müssen  —  hier  nicht  zutrifft  hi  ^ 
ganzen  Zahlen  findet  man  freilich  durch  die  Regula  falsi  stets  eine  Lösosg 
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Duodecima  conclusio(f). 

Est  enim  facilis  et  terminabitur  per  modum  resolucionis  a  posteriori, 
quamvis  posset  eciam  regula  ista  manifestari,  et  est: 

Quidam  intranf  ortum,  qui  habet  4  portas,  et  coUigit  poma,  qui  eocitum 
petens  a  primo  dat  primo  -^  omnium  et  -^  unitis  integri,     Consequenter  se-  5 

2  3  3  3 

cwndo  dat  y  omnimn  et  y  'wnms   inte^i;   tercio   vero  dat    ^   omnium  et  -^ 

4  4 

unius  integri;  quarto  autem  dat  —  omniwm   remanencium  et    -  unit^  ultra 
intcgri,  et  retinet  tantum  2  in  fine.     Queritur,  quot  fuermt  in  prindpio. 

Quia  remanserunt  2  et  ultimo  dedit  ^  ultra,  ipsa  2  in  5  duc,  et 
erunt  10,  quibus  adde  -^  ultra  datas,  et  erunt  14  poma,  que  habuit,  cum  lo 
yenisset  ad  quartum.  Ipsa  igitur  14,  quia  tercio  dedit  ^  ,  duc  in  4  et 
supemdde  ^  ultra  datas  et  babebis  59.  Consequenter,  quia  secundo  dedit  j  , 
ipsa  59  in  3  multiplica  et  —  producto  superadde,  et  habebis  179,  que 
54  habuit,  cum  ad  seeundum  yeniret,  que  dupla,  et  unitas  |  superaddita  dat 
quesitum,  scilicet  359.  i6 


IIL 

33'  Machmet  in  dem  puech  algebra  und  almalcobula  hat  gepruchet  dise 

wort:  census,  radix,  numerus.  Census  ist  ain  jede  zal,  die  in  sich  selb 
multiplicirt  wirt,  daz  ist  numerus  quadratus.  Radix  ist  die  wurcz  der  zal 
oder  dez  zins.  Numerus  ist  ain  zal  für  sich  selb  gemercket,  nit  alz  sie  ain  so 
zins  oder  ain  wurcz  ist.  Aus  den  dingen  merkt  er  6  ding:  das  erst,  wann 
der  census  sich  gelichet  den  wurczen;  daz  ander,  so  der  census  sich  ge- 
liehet  der  zal;  daz  drit,  so  sich  dye  zal  gelichet  den  wurczen;  das  4  so 
sich  der  census  und  die  wurczen  gelichent  der  zal,  als  ob  man  spreche: 
ain  census  ynd  10  wurcz  gelichent  sich  32;  das  fünft  ist,  so  sich  der  25 
census  ynd  die  zal  gelichend  den  wurczen;  das  sechst,  so  sich  die  wurczen 
ynd  die  zal  gelichent  dem  census. 

Dar  ymb  Sprech  ainer:  gib  mir  ain  zensus  ynd  zuech  daryon  sin  wurcz, 
ynd  yon  dem,  daz  yberbelyb  an  dem  census,  zuech  och  ausz  dye  wurcz;  die 
zwo    wurcz   tue   zesamen,  daz   2  zal  darausz  werden.     So   aber  daz  nit  in  so 

1—15.  Diese  LOsung  ist  mit  der  regula  versa  des  Leonardo  Pibamo,  und  also 
indirekt  mit  der  sogenannten  XJmkehru/ng  der  Inder  identisch,  zugleich  mit  der 
regula  sermonis  der  Araber,  aus  welcher  letztem  Quelle  sowohl  Leohabdo  als  unser 
Verfasser  geschöpft  haben  dürften.  25.  Hier  hat  Gekhardt  schon  darauf  auf- 
merksam gemacht,  dass  wohl  ein  Schreibfehler  für  89  yorliegt,  da  daon  die  Auf- 
gabe mit  der  des  Muhammsd  Alchwabizmi  identisch  wird. 

Abh.  snr  OMcb.  der  Mathem.  yil.  4 
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der  sechs  regel  ainer  stat,  {  so  bring  es  in  ain  regel  also.  Es  sollen  c: 
zwo  wurcz  2  numero  gelich  gesin,  so  kompt  es  in  die  dritten  regel:  dr 
vmb    zuech    ab    von    den    2   numero   die   wurczen   dez   census,    so   beljbr: 

2  minder  der  wurczen  desz  zins,  dasz  selb  belybend  ist  geljch  der  wunz^: 
6  desz,   dasz  ain  census  uberbelybt  sein  wurcz  darvon  gezogen   wurt,  daz  du 

aber  habest  des  geljch,  unsz  daz  uberbelybt,  so  multiplicir  die  2  dragmas 
minder  ainer  wurczen  in  sich  selb,  so  komen  4  dragma  vnd  ain  zins  mind«-: 
4  wurczen,  daz  wurt  gelich  dem,  daz  uberbelybt  an  dem  census,  wann  sci: 
wurcz  darvon  wart  gezogen.  Nu  zuech  darvon  dye  gemindert  wurcz,  ^ 
10  belybt  1  census  vnd  4  dragme  gelich  ain  census  vnd  3  wurcz.  |  Xu  r. 
baidenthalb  den  zins  darvon,  so  beleybt  dennocht  dasz  ubri^  gelich,  däs: 
ist,  4  dragme  sind  gelych  3  wurczen.     So  musz  ain  wurcz  1—   sein,  was: 

3  mal  ly  macht  4.  Multiplicir  ly  in  sich  selb,  so  kompt  ^,  daz  ist  d-: 
census,  vnd  sein  wurcz  ist  ly ,  vnd  wann  tue  ly  tust  von  ^  ,   so  belyb  I 

15  die  wurcz  von  y  ist  y,  die  y  tue  zu  der  wurczen  y,  daz  ist  ly ,  maci* 
2  gancz.  1461.     Erasmi   martyris. 


IV. 
;  REGULE  DELACOSE  SECUNDUM  6  CAPITULA, 
vnd  mit  den  selben  capitel  mag  man  alle  rechnung  machen,  vnd  haissen  jüsv 
«0  Das  -erst:  Cosa  gleich  numero, 

Das  ander:  Censo  gleich  den  numero. 
Das  dritt:  Cosa  gleich  censo, 
Das  viert:  Censo  vnd  cosa  gleich  numero. 
Das  fünft:  Censo  vnd  numerus  gleich  cosa, 
25  Das  sechst:  Cosa  vnd  numerus  gleich  censo. 

Nu  merck,  wen  du  ain  rechnung  machst,  als  du  furpas  werdest  sehe:, 
es  musz  der  capitel  aines  gleich  sein,  darnach  das  selbig  capitel  ist,  «^ 
musz  mit  der  regel  gemacht  werden. 

12.  GsRHABDT  setzt  hinter  sein  einen  Punkt  und  beginnt  dann  mit  Wann  des 

Satz  60,  als  ob  er  die  BegründuDg  ffir  das  Folgende:  MulHpUeir  1~   wäre.    Nii 

hat  aber,  und  der  Sinn  wird  mir  auch  recht  geben,  wann  hier  die  Bedeutung  ke 

weil  oder  denn,  und  begründet,  weshalb  a:  =  ly  sein  mnss,  wenn  4  »=  3j  ist 

Bei  Yergleichung   unseres  Textes   mit   dem  Gebhabdts  werden  auek   sonst  ncd 
mehrfache  Unterschiede  zu  Tage  treten. 
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CapUulum  primum. 
Wen  der  numerus  gleich  ist  cosa,  das  ist,  wen  dy  zal  gleich  dem  ding 
S7  ist,  so  sullen  wir  dy  zal  tailen  |  in  daz  ding,  id  est  in  den  eosa,  vnd  was 
dar  aus  kumbt,  als  vil  ist  das  ding  wert. 

Capitulum  secundum,  6 

Wen  das  ding  ist  gleich,  das  ist  censo  gleich  der  zal,  so  sol  man 
tailen  dy  zal,  id  est  den  numerus,  mit  dem  censo,  vnd  was  ausz  der  tailung 
kumbt,  Badise  quadra  von  der  selbigen  zal  ist  daz  ding  wert. 

Capitvltim  terdum. 
Wen  das   ding  ist  gleich  dem  censo,  so   sol  man  das  ding  tailen  in  lo 
den  censo,   vnd  was  dar  ausz  kumbt,  vnd  als  vil  ist  das  ding  wert,  id 
est  cosa. 

Capüidum  quartum. 

Wen  dy  zal,  id  est  numerus,  gleich  ist  dem  ding,  id  est  cosa,  vnd 
37'  dem  censo,  so  sol  mansz  tailen  mit  dem  censo,  dar  |  nach  das  cosa,  id  est  n 
ding,  halbs  taylen,  vnd  das  selbig  halbtayl  schol  man  furpas  in  sich  machen, 
vnd  was  es  dann  trift,  auf  dy  selbig  summa  soltu  darnach  dy  zal  darzu- 
thun,  ynd  radix  in  der  selben  snnuna  untemand  mynder  den  halbtail  von 
dem  ding  ist  das  ding  wert. 

Capitulum  quinttim,  20 

Wen  das  cosa,  id  est  ding,  gleich  der  zal,  id  est  numero,  vnd  dem 
censo,  so  soltu  tailen  mit  dem  censo  alle  ding,  vnd  das  ding  halbs  tailen, 
ynd  far  daz  selbig  halbtail  in  sich  selb,  das  das  selb  halbtail  von  dem 
ding,  vnd  von  der  sum  schol  man  abziehen  dy  zal.  ain  radixe  von  dem 
selbigen  abgezogen  ist  das  ding  wert.  25 


2—4.  Das  ist  ax  ^  b.  x  «  —  •        6—8.  Hier  hat  sich  der  Verfasser  zuerst 

a 

verschrieben,  indem  er  sagt:  Wen  das  ding^  er  verbessert  sich  aber  sogleich,  indem 

er  hinzufügt,  dcts  ist  censo.    In  Zeichen:  a«*  =  6,  o:  «1/—.       10—12.  Das  ist 

ax*  =  hx.  X  —  —  •        14 — 19.  Das  ist 
a 


ax^  +  bx^c;    x^  +  ^-x^^;    x -l/f  AV^.  1  _  A . 
^  '         ^  a  a'  r\2a/^a        2o 

-25.  Es  soll  sein  ax*  +  c  ^  bx;  x^  +  -^^-x;  x  -  ^  -l/fAV  _  1 . 

'         *    a       a    '  2a      V  \2a/        a  ' 

ein  Commentaior  zu  der  QvBHABDTSchen  Algebra  ~  siehe  unten  —  kennt  auch 

bei  der  Wurzel  das  -|- zeichen. 

4^ 


21 
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Exemplum.     80   drittail   aines  hallers   wie   uil  fl.  es  macht.     Macbs 
als  do  stet  y  pro  1  Haller,  wie  80.  |  facit  1  fl.  6  -5^  y  ains  Hallers.  i': 

Capiiulum  sextum. 

Wen   der  censo  ist  gleich  dem  ding  und  der  zal,  so  schol  man  taileB 

5  mit  dem   censo,   vnd   das  ding  y  tail,   vnd  fürsz  in  sich  selbs,   multiplicir 

für  sichs  selbigen  -j  tail,  vnd  das  es  trift,   soltn  dy  zal  darzu  thuen,  vnd 

dy   radix  von   dem   selben   summe   vnd   auch  das  y  von  dem   ding  ist  das 

ding  wert. 

Mmxk,  was  censo,  ding  wnd  cuho  ist. 

10  Multiplicir  ding  wider  ding,  macht  censo: 

Multiplicir  ding  wider  censo,  macht  cubo. 

Multiplicir  ding  wider  cubo,  macht  censo  de  censo. 

Multiplicir  censo  de  censo  wider  ding,  macht  du*  cubo. 

Multiplicir  censo  wider  censo,  macht  censo  di  censo. 
15  Multiplicir  cubo  wider  cubo,  macht  cubo  di  cubo. 

I  Exemplmn  de  prmo  capiMo. 
Mach  aus  10  zwai  tail,  vnd  das  gr6st  tail  in  das  ander  tail 
vnd    das    aus    der   tailung   5    chumbt:    wie    uil    ist    ittlichs    taih 
gewesen? 

so  Machs  also,     nym,   das  1  tayl  say  1  ding,  id  est  cosa,   so  mnsz  dis 

ander  tail  10  mynder  1  dings  seyn.  Nu  tail  10  mynder  1  dings  in  1  dißg. 
vnd  sol  5  aus  der  taylung  komen.  vnd  darumb  das  man  in  1  ding  mt 
mag  taylen,  mustusz  also  tailen.  10  mynder  1  dings  mustu  taylen  ii 
1  ding,  vnd  5  soll  treffen  aus  der  taylung.     Nun  multiplicir   5    wider  aii 

S6  ding,  das  was  der  tayler,  so  sol  das  komen,  das  man  getaylt  bei,  das  wa5 


1—2.  Dieses  Exemplum  ist  natürlich  nur  durch  die  Schuld  des  Abschreiben 
aus  einer  Randglosse  in  den  Text  gekommen.        4—8.  Das  ist  ax*  »>  hx  -fr. 

bei  //  h  \*      c^        h 

Ä*  «  —  ar  -f  — ;  a:  =  1/  (- -)  H h  ir- '        13.  Die  letzten  Worte  darÜen  woU 

a  a  f    \isa/        a        la 

duplex  cuho  zu  lesen  sein,  dann  würden  also  folgende  Potenznamen  sieb  erg^beo 

X    «B  ding  SS  cosa 

X*  =a  censo 

x^  -=  cubo 

x*^  »  censo  di  censo 

x'^  -=  duplex  cubo 

x^  =  cubo  di  cubo. 
Es    wären   also   hier,    im   Gegensatz  zu  Luca   Paciuolo    die   Exponenten  nickt 
multiplicirt,  sondern  addirt. 
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10  mjnder  1  ding  gleich.  Na  gib  wider  den  10  das  ding,  das  er  mjnder 
VS9  hat,  so  pleibt  10,  gib  an  der  ander  tail  auch  {  1  ding  zu  5  ding,  so  wirt 
6  ding,  das  ist  10  zal  gleich,  id  est  numero.  Nn  spricht  das  erst  capitel: 
wen  das  cosa  gleich  dem  numero  ist,  so  sol  man  die  zal  in  daz  cosa 
taylen:  Nu  tail  10  in  6,  kumpt  1  vnd  -|,  ist  3  ,  vnd  als  uil  ist  das  ding  ß 
wert.  Nu  nym  das  vbrig  bisz  auf  10,  das  wer  8  vnd  y  •  das  1  tail  ist  ly , 
das  ander  tail  ist  8y- 

1  ding  •  10  mynder  1  dings  •  y  -1 

5  mol  1  ding  ist  5  ding  y  •  1  g-  • 

Exemplum  de  secundo  capiiulo,  10 

Yind    1   zal,    das   ich  y  vnd  y  von   der  selben  zal   genemen 
mug,  vnd  was  yber  pleibt,   wil  ich  furpas  in  sich  selb  multipli- 
ciren,  vnd  schol  16  tragen  (?). 
39'  Machs  also,     nym  das  dy  zal  sey  |  1  cose,  id  est  ding,  gewesen.    Nu 

nym  ^  —  von  1  cosa,  das  ist  j^ ,  pleibt  j^  ding,  das  far  in  sich  selb,  is 
das  macht  ^^^  von  1  censo,  vnd  das  ist  gleich  16.  Darumb  spricht  dy  regel, 
wann  dy  zal  gleich  dem  censo,  so  soll  man  dy  zal  in  dem  censo  tailen, 
vnd  was  dar  ausz  kumbt,  radiz  quadrata  von  der  selben  sum  ist  das  cose 
wert.  Darumb  tail  16  in  ^^^  censo,  trift  92^,  vnd  radix  von  92^  ist  das 
cose  wert,  das  ist  9y,  vnd  9y  ist  dy  zal  gewesen.  «o 

Probacio.     Nym  y  -^   dauon  von  9y,  vnd  das  vbrig  multiplicir  für 
sich  selb,  so  kumbt  16,  et  factum  est. 

De  capUulo  tercio. 

Item    wen  dy  censo   gleich  dem  ding,    so   sol  man   das  ding  in  den 
censo  taillen,  vnd  als  vil  ist  das  ding  wert.  « 

iO  Yind  ain  zal  als  2  gegen  |  3,  vnd  dy  selben  zal  als  vil  prungt 

zusamen  gethan  als  man  hat  multiplicir  ain  wider  dy  ander. 

Machs  also,     nym,  das  dy  erst  zal  sey  1  cosa  gewesen,  vnd  das  ander 
musz  3  seyn.     thu  zesam  2  vnd  3,  macht  5  cose.     Nu  multiplicir  2  cose 
nider  3  cose,  macht  6  censi.     Nu  haben  wir  5  ding  gleich  6  censi.  (censi)  so 
gleich  dem  ding,  so   sol  man  (tailen)  ding  in  6  censi,  komen  y-,  als  vil 
ist  das  ding  wert.    Vnd  wir  haben  geseczt  2,  darumb  multiplicir  2  mol  y , 


28.  Das  mu88  natürlich  heissen:  ^  cosa,  wie  ans  dem  Zusammenhange  er- 
Bichtlich  ist. 
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fit  -g-,  das  ist  ly,  vnd  als  vil  ist  dy  erst  zal  gewesen;  der  ander  was  3  ding. 


Mnltiplicir  3   mol  y,  ist  2^  ,  vnd  als  nil  ist  dy  ander  zal  gewesen,  et 


factum  est. 

Probacio.    Wir  haben  die  erst  zal  Ij,  dy  ander  2j\  ihn  es  zesam, 
5  triffc  4-^.  I  Nu  sol  wir  multipliciren,  vnd  sol  auch  komen  4 g- .     Nu  mnl-u 
tiplicir  ly  wider  2^ ,  das  macht  4  g- ,  vnd  ist  probiret. 

De  capiMo  guarto. 
Item   ainer  leicht   20  ö   jn   2  jaren  gewin  vber  gewin,   vnd 
wen  dy  zwey  jar  ausz  komen,  so  gibt  man  im  wider   30  €S    mit 
10  hauptgut  vnd   gewin.     Nu  frag  ich,    wie  uil   20  Äf   in  1    jar  hat 
gewonnen,  vnd  20  ß  ist  1  U, 

Machs  also.     Nym  das  20  ^  in  1  jar  haben  gewonnen  1   ding;  das 
ander  gewinnet  dy  20  U    aber  1  ding.     Nu  mach,  was  1  ding  auch  ge- 
wynet,  mit  der  regel  von  3  ding.     Sprich  20  U  pro  1  ding,  wie   1   ding 
15  vnd  secz  also 

20  .  1  a  •  1  a . 

Multiplicir   1   d  wider   1  a,    macht  censy  vnd  |  tails    in   20,    chumbtu 
-^  censo,  vnd  das  ist  dy   30  ft    gleich  mit  hauptgut  vnd  gewin:    20  ^ 
2  a   2Q    censy    dem    30   U   gleich.     Nu   zeuch   ab   1   zal  von   der   ändert. 

80  wann  es  sol  nur  1  zal  sein,  zeuch  ab  20  U  von  30  U ,  pleibt  10  4t : 
desgleich  auch  1  ^  ^^  censo,  vnd  tail  alle  ding  mit  dem  censo.  taii 
10  /^  in  ^  censo,  kumbt  200  U\  tail  2  a,  chumbt  40  c,  Nu  faabec 
200  U  mit  40  d.  tail  das  ding  in  ^  ,  alz  dy  regel  spricht,  kumbt  20  ^. 
Multiplicir  für  sich  selbs,  trift  400  r,  thu  dy  zal  dazu  dy  200  Ä,  trifl  60<\ 

25  vnd  radix  von  600  mynder  das  halb  tail  von  dem  ding  hat  20  ^  1  jar 
gewonnen. 

I  De  capittdo  quinfo.  i- 

Item  es  sind  2  gesellen,  dy  wellen  stechen  mit  einander, 
der  1  hat  gelt,  der  ander  hat  seyden.  der  mit  der  seyden  peu: 
90  1  ÄJ  pro  9  fl  pargelt  vnd  im  stich  12  fl,  vnd  uil  -^  pargelt,  das 
der  mit  dem  gelt  peut  das  gelt  am  beraiten  gelt  pro  10  fl  1  marr 
Nu  frag  ich,  wie  er  das  gelt  am  stich  sol  pieten,  das  er  -^  von 
dem  stich  dem  andern  geh,  vnd  der  stich  gleich  sey. 

7—26.  Das  ist  die  regula  Uteri  Widmanhs  nur  mit  andern  Zahlen weithe» 
Wir  werden  derselben  Aufgabe  später  nochmals  begegnen.  Siehe  auch  Caittos. 
Vorlesungen  II,  S.  213-214.  28  u.  ff.  Stich  heisst  WaarenaoBtausch.  Siehe 
Cantor,  Vorlesungen  II,  S.  207. 
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Machs  also:  nym  das  1  d  gelt  1  stich.  Nu  njm  ^  von  1  d,  das 
ist  -^  dings,  vnd  das  gib  dem  mit  der  seyden,  der  do  1  ^  peut  pro  9  fl 
vmb    pargelt    vnd  am  stich  pro   12  floren.     Nu  gibt  man  -^  ^,    darumb 

142  zeuch  im  ab  Y  ^-  ^^  machs  mit  der  |  Begel  von  3  ding.  9  fl  mynder 
1  d  pro  12  fl  mynder  j  d,  daz  chan  man  nit  tajlen,  wan  ding  in  dem  6 
tailer  ist.  darumb  sprich  also:  wir  haben  zu  tajlen  120  mynder  2y  in 
9  mynder  j,  vnd  1  ding  ausz  der  taylung  chomen.  Darumb  multiplicir 
1  d  wider  den  tayler,  das  ist  9  minus  y  dings,  so  werden  120  mynder 
2y  d  gleich.  Nu  multiplicir  1  d  wider  9  minus  -^  d^  das  macht  9  d 
minus  -^  censo.  Nu  mach  ain  ydlich  gleich,  wan  dem  ersten  sol  man  lo 
wider  geben,  gib  dem  120  mynder  2^  d  gewin  2y  5,  so  pleibt  120  zal; 
gib  dem  andern  auch  als  vil,  komen  lly  ^  minus  ^  censy.     gib  in  auch 

142' den  -^  censy,  das  er  minus  hat,  so  pleibt  lly  ^.  |  gib  dem  andern  auch 
^  censy,  trift  120  zal  -j-  censy.  Nu  haben  wir  paid  tailen  gleich  gemacht, 
pleibt  dem  ainen  tail  lly  ^,  dem  andern  tail  pleibt  120  zal  vnd  ~  censy.  i5 
Nu  sol  man  alle  ding  in  dem  censo  tailen.  tail  120  zal  in  -^  censy,  trift 
480  zal;  tail  auch  lly  in  —  censy,  trift  46  d\  tail  dy  ding  in  halb, 
ist  23;  multiplicir  23  für  sich  selb,  sint  529.  Nu  zeuch  ab  dy  zal,  das 
ist  480,  pleibt  49.  Nu  radix  von  49  ist  7,  das  sol  man  abzihen  von  dem 
halben  tail  von  dem  ding,  das  was  23.  zeuch  ab  7  von  23,  pleibt  16;  »o 
vmb  16  fl  hat  man  das  gelt  am  stich  gepoten. 

1 36  I  Fröba  super  qumtam  regtdam  lacose. 

Wiltus  probiren,  so  sprich  also,  der  mit  der  seyden  peut  1  äJ  vmb 
5  fl  an  pargelt  vnd  am  stich  vmb  12  fl,  vnd  wil  -^  pargelt  haben  von 
dem,  der  gelt  hat,  der  das  gelt  am  stich  vmb  16  fl  hat  vnd  umb  pargelt  85 
pro  10  fl.  Nu  nym  -^  von  16,  ist  4,  vnd  zeuch  4  von  12,  pleibt  8;  auch 
zeuch  ab  4  von  9,  pleibt  5.  darnach  sprich:  5  vmb  8,  wie  10.  secz  also 
5  •  8  •  10,  kumpt  16. 

5  .  8  •  10       ^       1  ding  stich 
pargelt     pargelt  so 


22  bis  8.  66  Z.  6.  Diese  Pröba  ist  von  der  Hand  des  Fhateb  Feidebious, 
während  der  Haapttext  von  anderer  Hand  ist.  Jedenfalls  ist  aber  dadurch  be- 
wiesen, dass  diese  Algebra  nicht  später  zu  setzen  ist  als  die  Yon  demselben 
Frateb  Fsxdebicds  geschriebene  GEBHARDTSche  Algebra. 


56  Maximilian  Curtze: 

9  mynder  y  \  j^  mynder  -4  •  10-^ 
9  ding  minder  -j  censo      120  minder  -^ 
pleibt   lly  ding  minder  —  censo  pleibt  120  zal 

ll|  ding  120{  censo  1  ^  ^5  -  480. 
6  Badix  von  49  ist  7,  zeuch  ab  von  23,  pleibt  16.  | 

I  De  capUulo  sexto,  • 

Item  ainer  hat  100  eilen  tuchs  vnd  ain  ander  hat  auch  l 
uil,  vnd  der  erst  geit  seins  |  tnchs  5  eilen  mer  vmb  1  fl.  den! 
ander,  vnd  wenn  sy  dj  tuch  payde  verkauft  haben,  so  YindeD^J. 
10  das   sy   20  fl  haben.     Nu  Sprech  ich,   wie  uil  ydlicher  eilen  sei:« 
tuchs  vmb  1  fl  sol  geben. 

Machs  also:  nym,  das  der  ander  hab  1  d  pro  1  fl  geben  vod  k 
100   eilen,   so   muss   der  erst   gebön    1  d  und   5    eilen  mer.     Nu  tail  l"'' 

100 
eilen  in  1  ding,   das  er  vmb  1  fl  gibt,  so  trift      ^j— ,   100  in  1  ding  :- 

15  tailt,   als   vil  fl   triffcs.      Nu  tail   dy   ander  100   eilen   in    1  ^  vnd  5  n.: 

100 
so   trifts  YYb   ^^^  i^    ^  ^   vider  5   mer  getailt.     Nu   summir  zesam  ^ 

vnd      o  ,,   als  man  zu  prochen  thut.     Multiplicir  in  crucz:  100  mal  1 

macht   100  d,  vnd    100  mal    1  r  vnd   5   macht    100  ding  vnd  hOO  za. 
addir  zesam    100  a  vnd   100  a  vnd   500  zal,   macht   200  c  vnd  50Ö3 

20  das  sol  man  tailen  in  dy  vntem  figur,  das  ist  1  d  multiplicirt  vider  1  ^  '• 
macht  1  censy  vnd  5  ding,  vnd  tail  200  ^  vnd  500  zal  in  ain  censy  vnd 
das  tailt  uider  nicht,   wan  ding  ist.     Vnd  merck,  wen  du  es  getailt  ti* 
so  sol  20  fl  komen,  darumb  multiplicir  20  fl  uider  1  censy  vnd  5  f,  ^' 
gleich  200  d  vnd  500.     Multiplicir  ain  censo  20  fl,   macht  20  censo  r- 

25  100  d  gleich  200  d  500  zal.  Nu  nym  davon  dy  100  d,  pleibt  zn  aj 
tail  20  census.  nym  zu  dem  andern  tail  auch  100  d^  so  plaibt  U''" 
vnd  500  zal  dem  andern,  tail  mit  dem  censo,  das  chumbt  1  cens«  0 
vnd  25  zal.     tail   dy  5  ^  halbs,   das   ist   2j  r;  multiplicir  fär  sich,  tr." 

6  bis  S.  57  Z.  3.  Auch  dieses  Beispiel  wird  ans  später  nochmals  begegs^^ 
Dort  ist  es  mit  der  5.  Regel  gelöst,  indem  nicht  die  Ellenzahl  des  zweiten,  sobjI?^' 
die  des  ersten  als  Unbekannte  genommen  wird,  doch  wird  dort  auch  gesagt.  ^ 
könne  durch  die  sechste  Regel  die  Aufgabe  ebenfalls  lösen.    Bemerkenswertb  -"^ 

jedenfalls  die  allgemeinen  Brüche       .-: —  und  — -r. -•    Aehnliche,  i^^^' 

complicirtere  werden  wir  später  wieder  finden. 
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16^  ^'  tu  es  zesam  mit  der  zal,  das  ist  25  zal,  trift  31^,  vnd  radix 
von  31^  mer  2-^  hat  der  ander  eilen  vmb  1  fl  geben,  der  erst  hat  radix 
von  31y  mer  Ty  vmb  1  fl  geben,  et  factum  est. 

De  capiiulo  primo. 
Item  ainer  hat  gelt  pay  im,  vnd  wil  tuch  kauffen,  vnd  wen  6 
er  3  ^  gibt  pro  1  eilen,   so  mangelt  er  4  ^  am  zalen,  vnd  wenn 
er  2  ÄJ  gibt  pro  1  eilen,  so  pleibt  im  10  ^  vber.     Queritur,  was 
1  eilen  hab  gölten,  vnd  wie  uil  geltes  pej  im  hab. 

Machs  also:  nym  wir,  das  das  stuck  sey  1  ding  gewesen,  vnd  er  geit 
:'  3  //   pro   1    eilen.      Sprich   3  mol   1  ^   ist   3  ^  |  minus  4  ii  darumb  das  lo 
er   spricht,    er  mangelt   4  ^    am   zalen,    darumb   chomb  3  c  minus  4  /?. 
Nu  sprich  2  mol  1   ^  ist  2  ^  vnd  10  Ä  mer,  darumb  das  er  spricht,  im 
pleibt   10  vber.     Nu  ist  3  d  minus   4  ä5    dem  ander  gleich,  das  ist  2  d 
10  mer.     Nu    mach   ain   yeden    tail  gleich,    gib  dem  3  ^,    vnd  gib  dem 
andern  auch  4  /(^,  so  trifts  2  c  vnd  14  ^  gleich  den  3  d.    zeuch  ab  2  ^  i5 
von  3  d,  pleibt  1  d  vnd  dem  andern  14.     Nu  tail  14  in  1  ^,  kumbt  14, 
vnd   14  ist  das  ding  wert.     Das  tuch   ist    14   eilen  gewesen.     Wiltu  nu 
wissen,  wie  uil  gelts,  so  sprich:  3  mol  14  ist  42  fl.    Nu  zeuch  ab  dy  4  /5J, 
dy  er  mangelt,  so  pleibt  jm  38,  dy  hat  er  pey  im  gehabt.  |    Sprich  2  mol 
14   eilen  ist  28,   pisz  auf  38  ist  10  ft    vbrig,  vnd  also  ist  probiret  vnd  «o 
gemacht. 

Item  zwischen  7  vnd  13  secz  5,  was  sol  ich  seczen  zwischen 
32  vnd  4. 

Item  es  sein  2  gesellen,   dy  wellen  vnternander  stechen,    der 
erst  peut  sein  ding  pro  8  fl  100  /^  pargelt  vnd  am  stich  pro  11  fl,  w 
ier    ander   peut    sein  ding   1  et  pro   4  fl  mer  am   stich   dan  vmb 
Dargelt.     Nu  frag  ich,  wie  uil  der  ander  sein  ding  hat  gepoten 
im  pargelt  vnd  am  stich  dem  mit  paren  gelt. 

Machs  also:  nym  das  er  am  paren  gelt  peut   1  d,   so   muss  er  am 
tich  pieten  1  d  vnd  4  fl  |  mer;  darumb  sprich  also:  1  c  pro  1  d  vnd  4  fl,  so 
/y  8,  vnd  sol  1 1  komen,  als  der  erst  hat  poten.    Nu  secz  also  1  ^  1  5  4  •  y  • 
Tu    ina,ch    8   mol   1  d  vnd  4  macht  S  d  32,  vnd  das  sol  man  tailen  in 


4  bis  S.  58  Z.  18.  Diese  Aufgabe  und  die  beiden  folgenden  sind  nachträglich 
inzugefügt  worden.  Mit  der  Aufgabe  fär  das  6.  Capitel  war  die  eigentliche  Ab- 
i.iiclluiig'  zu  Ende.  Der  ersten  Aufgabe  sind  wir  schon  oben  S.  39,  Z.  23  bis 
40,  Z.  3  mit  dem  identischen  Wortlaute  begegnet.  Auch  die  dort  gegebene 
isun^  beruht  auf  den  hier  ausfahrlich  gegebenen  Schlüssen.  22  23.  Diese 
)ilen  sind  sicherlich  absichtslos  hierher  gesetzt  worden. 
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1  d,  vnd  sol  aus  der  tailung  komen  11,  das  sind  äy  11  fl,  das  der  ei5t 
peut  am  stich.  Nu  haben  wir  8  d  vnd  32,  das  sol  man  tauen  jn  1  r. 
vnd  soll  11  komen,  darumb  multiplicir  1  d  uider  11,  das  macht  Hr. 
das  ist  8  d  vnd  32  gleich,  zeuch  ab  8  ^  von  11  ^,  pleibt  8  3,  gleicli 
5  32  zal.  Nu  tail  32  in  3  d,  komen  lOy  ist  das  ding  wert,  daromb  b&t 
der  ander  sein  ding  am  gelt  vmb  10  fl  y  poten,  vnd  14  fl  y  hat  er  ac: 
stich  poten,  vnd  |  an  gelt  pro  10  fl  y,  das  ist  4  fl  -|-  am  gelt  get  miri 
14  fl  -3   am  stich  w.  g.  in  8;  vnd  wiss,  von  recht  soll  11  komen. 


1  8  •  1  a  vnd  4 
1  8-1  d  i  -4 

8 • 11  •  32 
lia  11 a 

18  •  18  •  32  .  lOf 

10 


De  capitudo  primo. 

Item  es  sein  3  gesellen,  dy  haben  gelt,  vnd  der  erst  sprith* 

zu  den  andern  2:  het  ich  7  fl  ewres  gelts,  so  het  ich  dann  3  molme! 

15  dann  ir  2;  spricht  der  ander:  het  ich  9  fi  ewres  gelts,  so  het  i:: 

4  mol  mer  dann  ir  2.    spricht  der  dritt:  het  ich  11  fl  ewres  gelli 

so  het  I  ich  5  mol  mer  dann  jr  2.  -  ^ 

Facit.  si  haben  all  3  gehabt  19^  •    Primus  7^,  secundus  6|^,  tercins  h^ 


V. 

«0  Questio  prima. 

Quidam   emit   15  €6   zinziberis  et  17  ü    carioflornm  pro  7i 
et    de    cariofloribus   pro  vno  fl  veniunt  3  ü  plus,    quam  veni^v 
zinziberis:  queritur,  quot  veniunt  ^  zinziberis  pro  vno  fl,  et  qt 
i6  carioflorum  pro  vno  fl. 

26  Sic  inquiro.    pono,  quod  zinziberis  vna  res  veniat  pro  fl,  tunc  opor- 

ex  ypotesi,  ut  carioflorum  vna  res  et  3  Ä5  veniant  eciam  pro  fl.  Df^' 
igitur  diuidere  15  per  1  rem,  iterum  17  per  1  rem  et  3,  et  que  eifci 
in  quantitate  coniungere,  et  productum  erit  7  fl.     Sed  cum  dioido  15  j" 

1  rem  exit  fractio,  scilicet  z •    Iterum  cum  diuido  17  per  1  rem  e\ 

'  1  res  ^ 


12—17.  Die  Auflösung,  so  wie  sie  hier  nur  angedeutet  ist,  folgt  sp&ter  iJ 
fdhrlich.  18  u.  ff.  Die  folgenden  Beispiele  beziehen  sich  auf  die  Algebra,  wekti 
Obrbabdt  herausgegeben  hat.    Es  heisst  später  „in  cdgebra  Arabu/', 
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exit  finaliler  fractio,  scilicet  ^ r-^-     Has  duas  fractiones  more  nume- 

'  1  res  et  3 

forum  coniongo,   multiplicando   denominatorem  in  denominatorem,  scilicet 
,47  rem  in  rem  et  3.    proveninnt  censns  |  et  3  res,  denominator.    Post  nmnera- 
torem    prime    in    denominatorem  secunde   et  numeratorem   secnnde  in  de- 
nominatorem  prime,    et   simul   addite   faciunt    22    res    et   45.      Ergo    ex  & 

coninnctione  hanim  fractionnm  exit  fractio,  scilicet r-^ Fractio 

^  1  cenauB  et  3  res 

valet  ex  supposicione  questionis  tantom,  quantum  7  fl.  Ergo  ditddendo 
nnmeratorem  per  denominatorem  debent  exire  7,  quare  e  converso  mul- 
tiplicando denominatorem  per  7  illud,  quod  exit,  necessario  eqnale  erit 
numeratori.  Ideo  seqnitur,  nt  7  census  et  21  res  sunt  eqnales  32  rebus  lo 
et  45.  Auffero  utrobique  21  res,  erit  per  communem  conceptionem,  quod 
7  census  equales  üent  11  rebus  et  45.  Igitur  1  census  equale  erit  y  rei 
et  cum  hoc  y  additis.  Ecce  es  in  sexta  regula,  quando  census  equatur 
rebus  et  numero.  Age  igitur  secundum  eam,  mediando  rem,  mediatum  in 
se  multiplicando,  et  sibi  numerum  coniungendo,  et  producti  radicem  ex-  i5 
trahendo,  et  huic  radici  medietatem  rerum  addendo,  et  habebis  valorem  rei. 
Sic  illud  facio.  Medio  y,  sunt  ^;  duco  hoc  mediatum  in  se,  veniunt  ^; 
huic  coniungo  -^ ,  pro  veniunt  ^^;  huius  aggregati  debeo  inquirere  radicem 
quadratam.  Sed  quia  hec  fractio,  quamquam  denominator  sit  numerus 
quadratus,  tamen  ipsa  non  est  fractio  quadrata,  propterea  quod  numerator  so 
7'  eius  est  numerus  |  non  quadratus,  igitur  impossibile  est  imperativum  te 
invenire  eius  radicem.  Quamcumque  radicem  propinquam  mihi  assignabis, 
ego  semper  assignabo  adhuc  viciniorem  numerum  radici  eius  vere.  Ergo 
dico,  quod  emptio  talis,  ut  proponitur,  est  impossibile  et  falsa,  cum  ea  in 
nulli  numero  fieri  possit.  Sed  si  sie  posuisses,  diuide  15  per  aliquam  ss 
qiiantitatem,  iterum  diuide  17  per  aliam  quantitatem,  que  priorem  divi- 
sorem  excedit  in  temario,  et  coniunge  quocientes,  et  aggregatum  ex  eis 
faciat  7.     Die  mihi  hos  diuisores  {Nota.    Non  sum  adeo  iners,   quod  illud 

6.  Hier  ist  einer  der  oben  yorausgesagten  allgemeinen  Bräche.  23  u.  ff.  Hier 
ist  es  interessant  zn  sehen,  wie  der  Verfasser  gut  za  unterscheiden  weiss  zwischen 
angewandten  Aufgaben  und  Aufgaben  in  reinen  Zahlen.  Während  hier  die  ge- 
gebene Aufgabe,  da  irrazionale  Wurzeln  erscheinen,  so  wie  sie  gegeben  ist,  nicht 

,  gelöst  werden  kann,  jedenfalls  aber  nicht  absolut  geuau,  lässt  die  zweite  eine 
präcise  Lösung  zu.    Der  Verfasser  bezieht  sich  hier  und  später  auf  das  10.  Buch 

'-  des  Euklid  yon  den  Irrazionalen  Grössen  und  zeigt  sich  mit  demselben  recht  wohl 
vertraut.    Ffir  die  damalige  Zeit  ein  sehr  gutes  Zeugnis  für  denselben.    Ob  er 

^^  jedoch  im  Stande  gewesen  wäre,  die  yon  ihm  verlangte  Probe  wirklich  durch- 

.,  zaführen,  möchte  ich  doch  bezweifeln. 
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te    effectum    dabo),     facio    opus,    ut  prius,    et    quando   yenio   ad   hoc  ag- 

1881 
196  1 


gregatum   ^^^ ,  huius  debeo  extrahere  radicem.     Sed  ea  non  potest  precisios 


et    verius    nominari    quam   radix    de  ^  •     Huic   radici   addo    medietateni  , 

11  •  1381  •  •  •  11 

rerum,  scilicet  ^^ ,  et  proueniet  radix  de  -^  huic  radici  adinnctis  ^^■ 
5  Dico  ergo,  quod  prima  quantitas  diuisoris  est  radix  de  -^  et  j^,  et  qoia 
quantitas  secundi  divisoris  est  hac  in  temario  maiore,  ideo  secundus  diuisor 
fiet  radix  de  ^^g  additis  -^-  lam  habes  quesitas  quantitates.  Sed  sunt 
binomina,  uno  enim  nomine  est  eas  impossibile  exjplicari,  et  sunt  lineil 
irracionales  et  incommunicantes  cum  15  et  17  numeris  propositis.  Si 
10  legisti  decimum  librum  Euclidis,  ubi  de  hiis  lineis  irracionaübns  agit 
facilius  intelliges.  Quod  si  autem  probare  voles  et  ostendere  tantuin  factmn 
esse,  pone   quocientes  in  diuisione,  ut  fieri  solet  more  fractionum,   ut  kic 

iietJLde-''       ^etralde"^- 
prima  fractio  secunda  fractio 

15  Denominatores  horum   fractionum  sunt  binomia  et  ponuntur   snb    viipik 
numeratores  sunt  racionales  et  numeri.     Si  vis  eas  coniungere,    dnc  dec- 
minatorem  unum  in  alium,   et  quod  exit,  fac  denominatorem  aggregati  ti 
eis.     item    numeratorem    prime   in    denominatorem    secunde    et    e    conveis    | 
numeratorem  secunde  in  denominatorem  prime,   et  coniunge  hec  aggregati 

20  pro  numeratore  aggregati.  Et  si  recte  fecisti ,  denominator  precise  septiti 
continebitur  in  numeratore,  quare  recte  actum  convinces.  Item  si  vero  he" 
practica  de  binomiis  et  numeris  surdis  uni  non  sit  cognita,  ille  frusm 
agitur. 

Ecce  quanta  I  diuersitas  in  proposicione  questionis.     Cum   enim  id-r. 

2^  modus  practice  sit  in  utrisque,  tamen  primum  est  impossibile,  aliud  pr- 
sibile,  proptera  quod  emptio  humana  non  fit,  nisi  numero  et  quantitat- 
distincta.  Nemo  enim  vendet  tibi  aliquid  pro  radice  de  decem,  cum  « 
non  sit  numerus,  neque  in  numero,  et  si  eciam  ad  infinitas  firactione- 
distenderes,    nunquam    tamen   radicem   de  illo   numero  comprehendes,    s«<'. 

^  quantitate    continua    comprendere    potest.     Ergo    primum  dixi   impossibil 
secundum   autem  possibile,  quia  illud  in  quantitatibus  surdis  quidem  fitr. 
potest.     licet    enim    mercator   querens  multiplicitate  fractionis   ad   vicinan 
accedit    adeo    eciam,    ut    in    una    millesima   parte    assis   non    esset,    xni 
illud    precisioni    non    sufficit.      Quando    igitur    partitum    proponitur,    qu -' 

35  in  numero  comprehendi  non  potest,  ego  dico,  ipsum  mercatoribus  es^ 
impossibile,  qui  unitatibus  omnes  suas  merces  dimeciuntur  non  radicibu- 
surdis!   — 
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Snrdus  numerus  non  est  numerus.     Nam  numerus  est,   quam  unitas 

mensurat,  et  illa  ad  primam  questionem.  —  Tamen  quantum  grosso  cal- 

culatori  sufficiet,  et  prope  verum  quereret  non  ipsum  verum  precisum,  satis 

esset  dicere  in  numero:  De  casiofoliis   emit  pro  uno  floreno  libras  6  et  ^ 

49  vnius    U    et    modicum    plus,  |  et    illud    modicum    plus    non   potest    certo   5 

3 

numero  dici;   et   de   zinzibere   pro  1  fl   emit  3  it    et  ^    unius  U    et  eciam 
modicum  plus,  quod  eciam  certo  numero  dici  non  potest. 

Sed  ego  taliter  non  appercio  solucionem,  quia  non  capit  precisionem 
et  puram  veritatem.  Quantumcumque  enim  vicine  accedas  ad  verum  duos 
tales  numeros  assignando,  ego  adhuc  magis  vicinius  in  millecupto  accedere  lo 
possum,  et  sie  sine  statu.  Et  hoc  faciunt  nostra  binomia.  Ideo  non  potest 
precisius  dici  quam  in  surdo,  ut  superius  dixi.  Sed  hoc  tamen  pro  doctis 
et  non  pro  mercatoribus,  qui  quia  grossi  sunt,  subtilem  numerorum  racionem 
comprehendere  nequeant.  contenti  enim  sunt  tantum  numerare,  quantum 
numero  florenorum  suorum  ostenditur.  Sed  nobis,  qui  florenis  caremus,  et  i5 
qui  diviciis  non  impedimur,  attingimus  racione  nostra  eciam  illud,  quod 
mercatori  est  impossibile.     fui  prolixior,  quam  institueram. 

Secunda  quesiio. 

ünus  concedit  alteri  20  fl.   ad  duos  annos  pro  lucro  et  lucri 
lucro.     tandem  restituit  sibi  in  fine   secundi  anni  30  fl  capitale  so 
et    omnem    lucrum    et    lucri    lucrum.      Queritur   de    lucro    primi 
9'  anni,  similiter  quantum  20  fl  et  |  lucrum  primi  anni  pro  secundo 
anno  lucri  fecerunt. 

Pono,  quod  lucrum  primi  anni  sit  una  res,  et  quia  lucrum  est  pro- 
porcionale  semper,  ideo  dico:  20  fl  lucrantur  1  rem,  quid  lucrantur  20  fl  85 
et  una  res?  Duco  1  rem  in  20  fl  et  rem,  exierunt  20  res  et  census. 
hoc  diuido  per  20,  venit  1  res  et  ^  census,  et  tantum  erit  lucrum  anni 
secundi.  Coniungo  hec,  et  erunt  20  fl  et  2  res  et  ^  census.  hec  sunt 
equales  30  fl.  Aufliero  utrobique  20  fl,  quare  2  res  et  ^  census  equales 
erunt  10  florenis.  Multiplico  unum  quodque  per  20  et  erunt  40  res  et  so 
unus  census  equales  200  fl.    Ecce  census  et  40  res  equantur  200  fl.    lam 


1—7.  Die  Wurzel  aus  -r^  ist  hier  gleich  —  gesetzt,  also  nur  die  Ganzen  des 

Zählers  berücksichtigt.  Bei  einer  sp&tern  Gelegenheit  zeigt  der  Verfasser  dieses 
Commentars,  dass  er  wirklich,  wie  er  sag^t,  die  Wurzel  vicinius  in  miUecuplo  zu 
finden  im  Stande  ist.  18  u.  ff.  Auch  diese  Aufgabe  ist  schon  oben  Seite  54, 
Zeile  8-26  genau  wie  hier  abgehandelt  worden.    Es  ist  die  regula  lucri  Widmäxhs, 
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es    in    quarta   regola  Älgebre  Ärdbis.     Medio    res,    sunt    20;    duco  in  ^ 

sunt  400;  iongo  sibi  numeruro,  finnt  600;  hrdns  debeo  extrahere  radicd: 

quia   autem   non  habet  in  numero,   ideo   quoque  dico,   nrnnquam   scm^ 

soll  re  in  mutuis  precise,  ut  casus  ponii     Tarnen  ego  satisfiebciam  raii  i 

6  yestre    regule.     radix,    que    queritur,    est    radix  de   600.      Ab    hac  aiLVr 

medietatem  rerum,    scilicet   20,    remanet  radix  de   600   demptds   mihi  '■ 

Ecce  hie  vocator  ab  Euclide  |  unum  ex  residuis.     Sunt  enim  quedam  Ib- 

irracionales,  quas  vocat  residua  binomianun.     binomia  namque    sunt   c 

9  additis,  residua  vere  cum  diminutis.     Est  ergo  lucrum  primi   anni  radix  . 

Hie  ditce  600  diminutis  tarnen  20.     Sed  lucrum   tocius  secundi  anni   est  di£ßciL\c.' 

■6  maiti-  invencionis   sie.     Quia   inquirendo  positum  fuit  lucrum  tocius   secundi  an 

esse   1   rem   et  ^   census,  res   autem  iam  inyenta  est  esse    radix  de  6'' 

diminutis  20,  haue  in  se  multiplico,  veniunt  1000  minus  40  radicibus  de  t'* 

et  tantus  est  census  rei.     Nunc  eius  vicesima  pars  est  50  diminutis  tazu: 

16  duobus  radicibus  de  600.    habeo  ergo  quod  lucrum  pro  secundo  anno  t>u.- 

Hie  ditce  fuit  aggrcgatum  ex  radice  de  600  diminutis  20  et  ex  50  diminutis  duk* 

coniungore.  radicibus  de  600.     hec  autem  simul  addita  faciunt  30  diminuta  ndic«  - 

600.     Dico  ergo,  quod  lucrum  secundi  anni  est  30  diminuta  radice  de  6' 

Potuit  tum   facilius   id   sie  reperiri,   postquam  certus  fuisti  de  lucro  pr^ 

80  anni,   scilicet  radice  de   600  diminutis   20,   et  lucrum  amborum  annonL^ 

iiic  diioe  simul  fuit   10.     Ergo  lucrum  secundi  anni  fuit  residuum   de   10,   sciü^ 

8ubtrah«re  quod  mauct  ablatis  ab  eis  radice  |  de  600  diminutis  20.    Et  com  hoc  fki^ 

•  n»me~.  ^aneut  30  diminuta  radice  de  600. 

Ad  hanc  rem  et  similes  operaciones  oportet  vos  scire  al^onsisr 
25  de  additis  et  diminutis  et  artem  binomialem.  Nee  potest  hec  racio  alit^ 
precise  reperire,  nisi  velletis  esse  contenti  in  eo,  quod  est  prope  venn 
ita  ut  mercatoribus  suf&ceret,  qui  unam  decimam  partem  floreni  ni^ 
pendunt,  qui  mihi,  si  addesset,  valde  cara  esset,  et  non  proicienda  in  lutnr 
Possetis  dicere,  quod  lucrum  primi  anni  fuit  4  et  y  modico  valde  ir' 
»0  dempto;  lucrum  secundi  anni  fuit  5  et  y  et  aliquid  parvulum  plus.  Tau. : 
quia  in  numero  est  illud  impossibile  attingere,  ideo  ego  maneo  apc- 
primam  solucionem,  que  precise  est,  sola  precisio  mihi  placet,  et  het:  ^ 
secunda  questione. 


1.  Hier  ist  die  oben  schon  erwähnte  Stelle,  an  welcher  die  algebra  Aro^ 
genannt  wird.        28—30.  Hier  ist  die  Wurzel  ans  600  durch  die  bekannte  Fi^rs: 

]/a*  +  5  =  a  +  i^  gewonnen  worden,  welche  genau  24  -  liefert.    Verfasser  we*- 

aber,  dass  dieselbe  um  etwas  su  gross  ist. 
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Tercia  quesHo. 
A    habet    100    brachia  panni,    B   quoque   100.     A   vendit  pro 
uno   fl    in    5    brachiis    plus    quam  B    et    venditis    pannis    in   toto 
habent  20  fl.     Queritur,  quod  ulnas  quilibet  pro  fl  dedit. 
1  Pono  quod  A  det  1  rem  |  pro  fl,  ergo  B  vendet  1  rem  minus  5  pro  5 

100 
floreno.     Diuido  100  per  1  rem,  exit      —  •     Iterum  diuido  100  per  1  rem 

100 
demptis  ö,  exit  in  quociente ^ r~ß*     ^^  ^^*^  fractiones  coniungo 

more  solito,  et  provenient 

200  res  diminutis  500 
1  censuB  diminutis  5  rebus 

Hoc  yalet  20  florenos.  Quare  denominator  ductus  in  20  facit  20  census  lo 
diminutis  100  rebus.  Hoc  necessario  equale  erit  numeratori,  scilicet  200 
rebus  diminutis  500.  Quare  utrique  parti  additis  100  rebus  et  500  pro- 
veniunt  20  census  et  500  equales  300  rebus.  Ex  quo  sequitur,  ut  unus 
census  et  25  sunt  equales  15  rebus.  Ecce  iam  es  productus  ad  regulam 
quintam  Algebre.     Medio   res,    sunt  y;    duco   in   se,    faciunt    y;    ex   hiis  i5 

125 

minuo  25  numeri,  remanent  ^  '  horum  radix  est  surda.  eam  minuo  ex 
medietate  rerum,  vel  secum  addo.  si  minuo  remanent  ^  minus  radice  de 
-^ ;  si  addo,  provenient  ^  et  radix  de  -^  •  Et  quia  hie  non  potest  processus 
fieri  secundum  yiam  diminucionis,  igitur  necessarium  est,  quod  flat  secundum 
'  viam  addicionis.  |  Nam  quinta  regula  Algebre  hanc  habet  ex  natura  sue  20 
demonstracionis  libertatem  et  hoc  Privilegium.  Dico  ergo,  quod  in  viis 
mercanciorum  numquam  fieri  soleat  sie,  ut  proponitur  in  questione.  Tamen 
quia  brachia  seu  ulne  sunt  in  continuo,  possibile  est  ita,  ut  proponitur, 
fieri,  sed  non  a  mercatoribus,  qui  geometrie  indocti  sunt,  verum  a  geometricis 
peritis.  Nam  dico,  quod  A  vendit  pro  uno  fl  7--  brachia  et  cum  hoc  » 
radicem  de  31-^;  B  autem  vendit  pro  uno  floreno  2^  brachia  et  cum  hoc 
radicem  de  31— •     Et  quia  hie  radix,  que  ultra  numerum  est,  est  surda,  in    ' 

1  bis  S.  64  Z.  21.  Diese  Aufgabe  ist  schon  Seit^  66,  Zeile  7  u.  ff.  dagewesen. 
Während  hier  die  5.  Begel  in  Anwendung  gebracht  wird,  war  dort  durch  die  6. 
die  Lösung  gewonnen.  16-21.  Unser  Verfiasser  weiss  also  zunächst,  dass  bei 
der  5.  Regel  zwei  verschiedene  Werthe  erscheinen  können.  Wenn  er  nun  hier 
sagt,  dass  bei  dem  vorliegenden  Beispiele  nur  das  Pluszeichen  benutzt  werden 
könne,  so  hat  das  darin  seinen  Grund,  dass  bei  Benutzung  der  Subtraction  für  B 

der  negative  Werth      -    ""-'— ^  sich  ergeben  wurde.     Das  ist  also  der  Grund, 
weshalb  der  Verfasser  hier  behauptet,  nur  die  Addition  gebe  einen  möglichen  Werth, 
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perpetuum  in  muneris  non  invenies  hanc  racionem  precisam.  Verum  mereator 
quandoque  contentus  in  vicina  racione,  ubi  precisa  ab  eo  habere  non  potest: 
quero  igitor  radicem  aliquam,  que  sit  vicina  ad  radicem  de  31^,  et  smu 
contentus    in    5    et   ^  ,    licet   adhuc  vicinior  daretur.      Huc    addo    numer:. 

6  scilicet  Y,  qui  erat  medietas  rerum,  et  proveniunt  13j^-  Tantum  fnr- 
vendit  primus,  scilicet  A  pro  uno  fioreno;  B  autem  vendit  8  et  -^  feiv 
pro  vno  fi.  Si  100  diuiseris  per  unamquamque  horum  et  coniunges  qu- 
cientes  non  deficiet  tibi  j^j  unius,  quod  habebis  20.  Sed  ille  defectos  consnrgi: 
propterea,   quod   5^    sunt  modico  plus  quam  radix  de  -^--     Item   si  dij>. 

10  quod  A  vendit  pro  floreno  uno  13  et  j^»  ©*  ^  vendit  pro  fl  uno  8^^,  iin 
iterum  duos  numeros  vere  dixi.  Nam  diuidendo  100  per  IS^-^  exeunt 
et  si  diuido  100  per  8^^^,  exeunt  12^^-  Si  iungo  7^  cum  12^, 
surgunt  19^—'  Ecce  deficiunt  solum  jg^-  Sic  quidquid  dictis  in  talil).!- 
partitis,   ubi  in  surdis  operi  fieri  oportet,   si  eorum  numerum   aliquem,  i: 

15  quacumque  eciam  fractione,  adhuc  potest  precisius  dari,  quod  minus  emer-: 

Potuisset    eciam   hec  questio  perducta  faisse   ad  regnlam   sextam,  - 

posuisses,  quod  B  vendidisset   1  rem  pro  floreno,  et  A  vendidisset  1  i>: 

pro  fl   et   5,  sid  in  idem  venisset  finaliter.     Habetur  ergo   in    iUis  triba' 

questionibus ,    quod    numquam    in    numero    potest    satisfieri,    sed    solum  n 

so  surdo,  et  qui  in  surdis  atque  additis  et  diminutis  et  binomiis  et  residu.: 
et  lineis  ceteris  irracionalibus  agere  nescitj  nihil  in  Arismetrica  egregii  noiL* 

I  QtiesHo  quarta. 
Nota.     Quidam  dominus  diues  habet  4  bursas  denariorum,  v~ 
unaquaque  tantum  quantum  in  alia  de  denariis,  quos  vult  distr: 

2  a.  ff.  Die  erste  Wurzel  von  —  ist  gefunden,  indem  Z&hler  and  Nenner  d« 
Bruches  mit  25  multiplicirt  sind.  Fflr  ^3126  ist  dann  der  um  etwa«  zu  gTOSi»- 
Werth  56  gesetzt  worden,  wodurch  n&herungBweise  )/—  «  5y  sich  findet.  IX: 
zweite  Werth  ist  in  ähnlicher  Weise  dadurch  entstanden,  dass  —  mit  121  er- 
weitert wurde.  Die  ^15125  ist  dann  gleich  123,  um  eine  Kleinigkeit  sa  gros: 
angenommen,  und  daraus  für  Y~^  ^^^  Werth  5—  gewonnen,  welcher  sn  7--  adir* 
13^^  ergiebt    Hier  hat  der  Verfasser  das  oben  gegebene  Versprechen,  die  Lösa^ 

vidnius  in  mittecuplo  zu  geben,  gehalten.  Die  Probe  giebt  einen  noch  nicht  r^: 
0,0016  zu  kleinen  Werth.  22  bis  S.  67  Z.  12.  Hier  kommen  wir  mit  einem  Ui^- 
in  unbestimmte  Aufgaben.  Wie  der  Verfasser  richtig  die  Aufgabe  in  Zahlen  fas^l 
handelt  es  sich  um  die  gleichzeitige  Lösung  der  Gleichungen 

43a;  +  U  ^  S9y  +  33  »  35^  -f  25  »  Sin  +  17, 
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buere  in  viam  eleosine  quatuor  ordinibus  scilicet  czeilen(!)  paupe- 
rum.  In  primo  ordine  pauperum  sunt  43  pauperes,  in  secundo 
sunt  39  pauperes,  in  tereio  sunt  35  pauperes,  in  quarto  sunt 
31  pauperes.    Primam  bursam  distribuit  equaliter  primo  ordini, 


und  er  weiss,  dass  es  eine  unbegrenzte  Zahl  Terschiedener  Lösungen  giebt.  Eine 
derselben  5458590  giebt  er  auch  richtig  an. 

Dass  hier  eine  Anwendung  der  ta  yen  Regel  der  Chinesen  Torlieg^,  ist  keinem 
Zweifel  unterworfen.  Wie  Cantob,  Vorlesungen  I,  2.  Aufl.  643—44  auseinander- 
setzt, ist  die  Aufgabe  der  Chinesen  mit  der  Regel  zu  ihrer  Auflösung,  aber  ohne 
Beweis,  in  einer  griechischen  Handschrift,  die  um  das  Jahr  1400  entstanden  sein 
mu88,  aufgefunden  worden.  Ich  will  jetzt  hier  den  Beweis  führen,  dass  um  die 
Mitte  des  15.  Jahrhunderts  sie  mit  ihrem  Beweise  und  ohne  Benutzung  des 
chinesischen  Beispiels  eine  ganz  bekannte  Sache  war. 

In  unserer  Handschrift  befindet  sich  Blatt  124'-— 125  ein  schon  von  Geehabdt 
angegebenes  Stück  mit  der  üeberschrifb  ^^mnar«'^    Dieses  enthält  nun  Folgendes  : 

J4'  n  DIVINABE, 

Item  ich  wil  wissen,  wie  tu  pfenning  in  dem  peutel  oder  im  synn  hast. 
Machs  also.  Hays  yn  dy  dn,  dy  er  hat,  zelen  mit  3,  darnach  cum  5,  postea 
cum  7,  Tnd  alz  oft  eins  vber  pleibt  mit  8,  so  merck  70,  ynd  alz  oft  1  vber  pleibt 
mit  5,  merk  21,  ynd  mit  7,  merk  15.  Postea  adde  illos  numeros  in  simul,  et  ah  6 
ista  stimma  subtrahe  radicem^  hoc  est  multiplica  3  per  5  et  7,  erit  105,  alz  oft  du 
magst,  ynd  wz  do  pleibt,  alz  yil  hat  er  ym  sinn  oder  in  peutel. 

Item  das  exempel  get  nit  hoher,  den  alz  yerr  dy  radix  wirk,  daz  ist  auf  105, 
ynd  man  sol  dar  yber  nit  nemen. 

Du  fragst  war  ymb  nymbt  man  70  auf  8,  ynd  21  auf  5  etc*-  Also  mags.  lo 
Wildu  haben  dy  zal  auf  8,  so  multiplicir  5  per  7,  ynd  was  kompt,  das  diyidir 
per  8,  ynd  manet  1  yber,  so  ist  dy  selb  zal  recht;  pleibt  aber  mer  yber  dann  1, 
so  duplir  dy  selben  zal,  ynd  darnach  diyidir  mit  3,  ynd  pleibt  dan  aber  mer  yber 
dann  1,  so  addir  dyselben  zal.  daz  thu  alz  lang,  bis  1  yber  pleibt.  Desgleichen 
S  wil  tu  haben  |  dy  zal  auf  5,  so  multiplicir  3  per  7,  wirt  21,  daz  diyidir  per  5,  so  15 
pleibt  1  yber,  dar  ymb  ist  21  recht  auf  5,  ynd  wildu  dy  zal  haben  auf  7,  mutti- 
plica  3  per  5,  erit  15;  illud  divide  per  7,  manet  in  residuo  1,  ideo  15  est  verus 
numerus  super  7,  dezglichen  dy  andern: 

6 
5 


70  21  Ifi 

15 

10 

3   5   7 

2 

3 

105 

- 

L28 

30 
175 

5 

6 

210 

40 

45  36 

S 

3   4   5 

120 

60 

216   2^ 

25 

7 

5     8 

8( 

JO 
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21 

36  21  28 

4 

7   2   3 

84 
280 

42 
1144  936 

9 

9    11 

1287 

63 
2 


7 
126 


28 
9 


20 


1782 
13 


Hier  ist  also  die  reine  Regel  ohne  jede  Anwendung  auf  eine  specielle  Zahl 
gegeben;  es  ist  gezeigt,  dass  es  nicht  nur  diesen  einen  Weg  des  Errathens  der 
Zahl  giebt,  und  es  ist  jedem  der  Weg  gewiesen,  auf  welchem  er  für  jede  beliebige 
Combination  yon  drei  Zahlen  sowohl  die  Hülfszahlen  als  die  Radices  finden  kann. 
Eine  ziemliche  Zahl  berechneter  Regeln  sind  beigegeben.    Unser  Verfasser  muss, 

Abh.  sar  Oetch.  der  Mathem.  VII.  5 
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in  fine  tarnen  remanent  sibi  41,  ita  quod  ad  complendum  ordinem 
deficiunt  sibi  2  denarii.  Secundam  bursam  distribuit  equaliter 
secundo  ordini,  in  fine  tarnen  non  potest  complere,  sed  habet  in 
residuo  33,  sicqne  ad  complendum  ordinem  deficiunt  ei  6  denarlL 


das  wird  mir  jeder  zugeben,  einen  Töllig  klaren  Einblick  in  das  Problem  gehabt 
haben,  sonst  würde  er  sich  mit  der  einfachen  Wiedergabe  des  bekannten  chinesischen 
Beispieles  begnügt  haben. 

Es  ist  aber  noch  eine  zweite  Stelle  in  der  Handschrift  Torhanden,  an  welcher 
einzig  und  allein  so  Torgegangen  wird,  wie  ich  von  jemandem  es  angenommen 
habe,  der  kein  Verständnis  far  das  Wesen  des  Problems  besitzt.  Sie  befindet 
sich  auf  Blatt  88'— 39  und  lautet: 

I  Item.  Nym  für  dich  ein  zal  wy  vil  du  wilt,  dj  wil  ich  yinden  mit  raytong.  S^ 
Ich  njm  für  mich  17.  Divide  primo  per  3  et  manent  2,  iUa  duo  fMdtiplica  per  70, 
efit  140.  Seewndo  dimde  per  5,  et  manent  duo.  lila  2  per  21  uMätipliea,  erit  42. 
Terdo  divide  per  7,  manent  3;  iUa  3  multiplica  per  15,  erit  45.  lUa  omnia  adde 
5  simül,  acilicet  140,  42,  45,  facit  227.  Nwnc  considera  hene,  quando  stimma  plus 
est  quam  106  ^  tunc  dehes  atibtrahere  210;  iUa  est  prima  reg%da  posicianis  vera;  et 
iterum  considera  hene  quando  minus  esset  summa  quam  106,  tunc  dehes  suhtrahere  105; 
ista  est  secunda  regula  posieionis,  et  dicitur  regula  falsa.  |  und  mit  der  regel  3^ 
posicionis  yera  et  falsa  mag  man  yinden  mancherlay  raytung. 

o  •     4  •     ö  •  - — 

Dass  derjenige,  welcher  dieses  yerfasst  hat,  keinen  klaren  Begriff  dessen 
hatte,  was  er  beschrieb,  ist  offenbar.  Die  Thatsache  jedoch,  dass  ein  ganz  anderer 
wenigstens  die  Regel  kennt,  wie  sie  von  den  Chinesen  aufgestellt  und  für  die  %u 
findende  Zahl  39  auseinandergesetzt  war,  zeigt,  dass  sie  weiter  bekannt  gewesen 
sein  muss. 

Ein  weiterer  Beweis  ist  der,  dass  Reoiomontakus  in  seinen  Briefen  Aufgaben 
stellt,  welche  ebenfalls  durch  die  Ta  yen  Regel  gelOst  sein  dürften.  Bei  Gaitob, 
Vorlesungen  II,  262—263  sind  die  beiden  Aufgaben  desselben  mitgetheilt: 

17a;  +  15  =  ISy  +  11  «  10z  +  3, 
23fl;  +  12  =  17y  +    7  «  lOjer  +  3; 

und  BiANcmin  giebt  für  die  erste  die  beiden  Lösungen  1103  und  3313.  Dass 
sowohl  Reoiomontan  als  Bianchini  ihre  Lösungen  nach  Art  der  Ta  yen  Regel  ge- 
funden haben,  ist  mehr  als  wahrscheinlich.  Nach  Art  des  ersten  Verfiuaers 
würden  die  Schemata  für  die  Lösung  so  aussehen: 

1820  .  170  .  221  3060  •  460  •  391 

17    •    13   .    10       und         23     •   17   •    10 

2210  3910 

und  nach  der  Ta  yen  Regel  würde  man  für  die  erste  zu  berechnen  haben: 

16  .  1820  +  11  .  170  -f  3  .  221  «  27300  +  1870  +  663  «  29833. 

Die  Division  durch  2210  giebt  den  Rest  1103  und  die  allgemeine  Lösung  ist 
t  =  1103  +  2210n. 
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Terciam  bursam  distribuit  equaliter  tercio  ordini,  in  fine  tarnen 
r^manent  sibi  25,  sicque  ad  complendum  ordinem  deficiunt 
ei  10  denarii.  Quartam  bursam  distribuit  quarto  ordini  equaliter, 
in  fine  tamen  est  residuum  17  denarionum,  sicque  ei  14  denarii 
deficiunt  ad  complendum  ordinem.  Queritur  nunc,  quot  fuerunt  6 
denarii  in  una  bursa? 

In  sunmia  questio  habet  hoc:  Invenias  unum  numerum,  qui  dum  diyiditur 
per  43,  post  integra  quocientis  manent  in  residuo  41;  item  dum  diuiditur 
per  39,  manent  in  residuo  33;  item  dum  diuiditur  per  35,  manent  in 
153  residuo  |  25;  item  dum  diuiditur  per  31,  in  residuo  manent  17.  licet  autem  lo 
non  Sit  solum  unus  numerus,  qui  talis  est,  yerum  infiniti  sunt  signa- 
biles.     5458590. 


Für  die  zweite  Aufgabe  hätte  man  zu  finden: 

12  .  8060  +  7  .  460  +  8  .  391  =  36720  +  8220  +  1173  =  41113. 
Die    Division    durch    3910    giebt    den   Rest    2013    und    die   allgemeine   Lösung 
t  »  2013  4-  3910n. 

Gehen  wir  nun  an  das  uns  hier  vorliegende  Problem  mit  4  Gleichheiten  über. 
Es  soll  also  das  System  aufgelöst  werden 

43a:  +  41  =  89y  +  83  =  35jp  +  25  =«  31  n  +  17. 
Wir  gehen  genau  so  vor,  wie  es  bei  drei  Gleichungen  gelehrt  ist,  dann  erhalten 
wir  das  Schema 

1227136  .  1492960  •  156961  •  763036 
43        .        39        •       36       .      31 
1819645. 
Dann  heisst  die  Ta  yen  Regel:   Für  1  durch  43  gewonnen  setze  1227136;   für 
1  durch  39  gewonnen  setze  1492960;  für  1  durch  86  gewonnen  setze  166961;  für 
1  durch  31  gewonnen  setz^63036,  addire  die  Producte  und  dividire  die  Summe 
durch  1819646,  der  Rest  der  Division  ist  die  gesuchte  Zahl. 

Es  ist 

41  .  1227136  =  60312636 

33  •  1492960  =»  49267680 

26       166961  »    3899026 

17  •    763035  ^  12971696 

die  Summe  also  gleich  116450886,  und  der  Rest  der  Division 

durch  1819646  giebt  1819600,  die  allgemeine  Lösung  ist  daher  1819600  -f  1819645n. 

Für  n  »  2  ergiebt  sich  der  von  dem  Verfasser  angegebene  Werth  6468690. 

Dass  wir  berechtigt  sind,  die  Auflösung  als  in  dieser  Weise  erfolgt  an- 
zunehmen, ergiebt  sich  daraus,  dass  spätere  Rechenlehrer  wie  Budolf,  Eoebel  und 
Simon  Jacob  die  Erweiterung  auf  4  gleichzeitige  Gleichungen  lehren,  ohne  jedoch 
anzugeben,  wie  sie  die  für  bestimmte  Zahlen  mitgetheilten  Hölfszahlen  gefunden 
haben. 

Ob  bei  allen  obigen  Untersuchungen  Entlehnung  aus  China  als  sicher  an- 
zunehmen ist,  möchte  ich  doch  bezweifeln.     Jedenfalls  ist  die  Darstellung  des 

6* 
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VI. 
De  regulis  per  cUgehram  etc.,  uJt  supra  dictwfn  est. 
Circa  primam  regulam.     Quidam  habuit  laboratores  et  peeania? 
si  cuilibet  laboratori  dedit  5,  habundat  in  30;  si  yero  daret  1 1 
6  libet  7,  deficiet  in  30.     Queritur,  quot  sunt  laboratores. 

Sit  numerus  istorum  1  2^,  et  fiunt  primo  5  2^  et  30,  fiet  secuudo  7  ^ 
minus  30  equande  5  3^  et  30 

2  3e  equande  60,  venit  2e  30. 
Circa  seamdam.    Quidam  conventus  est  ad  laborandum  per.* 
10  dies,     die    laboris    5    habet,    die    yacacionis   restituet    3;    in  li 
nullum  lucrum  habuit.     quot  dies  laboravit? 


Sunt  hie  1  2e 

28  minus  1  2e 


erunt  5  2^ 

erunt  84  minus  3  2p  equande  5  2^ 
84  equande  8  le?  proveniet  10  ^^   pro  1  2^. 
15  Sed  staute,  cum  ponatur,  quod  retinebit  4,  tunc  remoue  de  84  minus  3  * 
4,  que  equande,  ut  supra. 

Circa  ferciam.     Quidam   dixit   si  haberem  adhuc  tot   et    *   eii.- 
quod  habeo,  et   3   et  -^   et  1,  haberem  191. 

Habuit  l2e|22e|32e^2eetl  equande  191. 

20  ^  ^  12  e<l^a'ii<ie  190,  proveniet  1  ae   ^l^i 

2  ae  61p, 

86  1 

deutschen  Yerfassera  absolut  klar,  und  muss  von  jedem  auch  ihre  Begriüidi:. 
verstanden  werden. 

Am  Schlüsse  dieser  schon  überhaupt  etwas  langen  Anmerkang*  möcht«  :  ~ 
noch  darauf  hinweisen,  dass  die  erste  Aufgabe  des  Bsgiomontah,  welche  verlarr 
X  +  y  -{-  z  ^  240;  97a;  -{-  66^  4.  3;?  «-  16047  in  ganzen  Zahlen  su  lösen,  g&L 
derjenigen  analog  ist,  welche  Seite  48,  Zeile  24—29  abgehandelt  ist,  und  f: 
welche  zwei  Lösungen  angegeben  sind.  Dass  man  auf  diese  Art  der  AnfgaW. 
durch  die  Begula  coeci  geführt  ist,  dürfte  wohl  von  selbst  einlenchten. 

1  u.  ff.  Für  die  folgenden  unter  dem  Titel  „De  regulis  per  algebram**  zusamB!» 
gestellten  Aufgaben  über  Gleichungen  des  ersten  Gi^es,  denn  nur  8ol<^e  werdr: 
betrachtet,  ist  die  wirkliche  gleichungsmässige  Anordnung  der  Lösung  beaoa^ 
hervorzuheben.  Es  wäre  nur  nöthig,  ihre  Zeichen  durch  die  jetzt  gebr&nchlichc: 
zu  ersetzen,  um  ganz  moderne  Bilder  zu  erhalten. 
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i  I  Circa  quartam.    Quidam  habet  60  mensuras,  dat  theolenario  2 

mensuras  et  recipit  2 ß.    Alter  habet  120  mensuras,  dat  2  mensuras 
et  5  solidas,  queritur  de  valore  mensure. 
Valor  sit  1  2e  I  2  3e  minus  2  A.  vel  /? 

Alter  2  3^  5  sol.  vel  A.     hoc  debet  equari  duplo  primi        5 

4  2e  minus  4  |  2  2^  5 
2  3^  equande  9 
proveniet  1  jg  4:j- 
Circa  quintam  regulam  siue  quesüonem.     Quidam  habet  pecunias. 
petit   a  socio  suo   1  A,   et  erit  ei  equalis.     Alter  petit  1,   et  erit  lo 
ei  duplus. 

Ponatur,  quod  totum  hoc,  quod  habent  sit  1  3^.  Primus  igitur  habet 
^  2^  minus  1  A,  et  secundus  habet  y  le  et  1  A.  Si  igitur  primus  daret 
1  A  secundo,  primus  haberet  y  2e  minus  2,  et  secundus  haberet  y  ae  ©t  2, 
que  deberent  equari  duplo  primi,  quod  est  1  iq  minus  4  i^ 

1  2^  minus  4  equatur  y  ae  ©t  2 
Y  3^  equanda  6,  proveniet  ergo  ae  12. 
Primus  igitur  habet  6,  secundus  7.        . 

Ad  idem.     a,  h,  c.     A  petit  1  de  h,  eritque  ei  equalis;  h  petit 
de  c  1,   eritque  duplus  ipsi  c;  c  petit  de  a  1,  eritque  ei,  scilicet  w 
er,  triplus. 

Ponatur,  quod  primus  habet  1  2^,  oportet  ergo,  quod  secundus  habet 
1  2^  et  2,  oportet  eciam,  quod  tercius  habet  y^  ^^  ^y  •  Qui  si  primo 
daret  1,  haberet  y  a^  et  3y  tercius,  et  primus  retineret  1  ae  minus  1,  cuius 
triplo,  scilicet  3  ae  minus  3,  debet  equari  25 

3  ae  minus  3  I  y  ae  3y 

y  ae  equande  y 
provenit      1  ae  2y  primus, 
habet  secundus  4y  ^ 

tercius  3y  * 

.4'  '  Ad  idem.     A  petit  de  6  1,   et  erunt  equales;  petit  ft  de  a  1, 

et  erit  ei  millecuplus. 


1--8.  Eine  ähnliche  Aufgabe  ist  oben  bei  der  regula  fcUsi  behandelt  worden. 
(Seite  42,  Qwirta  questio.)  32  bis  S.  70,  Z.  6.  Auf  diese  Lösung  der  Aufgabe 
haben  wir  schon  oben  hingewiesen.    (Seite  43,  Quinta  questio) 


70  Maximilian  Gurtze: 

Ponatnr,  qnod  Ä  habet  1  3e,  ergo  b  habet  eciam  1   le  et  2  ^ 
1  oe  minus  1   |  1  3^  et  3 
100  2e  minns  1000  equande  1  le  et  3 
999  2e  I  1003. 
5  Pro  Ä  igitur  est  1  2e  1^ 

pro  h        34* 
Circa  sextam  regtdam,     Quidam  habet  pannos  3  emptos  100  soli- 
dis,  secundus  in  duplo  et  5  sei.,  et  tercius  in  triplo  ad  ambobns 
et  5  sol. 
10  Valor  primi  1   3^  |  2  2^  5  sol.  |  9  2^  20  sol. 

12  2e  25  sol.  equande  100  sol.  |  12  2e  equantur  75 
una  res  6—  primus  |  secundus  17  j  |  tercius  76  /?  ^  . 
Circa  sepümam  regulam.    A  petit  de  6  y,  et  habebit  a  IOO5  ^  ^^ 
c  y,    et  habebit   100;    c  de   a  ^  6*   habebit   100.      queritnr   de  a, 
15  quantum  habet  et  de  h  et  de  c. 
1  2^  pro  Omnibus. 


vn. 

Item  una  regtda  super  primum  capUtUum  ddacose. 
Item    sint    3    socii,    volunt    emere    equum   pro    100  fl.      dicit 

so  primus  ad  secundum,  haberem  y  de  tuis  fl  ad  meos  fl,  tanc  ego 
solverem  equum  pro  100  fl;  dicit  secundus  ad  tercium,  haberem 
-3-  de  tua  pecunia  ad  meam,  tunc  ego  solverem  equum  pro  100  fl; 
dicit  tercius  ad  primum,  haberem  —  etc^  Queritur,  quot  qui* 
libet  habet  secum  pecunie. 

S5  Becipiam,  quod  primus  habet   1  ding,  tunc  oportet  secundus  habere 

200  minus  2  ding.  Nunc  yide,  quot  tertius  oportet  habere,  wann  er  -^ 
seins  gelcz  dem  ander  gibt,  vnd  daz  dem  andern  100  fl  pleiben,  so  musz 
der  drit  6  ding  minner  300  haben,  y  von  6  d  minner  300  ist  2  ding 
minner  100.     Gib  dem  andren  der  hat  200  minder  2  d,  so  pleibt  im  lOiK 

90  Nu  spricht  der  drit  zu  dem   ersten,  het  y  deins  gelcz,  so  kauft  ich   daz 

18 — 16.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  kommt  in  der  folgenden  Abhaadlong  aus- 
führlich zur  Darstellung.  17  u.  ff.  Hier  kommt  wieder  die  Sprachmengerei  sam 
Vorschein,  welche  eine  Eigenthümlichkeit  deijenigen  Theile  unserer  Handschriü 
ist,  welche  den  Fbateb  Fbidbbicus  selbst  zum  Verfasser  zu  haben  scheinen.  Daa 
erste  Beispiel  ist  mit  dem  Torhergehenden  identisch. 
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pferd  pro  100  fl.  Nu  nym  -  von  dem  ersten,  der  hat  1  d.  daz  war  ^r  d 
dem  dritten,  so  her  nu  6j  d  minner  300,  vnd  daz  ist  100  gleich,  wann 
er  auch  sol  100  fl  haben.  Nu  mach  ein  jeden  tail  gleich,  gib  300  wider 
czw,  der  minner  hat,  pleibt  6  j  ^.  Nu  gib  auch  czw  dem  andern  tail  300, 
macht  400,  daz  ist  gleich  6^  d,  Nu  tail  400  in  6j  a,  kumpt  64,  vnd  s 
alz  vil  ist  daz  ding  wert.  Der  erst  1  d^  so  hat  er  64  fl,  der  ander  72  fl, 
der  drit  84  fl.  Nu  merck  war  vmb  der  ander  72  hab  vnd  der  drit  84. 
Wann  dem  '  andern  haben  wir  geseczt,  daz  er  hab  200  mynner  derselben 
155' 2  a.  1  a  ist  64,  alz  der  erst  hat,  {  so  ist  2  ding  2  mol  64,  daz  war  128. 
zeuch  ab  128  von  200,  pleibt  72,  vnd  also  sol  der  ander  72  haben.  Nu  lo 
het  der  drit  6  d  minner  300.  6  d  ist  6  mal  64,  daz  macht  384.  zeuch 
ab  300,  nun  so  pleibt  ym  84  fl. 

Der  erst  1  ding 

der  ander  200  minner  2  d 

der  drit  6  d  minner  300 


6^^  d  minner  300 


6j  d  minner  300 
gelich  dem  100  is 

6|  d  gelich  400. 

Vis  tu  probare,  proba  sie.  der  erst  der  y  des  gelcz  des  andern  hat- 
Nu  nym  y  de  72  fl,  quod  habet  secundus,  hoc  est  36.  adde  36  ad  64, 
quod  primus  habet,  tunc  erit  100  fl.  Nunc  dicit  secundus  ad  tercium, 
haberem  y  tue  pecunie  ad  meam,  tunc  haberem  100  fl.  Accipe  y  de  84,  20 
quod  tercius  habet,  hoc  est  28,  ad  pecuniam,  quod  habet  secundus,  id  est 
72  et  28,  et  est  eciam  100.  Nunc  tercius  postulat  ^  de  primo  socio, 
ideo  accipe  y  de  pecunia  primi  socii,  hoc  est  64,  hoc  est  16,  et  illud  adde 
ad  84,  productum  est  eciam  100  fl. 

Herum  una  regiüa  de  primo  capitulo  lacose.  25 

Item  sunt  3  socii.  illi  habent  pecuniam.  dicit  primus  ad 
alios  duos,  haberem  ego  7  fl  de  vestris,  tunc  ego  haberem  in 
triplo  tantum  sicut  vos;  dicit  secundus  haberem  9  fl  etc^,  tunc  in 
quadruplo  plus  haberem;  dicit  tercius,  haberem  11  fl  etc*,  tunc  in 
quintuplo  plus  etc^     Nunc  quero,  in  quantum  unus  habuit.  so 

Fac  sie,  sit  quot  isti  tres  socii  habent  1  d.  Nu  spricht  der  erst,  het 
ich  7  fl  eurs  gelcz,  so  het  ich  3  mal  mer  dann  ir  ped,  darvmb  sprich  daz 
der   erst  hat  y  d  minner  7.     Wann    alle    3   haben   ain   ding,    so   het  der 

2.  Hier  hat  wann  ebenfalls  die  Bedeutung  weil,  wie  in  der  GEBHARDTSchen 
Algebra.        25  u.  ff.  Siehe  oben  Seite  58:  De  capitulo  primo. 
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erst,  wann  er  7  mer  het,  so  het  er  3  mal  mer,  danrmb  secz  ich  daz  er 
hab  -^  d  mynner  7.  Der  ander  spricht,  hiet  ich  9,  so  biet  ich  4  mal  mer 
dan  ir  paid,  dar  vmb  secz  ich,  daz  der  ander  hab  y  mynner  9.  So  spricht 
der  dritt,  het  11,  so  het  ich  5  mal  mer  dann  ir  paid,  dar  vmb  Sprech  ich, 
6  daz  der  drit  hab  -^  mynner  11.  Dar  vmb  secz  also:  der  erst  hat  -^  d  mynner  7, 
der  ander  y  d  mynner   9,   der  drit  -^  d  mynner   11.     Nu  sumirs  zu  sam 

23 

allz,  daz  trift  2  d  g^  mynner  27,  daz  ist  1  ding  gleich,  daz  all  drey  haben 
vor  gehabt.  Nu  gib  27  dem,  der  mynner  hat,  so  pleibt  2  ^  ^^ 5  gib  dem 
andern    auch   27,    so   pleibt   1  d  mer  27   gleich   2  ^  ^.     zeuch   ab   1  c 

10  von  2  ^  ^,  so  pleibt  1  ^  g^,  zu  dem  andern  tail  pleibt  27.  Nu  tail 
27  in  1  ^  gQ,  kumpt  19gj,  vnd  alz  vil  ist  daz  ding  werd  (!),  alz  vil 
haben  sy  alle  drey  mit  ein  andern  19gj.  Nu  wart,  waz  iglicher  pesunder 
hat.  Y  ^  mynner  7  von  19g3  pleibt  7^^,  vnd  alz  vil  sol  der  erst  haben. 
Nu  nym  y  d  mynner    9    de   lögj,   so  trift  Ggg,  vnd  so  vil  sol  der  ander 

16  haben.    Dar  nach  nym  y  d  mynner  11  de  19g^,  so  pleibt  5gj,  in  tantum 


tercius  habet. 

1    ;)  _- 

60 


1  a  |5  .  27       1  a  I  mynner  7 


gleich  1  d  1^% 


y  mynner  9 


5  -i-i 

y  mynner  11 


I  Regula  delacose  super  quartum  capitulum.  ^^ 

20  Item   tres  socii  dy  habent  geseczt  vnter  in  370  fl  vnd  haben 

gebunnen   20  fl.     Dem  ersten  trift  mer  hauptgut  vnd  gewin  5  i 

dem  andern  25  ß^  tercio  50  fl.     Primus  stat  4  menses,  secundus  3, 

tercius  2:  in  quantum  fuit  capitalis  summa? 

Fac  sie.     Nym,  daz  daz  erst  hauptgut  sey  gewesen  1  d\   dem  anden 

25  1   zall,   daz  pillig  sey,   nem  wir   20,  oder  waz  du  wilt;    dem   driten  50 

mynner   1  d.     Multiplicir  4   man.     4  mal    1  d  macht  4  a,  vnd  2  mal  20 

des  andern  macht  40,  vnd  2  mal  der  trit,  hat  50  minder  1  a,  macht  UX> 

mynner   2  d.    Nu  sumirs  zu  sam,  macht   140  •  2  d.    Nu  sprich  140- 2  f 

gibt   in  20  fl  gewinsz  was   gibt   mir  48.     Der  erst   spricht  4  mal  20  ist 

80 
80  80,  tails  in  140-2  dingen,  kumpt  -^ — r—    gewincz,  tfis  zu   sammen  zu 

dem  hauptgut,  daz  waz  1  ding.  Multiplicir  in  kreucz,  kununen  220  •  2  ccdsj, 
daz  sol  man  tailen  in  dy  ander  vnter  figur,  vnd  sol  15  kummen.  darrmb 
multiplicir  15  mal  140  •  2  a,  macht  2100  •  30  a,  dar  von  an  paiden 
taillen,   so  pleibt   190  a  vnd  2  censy  dem  andern  2100  zall.     daz  ist  du 
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4  capitel  sprechent.     so  klimmet  radix  von   3306  j  mynner  47^,    alz  vil 
ist  daz  hanptgut  des  ersten,  daz  ist  10,  dez  andern  20,  des  drit  40  etc^ 


1  a  4- 1  a 
nym  20 

2  50  mynner  1  d 


4 

40 

100  mynner  2  d 


2100 
190  d 

15  cosa 
2100  cense. 


167  I  Proha  cose  forte  de  poma. 

Mach  mir  dy  rechnung,  dy  gat  auch  per  la  cosa  e  la  motte  agraus. 
Es  sind  2  gesellen,  dy  haben  opfel,  ynd  hat  yglicher  56  ^.  Nu  sollen  sy 
dy  opfel  verkauffen,  also  wann  der  1  gibt  4  ü  vmb  1  /?,  so  sol  der  ander  lo 
5  ^  geben,  ynd  daz  der  ein  albeg  1  ^  mer  gib  denn  der  ander  vmb  1  y(?, 
vnd  daz  sy  al  paid  nit  mer  Ifisen  ausz  den  opfel,  den  20  ß.  Nu  frag  ich, 
wye  vil  ichlicher  opfel  vmb  1  ß  hab  geben. 


vm. 

\4:\  10  6**  regtUa.    Item  1  z  21  numero  ist  gleich  12  cosa  i5 

z®  vnd  6  numero  ist  gleich  5  cosa 
6*'  regula.    Item  1  z  ist  gleich  6  numero  5  cosa. 


IX. 
V  (auch  Item  2  z  10  co  gleich  numero  28. 

Bttei)"^  Item  2  z     3  CO  gleich  14  numero. 

Item  nym  cosa  -^-    ist  1  z  4  co  ist  gleich  32  numero. 

Item  nym  cosa   £  •    ist  1  z  1  co  gleich  30  numero. 


7  u.fF.  Verkauft  der  erste  x  U  für  1/?,  so  mnsß  der  zweite  (ic+  1)  ®  für  Iß 
verkaufen,  es  muss  also 

H 7—7  =  20  sein. 

X        x+ 1 

14 — 22.  Diese  beiden  Aufgaben  gehören  der  angewendeten  Bezeichnung  nach  zu 
den  BeguU  delaeosa,  ebenso  wie  die  auf  Blatt  504  niedergeschriebenen.  In 
moderner  Bezeichnung  würden  sie  heissen: 

Ä«  +  27  =  12«;  Ä»  +  6  =.  5x; 

a;»  =  5x  +  6; 
2a;'  +  lOar  =  28; 
2a;«  4-    3j:  =  U; 
a;«  +    4a:  ==  32;  x^  +  x  =^  30. 
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w 


m 


^h 


10 


X. 

Nota.    Ärhor  20  pedum  iuxta  aquam  6  pedum,  querittir,  in  qua  pari*  ?• 
frangafur,  ut  summitas  eius  extremitati  aque  iungatur, 

lila  pars  est  1  ^e,  alia  scilicet  remanens  est  20  minas  1  2^.  Dico. 
quod  illa  pars  multiplicata  in  se  prodacitnr  census  eqnalis 
huic,  quod  aggregatur  ex  duobus  censibus  innctis,  qaomm 
unus  erit  ex  20  minus  1  2^,  et  altera  ex  6,  scilicet  36 
1  2^  fit  1  census;  20  minus  1  2^  in  se  sunt  1  censo.^ 
400  minus  40  2e;   6   in  se  sunt  36.    et  sunt  1  census  436 

9  1 

minus  40  2e.     lOj^  est  una  pars  vel   1  2e;    9j5  est  alten 
pars,  scilicet  inferior. 

Item  arbor  20  pedum  frang^Uur  in  8  pedUms  a  radice;  queritur,  ad  quo^ 
se  extendit  a  hast. 

Multiplica  partem   distentam,    scilicet    12,    in    se,    eiit 
144;  similiter  residuum,  scilicet  8,  in  se,  erit  64,  que  minne'? 
ex  144,  et  restant  80,  unus  census,  cuius  7e  est  quesitom 

Item  scaiLa  20  pedum  iuxta  aquam  latiiudinis  10  pedwn 
p^'odu/dtuT  ad  murum  iuxta  aquam:  queritur,  ad  quantatn  alti- 
tudinem  se  extendit, 

Multiplica  quodlibet  in  se,  minus  a  maiore  anfferatuTf 
et  remanet  census,  cuius  res  est  quesitum. 

Nota  scala  13  pedum  distans  a  muro  per  5  adhuc  rr- 
trahitur  per  7  pedes,  ut  $ü  dongata  a  hasi  per  12:  queritw. 
quot  descendit  in  muro. 

Primo    scias    altitudinem   muri   per   precedentem-    eri: 
enim  12.     Iterum  secundo  scito  altitudine  muri  etc\ 


1  —  26.  In  diesen  Aufgaben  ist  die  Benutzung  des  Zeichens   a^    als  Wunel- 
zeichen  recht  sehr  hervorzuheben. 


DIE  HANDSCHRIFT  No.  14836 


DER 


KÖNIGL.  HOF-  UND  STAATSBIBLIOTHEK  ZU  MÜNCHEN. 


VON 


MAXTIKTTTJAN  CXTItTZE. 


Vor  einiger  Zeit  hat  Herr  Dr.  Wappler  in  Zwickau  durch  seinen 
Aufsatz  „Bemerkungen  zur  Rythmomachie"^)  die  Aufmerksamkeit  auf 
den  Codex  latinus  Monacmsis  14836  hingelenkt,  und  eine  Reihe  darin 
befindlicher  Schriften  ihren  Verfassern  zutheilen  können,  auch  zwei  derselben, 
die  Abhandlung  Hermanns  des  Lahmen  und  die  des  Asilo  über  die  Ryth- 
momachie,  in  diplomatisch  treuem  Abdruck  veröffentlicht.  Durch  andere 
Untersuchungen  auf  dieselbe  Handschrift  aufmerksam  geworden,  Hess  ich  mir 
dieselbe  konmien,  und  will  nun  mir  im  Nachfolgenden  erlauben,  den  reichen 
Inhalt  der  wichtigen  Handschrift  bekannt  zu  geben,  welche  viel  mehr  Sachen 
enthält,  als  der  Handschriftenkatalog  der  Münchner  Bibliothek  verzeichnet.^) 

Wie  schon  gesagt,  befindet  sich  die  fragliche  Handschrift  in  der  Königl. 
Hof-  und  Staatsbibliothek  zu  München  unter  der  Nummer  14  836.  Sie 
gehörte  früher  dem  Kloster  St.  Emmeram  zu  Begensburg,  und  hatte  dort 
die  Bezeichnung  „Tz.  6",  Sie  besteht  aus  160  Pergamentblättem  von  je 
137  nmi  Höhe  und  107  mm  Breite.  Dieselben  sind  auf  den  Vorderseiten 
von  1 — 160  foliiert  und  mit  einem  Vor-  und  einem  Nachblatt,  beide  eben- 
falls in  Pergament,  zusammen  in  einen  mit  Leder  überzogenen  Holzdeckel 
gebunden.  Die  Gesamtzahl  der  vorhandenen  Blätter  beträgt  also  162.  Es 
ist  noch  zu  bemerken,  dass  zwischen  den  mit  17  und  18  bezeichneten 
Blättern  ein  ein  Doppelblatt,  jedoch  von  kleinerer  Dimension  als  die  übrigen, 
füllendes  Stemverzeichnis  mit  eingeheftet  ist.  Die  einzelnen  zusanmien- 
gehörigen  Blattlagen  sind  auf  doppelte  Weise  bezeichnet.  Jedes  erste 
Blatt  einer  solchen  trägt  in  der  rechten  untern  Ecke  in  arabischen 
Ziffern  die  Nummer  der  betreffenden  Lage,  während  auf  dem  letzten  Blatte 
jedes  Päckchens  in  der  Mitte  des  untern  Randes  in  römischer  Bezeich- 
nung die  Nummer  desselben  angegeben  ist.  Da  diese  letztere  Bezeichnung 
der  Blattlagen  nur  bis  zur  siebenten  mit  der  erstem  übereinstinunt,  so  ist 
klar,  dass  beim  Einbinden  nicht  die  römische,  sondern  die  arabische  Be- 
zeichnung die  massgebende  gewesen  ist.  Letztere  geht  bis  23.^)  Die 
Ziffern  haben  die  Form 
12  3Äg6A89  0. 

1)  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  37.  Band,  Historisch- 
literarische  Abtheilung  S.  1—17.  2}  Cat<üogu8  Codicum  Manuscriptorum 
Bihliothecae  Begiae  Monacensis  Tomi  IV.  Pars  IL  Codices  Uttinos  contiTiens. 
Monachii  A.  M.D.CCC.LXXVI,  S.  240—241.  3)  Die  einzelnen  Lagen  bestehen 
je  aus  folgender  Blattzahl:  8,  6,  6,  8,  8,  6,  6,  6,  7,  8,  2,  6,  10,  6,  4,  8,  8,  8,  8,  8,  8, 9, 8. 
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Die  Handschrift  ist,  mit  Ausnahme  des  auf  der  Vorderseite  des  Vor 
blattes  befindlichen  Inhaltsverzeichnisses,  von  Hftnden  des  XI.  Jahrhundert^ 
geschrieben.  Das  Inhaltsverzeichnis  ist  aus  späterer,  jedoch  immerhin  Dock 
alter  Zeit  und  hat  folgenden  Wortlaut. 

1)  „Cüindrus 
„Byfhmomachine  (!)  siue  pugna  numeramm 

„ac  scacus  mathematicus  Wireibergm 
„Commentum  in  rationem  (?)  Boethii 
b  „Herimani  Astrolabium 

„Geometria  Gerberti 

„Ludus  lateraUorum  siue  scacus 

„Coniunctio  numerorum   Wircebergensium 

„Geometrica      Musica 

10  „Mensura  limitum 

„Pöndera       mensure 

„Aströlogica       Musica 

„Ädelpoldi  Geometrica 

„Pondera  mensure  rursus 

16  „Astrolabium/' 

2)  Auf  Blatt  1  beginnt  eine  Abhandlung,  welche  von  der  Hand,  die  dk 
Inhaltsverzeichniss  schrieb,  betitelt  ist:  „Cylindrus'*.  Die  Anfangsworte  sine 
„Componitur  quoddam  Simplex  ei  paruulum  uiatoribus  horologicum  insimm^ 
tum".  Der  Schluss  ist  auf  Blatt  3 :  „sique  in  cuique  höre  fine  a  punt^  ^ 
puncta  obliguas  lineas  in  uiddicet  incrementa  et  detrimenta(I)  dierum  posh^ti*' 
deducendo  totius  horologii  huius  mensuram  consumäbo"  Es  soll  ein  Fragmeü 
aus  Hermann  des  Lahmen  Schrift  de  uHlitcUibus  astrolabii  sein})  ^^ 
habe  es  nicht  verificieren  können,  da  mir  der  PEz'sche  Thesaurus  nicht  n? 
Disposition  steht. 

3)  Auf  Blatt  3^  bis  4^,13  ist  dann  die  Schrift  Hermanns  „De  (mf\('* 
rithmimachi^'  und 

4)  Blatt  4^,14—6^,15  des  Asilo  Werk  „de  EUhmomachia"  enthalter. 
welche,  wie  schon  Anfangs  gesagt,  Wappler  veröffentlicht  hat 

5)  Von  Blatt  6^,15—10^,7  findet  sich  Hermanns  des  Lahmen  Tract^^ 
de  diuisione,  welchen  nach  unserer  Handschrift  im  Verein  mit  Nr.  146^^ 
der  Münchner  Bibliothek  Treutlein  im  X.  Bande  des  BuUettino  Bonc(mpa?*' 
veröffentlicht  hat.*) 


1)  Nach  dem  Handschriffcenverzeichniss  ans  dem  ersten  Capitel  des  tweita 
Baches.  Das  betreffende  Stück  findet  sich  übrigens  häufiger  als  selbständig« 
Abhandlung  in  den  verschiedensten  Bibliotheken.        2)  A,  a.  0,,  8.  644—64'. 
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6)  Blatt  10^,8—16'  enthält  einen  Commentar  in  Boefhii  lihrum  de 
consolatiane  phüosaphiae,  so  der  gedruckte  Katalog,  in  der  Handschrift  über- 
haupt ohne  Titel.  Anfang:  „0  gut  perpetua  mundum  ratione  gubemas" 
Schluss:  „ante  wissas  declamare,  Sic  enim  probatum  est"  Auf  Blatt  15^,9 
steht  die  Anrede:  „ad  ie,  AmaHssime  frater  G." 

7)  Es  folgt:  „Herimani  Astrolabium",  so  von  der  Hand  bezeichnet, 
welche  das  Inhaltsverzeichniss  geschrieben  hat,  und  zwar  Blatt  16^ — 24'. 
Anfang:  „Christi  pauperum  peripsima".  Schluss:  „et  ingeniwn  in  huius- 
modi  rerum  usu  exercitanti  alias  debet  notificare"  Auch  hier  muss  ich,  da, 
wie  schon  gesagt,  der  Thesaurus  von  Pez  mir  nicht  zugänglich,  eine  Ver- 
gleichung  des  gedruckten  und  handschriftlichen  Textes  unterlassen. 

8)  Blatt  24^—40^14  und  Blatt  45'^75^:  Geametria  Gerberti.  Als 
Ueberschrift  von  späterer  Hand,  der  des  Inhaltsverzeichnisses,  steht  nur  über 
den  beiden  ersten  Seiten  „Geometria",  Von  zwei  verschiedenen  Händen 
geschrieben.  Ich  gebe  im  Folgenden  die  von  der  Ausgabe  von  Ollbris  ^) 
abweichenden  Lesarten  an,  werde  aber  da,  wo  es  mir  nöthig  zu  sein  scheint, 
einen  völlig  neuen  Abdruck  dieses  wichtigen  Buches  veranstalten.  Zunächst 
fehlt,  für  den  Prolog  und  die  ersten  13  Capitel  wenigstens,  jede  Ueber- 
schrift, was  ich  des  weitem  nicht  femer  erwähnen  werde.  Sie  sind  nur  durch 
Absätze  und  grössere  Anfangsbuchstaben  kenntlich  gemacht.  Also  zunächst 
CoUationierung  des  Druckes  mit  der  Handschrift.^ 

401.  3.  guaituor.  —  7.  nostra.  —  8.  guia  indoctos  doceo  fehlt.  — 
11  — 12.   eluvionem  Nili  fluminis.  —  14.  a  cantinenti;  terrenae  dimensionis. 

—  18.  terminum  diffinitionis.  —  19.  Geometrica.  —  21.  Geometrica;  ratio- 
nabilium  statt  mensuräbilium  vel  ad  mensurandum.  —  22.  probabiliter. 

402.  5.  et  hinter  numero  fehlt.  —  8 — 9.  coUecturi.  —  10.  qtios 
terminos.  —  11.  fehlt. 

403.  7.  cum  ipse  Boethius.  —  8.  litteraturae  tradatores,  —  9.  beatis- 
simus.  —  11.  copiosissime-^  etiam  mentio  oculum.  —  12.  multis  fehlt.  — 
13 — 14.  prudentioribus.  —  15.  tarnen  fehlt.  —  16.  temptabo.  —  19.  tactuque, 

—  21.  fims  fehlt.   —  22.  ephiphaniae.  —   23.  se  contenta.  —  24.  dilatet; 
adiecis.  —  25.  corpus  solidum,  — 

1)  (Euvres  de  Gerbert  Pape  sous  le  nom  de  Sylvestre  II  coUationees  sur  les 
manuscrits  etc.  par  A.  Ollebis.  Clermont-F<>  et  Paris  1867,  S.  401—470.  2)  Ich 
bemerke  hier  ein  für  alle  Mal,  dass  überall,  auch  wo  ich  v  geschrieben  habe,  in 
der  Handschrift  u  sich  findet,  mit  Ausnahme  der  grossen  Buchstaben,  wo  stets  V 
steht,  auch  da,  wo  nach  jetzigem  Gebrauche  U  zu  erwarten  war.  Ich  wollte 
dadurch  den  unnützen  Varianten  gegen  den  OLLEBisschen  Text  aus  dem  Wege 
gehen.  Ebenso  bemerke  ich  noch,  dass  die  Handschrift  immer  spera  statt  sphaera 
liest,  und  allgemein  das  oe  entweder  durch  ein  einfaches  e  oder  das  bekannte 
Compendium  e  ausgedrückt  ist. 
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404.  5.  coartat;  in  ea.  —  8.  symion,  —  12.  Hinter  ffoec  fögt  dir 
Handschriffc  hinzu:  vero  et  langiiudme  et  latUudine  passim  se  praebens  st- 
cäbüem  solam,  quae  ß  in  crassitudine^  respuU  sectionem,  Seä  haec,  riddicri 
punctum  Ivnea,^)  —  18 — 19.  alias  suffidentius  de  talUms.  —  20.  ite^ 
iusta  praedidas.  —  21.  metienda  fehlt.  —  22.  vet  certe.  —  23.  ^eomefrirt* 
vodtatwr.  —  24.  quaeritwr  fehlt.  —  25.  aedificiorumve,  —  26.  posita.  — 
29.  qtiae  etiam  constrata  planave, 

406.  1.  wt  in,  —  3.  nuncupatwr,  —  5.  Uneas  longitttdinemve,  — 
6.  (iUitudine  latitudineve.  —  6 — 7.  Constratits  sive  planus  est.  —  7.  se% 
planiües,  sive.  —  8.  longitudine  laUtudineque.  —  10.  cütitudineque ;  diäetr 
sus,  —  11.  vd  tesserae;  quae  in,  —  12.  inteUegi.  —  14.  fipuraiinL  — 
16.  disünguuntur,  —  17.  sciendum  vero.  —  18.  item  et.  —  28.  fiwfWfV.» 
hoc  modo.  —  30.  eiu^  altUudinem. 

406.  2.  potent  fehlt;  in  piano  potent  scritn.^)  —  4.  solidos  palmu-. 

—  5.  observetur.  —  8.  usu.  —  9.  et  fehlt.  —  11.  cl^ma.  —  12.  ingn 
vel   fehlt;    leuua  (f).^)   —    15.  antiqui   in  agris  mäiendis.    —    16.    quatmf 

ati 

hordei.   —   19.   longitudine  (!).  —   25.  Nam  duodecies  as  et  '^  XVI  sufit 

—  26.  autem  fehlt."  —  27.  ejpansa,  —  29.  et  fehlt. 

407.  3.  et  terüam  eius.  —  5.  ei  fehlt.  —  6.  etiam  ei,  tU  canstratti- 
fiat,  adicitur.  —  7.  idem  in  lato.  —  14.  pedes  vero,  —  15.  dictus  autm 

—  16 — 17.  sextas  VII  et  SS  ist  ausradiert.  —  18 — 19.  mcuoitnus  in  itimr 
spatiis  metiendis  «5ws  est.  —  19.  Dictus  autem;  patentibus  tribus.  — 
20.  quinque  fehlt;  etiam  passi,  —  22.  sextas  XTTT.  —  23.  Dicta  auf^m.  — 
29.  et  in  longo. 

408.  3.  didtur,  et  ipse  agri.  —  4.  discriminans.  —  6.  cov^rati- 
fehlt.  —  7.  sive  iugo.  —  8.  a  iungendo.  —  10.  pedes  CXX.  —  16.  planüi^ 
que;  drcumscriptae.  —  17.  cunque  fehlt.  —  20.  ut  supra  dictum  est  fehlt.  — 
24.  est  fehlt.  —  26.  ä  fehlt;  et  bissem  fehlt.  —  27.  ä  fehlt;  un^nas   VJI  L 

409.  1.  Leuva,  —  3.  leuva.  —  4.  etiam  apud  nos  Teutonieos.  — 
9.  fiant.  —  12.  Leu,va.  —  12—13.  MIICCC  et  LXXV.  —  14.  MI  milü. 
solidos  Milies  müle  milia.  Stadium  habet  emm  lineares  passus  CXXV,  cota- 
stratos  XV,  DCXXV,  solidos  MDCCCCLIII CXXV  —  16.  pedes  V;  CXXV. 

—  18.  Cuhittis  autem;  quadrantem  fehlt.  —  19.  quadrantem  fehlt;  et  sescunci^ 
fehlt.  —  20.  digitos  XVI;  CCLVI,  —  25.  grana  hordei.  —  26.  hactetni< 
quidem;  eorundemque.  —  27.  sed  non  superflue;  si  pluribus  »♦§.*) 


1)  Eine  sehr  wichtige  Ergänzung  des  Textes.  2)  Die  Lesart  bei  Oulos» 
in  palmo  describi  giebt  gar  keinen  Sinn.  3)  Dass  leuva  die  richtige  Lesart  ist, 
folgt  schon  ans  dem  französischen  lieue.  Auch  in  den  Gromatici  Veieres  ea 
Lachmanm  steht  leuua.        4)  Auch  diese  Lesart  giebt  erst  einen  guten  Sinn. 
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410.  1.  proiU.  —  1—2.  sive  inteUedtuHes.  —  2.  muUimodis  diuidere. 

—  ö — 6.  mensuris  mcludimtur  tarn  deinceps  spectdandum  videtar.  —  9.  figwae 
dicuntur.  —  12.  curvis  fehlt,  doch  ist  Ranm  dafür  gelassen.  —  13.  elycoydes; 
campdas,^)  —  \^.  seu  plcmiües;  circumsepta.  —  19.  quod  bis  mmcupatwr 
fehlt.  —  22.  quae  quidem.  —  23.  paucula,  —  24.  prolibaverimus,  — 
25.  figwae  plcmae;  Uneis  fehlt.  —  28.  sub  duäbus,  — 

411.  1.  se  inv^icem  ta/ngentihus  contmetur,  —  4.  fadt  ita.  —  6.  vice 
tnrtiUis.  —  7.  nee  minus  ittsto  coartat.  —  9.  pleonesiae;  indiffinitaque.  — 
10 — 11.  lineae  rectae.  —  12.  vero  angvdus.  —  13.  indif finita;  Imeae  defec- 
tmn.  —  16.  appdlari  latine.  —  19.  recta  linea.  —  20.  secatur.  —  23.  scriba- 
tur  Ua.  —  24.  si  easdem  tres.  —  25.  invicem  sibi  cownexos.  —  27.  et 
singulis  altrinsecus  pwnctis.  —  28.  pernotäbis  hoc  modo,  —  29.  alio$  duos 
connexueris,  ut.  —  30.  hebetes,  in  altrinsecus. 

412.  1 — 2.  immune  omnino.  —  5.  connexio  componitur,  —  6.  vero 
fehlt.  —  10.  omnes  tres.  —  10—11.  coactae  punctum  describuntur.  liquide 
satis  ostenditur  hoc  modo.  —  13.  ibi.  —  16.  efficit  anguhim.  —  20.  iacenti 
lineae  rectae.  —  21.  ut  et  ülam  et  invicem.  —  23.  occupami  recti.  — 
25.  rectae  lineae;  per  cUtertUram.  —  26.  angidos  efficiunt  —  27 — 28. 
aequales  su/nt.  —  29.  linear  rectae.  —  31.  dicwifUy/r,  tales  scilicet.  — 

413.  1.  ad  aliam.  —  2.  eas  tangit.  —  2 — 3.  exferiores,  bvnosque 
interiores.  —  4.  Fössunt.  —  5.  haec  interim.  —  10.  vero  fehlt.  —  11.  acutos 
omnes;  dtuis  vero.  —  12.  omnes  vero.  —  13.  u^  fehlt.  —  14.  scUis  liquebit 
formationibus.  —  20.  quod  tres.  —  22.  atque  idcirco,  qui;  Uneis  anguUsque 
distensus;  extensus  vd  und  est  fehlen.  —  24.  m  angulatis  exstat.  —  25.  eumdem 
rursus.  —  26.  exagonive. 

414.  1.  singulos  angulos  lineas  rectal.  —  5.  dividuntur  ut  subiecti. 
Inde  etiam.^)  —  7.  embadum  a  dUigentibus.  —  18.  potest  clarere.  — 
15.  autem  fehlt;  habens  angulum,  —  16.  acutos  ita.  —  17.  nomen  inditum. 

—  22.  identidem  (xccepit  vocäbulum.  —  25.    Unde  d  ipse  ab  acuto,  quod. 

—  27.  facüe  quivis  intdlegere;  diam  eorum.  —  29.  isoscdes.  — 

415.  1.  aequaUbus  omnibus,  —  2.  aequ/us.  —  3.  Isoscdes  est;  latera 
habet;  diam  quasi.  —  4.  isosceles;  aequicrurium.  —  5.  sibi  invicem  in- 
aequMia.  —  6.  transferatur.  —  7.  solus,  ut  dictum  est  —  8.  isoscdes.  — 
13.  praedidam  superius,  —  22 — 23.  introrsus  ad  se  invicem  indinatae.  — 
28.  anguii,  id  est  acuti.  —  29.  trini  eorum;  eorum;  aequi  fehlt. 

416.  1  sint  aequi.  —  2.  supervaduntur,  —  3.  et  duo  interiores  acuti. 

—  4.  complent  unguium.  —  5.  dMO  quidem  acuti  redum  unum  supervadunt, 


1)  Auch  hier  ist  die  richtige  Lesart  unzweifelhafL    Gycloiden  treten  ja  erst 
bei  Gaulbi  auf.        2)  Auch  diese  Lesart  ist  die  bessere. 

Abh.  cur  Oesch.  der  Mathem.  YII.  G 
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sed.  —  6.  tanhim  fehlt;  minores  sunt  tanio,  quantmn.  —  7.  iUud,  ni  fnJhr 

—  8.  est  fehlt.  Mvltis  movere  solet  scruputum.  —  9  —  10.  aequos  haUf' 
duöhus  rectis.  —  11.  Eis  rero.  —  12.  an  acutus.  —  13.  certius  etian*: 
requirenti  fehlt.  —   17.  angulo  fehlt.  —  22.  esse  fehlt.  —  23.  quaesirtro> 

—  24.  sin  autetn,  —  28.  aequa  mensura  distiterint, 

417.  1.  Phittagorae  und  so  immer.  —  2.  altera  eiusdem.  —  3.  ufrtmj'*' 
4.  dcducito.  —  5.  pedes  fehlt;  duhitahas,  —  8—9.  usque  ad  G  qmt^f- 
mensiiro,  dein  lineam  reetam  ab  JF  ad  G  duco.^)  —  \Q.  E  an^ulumi  - 
cogente.  —  11.  eum  deptttari.  —  12.  Das  neue  Capitel  beginnt  im  MaDc 
Script  mit  den  Worten:  Lineae  vero  rectae.  —  17.  Directim  et  fton  ohlf;^ 

—  18.  accipit;  quasi  fundamenta  sit.  —  21.  Katheti  und  so  immer;  hotk-, 

—  25.  Ex  harum  autetn  lineari  mensura.  —  27.  superius  quoquc.  — 
28.  maim'em  angulum. 

418.  1.  puietur;  regulis  suis.^  —  2.  speeielms  fehlt;  pritnatum.  — 
9 — 10.  manifesfabitur.  —  12.  sit;  pedes  III;  —  13.  mensuras,  basis  IUI 
hypotemisa  V  seu  alias  quusUhet  plures  in  eisdem  proportianibus  ntensur^ 

—  16.  Quia  t'ero  interdum  quaedam  vel  omnia.  —  17.  admixtis;  geom^irt^ 

—  18.  etiam  non  ah  re  erit.  —  19.  itaque  fehlt.  —  20.  scilicet:  ;-. 
kathetum  alia  ininiire  latera.  —  23.  Si  eandem,    quam  äbstulisti,    nm*'^- 

—  25.  novem  facit.  —  25 — 26.  reliqui,  id  est  VIII,  dimidia;  basi  fehlt.  — 

419.  1.  superius  dicta.  —  2 — 3.  »ive  de  minutiatis.  —  3.  cornj/^i»  ' 
ut  in  hoc,  qui  IUI  in  Icatheto  tenet'.  —  4.  parte  fehlt.  —  4 — 5.  et  trh*^ 
dblata.   —   5.  demonstrat.  —    10.  senarium  habei.  —  10 — 11.  in  se  fehl: 

—  13—14.  duo  i£.  —  14.  YII  i,W^  —  b.id  est  i,  9SS;  hast.  —  16.  Till 
et  9S.  —  18.  rdiqui.  —  19.  haheat  in  Jcatheto.  —  20.  IUI  S.  —  21.  ('* 
tribus.  —  23—24.  III  et  "S.  —  24  —  25.  II,  <,vyv..  —  25.  XVI,    W^  i . 

—  26.  VIII  %  wu.  —  27.  II  <  et  ^^.  —  27—28.  podismum  in  X  S  ^  i- 
consumat  —  29.  quae  et  in. 

420«    1.    orthogonio    trigono.   —  4.   coniu/ngatur  et  huius.   —   8.  n- 
quolibet.  —  9.  generatur.  —  12 — 13.  in  se  ducto.  —  16.  reiiqtU  latus.  — 
20.   ducia  fehlt;  tetragoni^  id  est.^)  —   21.   faciu/nt  fehlt.   —  22.  qwt  , 
fehlt;  XXV  faoiwnt.  —  24.  investigo.  —  25.  id  est  ex;  dudum  id  ej>t.  - 
30.  numero  und  dem  fehlen. 

421.  8.  VI  "SS;  Ipsumqu^.  —  9—10.  XL^^u.  —  10—11.  VIII  v>., 

1)  Die  Ergänzung  ist,  wie  man  leicht  sieht,  nöthig.  Ich  bemerke  noch,  <U-* 
die  Handschrift  überall  im  Texte  sowohl,  als  an  den  Figuren  grosee  Bochstalia 
liat.         2)  Auch   hier   dürfte   die   richtige  Lesart  getroffen  sein.  3)  Hier  i-' 

offenbar  von  Olleris  die  Abkürzung  .f.  für  id  esft,  welche  in  unserer  Haodsckr. ' 
nirgends  vorkommt  (es  ist  dafür  stets  id  gesetzt),  f&lschlich  mit  ietnu/oni  '- 
banden  worden. 
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—  11—12.  LXXI^iu\  III  scripidi  et  iria  süiquae,  —  13—14.  CXI 
tertiam  scripuli  et  tertiam  süiquae  continentem.  —  15.  X^Ls^,  —  16.  ef  fehlt; 
eodem  autem.  —  17 — 18.  dudo,  id  est  CXI  %\,  duäbus  süiquis  et  tertia 
süiquae,  —  18  —  19.  dudrnn  fehlt;  XL^u<j.  —  19—20.  reliqui  LXXI^z^\ 
duarum  süiquarvm  et  trientis  süiquae  latus,  quod.  —  20 — 21.  VIII  et  'S'S'uw 
hasis  erit.  8i  autem  hasis  in  se  ducta,  id  est  XXXT'SC^S  bissüiqua  et  tertia 
siliquae.  —  23.  in  se  numero;  remanentis  XL  ^^^.  —  24.  IV  "SS.  —  25.  quo- 
que  huius  modi,  —  26.  libuerit,  —  28.  huiuscemodi  traduM,  —  29.  Icatheti 
pidelicet.  —  31.  duplicataque. 

422.  2.  id  est  fehlt.  —  2  —  3.  dupUcati  XII  faciunt  —  3.  partem 
fehlt.  —  4.  Horum  si.  —  5.  huius.  —  7,  et  fehlt.  —  8.  a^lata  et;  II  SS.  —  %.  et 
fehlt.  —  10,  per  quartam  sui.  —  10 — 11.  lattts  tetragonale,  —  13.  facilior,  — 
14—15.  universalis,  —  16.  concrevent,  pro  embado  habeatur.  —  17.  basis 
integra  multiplicetur ;  natum  embado  det/ur.  —  19— 20.  i?cr  latitudinem  longi- 
tudo.  —  21.  sün  invicem  fehlt.  —  23/ Sed  ut  exempla  huic.  —  25.  quin- 
decies  XX  fiwnt.  —  26.  certo  certius  indicant.  —  28 — 29.  regtdariter,  — 
29.  XJ7J%iL9\  ^^.  — 

428.  1.  constrati  pedis  capiat  quantitates.  —  2.  vero  fehlt.  —  4.  wmZ- 
tiplica.  —  7.  In  sequenti  vero^  cuius  area  constratos,  —  8.  e< hinter  CCCCXXVII 
fehlt.  —  9.  Das  erste  et  fehlt;  VI.  BCCCXLV^V,  condneri.  —  14.  fiunf. 

—  15.  quotiens.  —  20.  partem  fehlt.  —  23.  adkuc  regulam.  —  24.  suibi- 
iciendam.  —  26.  basis.  —  27.  Ut  awtem. 

424.  9.  iuncta  in.  —  11.  ductae  fehlt.  —  12.  utrorum,  —  14.  latus, 
quod.  —  18.  XIIII  est.  —  20.  ductus  fehlt;  et  fehlt;  Cui  si  IUI  embada, 

—  21.  Beide  ä  fehlen.  —  22.  Das  erste  ä  fehlt;  Qme  ut.  —  23.  ducto  fehlt; 
et  fehlt.  —  24.  et  fehlt.  —  25.  /"SS;  Villi  et  Yy.  —  27.  /  "SS  adetmdem. 

—  28.  "SS  adiimdum;  X'SS;  qtuze  est  V  et  "SS,  basim.  —  31.  diximus  orüio- 
gonli  tripleuri,  —  32.  qtumtitatem  fehlt.  —  33.  acceperat;  sibi  qu^mtUatem. 

425.  1.  patet  fehlt;  horum,  —  3.  dinoscendam.  —  4.  Das  erste  su/nt 
fehlt.  —  5.  eam  consequentiam,  —  5 — 6.  tantum  quod  quibusdam.  —  7.  ad 
basim;  meminerü,  —  8.  ne  iam  dicta.  —  28.  continuet,  — 

426.  3.  vel  minuäatos;  item  ad  minuMatas  fehlt.  —  4.  offendere  sctu- 
pulum,  —   5.   et  fehlt.   —   6.  sesquitertia  aUerutros  hahitudvne  copulet,   — 

7.  aspicias;  beide  est  fehlen.  —  10.  modo  in  se.  —  11.  w  56  fehlt.  — 
15.  geometricam  scilicet.  —  28.  dmoscitur.  —  29.  voh  in  his.  —  31.  eorum 
latera;  podismusque.  — 

427.  3.    sesquidliera,    si    sesquitertia    sesquUertia.    —    5.    FiurU.    — 

8.  orthogonios  effidu/nt.  —  10.  ostendat,  ut  suivt  suUecti,  —  11.  germani. 
Item  isti,  sed  äUis  laterum  proportionüms  compacti.  Dann  folgen  die  bei 
Olleris  in  Fig.  37  abgedruckten  Dreiecke.  —  12 — 17  fehlen. 
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Bis  hierher,  das  heisst  bis  zum  Ende  des  sogenannten  ersten  Theiles. 
stimmt  der  Text  der  Angaben  im  Allgemeinen  mit  dem  Mannscripte,  jedoch 
wird  man  leicht  bemerken,  dass  sehr  viele  der  angeführten  YariAnten  einen 
bei  weitem  reineren  und  verständlicheren  Text  geben,  als  der  gedruckte  isi. 
Wir  haben  ja  an  einigen  Stellen  in  den  Anmerkungen  darauf  hingewiesen. 
Der  Fortsetzung  ist  von  vielen  Seiten  der  Vorwurf  gemacht,  dass  die  An- 
ordnung der  vorgetragenen  Lehren  ein  wüstes  Durcheinander  sei,  voller 
Wiederholungen  tind  dergL,  so  dass  es  eines  Gerbert  für  unwürdig  und 
deshalb  für  untergeschoben  gehalten  werden  müsse.  Unsere  Handsduiit 
hat  nun  eine  Reihenfolge  der  Capitel,  welche  den  Fehler  des  wüsten  Durch- 
einander vermeidet,  und  einen  Text,  welcher  bedeutend  besser  ist,  als  der- 
jenige, welcher  bis  jetzt  gedruckt  wurde.  Sie  ist  ja  auch  die  älteste  der 
bis  jetzt  bekannten  Handschriften,  welche  die  ganze  Geometrie  Gerberts 
enthalten.  Ich  werde  daher  im  Nachfolgenden  den  zweiten  Theil  der 
Geometrie,  die  Feldmesskunst,  nach  unserem  Codex  vollständig  abdrucken 
lassen.  Ich  bin  fest  überzeugt,  dass  dadurch  der  Verfasser  derselben,  mag 
es  nun  Gerbert  sein,  oder  wer  es  sonst  wiU,  in  ein  ganz  anderes  Licht 
gerückt  werden  wird. 

Ich  fahre  also  mit  dem  Texte  so  fort,  wie  unsere  Handschrift  ihn  giek. 
Die  am  Anfange  stehende  römische  Nummer  ist  die  aus  dem  Manoscript«? 
folgende,  die  hinten  stehende  arabische  diejenige  der  Ausgabe  von  Oll£ri>. 
Um  jedem  Missverständniss  entgegen  zu  treten,  mache  ich  noclunaLs  danai 
aufmerksam,  dass  die  Capitel-  oder  Paragraphenzahlen  erst  durch  die  Heraus- 
geber eingeführt  sind,  sich  aber  in  keinem  Manuscripte  finden. 


1 1.  DE  MENSURIS.  15.  v 

Mensurarum  appellationes,   quibus  utimur,  sunt  hae:  Digitus,  üneia, 
Palmus,    Sextans,    quae  et  Dodrans  appellatur,  Pes,  Laterculus,    Cnbito^ 
Gradus,  Passus,  Decempeda,  quae  et  Peiiica  appellatur,  Clima,  Actus,  qni 
5  et  Aripennis  dicitur,  lugerum,  Centuria,  Stadium,  Miliarium. 

Digitus  est  minima  pars  agrestium  mensurarum. 

Uncia  secundum  quosdam  digitos  habet  tres,  secundum  quosdam,  qoixi 
verius  est,  digitum  unum  et  tertiam  digiti. 

Palmus  habet  digitos  quatuor,  uncias  tres. 
10  Sextans  digitos  duodecim,  uncias  novem,  palmos  tres. 

Pes  digitos  XYI,  uncias  XII,  palmos  IV,  sextantem  unam  et  tertiam  eins. 

Laterculus  pedem  unum  in  latitudine,  uncias  XXllTT  in  longitudise. 

Cubitus  sesquipedem,  sextas  II,  palmos  VI,  uncias  XVHI,  digitos  XXFS'. 

Gradus  habet  III  pedes;  passus  V.     Pertica  X.     Clima  IX 
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Aetns  in  latitudine  CX,  CXX  in  longitudine: 

lugerum,  qnod  sit  iunetum  duobus  actibus,  in  longitudine  CCXL,  in 
latitudine  CCXX. 
Centuria  CO. 

Stadium  pedes  DCXXV,  passus  CXXV.  6 

Miliarium  passus  M,  stadia  VIII. 


IL  INCIPIUNT  EXCERPTA  DE  GEOMETBIA.  14. 

Geometrieales  tractandi  diversitates  praemonstrandum  est,  quas  ipsius 
artis  tractatus  spondeat  utilitates,  quatinus  lectoris  ingenium  insinuationis 
trifida  ratione  incitatum,  promtius  ad  legendum,  stiidiosius  sequentis  operis  lo 
perscrutetur  tractatum.  Est  enim  huius  disciplinae  scrupulosa  descriptio, 
45''sed  totius  dimensionis  injdagatione  indagationisque  commoditate  copiosa 
descriptio.  Quam  tarnen,  quamvis  arduum  sit,  consequi  potis  erit,  qui  in 
ea  infatigabili  sudaverit  studio.  Quae  ut  facilius  a  studiosis  consequatur, 
cuique  theoremati  sua  figura  subiungatur.  i5 

ni.  AD  ALTUM  UT  METIATÜB.  32. 

Ad  rem  inaccessibilem  nobis  altioribus  ut  metiatur,  quamvis  laboriose, 
huiusmodi  figuram  facimus.     Sit  quantitas  rei  metiendae  ÄB^  et  quot  cubi- 
torum,  vel  ulnarum,  vel  pedum,  vel  digitorum,  vel  etiam  unciarum,   vel 
cuiuslibet  alterius   mensurae   sit,  sit  nobis  propositum  scire.     Re  orthogo-  20 
naliter    constituta    sit    spacium    inmieabile  inter  nos   et   rem,    ut  est  GB, 
Erigatur  nobis  orthogonium  DG^   et  sit  linea  sursum  ducta  de  G  ad  i), 
sicut  primo  dictum  de  Ä  ad  B,    Ducatur  planifcer  linea  de  D  ad  Z,  sicut 
plana    iacet   linea    de   G   ad  j&,    et   sit  notum,    quanta  est  linea   GD  et 
linea  DZ,   nos  enim  eas  facimus.     Erigamus  orthogonaliter  lineam   de  Z25 
sursum  ad   F,   et  ponamus  oculum    in  linea  ZV  orthogonaliter  erecta,  ut 
ezeat  yisus  noster  per  D  Ad  B\   et  locus  lineae  istius,  ubi  stetit  oculus, 
notetur    puncto    ipso    F,    et    metiamur  ZF,    quanta    sit.      Et   post    haec 
iterum  ponamus  oculum  in  linea  ZV  ita,  ut  yaleamus  yidere  per  D  ad  ^; 
et  locus,  in   quo  visus  steterit,  notetur  puncto  jET,  et  videamus,  ubi  haec  so 
linea  tangens  terram   coniungitur  lineae  GB^    et  sit  punctum  J^,   ita  ut 
linea  GE  sit  recta.     Et  post  haec  notemus,   quantum  sit  inter  Z  et  H. 
Et  quota  pars  est  ZH  ad  Zi),  tanta  est  IXt  ad  GE^  et  nota  est  linea  HZ 
et  ZD  et  BG^  quia  nos  eas  fecimus.    Igitur  notum  est,  quanta  est  linea  GE-^ 
46*^  et   quanta  I  est  linea  VZ  ad  ZD^  tanta  est  linea  BG  2Ä  lineam  GB^   et  85 
lineae   VZ   et  ZD  et  DG  nobis  notae   sunt:    notum  igitur  erit,    quanta 
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est  linea  GB,  Et  quia  sapivimus  dudum  lineam  GE^  et  sapimus  modo 
lineam  GB^  possumus  sapere,  quanta  est  linea  BE.  Et  quanta  est  linea  DG 
ad  lineam  GE^  tanta  est  linea  AB  ad  lineam  BE^  et  lineae  DG  et  BE 
notae  sunt:  igitur  AB  linea  nota  est,  et  haec  est,  quam  quaerebajntis.  Et 
6  ut  brevius,  quod  superius  diffuse  dictum  est,  comprehendatur  compendimn, 
quo  philosophia  gaudet,  ponatur.  Qualis  comparatio  fuerit  ZV  ad  HV,  talis 
erit  G^D  ad  BA.    Sit  et  ZV  duplum  ad  HV,  erit  GB  duplum  BA.    (Fig.  1.. 

IV.  ALIA  FIGURA  DE  EADEM  EE  CUM  HOROSCOPO.   17. 
Ad   altitudinem    inaccessibilem    ob    fluvii    vel   yallis  impeditionem  st 

10  altitudo  quaelibet,  ut  sit  AB,  sit  fluvii  vel  vallis  impeditio,  ut  est  BC 
Sume  horoscopum  stans  in  ripa  C,  et  per  utrumque  foramen  mediclinii 
summitatem  A  diligenter  inspice.  Considera  numerum  graduum  in  mensun« 
quadrato,  qui  verbi  gratia  notatur  quatemario  numero,  per  quem  srnmca 
totius  quadrati,   scilicet  CXLTTTI,  |  diuidatur,   et  quarta  pars  reperta,  Tidr-4 

16  licet  XXXYI,  conscribatur.  Post  baec  de  C  ad  D  certa  spatii  quantitas 
metiatur,  quae  exempli  gratia  quadrageiiario  numero  praenotatur.  Itemic 
sume  horoscopum  stans  in  fine  D,  et  per  utrumque  foramen,  ut  prius. 
summitatem  A  inspice.  Perpende  iterum  numerum  graduum  in  quadrat:. 
qui    Signatur   in  figura  temario   numero,    per  quam  denuo   summa   totici 

20  quadrati  dividatur,  et  pars  tertia,  quae  est  XLVllI,  iuxta  quartam,  qnat 
est  XXXVI,  conscribatur,  et  minor  numerus  de  maiore,  id  est  x  x  >^  v  i  df 
XLVin,  tollatur,  et  quod  remanet,  id  est  XII,  cum  latere  quadrati,  quci 
XII  est,  comparetur,  et  numerus  remanens  et  latus  quadrati  aequalis  pr* - 
nuncietur.     Et  sicut  ultimum  remanens  XU  lateri  quadrati   XU  aequaL^ 

25  habetur,  sie  spacium  CD  spacio  AB  aequale  affirmetur;  et  quota  pars 
temarius,  qui  est  ultimus  numerus  graduum,  in  XII  iudicatur,  eadem  pai^ 
AB  m  BD  spatio  sine  dubio  dicatur.  Est  igitur  XL  AB,  sicut  est  XL  C/'. 
et  est  CLX  totum  BD,  et  est  CXX  BC.     (Fig.  2.)  ]  .: 

V.  AD  ALTITUDINEM  CUM  SPECULO  VEL  AQUA  METIENDAM.   24 
30  Posito  in  speculo   centro,   vel  in  media  scutella  plena  aquae,    const:- 

tuatur  in  piano  arro,  et  tam  diu  a  geometra  huc  illucque  diligenter  tn- 
hatur,  donec  per  medium  centrum  unius  supradictorum  cacumen  rei  metiendar 
aspiciatur.  Cacumine  invento  spatium,  quod  continetur  inter  pedes  mensn- 
rantis  et  centrum  speculi  yel  medium  yasis  limphae  pleni  diligenter  mensn- 
85  retur,  et  post  haec  non  minus  caute  metientis  statura  comparetur,  et  i:. 
fuerit  illud  spatium  ad  metientis  staturam,  sie  erit  linea  a  medio  centr 
speculi  usque  ad  radicem  altitudinis  ad  altitudinem  rei  metiende. 
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Exenvpli  cura  suhdatn/r  plana  figura,    (Fig.  3.) 
VI.  AD  ALTITÜDINEM  CUM  ASTROLABIO  METIENDUM.  16. 
Si    altitudo   fuerit  in  aequalitate,    tali  poterit  mensurari  inspectione. 
Sumatur  ab   altimetra   astrolabinm,   et  constituatur  in  medietate  quadrati 
mediclinium,  nt  hac  scilicet  positione  sit  mediclinium  alterius  partis  astro-  5 
labil    in    nnmero    graduum  diemm  XLY,   et  tamdiu  ab   eo  ante   et  retro 
aestimando  pergatur,  donec  per  ntrumque  ambulatoriae  pertusum  altitudinis 
summitas  inspiciatur.     Qua  inspecta  loco,  in  quo  stetit  mensor,  nota  impri- 
47''  matur,  et  huic  impressioni  |  statura  mensoris  adiungatur.     Post  haec  locus 
ipse  diligenter  notetur,  et  ab  eo  usque  ad  radicem  altitudinis  tota  planities  lo 
caute  mensuretur,  et  quot  pedum  ipsa  planities  fuerit,  tot  sine  dubio  alti- 
tudo erit.     (Fig.  4.) 

VII.  AD  ALTÜM  METIENDUM  CUM  ORTHOGONIO.  30. 
Componatur  a  geometra  orthogonium  basi  kathetoque  eiusdem  numeri 
compositum,    hypotenusae   vero   proportio   praetermittatur,    quae   ad   altum  i5 
investigandum  prorsus  inutilis  iudicatur.     Compositum  autem  tam  diu  per 
planum  a  mensore  trahatur,  donec  oculo  humi  apposito  per  katheti  summi- 
tatem   summitas   altitudinis    investigandae   cematur.     Qua  visa  a  loco,   cui 
visus  inhaeret,  planities  ad  radicem  usque  metiatur,  et  quanta  fuerit,  tanta 
altitudo   dicatur.     Quod   ut   apertius  intelligatur,   orthogonium  cum  altitu-  20 
dine  metienda  figuraliter  visui  anteponatur.     (Fig.  5.)    . 

48'  Vm.  DE  EADEM  RE  ALIUD  ORTHOGONIUM.  31. 

Est  etiam  aliud  aestimandae  altitudinis  orthogonium,  quod  ab  inventore 
denominative  nuncupatur  Pythagoricum,  naturalibus  proportionibus  katheti, 
basis,  hypotenusae  compaginatum,  katheto  temario  insignito,  basi  insignita  25 
quatemario,  hypotenusa  vero  praenotata  quinario,  scilicet  ut  basis  katheto 
sesquitertio  proporcionetur,  et  hypotenusa  basi  sesquiquarto  comparetur. 
De  quo  cuncta  fiunt,  quaecumque  dicta  sunt  in  praecedenti  figura,  hoc 
solo  excepto,  quod  in  hoc  de  mentita  planitiei  quantitate  quarta  pars  est 
auferenda  hac  videlicet  ratione,  quod  basis  iacens  kathetum  erectum  superat  so 
cum  sua  quarta  parte;  Quod  ut  melius  animadvertatur  etiam  istud  orthogo- 
nium subtemis  depingatur.     (Fig.  6.) 

IX.  AD  METIENDUM  ALTITUDINEM  CUM  UMBRA.  25». 

Quaecumque  res,   si  fuerit  sub  divo  posita,   umbram  emittit,  sed  non 
sibi  semper  aequalem.     Quapropter  umbrae  quotam  partem  volueris  eliges,  ss 
deinde  virgam  coaequatam  huic  parti  in  terra  statuas,   et  umbram  exinde 
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cadentem  sen  per  pedes,  sen  per  palmos,  seu  per  nncias  dividas.  Si  jsm 
inventa  |  faerit  umbra,  quantum  mnbra  yirgam  snperat,  tantam  a  arrjl 
partibus,  quarum  virga  mensnram  habet,  snbtrahas.  Si  autem  mmor,  >^ziä 
tum  a  virga  snperatur,  tantum  dictis  partibus  adicias.  Qnod  autesii 
5  umbra  vel  ex  augmentatione  accreverit,  yel  ex  subtractione  remanserit,  p 
mensura  illius  rei  habeto.     (Fig.  7.) 

X.  AD  ALTUM  CUM  ARUNDINE  METIENDÜM.  25^ 
Componitur  etiam  instrumentum  ad  altitudinem  sine  difficultatc  ii^ 
niendam,    quod   hac    de  causa  a   sapiente  inventum  putatur,  qtua  visc 

10  humi  adiungere  difQcile  mensori,  inconveniens  spectatori  putabatar,  s^> 
que  quantitatem  suae  magnitudinis  a  magnitudine  staturae  metientis.  <  ^ 
stituamus  arundinem  tali  magnitudine,  ut  duplari  comparatione  proportioc^T 
mensoris  longitudine.  Cuius  medio  altera  arundo  orthogonaliter  conimig^^' 
quae,    statura  mensoris  aequalis,    ei,    cui  coniungitur,   subdupla  habeitJ 

15  Quatinus  in  hac  coniunctione  completum  comprobetur,  quod  in  prima  fignirz 
ac    curvo  praeceptum  videtur:  omnes  lineae  a  medio  circtüi  procedev^'^ 
Mentur,  et  sunt  parili  magnitudine  aeqttäles,    Igitur  hoc  instromentuiL  s: 
compositum  tamdiu  ducatur  a  mensore  per  planum,  donec  per  srnninits' 
istarum    virgarum    rei    metiendae    conspiciatur    summum.      Qno  coosf^t' 

80  tanta  altitudo  dicatur,  quantum  spatium  a  mensore  ad  ludicem  alütnii: 
statura  adiuncta  mensu|ratur.  Verbi  gratia  sit  statura  mensoris  ÄB^  ara:- 
sibi  dupla  CD,  altera  arundo  istius  medio  orthogonaliter  iuncta  ÄE^  i'- 
tudo  metienda  FG^  spatium  a  mensore  ad  radicem  altitudinis  BG.  H 
tamen  nullo  modo  mensor  obliviscatur,  quin  et  huic  omnique  perpendi  - 

25  aequipendium  appendatur,  quod  geometricaliter  institutum  ^  mensor: 
paratur.     (Fig.  8.) 


XL  AD  PLANITIEM  CUM  H0R08C0P0  METIENDAM.  19. 

Si  vis  cum  horoscopo  quamlibet  metiri  planitiem,  dirige  intuitnm 
utrumque  mediclinii  foramen,  donec  terminatur  intuitus  in  metiendae  qnar 

so  tatis  limite.  Post  haec,  in  quoto  gradu  quadrati  mediclinium  st€t<rnt. 
inspiciatur,  et  ipse  numerus  graduum  cum  XII  conferatur:  et  qnalis  c>i: 
paratio  erit  graduum  ad  XII,  talis  comparatio  erit  staturae  metientis » 
planitiem  totam.  Verbi  gratia  sit  statura  mensoris  AB^  planicies  B' 
numerus  graduum  temarius,  qui  ad  XII  comparatus  quarta  pars  eins  dnl'i' 

36  täte  sublata  invenitur.  Igitur  AB,  quae  est  statura  metientis,  sie  ^' 
planitiei  quarta  pars  computatur,  sicut  temarius  quarta  pars  XU  coraputj 
batur.     (Fig.  9.) 
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HI.  AD  PLANITIEM  CUM  VIRGA  VEL  ARÜNDINE  METIENDAM."  26. 
Stabiliatnr  anindo  visui  aeqniparata  metientis  in  termino  epiphaniae, 
cui  altera  coniangatur  cuiuslibet  quantitatis  orthogonali  ratione,  quae 
scilicet  suBum  insumqne  tamdiu  a  planimetra  ducator,  donec  per  utriusque 
arundinis  summitates  oppositus  limes  planitiei  cematur.  Quo  inspecto  5 
49^  ipsa  coniunc|tio  arundinum  diligenter  notetur,  et  superior  pars  fixae  arundinis 
a  coniuntione  alterius  cum  tota  sui  quantitate  comparetur,  et  eadem  compa- 
ratio  pendentis  virgae  planique  incunctanter  dicatur,  quae  superioris  partis 
a  coniunctione  cum  tota  quantitate  fixae  arundinis  superius  dicebatur.  Et 
ut  clarius  reddatur,  quod  litterari  inflexione  computamus,  picturam  apertius  lo 
obsccura  demonstrantem  visui  legentium  supponamus.  Sit  arundo  stans 
visui  metientis  aequiparata  ÄCy  sit  planities  metienda  CD,  virga  ortho- 
gonaliter  pendens  BC-^  sit  igitur  AB  medium  J.C,  erit  ergo  BC  medium  CD, 
(Fig.  10.) 

XIII.  AD  PLANITIEM  CUM  QUADRATO  MEDICLINIOßüM  i5 

METIENDAM.  33. 
Si  fuerit  nobis  propositum,   quodlibet  quolibet  modo  metiri  planum, 
sumamus  cubiti  longitudinis  lignum,   cui  tria  alia  in  dimensione  aequalia 
tali  coniunctione  innectantur,  ut  coniuncta  quadrati  dif&nitionem  suscipere 
videantur,  quod  quatuor  lateribus  aequale,  quatuor  angulis  est  orthogonale.  20 
Cuius   unius  lateris   summitatibus  duo  semipedalia  ligna  erecta  infigantur, 
quae    in    summitatibus    perforata   per   utrumque    foramen  visum  metientis 
admittere    videantur.     Post    haec    extremitati    oppositi   lateris  mediclinium, 
ut  in  horoscopo,   sie  copuletur,  ut,  dum  per  oppositum   sibi  latus  certis 
dimensionibus  distinctum  trahitur,  formam  orthogonii  Pythagorici  imitetur,  85 
iO'vel  imitari  videatur.    Verbi  gratia  |  sit  quadrati  figura  AB  CD,  duo  semi- 
pedalia ligna  in   summitatibus  unius  lateris  posita  E,  2^;  mediclinium  in 
lateris  oppositi  summitate  locatum  per  oppositum  sibi  latus  discurrens  DG 
in  hunc  modum  (Fig.  11).     Composita  quadrati  figura  hac  ratione  ponatur 
iacens  in  metiendae  planitiei  extremitate,  et  tamdiu  a  metiente  ex  altera  so 
parte     erigafur,    donec    per    foramina    E,    F    opposita    extremitas    plani 
cematur,    et   in    loco,    quo    visus    steterit,    nota    ponetur.     Post  haec  per 
mediclinium    ex    adyerso   constitutum  visus  mensoris  dirigatur,    donec  iam 
notata   extremitas  videatur.     Quo   facto  locus,  in  quo  steterit  (r,  notetur, 
et    CG    ad    GB    comparetur;    et    qualis    comparatio    CG   ad    GB   fuerit,  »0 
eadem  comparatio  AB  Skd  totam  planitiem  erit.     Verbi  gratia  tota  planities 
HH  dicatur  et   CG  GB  aequalis  constituatur:  et  AB  BH  aequalis  non 
dubitatur.     (Fig.  11.) 
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XIV.  AD  ALTÜM  CUM  AEUNDINE  MENSUEANDÜM.  27  u.  28. 
Si  quis  superioris  figurae,  retro  positae  figurae,  qua  planitiem  mensnra- 
bamus,  subtiliter  inspexerit  vim,  istius  quoque  figurae  vis,  qua  altitudines 
metimur,  eum  prorsus  latere  non  poterit.  Parum  enim  distat  haec  a 
6  superiori  figura  excepto,  quod  superior  in  planitie,  haec  operatur  in  alti- 
tudine  mensuranda.  Sit  altitudo  mensuranda  AB;  statuta  metientis  CB-^ 
arundo,  cum  qua  altitudo  metiatur,  statura  longior  EF-^  virga  orthogonaliter 
ducta  DG^,  linea  a  visu  metientis  per  arundinem  usque  ad  altitudinem 
metiendam  |  BFA,     His  peractis  BG  ad  GF  comparatur,  et  eadem  com-^'" 

10  paratio  BH  ad  AH  pronuncietur,  quae  BG  ad  GF  pronuntiabitur.  Verbi 
gratia  BG  ad  GF  dupla  ponatur,  et  non  minus  BH  ad  AH  dupla  in- 
dubitanter  dicatur;  quod  si  BH  HA  mensurabiliter  copulantur,  quae  BC. 
statura  metientis,  aequalis  habetur,  tota  altitudo  AB  mensurata  non  dubi- 
tatur.    Sed  quia  potest  evenire,  quod  CB  sit  interdum  non  meabile,  HA  non 

16  est  omnino  nobis  notum,  quamvis  sit  proportionale.  Qua  de  causa  planities 
BC  in  retro  erit  metienda,  et  similis  superiori  alia  componenda  erit  figura. 
Metiatur  planities  (77,  sitque  statura  metientis  IK]  sit  arundo  aequalis 
superiori  LM^  sit  virga  orthogonaliter  ducta  KN,  linea  a  visu  metientis 
tendens  ad  altum  KLA.     Post  haec  KN  NL  in  quadrupla  proportione 

20  conferantur,  et  similiter  totum  KH  HA  quadruplum  indubitanter  dicatur. 
Et  quia  superius  iam  BH  HA  duplum  habebatur,  modo  autem  KH  AH 
quadruplum  pronuntiatur,  sublato  BH  de  toto  KH  manet  KB^  quae  est 
mensurabile,  duplum  ad  HA.  Quod  si  ad  AH^  KI  statura  metientis,  quae 
est  aequalis  NM  et  BC  et  FG  ei  HB^  mensuiubüiter  apponatur,  totum 

25  JJ^,  quod  est  altitudo,  mensuratum  nullo  modo  dubitatur.     (Fig.  12.) 


XV.  AD  PLANITIEM  CUM  AEUNDINE  METIENDAM.  29, 
Stans  mensor  in  metiendae  planitiei  extremitate  componat  |  sibi  arundinem  '^^ 
minorem   suae  longitudinis  prolixitate,   quae  scilicet  tam  diu  diversis  locis 
planitiei    directa    figatur,    donec    per    summitatem    ipsius    arundinis    altera 

80  extremitas  planitiei  ex  opposito  cematur.  Quo  facto  a  sunomitate  amndinis 
orthogonalis  linea  usque  ad  mensoris  staturam  ducatiu-,  et  locus  ipsius 
staturae,  in  quo  linea  terminabitur,  diligenter  signetur,  et  ipsa  pars  statuiae 
ab  ipsa  nota  usque  ad  visum  cum  linea  oi-thogonaliter  ducta  conferatur. 
Et   qualis  comparatio   ipsius  partis  staturae  cum  tota  linea  orthogonaliter 

S5  ducta  habebitur,  eadem  comparatio  totius  staturae  ad  planitiem  totani 
l}ronuntiabitur.  Verbi  gratia  sit  statura  metientis  -4.  JB;  planities  metienda  B  C; 
canna,   cum  qua  mensuratur,  BE,  linea  orthogonaliter  ducta  BF,     Qnota 
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pars  faerit  ÄF  in  FD^  tota  pars  erit  AB  in  BC.     Sit  AF  quarta  pars 
in  FD,  et  in  eodem  modo  est  AB  quarta  pars  in  BC,    (Fig.  13.) 


XVI.  AD  METIENDUM  CUM  HOROSCOPO  PATEUM.  20. 
Frimo    a    geometra   diligenter  perpendator,    quatinns  circulatio  putei 
perpendiculo  perpensa  aequalis  habeatur.     Deinde  cuins  quantitatis  sit  eins  5 
diametram  inquiratnr.     Inyento  diametro  stans  metiens  super  putei  labrum 
despiciat  per  mediclinium  lateris  oppositi  terminum.     Quo  peracto  numerus 
graduum,  in   quo  mediclinium  steterit,  in  quadrato,  cum  XII  oomparetur, 
et  eadem  comparatio  diametri  et  profunditatis  cum  statura  geometrae  indu- 
öl""  bitanter  |  pronuntietur.     Qua  statura  abstracta  de  profunditatis  numero  quod  lo 
superest,  ipsius  est  altitudo  putei.     Yerbi   gratia  sit  putei   altitudo  AB] 
sit    eius   diametrum  AC-,    sit  statura  geometrae  trium  pedum   CD,     Eia, 
constituamus  trium  pedum  AC,  et  dirigamus  intuitum  per  mediclinium  de 
D    ad  B,     Post    haec    gradus,    qui   causa  ezempli  m   sint,    cum  XU  in 
quadrupla  proportione  conferamus,  et  AC,  qui  et  ipsi  in  sunt,  ad  BC  in  i5 
eadem   proportione   ponamus.     Est  igitur  IH  pedum  AC,    et  XII  pedum 
DEy  et  trium  pedum  DC,  quae  est  statura  metientis;   quibus  tribus  sub- 
latis  de  DE  remanet  Viil  pedum  (7JJ,  quod  est  putei  altitudo.     (Fig.  14.) 


XVII.  AD  PUTEUM  CUM  ARÜNDINE  MENSUEANDÜM.  21. 
üt  in  superiori  figura  putei  dictum  est,   primo  a  geometra  diligenter  so 
perpendatur,  quatinus  circumductio  putei  circularis  habeatur,  deinde  cuius 
quantitatis    sit    diametrum   inquiratur.      Quo    invento    stans   mensor   super 
putei  summitatem  supponat  pedibus  suis  cuiuslibet  longitudinis  scorpionem, 
quem   tam    diu    ante    et  retro  pedetemtim  ducat,    donec  per  summitatem 
ipsius    scorpionis    alterius    partis   putei    profunditatem    cernat.     Quo   facto  25 
pars  ipsa  scorpionis,   quae  puteo   superiacet,   a  pedibus  mensoris  impressa 
nota  caute  notetur,  cui  statura  metientis  non  minus  diligenter  oomparetur. 
52'  Et   quota    comparatio    ipsius    partis    fuerit    ad    metijentis   figuram,    eadem 
comparatio   erit  diametri  cum  statui*a  metientis  ad  putei  totam  summam. 
Verbi  gratia  sit  profunditas  AB]  diametrum  eiusdem  putei  AC;  statura  «o 
metientis  CDy  arundo,  quae  staturae  oomparetur,  et  per  quam  putei  pro- 
funditas investigatur  CE]  altera  pars  putei  CF]  sit  CD  quadruplum  ad  CE] 
igitur  DF  quadruplum  est  ad  AC, 
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Sumas  mensyram  $i  ms,  auferre  staturam,^)    (Fig.  15.) 

XVni.  AD  ALTÜM  INACCESSIBniE  CUM  HOBOSCOPO 
METIENDÜM.  18. 
Si   quid  eminens  inaccessnm  faerit  aestimandnm  cum  horoscopo,  str 

5  alti  mensor  in  metiendi  eminentis  arcifinio,  suspiciatque  per  utnunqi' 
mediclinii  foramen,  quousque  intueatur  altitudinis  mensurandae  cacumer. 
Quo  iuspecto  gradus  quadrati  numerentur,  qui  ezempli  manifestatione  IL 
computentur,  qui  in  Xu,  quadrati  latere,  quater  continentur.  Hoc  penc: 
tarn   diu    ante    et   retro    pergatur,    donec   iam   yisum    cacumen  altitadiEif 

10  mensurandae  iterum  Videatur.  Quo  yiso  numerus  graduum  quadrati  de£^. 
inspiciatur,  et  yerbi  gratia  11  habeantur,  qui  in  XTT,  quadrati  latere,  sera 
contineri  non  dubitantur;  et  intervallum  stationum  mensoris  scilioet  II 
pedum  notabile  habeatur.  His  peractis  minus  continens  temarii,  id  er 
quatemarius,  ab  maiori  continenti,  id  est  senario,  semel  tollatur,  et  binarlni 

15  qui  remanet,  in  mente  teneatur,  et  ipsum  intervallum  stationum  mens<:fr.: 
inaccessibilis  alti  duplum  ponatur.  Subtractione  continentium  facta  si  nsz: 
tantum  remanserit,  intervallum  stationum  mensoris  alto  aequale  est,  si  (h. 
duplum,  si  tria  triplum  et  sie  in  sequentibus. 

TcUi  pictura  fit  declaratio  pura,    (Fig.  16.) 
20  XIX.  (AD  PUTEI  ALTITUDINEM  METIENDAM.*))  34. 

Putei  aut  cuiuslibet  fossae  altitudinem  sie  probabis.  Accipe  lignur 
directum  |  et  pone  super  buccam  putei,  cuius  umbram  videbis  in  Cf^  id  e? 
in  profunditate  putei,  et  lignum  quatuor  cubitos  aut  plus  habeat;  et  ex^t 
subtus  eius  pedes  alia  basta  directa  similis  sibi.    Et  est  profunditas  putei  ÄF. 

1)  An  dieser  Stelle  hat  Herr  Weibsbhbosn  (Qerbert,  Beiträge  zur  Kena:- 
niss  der  Mathematik  des  Mittelalters.  Berlin  1888,  S.  23)  seine  Kunst  ix 
Versemachen  gezeigt.  Dass  ein  leoninischer  Vers  beabsichtigt  war,  ist  deatlki: 
sobald,  wie  in  unserer  Handschrift,  das  Wort  pittei  weggelassen  wird,  ist  vad 
der  Vers  in  Ordnung.  Der  betreffende  Verskünstler  hat  als  selbstventänllic^ 
vorausgesetzt,  dass  jeder  ihn  so  verstehen  würde: 

Sumere  mensuratn  H  vis^  auferas  sUUuram, 
auch  wenn  er  die  Yerbalformen  von  sumere  und  auferre  mit  einander  vertauscfat« 
Unsere  Handschrift  liefert  ausser  den  drei  bekannten  leoninischen  Yersen  nod 
einen  vierten,  der  in  den  Druckausgaben  durch  Ab&nderung  eines  Wortes  r^ 
solcher  nicht  mehr  vorhanden  ist.  Am  Ende  von  Gap.  IV;  24  steht  n&mlich  sr 
Manuscripte,  wie  ich  auch  oben  habe  drucken  lassen: 

ExempU  cura  subdatur  plana  figura, 
wo  die  Ausgaben  das  gewöhnlichere  causa  lesen.        2)  Die  nicht  im  Maniucrifk 
vorhandenen  Ueberschriften ,  welche  sich  aber  auch  in  keiner  andern  H&adschni^ 
finden,  sondern  von  Fez  hinzugefügt  sind,  habe  ich  eingeklammert. 
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et  hasta  directa  ÄD-^  et  alia  hasta  ABC  iaeens  super  bnccam  putei  tnincat 
DE  super  angulos  rectos.  Et  intuere  in  aqua  putei  umbram  ÄC  äe  D 
usque  ad  F^  et  invenies  ÄC  cubiti  quot  sint  vel  palmi,  ac  quotiens  sit 
in  DA,  tociens  est  ACB  vel  EF  in  DAE,^)  Utputa,  si  AC  habeat 
unum  palmum  et  DA  tres,  tribus  vicibus  est  AC  in  DA,  sicut  est  tribus  5 
vieibus  ACB  in  DAC.     Abstrahe  AD,  remanet  AE.    (Fig.  17.) 

XX.  (AD  ALTITÜDINEM  M0NTI8  INVENIENDAM.)  35. 

Dum  quaeris  altitudinem  alicuius  montis,  pone  hastam  ante  te  in 
piano  pro  monte  longiorem  te:  et  est  hasta  AB,  et  tu  CD.  Postea  con- 
templare  huc  iUuc  te  movens,  donee  recto  oculorum  visu  per  A  usque  F  lo 
S^videas.  Tunc  con|8idera,  quanta  sit  GC  ad  GA,  tanta  est  CH  ad  HF. 
Utputa,  si  GC  dupla  est  ad  6r^,  dupla  est  CH  ad  HF-,  et  quantalibet 
GC  ad  GA,  tanta  est  procul  dubio  CH  ad  HF-,  et  quanta  est  AG  ad  GC, 
tanta  est  FH  ad  HC,  et  HF  est  mons. 

Quod  si  fluvius  habetur  aut  aliud  obstaculum  inter  C  et  H,  et  non  i5 
possis   pertingere    ad    montis   radicem,    ut  praedictam   invenias  mensuram, 
accipe  hastam,   id  est  AGB^  et  ambula  retro  XXX  cubitos  aut  quantum- 
libet,    et   iterum  contempla  recto  visu  de   M  per  K  usque  F,    quod  est 
f  montis  summitas,  et  |  postea  vide,  quanta  sit  MO  vel  NL  ad  OK,  tanta 
est  MH  vel  NI  ad  HF.    Abstrahe  de  MH  vel  NI  CH  vel  DI,  et  vide,  ao 
quod  remanet,  tanta  est  altitudo  montis.     Utputa,  si  invenisti  CH  duplum 
ad  HF,  et  post  MH  quadruplum  ad  HF,   tolle  CH  de  MH,  id  est  duo 
de   quatuor,  remanent  duo,   quod  MC  dices.     Quia  MC  duplum  est  HF, 
dona  XX  cubitos  ad  MC  et  X  ad  HF.     Et  si  CB  triplum   est  ad  HF, 
et  MH  septuplum  est  ad  HF,  abstrahe  de  MH  CH,  id  est  in  de  VII;  25 
quadruplum  est  MC  ad  HF.     Sic  in  aliis.     (Fig.  18.) 

XXI.  (DE  EADEM  RE  SINE  MUTATIONE  HASTAE.)  36. 

Si  quaeris  sine  mutatione  hastae,  sie  facies.  Est  mons  AB,  Accipe 
hastam  duorum  cubitorum  longiorem  te,  et  pone  ante  te  in  piano.  Postea 
considera  ipsam  hastam,  quae  est  CDE,  et  visum  tuum  recte  mitte  de  Fso 
per  B  usque  A,  dividens  ipsam  hastam  super  unum  cubitum;  et  vide, 
quantum  sit  FE  ad  ED,  tantum  est  FG  9Ä  GA.  Ambula  retro,  quous- 
"-  qua  videas  de  H  per  C  usque  ^|,  ubi  est  summitas  montis,  et  vide,  quantum 
sit  HE  ad  EC,  tantum  est  HG  ad  GA.  Invenisti  forsitan  antea  FG 
quadruplum   GA,  et  HG  decuplum  ad  GA\  minue  FG  de  HG,  id  est  35 


1)  Dass  durch  die  Einschaltung  unsrer  Handschrift  erst  die  ganze  Darstellung 
richtigen  Sinn  erhält,  ist  leicht  einzusehen. 
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IV  de   X,  remanent  VI.     Sic   est  HF  sescuplum  ad  GA^   vel  GA  sein 
ad  FH,    (Fig.  19.) 

XXII.  (AD  INVENIENDAM  PER  SPECÜLÜM  ALTITÜDmEM.)  $7. 

Si  per  speculum  aut  per  concham  plenam  aquae  quaeris  scire  alt: 
6  tudineni  montium  vel  turrium,  accipe  speculum,  et  pone  prope  montfi 
in  piano,  et  in  tantum  te  ipsum  et  speculum  positum  in  terra  moTci- 
huc  et  illuc,  quousque  videas  A  in  B^  id  est  summitatem  monüs  in  mtl 
speculo.  Et,  quomodo  sint  invicem  J90  et  CB  vide,  sie  sunt  invict 
EB  et  EA.  Et  si  sit  obstaculum,  quod  non  possis  probare  hoc,  aniln. 
10  retro  cum  ipso  speculo,  et  pone  in  terram,  ut  videas  mo]vendo^  te  1 1 
in  Z.  Et  quantam  proporcionem  habent  invicem  PK  et  KZ^  eacd-i 
habent  EA  et  ZE  invicem.  Minue  inde  BE^  et  remanet  BZ.  Et  vic 
ut  antea  in  superioribus  figuris,  quantum  habeant  proportionem  BZ  r 
EA^)    (Fig.  20.) 

15  XXIII.  (AD  LATITÜDINEM  FLÜVII  INVENIENDAM.)  38. 

Si   quaeris   scire   latitudinem   fluvii   vel   alicuius   campi    vel    curtis  «- 
cuiuslibet  rei,   accipe  lignum,  quod  pertingat  usque  ad  taos   ocnlos,  se.n: 
dum  alios  minus   uno   cubito,    et  pone   eum  in  ripa  fluvii,    et    sta  pr 
eum,   et  est  lignum,  ut   subtus  vides,   quasi  AB^  et  pone    aliud  ligi-- 

20  super  ipsum  erectum,   sicut  est  CD,     Postea  contemplare   recto  oeulc'rj: 
visu  per  AD  usque  videas  J5,  id  est  ripam  vel  terminum  ex  altera  p-är 
Nam  BE  est  fluvius,  et  ADE  visus  directus.     Postea  considera,  quacr 
sit  AC  \  ad  CD  vel  e  contra,  quantum  est  DC  ad  AC^  tantum  est  J'- 
ad  BE   vel    e    contra  BE   ^d  ACB.     ütputa,    si  2>0  est   duplum  i 

25  duplum  est  BE  &d  BGA-,  si  triplum,  triplum  et  cetera.     (Fig.  21."^ 

XXrV.  (AD  IDEM  ALIÜS  MODUS.)  39. 
Si  quaeris  aliter  scire,  pone  bastam  minorem  te  quasi  ad  pectu>. 
pone  in  ripa  fluvii,    et  accipe   aliud  lignum  pertingens  usque    ad   ocn 
sicut    est   CD.     Et    ambula    retro    quantumlibet,    et   pone    ipsum    fa>tr: 

1)  Dass  dies  die  riebtige  Lesart  ist,  dürfte  von  selbst  einleacbten.         2}  BUr 
ist  für  die  Figuren  eingeheftet  und  enthält  keinen  Text.        3)  Nach  Herrn  Wfj5*^ 
BOBN,  a.  a.  0.,  S.  84,  soll  dieses  Oapitel  erst  im  12.  Jahrhundert  don^  Sati-slü- 
in  das  Hebräische  und  aus  diesem  durch  Plato  von  Tivoli  in  das  Lateisi^- 
übersetzt  sein.    Da  es  sich  aber  schon  in  einer  Handschrift  des  11.  Jahrhuai: 
befindet,  so  düifte  das  von  Libri  erwähnte  Stück  doch  wohl  ein  anderes  sein  - 
das  vorliegende,  und  alle  daraufhin  von  Herrn  Weisbbnbork  gezogenen  Sch^- 
verfehlt. 
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Et  tu  tantum  move  te  huc  et  illuc,  quousque  videas  de  C  per  A  usque 
K^  id  est  alteram  fluminis  ripam.  Dehinc  minue  -4JB  de  CT),  remanet  FC. 
Vide,  quomodo  sint  AF  ad  FC^  sie  sunt  BE  ad  BA.  Si  triplum  est 
AF  ad  FC,  triplum  est  BE  ad  BA.    (Fig.  22.) 


XXV.  AD  ALTUM  CUM  SAGITTIS  ET  FILO  MENSÜRANDUM.  40.       5 

V  Dum  geometiicis  figuris  intenti  philosophorum  iam  fatigabundi  inven|ti- 
onibus  inhaeremus,  ne  omnino  deficiamus  militaribus  exercitiis  animum 
relevemus.  Sicut  enim  corpus  cottidianis  sumptibus  fastidiens  inusitato 
recreatur  cibo,  sie  mens  philosopbicis  onerata  austeritatibus  coniecturali 
poetarum  relevatur  figmento.  Quapropter,  ut  animam  nostram  reficiamus,  io 
militare  inventum  post  multa  supponamus. 

Si  euiuslibet  rei  altitudinem  investigare  volueris,  huiusmodi  militari 
ingenio  investigare  poteris.  Sume  arcum  cum  filo,  et  una  fili  summitate, 
sagittae  postremitati  inhaerente,  altera  in  manu  remanente  sagitta  areu 
T'  oniissa  altitudinis  {  mensurandae  cacumen  contingat.  Post  haec  alterius  fili  i5 
summitas  eodem  modo  sagittae  alteri  vel  alicui  iaculo  alligetur,  et  horum 
utrumvis  proiectum  altitudinis  radicem,  ut  prius  cacumen,  feriat.  Quo 
facto  utrumque  filum  retrahas,  et,  quot  pedum  vel  cubitorum  sit  utrumque, 
diligenter  mensuratum  inspicias.  Deinde  cuiusque  fili  numerus  in  se  ductus 
multiplicetur,  et,  quanta  utriusque  multiplicationis  summa  fuerit,  peq)endatur,  so 
ac  minor  summa  de  maiore  subtrahatur,  et  tunc  eius  numeri,  qui  remanserit 
de  maiori  summa,  tetragonale  latus  diligenter  inquiratur.  Hoc  vero 
inquisito  ac  diligenter  invento,  sapienter  tot  pedum  vel  cubitorum  ambi- 
guitate  semota  altitudo,  de  qua  inquiritur,  pronuntietur,  quot  pedum  vel 
cubitorum  tetragoni  illius  latus  unum  habet.  Et  ut,  quae  dicimus,  apertius  ss 
cognoscantur,  altitudo  et  fila  cum  notis  et  numeris  figuraliter  subiiciantur. 
Sit  altitudo,  quae  investigetur,  AB\  sit  prioris  fili,  quod  sununitatem  tetigit, 
quantitas  quinario  numero  determinata  AC\  sit  alterius  fili,  quod  altitudinis 
radicem  percussit,  longitudo  quatemario  numero  diffinita  CB.  Post  haec 
vero  prioris  fili  numerus  in  se  multiplicetur,  in  XX Y  concrescit;  quatuor  so 
vero  posterioris  fili  numerus  in  se  ductus  in  XVI  consurgit.  Dein  minore 
numero,  id  est  XVI,  de  maiori,  id  est  XXV,  sublato  erit  remanens  IX, 
cuius  tetragonale  latus  III  invenitur,  quia  III  in  se  ductus  in  IX  cumu- 
latur.  Trium  igitur  pedum  erit  altitudo  AB,  Sed  quia  potest  accidere, 
quod  remanentis  tetragonale  latus  interdum  integris  numeris  nequit  inveniri,  S5 
subtiUtas  minutiarum  necessario  debet  adhiberi,  de  quibus,  quia  longum  est 
disserere,  praetermittatur,  et  figura  cum  numeris  et  notis  supponatur. 
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Rebus  in  ohscuris  orüur  lux  clara  fiffuris.    (Fig.  23.) 

Bis  zu  unserm  Cap.  XVII  hat  ein  und  dieselbe  zweite  Hand  geschiiebeiL 
bishierher  sind  auch  die  mitgetheilten  Ueberschriften  der  einzelnen  Capitc 
mit  rothen  Versalien  geschrieben  vorhanden.  Die  weitem  Abschnitte  XVTII 
bis  XXrV  (34 — 40)  sind  dann  ohne  Unterbrechung,  aber  auch  ohne  jec- 
Ueberschrift,  nur  durch  grosse  in  rother  Farbe  ausgeführte  Anfangsbmi 
Stäben  als  solche  kenntlich  gemacht,  geschrieben.  Nur  bei  Cap.  XXlV  1 4' 
ist  wieder  die  Ueberschrift  hinzugefügt.  Die  Hand,  welche  zuletzt  schreiV, 
ist  deutlich  von  den  beiden  vorhergehenden  unterschieden,  dass  aber  di- 
Fortsetzung  der  vorhergehenden  Capitel  beabsichtigt  ist,  wird  dadurch  kkr. 
dass  Blatt  52  unten  in  der  l^fitte  die  lateinische  Nummer  VU  trag: 
während,  abweichend  von  allen  früheren  Bezeichnungen,  das  folgende  Blatt  c 
auf  der  Vorderseite  in  der  Mitte  des  unteren  Bandes  die  Bezeichnung  \TZ 
hat  und  rechts  in  der  unteren  Ecke  die  arabische  Ziffer  9. 

Betrachten  wir  nun  für  einen  Augenblick  zunächst  den  Inhalt  der  tx 
der  zweiten  Hand  geschriebenen  zusammengehörigen  Nummern,  so  sehs 
wir,  dass  die  in  den  Druckausgaben  als  22  und  23  bezeichneten  Capitci 
oder  Paragraphen  vollständig  fehlen.  Von  ihnen  ist  22,  nebenbei  gesa^. 
das  einzige  Capitel,  in  welchem  dreimal  das  Wort  cUhidada  statt  medidinium 
vorkommt,  und  auf  welches  Weissenborn^)  ein  so  grosses  Gewicht  gelep 
hat.  Nach  den  beiden  einleitenden  Paragraphen  haben  wir  nun  znn&£hs3 
sieben  Methoden  der  Höhenmessung,  dann  folgen  drei  Längenmessungen,  eii- 
Höhenmessung,  welche  auf  die  bei  der  einen  Längenmessung  benutzte  Metho-i? 
ausdrücklich  Bezug  nimmt,  wieder  eine  Längenmessung,  zwei  Tiefenmessungra 
und  zum  Schlüsse  noch  eine  Höhenmessung. 

Ausser  den  beiden  schon  genannten  Capiteln  22,  23  fehlt  vor  ah^z 
die  zweite  Erklärung  des  ^ictdrcUum  geometricum  nach  der  Darlegung  einer 
Höhenmessung  mit  Hilfe  eines  beweglichen,  aus  Stäben  zusammengesetzter 
rechtwinkligen  Dreiecks  ohne  feste  Hypotenuse  in  Cap.  28.  an  einer  8t«ik. 
wo  diese  Erklärung  gerade  so  hinpasst,  wie  die  Faust  aufs  Auge.  Dam:: 
entfällt  ein  zweiter  Vorwurf,  welchen  Herr  Weissenborn^)  der  Darstellimf 
dieses  zweiten  Theiles  macht.  Auch  diese  Erklärung  findet  sich  nur  ii 
einer  einzigen  späten  Handschrift,   und  dürfte  ebenso   wie  Cap.  22  au: 

1)  A.  a.  0.,  S.  86  u.  92.  Ich  habe  schon  an  anderem  Orte  (Deutsche 
Litteratnrzeitung  1888,  No.  22,  Sp.  818)  darauf  hingewiesen,  dasa  nur  eine 
einzige  Handschrift  das  Capitel  22  enthält,  und  dass,  da  diese  erst  dem  XII.  Jahr- 
hundert angehört,  man  den  Zeugnissen  der  übrigen  Codices  gegenüber  wohl  be- 
rechtigt sei,  diesen  Paragraphen  als  Interpolation  eben  dieser  einzigen  Hw- 
Schrift  anzusehen.        2)  A.  a.  0.,  S.  104. 
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Interpolation   beruhen.     Es  fehlt  die  Bemerkung  in  Cap.  25^:   Est  etiam 
älia  ältUudvnis  metiendae  regula  etc.,  welche  auch  Pbz  nicht  kennt,  obwohl 
sie  in  den  von  Cantor^)  als  Fortsetzung  der  Gerbertschen  Geometrie  aus 
dem  Salzburger  Codex  mitgetheUten  Paragraphen  sich  befindet.    Es  fehlen 
die   von    Olleris    in  Parenthesen   eingeschlossenen  Zusätze,    und   die  von 
Weissenborn*)  richtig  als  Glosse  erkannte  Stelle  am  Schlüsse  von  Cap.  16. 
Alles  in  allem  stellen  diese  XYII  Capitel  in  der  von  unserem  Manuscripte 
gegebenen  Reihenfolge  eine  wohlgeordnete  Anleitung  zum  Höhen-,  Längen- 
und  Tiefenmessen  dar,  nur  muss  man  nicht  verlangen,  dass  zwei  Methoden, 
welche    dem  Wesen  nach  gleich,    sich  nur  durch   das  angewendete  Mess- 
instrument von  einander  unterscheiden,  von  dem  Verfasser  oder  Compilator 
auch  als  ein  und  dieselbe  Methode  erkannt  werden.     Wie  soll  der  Mann, 
der   nicht   einmal   die   beiden   Messungen   mit   den    gleichschenklig    recht- 
winkligen  und   mit   dem  Pythagoreischen  Dreiecke   als   ein   und   dieselbe 
Methode  erkennt,  dazu  kommen,  die  in  §  25^  bei  Olleris,  unserem  Cap.  IX, 
abgehandelte  Höhenmessung  z.  B.  als  im  Princip  auf  dieselbe  Methode  wie 
die   beiden   vorhergehend    abgehandelten  beruhend  anzusehen?     und  wenn 
Herr  Weissenborn^)  behauptet,  das  in  Cap.  33  bei  Olleris,  unserm  XII, 
beschriebene    geometrische    Quadrat    sei    mit    dem   Horoscope    und    dieses 
wiederum  mit  dem  Astrolabium  identisch,  so  steht  dem  die  Beschreibung 
selbst   entgegen,  in  der  es  ja.  heisst:  ,J^ost  haec  extremitaU  oppositi  lateris 
mediclinium,  ut  in  horoscopo^  sie  copulatur",  wodurch  deutlich  genug 
gezeigt  wird,   dass  das  Horoscop  von  dem  Schreiber  für  ein  anderes  In- 
strument gehalten  wird,  als  das  hier  beschriebene  quadratttm  geometricum.^) 
um  jene  Zeit  gab  auch  die  kleinste  Verschiedenheit  eines  Apparates  Grund, 
denselben    anders   zu   nennen,    als    den    ähnlichen.     Ich   will   nur   an   das 
Instrtmienium  Album  erinnern,  das  sich  von  dem  unter  dem  Namen  Cylindrus 
beschriebenen  Zeitmesser  Hermanns  des  Lahmen  in  fast  gar  nichts  unter- 
scheidet, aber  eine  ganze  Litteratur  hervorgebracht  hat,  wie  jedes  Hand- 
schriftenverzeichniss  ausweisen  wird.    Wir  von  unserer  bessern  Eenntniss  aus 
sagen,  Astrolabium,  Horoscop  und  Quadratum  geometricum  sind  ein  imd 
dasselbe;  zu  Gerberts  Zeiten  war  das  eben  nicht  der  Fall;  speciell  unter- 
schied sich  ja  das  Astrolabium  vom  Horoscope,  wie  Herr  Wbissenborn^) 


1)  Die  römischen  Agrimensoren  und  ihre  Stellung  in  der  Ge- 
schichte der  Feldmesskunst.  Leipzig  1875.  Anmerkung  283.  Hier  hat  Caktob 
jedoch  nicht  bemeikt,  dass  dieser  Passus  in  der  Ollerischen  Ausgabe  sich  findet. 
Er  hat  freilich  den  Pezschen  Thesaurus  benutzt.  2)  A.  a.  0.,  S.  111.  3)  A.  a.  0., 
S.  104.  4)  Dass  das  Quctdratum  geometricttm  stets  fClr  etwas  anderes  gehalten  ist,  als 
das  Astrolabium,  bezeugt  auch  Pbubbach,  dessen  ebenso  benanntes  Instrument  nichts 
weiter  ist  als  eine  verbesserte  Form  des  Gerbert  zugeschriebenen.      6)  A.  a.  0.,  S.  109. 

Abb.  Bar  Oeiob.  der  Math«m.  VII.  7 
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selbst  beryorgehoben  bat,  durcb  seine  Eintbeilung  nach  gradus  dierum 
statt  der  Zwölftbeilung  des  Horoscopes. 

Die  Ton  der  dritten  Hand  geschriebenen  7  Capitel  fägen  den  Yorhe^ 
gebenden  nach,  was  die  Hilfisniittel  betrifft,  neuen  Methoden  noch  eine 
Reihe  Ton  Tiefen-,  Längen-  nnd  Höhenmessangen  hinzu.  Die  L&ngen- 
messungen,  in  die  Form  der  Breitenmessung  eines  Flusses  gebradit,  sind 
wie  die  Höbenmessungen  durcb  Cantor^)  als  Messung  mit  der  festen 
Stange  charakterisiert  worden.  Den  Schluss  macht  die  militärische  Höhen- 
messung.  Von  ihr  meint  Herr  Weissenborn^,  sie  sei  wohl  yon  dem  Ver- 
fasser nur  zur  Verspottung  aufgenonmien  worden.  Ich  glaube  gerade  ic 
Gegentheile,  dass  ähnliche  Versuche  wirklich  gemacht  worden  sind,  und  dass, 
wenn  alle  Militärschriftsteller  yor  Oerberts  Zeit  und  ihre  Werke  auf  mis 
gekommen  wären,  sich  auch  fQr  diese  Methode  die  Urquelle  auffinden  lassen 
würde,  jedenfalls  aber  nicht  bei  einem  Araber,  sondern  aus  römischen  Quelles. 

Von  derselben  Hand,  welche  die  Paragraphen  30 — 40  (unser  XVlll 
bis  XXIV)  geschrieben  hat,  schliessen  sich  nun  yon  den  Olleriachen  noch 
die  folgenden  an:  53—64;  66—84,  90,  93,  94.  Darauf  folgt  wieder  eine 
yon  allen  yorhergehenden  Händen  yerschiedene  Hand,  welche  noch  Folgendes 
hinzuf&gte:  Cap.  41;  43;  46;  47 — 52;  64  nochmals;  65.  Von  den  in 
Gantorb  Agrimensoren,  Anm.  283  yeröffentlichten  Stücken  Absatz  1: 
Cap.  85—89;  91;  93;  Agrimensoren,  Anm.  283,  Absatz  2  u,  3;  Cap.  49. 
2.  Absatz;  46,  2.  Absatz. 

Ausser  den  Capiteln  22  u.  23  fehlen  also  noch  gänzlich:  Cap.  42: 
44;  45;  und  yon  Cap.  56  die  fünf  letzten  Absätze. 

Für  das  Folgende  begnüge  ich  mich  wieder  in  der  Beihenfolge,  wir 
unsere  Handschrift  sie  giebt,  die  Varia  lecHo  mitzutheilen,  wobei  ich  jedoch 
oftmals  darauf  aufinerksam  machen  werde,  wann  entweder  durch  die  An- 
ordnung der  Capitel,  oder  durch  die  Lesart  des  yorliegenden  Manuscriptes  d^ 
Sinn  des  Oanzen  gebessert  wird,  speciell  auch  Dittographien  yermieden  werden. 

Seite  462.  (Cap.  53.)  5—6.  sunt  dispositae.  —  6.  sie  quaenttur.  — 
7.  quinta  stmenda  est,^)  —  8 — 9.  numentm  arborum,  quam  et  äHa  i«- 
veniendi  regtda  est,  —  10.  diuisis,  —  14.  id  est 

(Cap.  64.)   18.  Bumbi,  cuius  sint.  —  21.  rtmbi. 

(Cap.  55.)  25.  Omnis  trigonus  aequüaterus  unum  latus.  —  26.  ipsum  latus. 

453.  1.  simüiter  fehlt.  —  3.  Omnis  fehlt.  —  4.  expostulaL  — 
5.  medietatem  reliqui,  —  6.  Omnis  fehlt;  qui  aequis  contmehtr  laterib^- 
fehlt;  quater  lateris.   —   7.  unius  lateris  fehlt;  in  se  muUiplicat.  —  8.  '^ 

1)  Agrimensoren,  S.  168.  2)  A.  a.  0.,  8.  23—24.  8)  Die  Lesart:  sk 
quaeratur,  ütriusque  partis  quinta  sumenda  est  ist  jedenfalls  richtig.  Sie  giei^ 
erst  einen  yollslAndig  zntrefiFenden  Sinn. 
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religm.  —  9.  Omnis  fehlt;  muUipUctxtionem  IcUeris  fehlt;  aream  ter.  — 
10.  Octogomts  sepHes,  aream  quater,  —  11 — 12.  Emiagonus  8eptie$,  aream 
quinquies.  —  13 — 15.  Decagonus  octies,  aream  sexies,  et  caeteri  ad  ha/nc 
consequenUam, 

(Cap.  66.)  18.  rotu/ndi  vd  ciraUi;  et  embadwn  invenire.  —  19  XXII^^ 
uniiate  sublata,  —  23.  integ^-um,  et  tu/nc  medietas  vel  quarta  pars  cireuäiis 
perdiametrum,  et  timc  totum,  et  idem,  —  26.  fehlt. 

454.  1—14  fehlen. 

(Cap.  67.)  17.  emiddo;  diametmm  XIIIL  —  19.  quarta  decima 
filmt  CCCVIIL  —  20.  emtcidi. 

(Cap.  68.)  23.  hngitudo  est  pedum.  —  24.  Hi.  —  25.  Hi  fehlt;  fient 
CXXXini  S9.  —  26.  pedes  YIIII,  unciae  VII  et  k;  semis  bis  semunda  fehlt. 

455.  1.  sphaera. 

(Cap.  59.)  6.  trigono.  —  8.  dinoscere,  —  9  —  14.  eni^ado  totius  circiUi 
per  supradictas  regutas  mvento  XI  vicesimas  primas  subträhas,  id  est,  tolle 
vicesimam  primam  et  mulUplica  undecies,  ß  area  drculi,  nmltiplica  decies, 
fiunt  excessiones  trigoni. 

(Cap.  60.)  21.  pennixtio;  umtäte  suhlata.  —  23.  superficiei  multipli- 
catae.  —  24.  demm  de  singulis.  —  25.  smgula  latera,  —  26.  sit  embadum, 

—  28.  id  est  CCXX, 

456.  (Cap.  61.)  4.  Tetragoni;  latera  smgula  pedum  X.  —  8.  fientque  CCX, 
(Cap.  62.)   11.  aequis.  —  12.  eandem,  —  14.  a/ugmenMa,  —  15.  fiewt. 

—  16.  exaganis. 

(Cap.  63.)  24  —  25.  uno  interius,  umo  exterius, 

457.  tres  decimas  quartas,  —  2.  regulam,  id  est  dimidio,  —  3.  scias 
fehlt.  —  4.  üibus  decimis  quartis  superari.  Ex,  —  6.  et  ei  quatuor.  — 
6.  cuius  quantitoHs;  demptae.  —  S.  et  eam,  —  13.  i  e^  VI 

(Cap.  64.)  16.  hdbeat  circuitu  pedes  CCC,  in.  —  19.  totius  montis. 
Sed  ad  iugera  invenienda  per  pedes  unvus  iugeri^  id  est  XXVIII  *  DCCC  üle 
supradictus, 

458.  (Cap.  66.)  28.  maim  XV,  —  29.  in  se  fiunt,  —  30.  fiunt; 
hypotenusa.  —  31.  fiuM, 

'469.    1.  minor  praecisura.    —    2.   quam  cadit  kathetus.     Haec,  — 
3.  CXLIIIL  —  6.  ».  —  7.  mmris  facito. 

(Cap.  67.)  10.  si  vis  oves,  —  11.  mittere  sie.  —  12.  duc  his  vieenus; 
de  CC,  —   14.  implebis  mimerum. 

(Cap.  68.)  17.  quacumque.  —  24.  numerum  XXXVIII,  —  25.  au^em 
fuerit.  —   26.  latitudine;  erunt  LXXVI, 

460.  2.  Semotim  ducas  longitudinem.  —  3.  si  vis  perpendere,  —  5.  in- 
venies  emhadum.  —  6.  F.  D  fehlt. 

7* 
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(Cap.  69.)  9.  continet.  —  10.  nna  XXXIV,  in  altera  XXXll;  apMscns 

—  15.   VII  tmc  esse.  —  15—16.  m  iüud  campo  fehlt. 

(Cap.  70.)   19.  i»  secundo.  —  22.  perticas  fehlt.  —  23.  hoc  aui^: 
unus  et  S,  remanentibus.  —  24.  uhiqne  fehlt. 
(Cap.  71.)  28.  habd. 

461.  1.  c(mprehende.  De.  —  2.  Das  dritte  id  est  fehlt.  —  6.  XCTl 
SCVs  et  nkhü,  _ 

(Cap.  72.)  9.  in  äUero  L  —  10.  pedes  fehlt.  —  11.  fac  —  12.  •!«<. 
fehlt;  fiunt;  duae  fehlt.  —  13.  fiuni.  —   16.  sume. 

(Cap.  73.)    21.    capiatUur;   ut  unaquaeque;  domus  fehlt.   —  22.  ik 

—  23.  fitmt  XLV.  

462.  (Cap.  74.)  3.  si  vis  locare.  —  8.  qninqnies  millies  Gl.  XCTL 

—  8—9.  trigesies  XX. 

(Cap.  75.)    12.    est  pedum.   —    13.  tmpfere.   —   16.   CXLIUI:  r 
longüudinem  et  latUudmem  mtdUpUcans.   —  16 — 17.   qnater  millies  millia 
CXLVn.  CC.  —  19.  pavimentum  dictae  hastUcae;  queunt. 

(Cap.  76.)  22—23.  Die  Glosse  fehlt  —  23.  habet  pedes.  —  24.  r/- 
locare;  pervius.  —  25.  quotiens  sint;  häbeaniur  fehlt.  —  26.  quaiuardech^. 
remanentibus  duohus  fehlt.  —  27.  sunt  IV.  —  27 — 28.  VII  quahtordf»-- 

463.  (Cap.  77.)   3.  XIV  pedum. 
(Cap.  78.)  8.  ducas  XIV. 

(Cap.  79.)  12.  emicido;  hasis  sit.  —  13.  XXXVUII  et  duabus.  - 
14 — 15.  remanentibus,  id  est  VIII  fehlt;  Quod  idem.  —  18.  area  sit.  - 
18—19.  Ducatur  quatuordecies,  fiunt  VIII.  DCXX  IUI. 

464.  (Cap.  80.)  1.  et  his.  —  2.  hypotemsa. 

(Cap.  81.)    5 — 6.   Die    Glosse   fehlt.    —    7.    laevum,  iugera    sie.   — 
8.  iugera  fehlt;  fit  fehlt.  —  9.  pedibus  constat.    Ascensiumque  in  ufHtm  .^u- 
dimidiam,  quae  fit  BCCC  pedibus^);  fiunt  BCXL.  —  10.  repperies. 

(Cap.  82.)  14.  in  fehlt.  —  11.  dus  fehlt.  —  22.  hypat^nusa.  - 
23.  ad  srnnmum;  illic.  —  26.  visum  tamdiu. 

465.  2>  iUitis  rei,  quam  quaesiisti,  tene.  —  2 — 3.  aUitudinis  imvenf*^- 
certa  ratio  est,  —  3.  eredus  fehlt.  —  4.  plana  sit. 

(Cap.  83u)   8.  in  fehlt. 

(Cap.  84.)  22.  in  se  invicem  ducäs.  —  24.  fU.  —  25.  Das  zweit«  ■ 
fehlt,  —  27.  diversitas  statt  proftmditas.^ 


1)  Hier  ist  durch  die  Ergänzung  der  Sinn  erst  klar  geworden.  2)  Da^s  ^ 
dvoersitas  heissen  mus?,  wie  auch  Pbz  liest,  ist  klar.  Wenn  die  Durchmesaer  cr 
Fasses  zu  grosse  Verschiedenheit  zeigen,  so  ist  die  entwickelte  Formel  ei<^ 
nicht  mehr  anwendbar. 
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467.  (Cap.  90.)   22.  XX  pedum.   —   23.  adicias,   —   24.  fitmt,   — 
26.  id  est  fehlt.  —  27.  XLIV  fehlt. 

468.  (Cap.   93.)    21.   itemque.   —   22.   nosse;  huius   artis  fehlt.  — 
23.  tenuit  —  24.  Syene  usque  Meroen;  disposiüque  per,  —  25.  locorwm  fehlt. 

469.  1.    tot   —   4.   notareque  tmumquemque.^)   —   S.    est  mensu/rae, 

—  9.  qumgentorvm.  —  10.  pertmeat  —  14 — 16.  portio,  —  17.  sextae  horae. 

—  IS.  ut  et,  —  19.  scribemus,  —  20.  sciroterum,  —  21.  exeai  et  aliquando 
fehlt.  —  22.  umhras  fehlt.  —  24.  ingresswm  tmbrae  fehlt. 

470.  (Cap.  94.)  7.  C,  D,  E.  —  8.  longissima  erit  umbra,  —  10.  der 
scribamus;  stat,  —  11.  gnomo  AB  planiUe  B.  —  11 — 13.  umbram,  et  m 
planitie  notemus  signo  D,  sie  et  terram  signo  E,  ut  sint  in  viisi  proportione 
longitudinis  suae  BEBC,    Eiciamus  h^potenttsas,^) 

446.  (Cap.  41.)  6.  In  ampligonio.  —  7.  super  quam. 

447.  1 — 2.  Hypotenusen  minoris  midtiplicatione  aggregata.  —  3.  mvMi' 
plicaiionem;  superhabu/ndaverit  adiecto  uno,  —  4.  quotiens,  —  6.  nisi  eieo- 
furam.  —  7.  sumas  laiMS,  quod.  —  10.  fiet  OL  mimerus  embadi.^ 

(Cap.  43.)   25.  trigonwn  orthogonium. 

448.  2.  superhabtmdaverit.  —  3.  videlicet  iwndo.  —  5.  de  fehlt. 

449.  (Cap.  46.)  8.  sciUcet  fehlt.  —   11—17.  fehlen.*) 
(Cap.  47.)   22.  adicias. 

(Cap.  48.)  28.  Trapüemi,  cuius;  embadum. 

450.  1.  dinoscere.  —  2.  b<isis  plus  quam  coranstum  ducas,  —  3.  sunt 
CCCCL;  XX  medium.  —  4.  invenitur  fehlt. 

(Cap.  49.)  8.  singula  latera.  —  9,  si  visprim;  in  se  duc.  —  10.  DCCCC. 
Kern  alterius  lateris  medium  in  se  fient  CCXXV.  Hos  detrahas  de  DCCCC 
remanebunt.  —  11.  basis.  —  13 — 25.  fehlen. 

451.  (Cap.  50.)  3.  ysoscdis,  —  5.  in  se,  id  est. 
(Cap.  51.)   12.  utrisque,  —  14.  CCCCL;  dimidio,  id  est. 
(Cap.  52.)  24.  fient  Villi, 

452.  2.  d  fehlt. 

Es  folgt  hier  nochmals  Cap.  64,  genau  in  derselben  Fassung,  welche 
wir  oben  nachgewiesen  haben. 

457.  (Cap.  65.)  25.  duda.  —  27.  ducta.  —  29.  vd  dempto  uno  d  ducta.  — 

1)  Daraus  folgt,  dass  die  PEzsche  Lesart  et  notare  statt  der  von  Ollebib  noiare 
etiam  die  richtigere  ist.  2)  Der  erste  Abschnitt  Ton  Cap.  93  findet  sich  in  der 
Ausgabe  des  Macrobius  von  Jah  I,  219  Anmerkung  zu  7,  der  zweite  Theil,  sowie  das 
Cap.  94  ist  aus  HTGZHrs.  (Siehe  Gromatici  veteres  ed.  LAGmcAnr  S.  188, 14 — 191,11, 
wo  auch  der  Scbluss  des  Capitels  gegeben  ist.)  3)  Es  folg^  noch  offenbar  ein 
Stück  aus  dem  n&chsten  Capitel  vorweggenommen:  Kathdus  et  basis  sie  quaerantur, 
Hypoihenusat.  4)  Dadurch  ist  wieder  ein  Anstoss,  welchen  WsissEiiBoiur  an  diesem 
Capitel  genommen  hat,  durch  unsere  Handschrift  beseitigt.    (Gerbert,  S.  29  n.  33.) 
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468.  2.  ducta.  —  3—4  fehlen.  —  6.  duda.  —  8.  duda.  —  9.  XIIVI 
facit  quadratum,  cuius  quadrati  latus  acceptis  YJ  et  dticta.  —  12.  dwü. 
decima  octava.  —  14.  ducta.  —  15.  accrescat  nvmero,  —  16.  atigmeiUaik*^^ 
bis  naiuraliter  fehlt.  —  18.  e*  ^  in  caeteris.  —  19—20.  Inter  bis  ead^ 
fehlt,  steht  aber  Yon  andrer  Hand  geschrieben  auf  dem  obem  Bande.  - 
20.  incipienti  auctiones,  —  21 — 22.  Nam  pentagoni  multiplüxUio.  —  23.  i 
est  I  et  IUI. 

Es  folgt  hier  mit  der  üeberschrift:  Quotiens  in  leuga  roieiur  rote  <k 
erste  Absatz  der  Anmerkung  283  in  den  Agrimensoren  Ca2«tobs  nr 
folgenden  Abweichungen^):  2.  a  primis;  haheoi.  —  8.  Utfüi,  Batcarii.  - 
10.  smt  in  MiUe  ut  quadragies  quvnqmes;  fiiwnt  IX,  —  11.  scüicet  wmuL  - 

Daran  schliesst  sich  der  erste  Absatz  von  Cap.  55  nodunals  an,  ok- 
Abweichung  Yon  dem  Drucke.  Nun  folgt  von  Gap.  25  der  yorletste  Absr: 
in  folgender  Fassung,  zugleich  Camtor:  Agrimensoren,  Anmerkong  2>' 
Absatz  3.*) 

Est  ctiam  cdia  metiendae  regula,  qua  cum  umbra  ipsius  cdiUudinis  t>.« 
altitudo  mensuratur,  quam  sie  notam  putamus,  ut  exposUume  carert  a'- 
memus,  Hae  duae  figurae  prindpatum  debmt  opHnere  cum  stUs  reguiv^.  - 
parvitas  spatii  sie  fieri  vetuU. 

Dazu  sind  die  beiden  Figuren  4  (Cap.  V,  16)  und  Fig.  2  (Cap.  HI,  IT 
nochmals  gezeichnet.  Die  Worte  Hae  bis  vetmt  sind  aber  wieder  dnrj 
gestrichen,  denn  der  Baum  hätte  sicher  erlaubt,  jene  beiden  Methoden  nr«  - 
mals  abzuhandeln.  Jedenfalls  stand  das  genau  so  in  der  Vorlage,  a:^ 
welcher  abgeschrieben  wurde,  ist  einfach  übernommen,  dann  das  nun  Folg«': 
ebenso  mechanisch  abgeschrieben,  und  ein  spftterer  üeberarbeiter,  yon  c  .- 
mehrfach  Bandglossen  vorhanden  sind,  hat  diesen  Passus  gestrichen.  L- 
folgen  nun  zunächst  aus  Cantor:  Agrimensoren,  Anmerkung  283,  Absatz  t 
und  5   mit  folgenden  Abweichungen: 

31.  origenis,  —  34.  egresipum  vel  eugepium,  —  36.  dedes  ^uam  ian'^ 

—  37.  est  in  latere  a  dorso.  —  38.  mäieris.  —  39.  ad  dexteram  m  5<»i-' 
tram,  vel  ad  sinistram  in  dextram. 

Dann  weiter 

466»  (Cap.  85.)  4.  Ex  coadunatione.  —  5.  quanta  summa  comcres'*' 

—  7.  numerus  terminorum.  —  8.  velis  scire.  -—  10  —  11.  impar  auUfnmamer. 
terminorum,  — 


1)  Jedenfalls  geht  aus  dem  Vorkommen  dieses  Absatzes  in  einer  Haadsäir:^ 
des  XI.  Jahrhunderts  hervor,  dass  er  schon  um  jene  Zeit  vorhanden  sein  mnsitc. 
also  nicht  erst  im  XII.  Jahrb.,  wie  Cartob  und  nach  ihm  Wbibsesbobh  aimehiaeL 
verfasit  sein  kann.  2)  Dasi  sich  der  Passus  bei  Gsbbxbt  findet,  war  Ciir:^'- 
a.  a.  0.  entgangen. 


Die  HandBchrift  No.  14886  der  Eönigl  Hof-  und  Staatsbibliothek  zu  München.     103 

(Cap.  86.)  19.  üeber  maurcUuram  ist  übergeschrieben  id  est  solidüatem  vel 
spissitudinem,  (Hierüber  sehe  man  die  Bemerkung  am  Schlüsse  der  Abhandlung.) 
(Cap.  87.)  3.  pedes  fehlt. 

(Cap.  88.)  7.  facies.  —  8.  aequälis  statt  ä  qualis,  — 
(Cap.  89.)  13.  octogonium.  —  14.  circulmn;  die  Glosse  fehlt.  —  15.  et 
fehlt.  —  17.  octogonium. 

468.   (Cap.  91.)  3.  fuerit  prisma;  pedum  Villi,  — 

(Cap.  92.)  11.  vel  longilatero.  —  12.  summatvm  inde,  —  13.  diagonio, 

—  17.  ducaiur,  de  ea  summa  nana  tollatur,  remanet.  — 

Nun  folgt  von  Cantor:  Agrimensoren,  Anmerkung  283,  Absatz  2 
mit  folgenden  Abweichungen: 

15.  gener a  sunt.  —  16.  est  exterior,  —  17.  videre  vis.  —  18.  tricm- 
gulus  bis  duöbus  fehlt.  —  20.  in*";  quidem.  —  21.  determinent.  —  23.  de- 
scendant.  —  26.  tres  circtdos  lineas. 

Hieran  schliesst  sich  von  gänzlich  anderer  Hand  Cap.  49,  2.  Absatz: 

450.    14.  iterum  hasm  et.  —  15.  id  est  V,  in  se,  qui.  —    16.  fimt. 

—  IS.  id  est  ex  CLXIX;   XIII  bis  fiunt  fehlen.   —    19.   autem  si.   — 
21.  katheton  quoque.  —   24.  dimidiam.  — 

Endlich  findet  sich  noch  Cap.  46,  Absatz  2: 

449.  13.  arthogonis,  vd  oxigomis,  vel  ampligoniis.  —  16.  Die  Glosse  fehlt. 

Damit  schliesst  Blatt  75^.  Auf  dem  untern  Rande  desselben  steht  die 
römische  Zahl  X,  die  letzte,  welche  als  Bezeichnung  der  verschiedenen  Lagen 
vorkommt.  Auf  Blatt  76'  steht  schon  die  arabische  Nummer  13.  Zwischen 
den  Blättern  41  und  47  sind  fünf  Blätter  eingeheftet  worden,  welche  die 
lateinische  Ordnungszahl  mit  den  arabischen  in  Widerspruch  gebracht  haben. 
Wie  das  gekommen  sein  dürfte,  möchte  ich  hier  noch  auseinandersetzen: 

Diejenige  Hand,  welche  die  ersten  13  Capitel  des  Gerbert  abschrieb, 
sollte  auch  noch  die  Blätter  45  und  46  abschreiben.  Da  sie  jedoch,  viel- 
leicht durch  die  eingeschalteten  Figuren,  zu  weit  vorgerückt  war,  —  es 
blieben  dem  Schreiber  nur  noch  2  y  Seiten  übrig,  während  er  noch  4  Seiten 
schreiben  musste  — ,  so  benutzte  er  die  beiden  noch  übrigen  Seiten  zu 
andern  Zwecken.  Die  zweite  Hand  hatte  schon  auf  die  ersten  beiden  Blätter 
einer  vierblättrigen  Lage  ihr  Pensum  zu  schreiben  angefangen,  nahm  nun 
eine  weitere  vierblättrige  Lage,  schrieb  auf  die  letzten  beiden  Blätter  das 
von  der  ersten  Hand  Versäumte  nach  und  benutzte  die  beiden  ersten  Blätter 
zu  einem  andern  Stücke.  Da  aber  der  Baxuu  von  4  Seiten  nicht  reichte, 
so  wurde  noch,  wie  deutlich  zu  sehen  ist,  ein  5^'  Blatt  eingeheftet.  Nehmen 
wir  die  fünf  Blätter  heraus,  so  ist  die  durch  die  lateinische  Custoden- 
bezeichnung  angeordnete  Beihenfolge  der  Quaternionen  vollständig  gewahrt. 
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Der  7.  Quatemio  hat  dann  6  Blätter,  der  8.  ebenf&Us  6  and  ist  ihm,  mc 
für  zwei  Figuren,  für  welche  sonst  der  Platz  mangeln  würde,  einfügen  zu 
können,  ein  etwas  kleineres  Blatt  eingeheftet  worden;  der  9.  besitzt  8  BlStter, 
ebensoviel  der  10.  —  Die  fünf  eingehefteten  Blätter  tragen  die  arabisch« 
Nummer  7,  der  mit  YII  bezeichnete  Quatemio  hat  arabisch  8,  der  mit  YUI 
bezeichnete,  wie  schon  oben  gesagt  wurde,  besitzt  die  Nummer  9,  der  mit 
Villi  bezeichnete  die  Nummer  10.  Bei  dem  X.  Quatemio  hat  der  Schreiber 
wieder  aus  Versehen  das  ganze  Blatt,  welches  das  erste  und  achte  desselben 
bilden  sollte,  hintereinander  beschrieben;  es  musste  daher  einzeln  eingebunden 
werden,  und  so  haben  denn  die  Blätter  68  und  69  die  arabische  Nummer  IL, 
die  6  andern  des  Quatemio  X  aber  12.  Damit  schliesst  aber  nach  unserer 
üeberzeugung  die  ursprünglich  beabsichtigte  Handschriftensammlung  ab. 
wie  schon  aus  dem  Fehlen  der  römischen  Custoden  im  Folgenden  ein- 
leuchtend sein  dürfte.  Wir  werden  später  noch  einen  weitem  Grund  für 
unsere  Behauptung  aus  der  Beschaffenheit  der  Handschrift  beibxingen. 

Auf  den  2y  Seiten,  welche  der  erste  Schreiber  mit  andern  Sachen  aus- 
füllte, und  den  drei  Blättern,  welche  der  zweite  Schreiber  einfügte,  steh 
nun  Folgendes:  ' 

9)  Bltt.  40^,  14—23:  Gedicht  über  die  Farbe  der  Lämmer. 

^wis  ixUor  in  ptdlis  pecodwtn  si  forte  requiris. 
Bis  poteris  signis  sine  visu,  noscere  certis. 
Agnus  mim  natus  be  staUm  damitai  albus, 
Me  referat  nigrum  repeliHs  vodbus  agnum, 

6  Alternat  varius  be,  me  sie  voce  canorus, 

Talihus  indiciis  protendunt  signa  coloris, 
Si  sexum  quaeris,  his  sensum  decoque  curis, 
A  feminas  notat,  mares  e  voce  serenat. 
Hoc  haheas  Studium,  si  vis  dvnoscere  verum, 

10  Numquam  fälleris,  si  sie  vigilahis  in  istis. 

10)  Blatt  41'  enthält  zunächst  das  Fragment  einer  Anleitung,  ein" 
von  einem  andern  gedachte  Zahl  zu  errathen.  Ich  setze  dasselbe  hiezher. 
vielleicht  gelingt  es  jemandem,  die  Herkunft  desselben  festzustellen. 

et  ex  quincuplatione  natwm  numerum  dedes  ducere,   Postea  quot  cenienani 

exinde  concreverint  interroges,  et  quotquot  centenarii  fuerint,  tu  JL  superess' 

sciens,  ipsosque  L  cum  ducentis  auferens,  quot  centenarii  his  subUttis  raiMt«^ 

serunt,  tot  tu  unitates  coUige,  et  ex  his  numerum,  quem  iUe  conc^t,  ntimsi' 

5  cu/ncteris  edicere.^) 

1)  In  dem  CLM.  14908,  Bltt.  38^  findet  sich  aus  lern  XY.  Jahrhundert  folgeade 
ähnliche  Betrachtung.  Nota  nym  für  dich  ein  zal,  wye  uü  du  wiU,  exempli  greci ; 
Ich  nem  für  mich  17,    illa  duplica;  erit  34,  adde  5,  erit  39;  nunc  muHUpUca  c:- 
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11)  Daran  schliesst  sich  Bltt.  41',  7  bis  41^,  18,  das  aus  den  Carmina 
Burana  No.  92  bekannte  Gedicht  „Ludiis  scacorwm".  So  heisst  bei  uns 
ebenfalls  die  üeberschrift. 

Anfang:  Qui  cupU  egregium  scacorum  noscere  ludum, 

Äudiat,  ut  potui  cannine  composui, 
Schluss:  Sepius  est  mattus  servarum  turbine  septus, 

Et  mattum  su/fert,  si  via  nuUa  patet. 

12)  Darunter  stehen  die  beiden  Verse 

Quaiuor,    et  penta.    duo.    monas,    tris.    mias,    umis. 

Hinc  dias.  amho,  trias.  wnus,  dias.  et  duo,  monas, 
Sie  sind  an  späterer  Stelle  (Blatt  80^)  wiederholt  und  ihre  Gebrauchs- 
anweisung beigefügt.  Es  sind  Verse,  welche  die  Anordnung  enthalten,  um 
das  sogenannte  Josephspiel,  luäMS  Joseph^  mit  Christen  und  Heiden,  von 
denen  die  Hälfte  über  Bord  geworfen  werden  soll,  so  durchzuführen,  dass 
nur  Heiden  das  Loos  trifft. 

13)  Bltt,  42' — 44^  enthalten  einen  arithmetischen  Tractat,  welchen 
ich,  seines  hohen  Interesses  halber,  vollständig  folgen  lasse.  Von  der  Hand, 
welche  das  Inhaltsyerzeichniss  schrieb,  ist  übergeschrieben  „Wircehurgensium" . 
Worauf  sich  das  gründet,  wird  später  klar  werden. 

42'       I  DE  AGGßEGATIONE  NATÜRALIÜM  NUMEKOÄÜM. 

Si  naturales  numeros,  id  est  I,  11,  ÜI,  IV,  V  et  ceteros  quotlibet  ordi- 
natim  Yolueris  aggregare,  et  quotum  pariter  conficiant  numerum  invenire, 
ultimum  aggregandum,  si  par  sit,  in  duo  aequa  divide,  et  per  medietatem 
eius  imparem  sequentem  multiplica.  Si  autem  impar  sit,  eum  nichilominus 
in  duo  seces,  et  per  maiorem  partem  ipsum  imparem  ultimum  scilicet  aggre- 
gandum multiplices,  et  numerum  totius  aggregationis  inyenies.  Taliter 
autem  nati  numeri  trigoni  yel  trianguli  solent  nuncupari.^) 


cum  5  erit  195;  adde  10,  erit  205;  iUa  multiplica  cum  10  faeit  2050.  Nu  merck  sein 
reget,  et  est  350,  dy  zeiAch  ab  von  der  sum,  vnd  waz  vber  pleibt;  daz  tau  in  100,  et 
sie  factum  est.  Et  idem  est,  cum  vis  scire,  quid  unus  iaceret  cum  tribus  taxillis. 
Noch  näher  dürfte  folgendes  aus  dem  CLM.  14684  dem  XIV.  Jahrh.  angehörend  dem 
Obigen  kommen  (Blatt  80%  28—27):  Si  velis  scire  in  quota  feria  osculatus  ebt  aliquis 
amicam  suam,  die  ei,  quod  duplet  ftriam  adieicndo  1,  quot  iotum  muUiplicet  per  5, 
pokt  hoc  productum  per  10,  et  de  tota  summa  reiciat  50,  Fost  hoc  quaere  hanc  certi- 
tudinem,  quotiens  possint  100  subtrahi  de  tota  summa.  Si  semel  sit,  est  dies  dominica, 
si  bis,  secunda  feria,  si  ter,  tercia  feria,  et  sie  deinceps.  Würde  hier  6  statt  1 
addiert  sein,  bo  würde  genau  die  Regel  unseres  Manuscriptes  herauskommen. 

1)  Ist  das  letzte  Glied  2n,  so  ist  die  Summe  n  (2n  -f  1),  ist  aber  das  letzte 
Glied  ungerade,  also  2n  -f  1,  so  entsteht  (n  -f  1)  (2n  -f  1)  als  Somme. 
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DE  mPARI  NUMERO  AGGREGANDO. 
10  Si  impares  tantum  numeros  vis  aggregare,  idem  ultimum  aggiegand^ 

in  duo  divido  ita,  ut  unitas  tantum  aequalitatem  impediat,  et  maior^E 
partem  in  sese  multiplicans,  quod  quaesieras,  inyenies.  Tales  qao<ji: 
nmneri  tetragoni  yel  quadranguli  solent  nominari.^) 

DE  PARDBUS  AGGREGANDIS. 

16  Si  autem  pares  mavis  aggregare,  idem  proximum  imparem  seqnent^: 

in  duo  simili  modo  partire,  et  per  minorem  partem  maioreni  multiplica:' 
repperies,  quod  quaesieras.  Et  hii  itidem  numeri  parte  altera  longic«^: 
ab  Arithmeticis  solent  vocari.^ 

Singularis  unitas  in  omnes  arUculares  unitates  intenditur,  si  per  singtu 

90  superparticulares  species  tot  proportiones  assumis,  quot  duplas  a  triangul..: 
unitate  ponis.  Et  omnes  articulares  unitates  in  singnlarem  unitatem  nzj 
tantur,  si  per  singulas  superparticulares  species  tot  propor[tiones  aofer 
quot  intendendo  assumpsisti.  Sicut  a  singulari  unitate  incipiendum  t^* 
cum  intendis,  item  ab   articularibus  unitatibus  item  incipiendnin  est,  r. 

25  remittis.     Quoscumque   repperias    in    supeiparticulari   Ultimos    praeced€i* 
speciei  copulatiyos,  scias  esse  sequentes  eodem  numero  non  eadem  p£r 
et  tot  ex  illis  superpatientes  procedere,  quot  superparticulares.     Sive  intes:.- 
sive   remittas,  copulativos,  quos  praedixi,  invenire  non  neglegas.     Qmt. 
inyentis,  si  qua  incuria  deviabis,  per  illomm  inventionem  ad  certom  tramit' ' 

ao  remeabis.  Sicut  pater  cum  parvulo  puero  yel  filio  loquitor,  ut  ab  - 
possit  intellegi,  sponte  palbutiit,  ita  item  yellem  abacista  humili  et  sunpL 
sermonis  mei  inductione  ad  intelligenda,  quae  dictums  sum,  viam  panr 
si  pateretur  hoc  subtilitas  et  obscuritas  ipsius  rei,  quae  adhuc  ineuha  c 
ab  ipsius  sapientiae  thesauris  noviter  producta  nemini  patet,  nisi  in  nnx^ 

96  rorum  computatione  bene  exercitatis,  nee  bis,  nisi  omni  mentis  intenti*.: 
intellectum  exhibeant. 

In  requirendis  copulativis  memor  esto,  quoto  loco  primus  subsesqni/ 
ponatur  ab  unitate,  et  quem  eodem  loco  triplum  inyenies  ab  unitate.  : 
copulatiyus  sesqualterae  et  sesquitertiae  et  radix  superbipartientium. 

40  Item,  quem  eodem  loco  quadruplum  inyenias  ab  unitate,    sit  cojc 

tiyus  sesquitertiae  et  sesquiquartae  radixque  supertripartientium. 


1)  Ist  das  letzte  Glied  2n  -f  l«  so  ist  diese«  nach  der  Regel  in  n  und  •  — 
zu  theilen.  Die  Summe  aber  ist  (n  -f  1)*.  2)  Ist  wieder  das  leiste  GHed  t- 
so  soll  2n  -f*  1  ^  ^  und  n  -{-  1  zerlegt  werden,  und  die  gesuchte  SonoiBe  - 
n(n+  1). 
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43"^  Item  quem  eodem  loco  quincuplum  inyenias  ab  unitajte  copulativus  sit 

sesquiquartae  et  sesqtiiquintae  radixqne  superquadripartientium. 

Item,  quem  eodem  loco  seBCuplom  inyenias  ab  unitate,  copulativus  sit 
sesquiquintae  et  sesquisextae  radixque  superquinquepartientium.  45 

Item,  quem  eodem  loco  septuplum  inyenias  ab  unitate,  copulativus  sit 
sesquisextae  et  sesquiseptimae  radixque  8uperse3q)artientium. 

Item,  quem  eodem  loco  octuplum  inyenias  ab  unitate,  sit  copulativus 
sesquiseptimae  et  sesquioctavae  radixque  snperseptempartientium. 

Item,  quem  eodem  loco  nonuplum  invenias  ab  unitate,  sit  copulativus  5o 
sesquioctavae  et  sesquinonae  radixque  superoctopartientium. 

Hac    inventione    copulativorum   contentus   numeros   copulativos  inter- 
positos    bis   praeceptis    quaeras.     Secundum   arbitrium   tuum    ordinatis  in 
radice  ab  unitate  duplis,  medietatem  per  temarium  multiplica,  et  primum 
sesqualterum  procreabis;  sie  deinceps  temarii  per  medietatem  procreati  ducto  56 
per  solos  sesqualteros  ad  primum  copulativum  ascendis. 

Hie  expers  medietatis  ad  procreandum  primum  sesquitertium  tertiam 
suam  multiplicandam  dat  quatemario;  sie  deinceps  quatemario  per  tertiam 
procreati  ducto  per  solos  sesquitertios  ad  secundum  copulativum  ascendis. 

Hio    expers   tertiae    ad  procreandum  primum  sesquiquartum  quartam  eo 
suam    multiplicandam    dat    quinario;    sie    deinceps    quinario   per   quartam 
procreati   ducto  per  solos  sesquiquartos  ad  tertium  copulativum  ascendis. 

Hie  expers  quartae  ad  procreandum  primum  sesquiquintum,  quin  tarn 
suam  multiplicandam   dat  senario;  sie  deinceps  senario  per  quintam  pro- 
43'^creati  ducto  per  solos  sesquiquintos  ad  quartum  cojpulativum  ascendis.        65 

Hio  expers  quintae  ad  procreandum  primum  sesquisextum  sextam  suam 
multiplicandam  dat  septenario;  sie  deinceps  septenario  per  sextam  procreati 
ducto  per  solos  sesquisextos  ad  quintum  copulativum  ascendis. 

Hie  expers  sextae  ad  procreandum  primum  sesquiseptimum  septimam 
suam  multiplicandam  dat  octonario;  sie  deinceps  octonario  per  septimam  7o 
procreati  ducto  per  solos  sesquiseptimos  ad  sextum  copulativum  ascendis. 

Hie  expers  septimae  ad  procreandum  primum  sesquioctavum  octavam 
suam  multiplicandam  dat  novenario;  sie  deinceps  novenario  per  octavam 
procreati  ducto  per  solos  sesquioctavos  ad  septimum  copulativum  ascendis. 

Hie  expers  octavae  ad  procreandum  primum  sesquinonum  nonam  suam  75 
multiplicandam  dat  denario;  sie  deinceps  denario  per  nonam  procreati  ducto 
per  tot  varietates  partium,  per  tot  discrimina  proportionum  unitas  reddit 
in  suam  formam. 

Insuper  haec'  est  admirabilis  consideratio  huius  figurae,  in  qua  con- 
tinentur  tres  unitates:  prima  ex  qua  intenditur,  tertia  de  qua  remittitur,  80 
media  per  quam  intenditur  et  remittitur,  et  quod  per  omnes  assumptiones 
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superparticularium  proportionum  partes  nxuneris,  qnibus  partes  fiant,  et 
forma  et  quantitate  diversae  sunt;  in  solis  sesquinonis  partes  nnmeris  suis 
fiunt   conformes,    et    sicut   transcensis    sesquinonis   nnitas   reddit   in   snam 

85  fonnam,  ita  transcensis  sesquioctavis  in  sesquinonis  eadem  est  fonna  nume- 
ronun,  quae  suamm  partium. 

Nee   illud  praetereundum  [  est,    quod   in  singulis  superparticularibns  4r 
speciebus  duae  cartae  et  legitimae  partes  inveniuntur  in  sesquialtens  media 
et  tertia,  in  sesquitertiis  tertia  et  quarta,  in  sesquiquartis  quarta  et  quinta, 

00  in  sesquiquintis  quinta  et  sezta,  in  sesquisextis  sexta  et  septima,  in  sesqui- 
septimis  septima  et  octava,  in  sesquioctavis  octava  et  nona,  in  sesquinonis 
nona  et  decima,  ita  ut  prima  omnium  duz  sit  ad  intendendum,  secunda 
omnium  duz  sit  ad  remittendum.  Non  enim  uniformiter  intuenda  est  haec 
intentio   ab  unitate,  cuius  singularis  et  simplez  assumptio  fit  VHil  modis^ 

96  quorum  primus  assumit  in  superparticulari  YIII,  numerus  secundus  iVl, 
tertius  TyiTTT^  quartus  XXXII,  quintus  XL,  seztus  XLYHI,  septimus  LVI, 
octavus  LXTTTI,  nonus  LXXn,  ut  omnes  assumptiones  oetonario  numero- 
sitate  se  transcendant.  Sed  nos  computistarum  sollertiae  ceteros  numeros 
relinquentes,  ultimum  et  maximum  cum  omni  diligentia  et  magna  affectione 

100  speciem  cum  suis  partibus,  quorum  generatio  talis  est.  Primi  copnlatiTi 
tertiam  per  Y  multiplica,  et  primum  superbipartientum  procreasti,  sie 
deinceps  quinario  per  tertiam  procreati  ducto  ceteros  superbipartientes 
aggregasti.  Item  secundi  Copulativi  quartam  per  YII  multiplica,  et  primum 
supertripartientem  procreasti;  sie  deinceps  septenario  per  quartam  procreati 

105  ducto  ceteros  supertripartientes  aggregasti.     Item  tertii  copulativi  quintam 
per    Villi    multiplica,    et    primum    superquadripartientem    procreasti;    sie 
deinceps  novenario  per  quintam  procreati  ducto  ceteros  superquadiipaitientes 
aggregasti.  |  Item  quarti  copulativi  seztam  per  XI  multiplica,  et  primum  44' 
superquinquepartientem    procreasti;    sie    deinceps    undenario    per    sextam 

HO  procreati  ducto  ceteros  superquinquepartientes  aggregasti.  Item  qointi 
copulativi  septimam  per  Xlli  multiplica  et  primum  supersezpartientem 
procreasti,  sie  deinceps  XIII®  per  septimam  procreati  ducto  ceteros  saper- 
sezpartientes  aggregasti.  Item  sezti  copulativi  octavam  per  XV  multiplica. 
et  primam  superseptempartientem  procreasti;  sie  deinceps  XY^  per  octavam 

115  procreati  ducto  ceteros  superseptempartientes  aggregasti.  Item  sepüxni 
copulativi  nonam  per  XYU  multiplica,  et  primum  superoctopartientem 
procreasti;  sie  deinceps  XYIP  per  nonam  procreati  ducto  ceteros  superocto> 
partientes  aggregasti. 

Sufficiant  haec  praecepta  de  sola  intentione  unitatis  huius  scientiae 

120  amatoribus.  Quem  copiosior  investigatio  delectet,  certus  sit,  omniain 
digitorum  reformationem  si  id(!)  articulis  reperturum,  si  per  singulas  saper- 
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particnlares  species  tot  proportiones  assumuntur,  quot  dupli  a  singulari 
digito  ponontur.  Praeterea  myeniuntur  in  hac  calculatione  reformationes 
ab  onmibus  speciebus  multiplicis.  8ed  nos  Wirzeburgenses^^  de  illis  dicere 
differimus,  donec  cognoscamus,  quid  inde  modemi  iudicant  philosophi,  utrni|i  125 
nostram  an  yeterum  aestiment  inyentom,  tribnant  ab  illis  residuas  refor- 
mationes requirant. 

Eine  Reihe,  wie  sie  der  Autor  fordert,  ist  z.  B.  die  folgende: 
1,  2,  4,  6,  9,  12,  16,  20,  25,  30,  36,  42,  49,  56,  64,  72,  81,  90,  100. 
Die  numeri  copulativi  sind  hier  6,  12,  20,  30,  42,  56,  72,  90.  Zuerst 
ist  zweimal  die  proportio  duplu  yorhanden,  dann  zweimal  proportio  sesqucUtera^ 
da  aber  9  expers  est  medidatis,  so  tritt  nun  die  Proportio  sesquitertia  zwei- 
mal auf;  ebenso  ist  wieder  16  expers  tertiae  etc.  Zuletzt  ist  81  expers 
octavae,  deshalb  tritt  an  Stelle  der  proportio  sesquioctava  die  sesquinona, 
welche  dann  nach  noch  zweimaliger  Anwendung  die  100  zum  Vorschein 
konmien  lässt,  den  articvlus  zu  dem  digitus  1.  Anders  ausgedrückt  lässt 
sich  die  obige  Reihe  auch  in  der  Form  folgenden  Produktes  schreiben: 

Geht  man  etwa  yon  dem  digitus  5  aus,  so  erhält  man  die  Reihe: 

5,   10,   20,  40,   60,   90,  135,  180,  240,  320,  400,  500,  625,  750,  900, 

1080,  1296,  1512,  1764,  2058,  2401,  2744,  3136,  3584,  4096,  4608, 

5148,  5832,  6561,  7290,  8100,  9000,  10000 

oder  als  Produkt  geschrieben: 

f^  ,  1.    A.A.A.A   A    A   A.A.A.A    A    A    A    A    A    L    L    A   A 

^*    1    '    1'    l    *2'2'2'8'8'8*4*4'4'6'5'6'6'6'6'6*6' 


AAAAAAAAi?*^!?    ^ inoon 

7*7*7'7'8'8'8'8'9'"9*9'9  lUUUU. 


14)  Nach  der  Geomdria  Gerherti  folgt  jetzt  Blatt  76'— 77^,  6  ein 
Stück  mit  dem  Anfange:  „Tria  Genera  Musicae  studiosis  comprehensa  esse 
feruntur*'  und  dem  Schlüsse:  „Odavum  häbd primum  in  se  duplum".  Nach  dem 
Handschriftenyerzeichniss  ist  es  ein  Tradattts  de  mensura  fistularum  organi- 
carum,  Auszug  aus  Aureliani  de  Musica  in  dem  Sammelwerke  Gerberts.*) 

15)  Daran  schliesst  sich  ohne  irgend  welchen  Absatz  Blatt  77^,  7 — 18: 
ein  Abschnitt  de  Luna.  Anfang:  „Etatem  lunae  multipUca  per  quatuor", 
Schluss:  „Uhicumque  haec  lunatio  complda  fuerit,  in  die  sive  in  node  ihi 
sequentis  initium  esse  cognoscat," 

16)  In  derselben  Zeile  fortfahrend  erstreckt  sich  dann  bis  Blatt  78', 
15  ein  Stück  „de  mensuris",    Anfang:  „Hora  habd  pundos  F.    Minuta  X, 

1)  Hieraus  hat  der  spätere  Glossator  seine  üeberschrifb  „Wircehurgensiumf' 
genommen.       2)  Seriptores  eedesiastici  de  musiea,    St.  Blasien  1784.    Bnd.  I,  S.  32  £F. 
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Uncias  XII,  partes  XV,  Momenta  XL,  Ostenta  LX"  und  schliesst:  „CoiAma 
anbiquitus  C  iugerum  erat,  postea  dupliciitm.   pristimtm  tcymm  ohHnuit  wmtn: 

17)  Von  Blatt  78',  15  bis  78^,  6  findet  sich  wiederum  absolut  an- 
schliessend der  dritte  Absatz  des  Cap.  82  von  Gerberts  Geometrie  (Olibri\ 
464—465).  Varia  lectio:  464.  19.  alia  fehlt.  —  20.  vd  trim  fehlt: 
Sit  fehlt;  vel  IV  fehlt.  —  20—21.  vel  V  fehlt;  rem  iUam.  —  23.  ad  imm 
fehlt;  in  summum.  —  23 — 24.  iUic,  ubi  hasis  hypotemisae  imgatur.  - 
25.  gue  fehlt;  smmmn  tibi.  —  27.  et  fehlt.  — 

466.  1.  illiiis,  et  hoc  spatio,  —  2.  ältitiidine  üla^  de  qua,  —  2—3.  M 
ratio  pro  altitudine  certissima  est,  —  4.  plana  sü.  — 

18)  Blatt  78^,  6—80',  17:  „Indpiimt  numeri,  per  ^tios  jHrfd.  4* 
volu£rit,  alterius  cogitationes  cognoscere  de  numero  qtwlibä,  quem  a«* 
conceperit,'* 

Das  Stück  ist  abgedruckt  in  Bedae  veneräbüis  opera^),  und  ich  gst? 
hierunter  die  Abweichungen  der  Handschrift  dem  Drucke  gegenüber  an. 

Theil I,  Spalte  100.  2.  assumetur.  —  3—  4. ^  tripliccOus.  —  6-7./ker* 
Herum  triplicahis,  quae  maior  fuerit,  —  8.  triplicatur  Villi;  posmL  - 

10.  est  autem  quod  postquam  tripUcet^r.  —  13.  fuerit,  —  13— U.  f^ 
mansissent,  —  14.  cUiquod  supra  remansit,  —  16.  e^t  numerus;  »**' 
fuerat  —  18 — 19.  fiunt  VI.  Sex  vero  diuisi  per  binarnm  III  fwd,  f> 
triplicati  in  Villi  consurgunt,  nee  äliquid  remanet.  —  20.  primun.  - 
22.  et  fehlt. 

101.  1 — 3.  in  senarium  bis  dictum  fehlt.  —  5.  idem  fehlt.  —  8.p 
lihet  fehlt.  —  8 — 9.  ac  triplicehtr,  triplicatus  vero,  —  10.  numeri  fehlt.' 

11.  esse  amhas,  —  12.  unus  adsumatur,  —  21.  quot  novenarü  in  '^< 
interrogetur,  —  23.  quot  statt  quotquot;  tot  novenarios.  —  24.  ul  fehlt  - 
25.  faciunt,  qui  divisi,  —  27.  qui  ddvisi.  —  29.  est  fehlt.  —  29.  w«^  fehlt' 
30.  ttmc  in  niaiori,  —  31.  Jw  qtiatuordecim  semel,  de  his  IIIL  —  33.  fiunt  Tl" 
34.  primum.  —  36.  paritati  fehlt.  —  39.  quia  haec  bis  diuid^  ä  /n>V 
catur,  —  41.  vero  fehlt.  —  43.  quislibä,  —  44.  Quamcumque.  —  44—45.««*^ 
feriae.  —  47.  iu/ngere  debet;  est  fehlt.  —  48.  decies  totum,  —  49.  ioto  CCl 
tollere,  —  50.  teneto,  ut  fehlt.  —  52.  quinquies  ducti;  ^  decies,  —  53. » 
totitis  summae  collectione  fehlt.  —  54.  et  fehlt;  centenarii  remanstrint.  - 
55.  supefrius  dictum  est  —  60.  quinquies  fiunt  XLV.  —  60—61.  ^^^^ 
fiunt  dudi  —  62—70.  si  de  terUa  bis  sigmfi^cant  fehlt.  —  70.  gv*  9^' 

—  71.  fiu^  fehlt.  —  72.  qui  bis  significat  fehlt;  si  autem  dt^ " 


1)  Vener abilis  Bedae  Presbyteri  Änglo-Saaxmis  viri  sua  aetate  doctissimi  ^ 
quotquot  reperiri  potuerunt  otnnia,  Hac  ultima  impreasione  omatius  in  htcm  foüi 
Coloniae  Agrippinae  Sumptibus  Johannis  Wilhelmi  FriesBem.  Anno  MDCLXXlfl^ 
8  Bde.  fol.  ist  die  benutzte  Ausgabe. 
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73.    FIP   ratio   habeatur;   fiunt  XIIII.  —  74.  qui   quinquies;   fiunt  CV. 
Hi  vero  dedes.  — 

102.    1.  midtipUcati  fiunt;  et  remanent  —  3.  tuum  fehlt.*) 

19)  Das  Blatt  80',  17—80^  18  Befindliche  ziehe  ich  seines  Interesses 
halber  vor  Yollständig  mitzutheilen.     Es  lantet: 

AEIÖV 
V  :  RS ;.;  S  +  B  : :  N  .  F  :  C  • .  :  P  .  8 C  : :  P  .  GL  : :  B  • : :  S  .  Q  :; ;  M  :  ET  .  R  .  S 
Genus  hnius  descriptionis,  tarn  quod  supra  punctis  Y  et  yocalibus,  quam 
subtus  equalibus  yocalibus,  quam  solitum  est,  informatum  continetur,  fertur, 
quod  sanctus  Bonifacius  archiepiscopus  et  martyr  de  angulis  sazis  yeniens  6 
hoc    antecessoribus    nostiis   demonstraret,    quod   tamen   non   illo    inprimis 
coeptum  est,  sed  ab  antiquis  istius  modi  usus  creyisse  comperimus. 
B .  F .  K .  P .  X .  KBRXS  •  XröFPRIKS .  TKRPKNS  TERSBPPKRP  •  BBCHKIF . 
NFNSSCKPTPRRFGNBXTDFCXS.B.O.X.RKA.E-I.OV.BF.K-P.X.*) 

20)  Ad  fures  inyeniendos  scribis  in  quattuor  foliis  lauri  ana  *BAAA  lo 
^  Ah  An  A  A  A  B  ANA  A,  et  mittis  immissorio,  et  yocas,  quem  suspectum  habes, 
et    manducare   non   potent.     Ad  fiires   inveniendum  pingis  in   IUP'  foliis 
lauri  •«3*-'^533"S"SS  istas  formulas,   et  yocas  eum,   quem  suspectum  habes, 
manducare  non  potent. 

21)  Quatuor  •  et  pentas  *  duo  •  monas  .  tris  •  mias  •  unus.  i5 
Hinc  dias  •  ambo  •  trias  •  unus  •  dias  •  et  duo  •  monas. 

Quorum  quidem  yersuum  uniyersalis  regula  tali  potent  monstiari 
experientia,  ut  non  solum  sicut  in  bis  yersibus  auferendi  auferantur,  sed 
etiam  quoyis  numero,  quos  yolueris  toUantur.  Ponantur  enim  quilibet 
numeri  duplici  proportione  constituti,  quorum,  quem  yis  remanere,  duplus  so 
ponatur,  quem  yero  yis  auferre,  subduplus  ponatur.  Computo  solummodo 
per  Villi,  yel  Vlll,  yel  quemcumque  numerum  yoluero,  et  quem  Villi, 
yel  Vm,  vel  quicumque  numerus,  per  quem  computavi,  monstrayerit,  tollo, 

1)  In  dem  bekannten  Buche  des  Jesuiten  Leurechon:  „Becreation  mathematigue. 
Composee  de  plusieura  problemes  plaisants  et  facetieux  En  faict  d'Arithmetique 
Geometrie,  Mechanique,  Opticque,  et  autres  parties  de  ces  helles  sciences.  Au  Pont- 
a-Mousson.  M.DCXXVI/*  ist  das  Frobleine  L  Beniner  le  nomhre  que  qiulqu^un 
aurait  pense,  nichts  weiter  als  eine  ziemlich  wOrtliche  üebersetzang  dieser  Ab- 
handlang Yon  Beda  dem  Ehbwürdigsn.  Ob  schon  der  Vorgänger  LEUBECHONä,  Sachet, 
dieselbe  aufgenommen  hatte,  ist  mir  nicht  bekannt.  2)  Dass  hier  der  Schreiber 
seine  Vorlage  falsch  abgeschrieben  hat,  ist  klar.  Es  soll  überall  A  durch  B^ 
E  durch  JP,  I  durch  if,   0  durch  P,   XJ  durch  X  wiedergegeben  seio.    Anfaug 

und  SchluBs   sind  klar:  A,EJ.O.V,  Karus  Chrisioforius^  Tiro architenens 

sciotoregni  ut  dectts  auri  AEIOUBFKPX,  aber  die  Zwischenworte  zur  Lösung  zu 
bringen,  ist  uns  nicht  gelungen. 


112  Maximilian  Cortze: 

et  inde  duplos  tuli,  snbduplos  pono,  et  eodem  duplos,  quo  ordise  positi, 
85  si  auferendi  sunt,  aufero.^) 

22)  Hieran  schliessen  sich  wieder  (Blatt  80^,  19 — 82^)  von  dersdbea 
Hand  ohne  jeden  Absatz  geschriebene  Wiederholungen  yon  Capiteln  de: 
GERBERTSchen  Geometrie  und  zwar  von  den  Olleris-Capiteln  die  Nnmmeni  2i 
23,  28,  32,  34,  35,  yon  denen  das  letzte  mitten  im  Satze  abbricht,  so  dass  dt: 
Schreiber  des  Inhaltsverzeichnisses  darunter  „deest"  geschrieben  hat.  Figurei 
sind  nicht  beigegeben,  die  Hand  ist  keine  Yon  denen,  welche  früher  in  d^: 
Geometrie  Gerberts  vorgekommen  sind.    Ich  lasse  die  Varianten  hier  feiges. 

438,  (Gap.  22.)  4.  cuiusque.  —  6.  dunUaxaU.  —  6.  halffid^daf.  - 
8 — 9.  hälgidadae,  —  8.  stet  bis  supra  fehlt.  —  10.  pröportionum  tjütün-i 
fehlt.  —  12.  habent,  —  12  —  13.  umbrae,  ■—  15.  si  omms  XIL  —  17.  äöJj?- 
dcuia,  —  18.  corporis  erecti.  -^  20.  transversum. 

(Gap.  23.)  23.  8i  vero  est  invmvre;  operatio  sU.  —  24.  guactmq-' 
cuiusque  diei;  astroläbium.  —  25  —  26.  et  bis  corpore  fehlt.  — 

437.  (Gap.  28.)  Stimmt  absolut  mit  der  oben  (S.  90)  gegebenti 
raria  lectio  überein,  auch  darin,  dass  die  zweite  Beschreibung  des  quadraU^^ 
geometricum  sich  nicht  vorfindet. 

489—440.  (Gap.  32.)  5.  est  fehlt.  —  6,  sU  notum,  —  AUe  übiig« 
Varianten  sind  die  nämlichen  wie  oben  (S.  85). 

442.  (Gap.  34.)  5.  Piäeus  autem.  —  6.  ef  fehlt;  in  profundiMe.  — 
7 — 8.  pedes  tuos  hasta  cUla  simüis,  —  Auch  die  übrigen  Varianten,  besond^ 
die  Einschaltungen  gegen  den  Druck,  wie  sie  oben  (S.  92 — 93)  angegebri 
sind,  sind  vorhanden. 


1)  Die  Aufgabe  wird  zuerst  in  Hegesippus  de  hello  jttdaico  erw&hnt.    Cast 
hat  sie  als  Bestasdtheil  der  mathematischen  fietrachtnog  zuerst  bei  CiiuQrxT  -jl 
XV.  Jahrh.  nachweisen  kOnnen.    Hier  haben  wir  sie  schon  aus  dem  XL  Jabii 
und  zwar  offenbar  nicht  als  etwas  Neues,  sondern  auch  schon  als  alten  Bestasi 
Der  Verfasser  scheint  sich  nur  die  allgemeine  Lösung  zuzuschreiben,  dass  nichts  v^> 
bei  der  gewöhnlichen,  es  immer  der  nennte  Mann  sein  muss,  welchen  das  Loos  tri- 
Aas  dem  Clm.  14908  auch  dem  XV.  Jahrh.  angehöread,  wie  CmiQUET,  entnehme  ki 
über  dieses  sogenannte  Josephspiel  folgende  Merkverse.   Die  hinzugeschriebes^ 
Zahlen  besagen,  der  Wievielte  jedesmal  durch  das  Loos  ausgemerzt  werden  tc^ 
Nur  die  Vokale  haben  den  Zahlenwerth  a=»l,6«»2,  t«s3,o=»4,  «1=»*}. 

Rex  angli  cum  veste  bona  dat  signa  serena.  10. 

Non  dum  pena  minas  a  te  declina  degeas.  9 

Arte  parare  mea  veniant  adistere  secte.  8 

Larga  dei  pietas  bene  manes  onmia  papam.  6 

Ibant  per  montes,  querebant  desidiosa.  12  proponendo  videaa. 
Item  15  christiani  et  15  iudei. 

Siehe  des  Weitem  meine  Abhandlungen  in  der  Bibliotheea  maihemaHca  1894  und  li^v: 
wo  Nachweisungen  aus  dem  X.  und  XU.  Jahrhundert  gegeben  sind« 
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(Cap.  35.)  Stimmt  ebenfalls  mit  der  früheren  Lesart  überein.  Der 
Schlass  Yon  Seite  443,  3  plum  est  bis  m  äliis  (Zeile  5)  fehlt. 

23)  Mit  Blatt  83'  beginnen  Adszüge  ans  den  Chromatici  veteres^\  und 
zwar  Nomina  lintUum  et  agrorum^  (I,  246,  25 — 249,  5),  beide  jedoch  in 
folgender  Weise  durcheinander  gemischt  (Blatt  83',  1 — 17): 

Orientales  dicuntur  decumani.  Ager  assignatus.  Septemtrionales. 
cardines.  Ager  centuriatus.  Mazimi  k.  m.  Ager  subseciuus.  Actuarii. 
Ager  deztratus.  Intercisiui.  Ager  citratus.  Quintarii.  Ager  tesselatus. 
Cultellati.  Ager  normalis.  Nouali.  Ager  triumuiralis.  Maritimi.  Ager 
neronianus  podismatuB.  Temporales  qui  solis  ortum  sunt  secuti.  Ager  5 
commutatus  ex  beneficio  Augusti.  Gallici.  Ager  locorum.  Begales.  Ager 
sinistratus.  Subrunciyi.  Ager  ultratus.  Sellati.  Ager  epidonicus.  Linearii. 
Ager  tetragonus.  Sextanei.  Ager  culteüatus.  Tetragonales.  Ager  soli- 
tarius  sylanus.  Montani.  Ager  caesarianus.  Austrinales.  Ager  meridianus. 
in  XXY  iuga.  Qui  per  anticam  et  posticam  diuiduntur.  In  potenii  salas.  lo 
Prefecturales.  Ager  ex  alieno  sumptus.  Egregii.  Ager  cineribus  deputatus. 
ündecimani.  Ager  intraclusus.  Colonici.  Ager  qui  finibus  augustinori 
continet.     Passivi.     Solitarii  et  Perpetui.  — 

Blatt  83',  18—83^  18  folgt  BaHo  UmUum  regmdorvm  (1. 358, 15—359, 
10).  Die  Namen  der  Limites  J.  •  ^  •  (7  u.  s.  w.  fehlen.  Bei  I  fehlt  die 
Angabe  der  Länge.  Bei  K  steht  CCCL  statt  ooCL;  bei  L  statt  cx)  oo, 
CCCC;  bei  N  CC  statt  ooC;  bei  0  CCC  statt  cx)C;  bei  T  MC  statt  MD; 
bei  7  MCC  statt  MDC;  bei  Z  endlich  MCCCC  statt  MCCC.  — 

Es  folgt  83^,  19—20.  De  mensuratione  iugeri  (I,  359,  12—13).  Darin 
steht  terram  für  terra.     Weiter 

83^,  21 — 84^,  12.  De  compositione  limitum  vd  terminorum.  So  die 
üeberschrift  des  Codex.  (L  359,  15—360,  32):  359.  17—18.  interpreta- 
reiur  non  extorquet,  sed  ita  est.  —  20.  extarquä.  —  22.  Bäbylanis  fehlt.  — 
23.  mpififfuet  —  25.  inveniwntur  signa, 

360.  6.  cissuram,  —  10.  vidum,  —  11.  epideUicum;  massaUdum.  — 
15.  fontentem(!),  —  17.  scissuram.  —  18.  sdssum.  —  20.  Termmus  si  trestas 
circa  (f).  —  21.  furndnum  bifurdum  samarda.  —  22 — 23.  si  bis  dare  fehlt. 
—  25.  oUvasfeUam.  —  26.  convalUum,  —  28.  demonstrat,  —  31.  demappas. 


1)  Die  Schriften  der  BOmischen  Feldmesser  bearbeitet  und  heraus- 
gegeben yon  F.  Blume,  E.  Lachmann  und  A.  Budorff.  Erster  Band. 
Texte  und  Zeichnungen.  Berlin  bei  Georg  Reimer  1848.  Auch  unter  dem 
Titel:  Grotnatid  Veteres  ex  recensione  Caroli  Lachmanni.  Diagrammata  edidit 
Addlfus  Budorffius.  Berolini  Impensis  Georgii  Reimer.  1848.  2)  Der  Titel  findet 
sich  nicht  in  der  Handschrift.  Im  Folgenden  wird  stets  gesagt  werden,  ob  das 
Manuscript  die  betreffende  Gapitelüberschrift  hat,  oder  nicht. 

Abh.  Kar  Gesch.  der  Mathem.  TU.  8 


114  Maximilian  Oartze: 

Ohne  weitere  Ueberschrift  folgt  (Blatt  84^,  12—85',  17)  Gr. V.L. 161 
3—362,  6. 

361.  3.  invenies  in  quadrifinio.  —  4.  srmt  positae  in  qudrifkm.  - 

7.  et  fehlt.  —  9 — 10.  fehlen.  —  11.  in  fine.  —  14.  Pressum,  —  15.  O/i  •. 
stellam,  —  20.  direxerimus,  —  21.  direxerimus,  —  25.  in  fine  fehlt  - 
32.  coUedarium.  —  33.  picititos,  — 

362.  2.  nativales.  —  6.  observantur.  — 

Nun  folgt  mit  der  Ueberschrift:  Qtwmodo  literae  latinae  sire  grai- 
terminorum  rationem  et  locorum  qudlitatem  designant,    erst  von  Blatt  \V. 
17  —  86^,   letzte  Zeile  I,  362,  30—364,  22  und  daraa  ohne  ünterbreihn:: 
anschliessend  (Blatt  86',  1.  Z.— 87',  18)  I,  325,  12—327,  3. 

362.  30.  in  singülis  terminis;  quas.  —  31.  simt  nudorum  sedratims.- 

363.  3.  invenies  fehlt;  bifurcium,  —  7.  decimanum.  —  18.  riganm.  - 
20.  invenies  fehlt.  —  24.  finalem,  —  28.  hahentes  cdque  a  septenirimt 

364.  2.  signis  aliis;  finales  literas,  —  3.  fytiüus  beidemale.  —  6.  ri-  • 
respicit  —  7.  colUcaclum,  —  9.  inveneris;  possionem.  —  15.  decmf 
fine,  —   17.  habet  fehlt.  — 

325.  14.  vivas  duo  sub  se  flumina.  —  15.  aspectus.  —  16.  w^- 
ibidcni,  —  21.  si  cölligU.  —  25.  iacet  fehlt.  — 

326.  2.  vivam,  habet  flumen,  —  4.  sub  fehlt.  —  7.  inferius  lauere^ 
est,  —  9.  coUiget,  —  10.  gramen  germanum,  —  13.  tivam  aqum.  - 
(n  und  Q  sind  miteinander  vertauscht).  —  17 — 18.  vivam  agwm.  - 
19—20.  revertitur  in  aquam.  —  22.  häbä  fehlt.  —  25.  d  fehlt.  - 
25—26.  et  bis  inferius  fehlt.  — 

Mit  der  Ueberschrift:  De  conditionibus  et  mensuris  agrorum  folgt  n 
Blatt  87',  18—89',  4;  I.  354,  2—356,  10. 

354.  2.  iugerum;  CCLXCXVIIL  —  15.  igitur  una  tabula  jjff?" 
quadratas.   —   6.  per  unum  latus.   —   27.  L,  nam  eum  metiri;  qußl-  " 

8.  se  fehlt.  —  9.   Till  tabulas  fehlt.  —  10.  fehlt.  —  12.  wtil^t«.  - 
1 3.  «i  sumis,  —  14.  remaneant  —  19.  oo  fehlt;  täbulam  unamLXMDCCCLX-  - 
20 — 21.   trigonia  i/sopleurus.  —   21.  unum  latus,   —    22.  Das  eiste  i" 
fehlt.  —  23.  quae  sunt;  tabulas,  —  24.  perticas. 

355.  1.  in  uno  latere.  —  2.  Die  drei  et  fehlen.  —  3.  dirid'is.  - 
5.  quem  dividi,  —  8.  Ueberschrift:  De  agro  lu/naio.  —  9.  aequas  fehlt.  - 
10.  et  unam  pariem  facis.  —  12.  JJ  tabulae.  —  15.  häbeat  fehlt.  - 
18.  decimam  fehlt;  DCXXVI  8.  —  19.  dixinms  esse.  —  21.  rotundiis  rri^ ^ 
22.  diametrum.  —  26.  unum  pedum  est  V,^)  —  27.  perticas  XX!!!-  - 

356.  2—3.  Statt  esio  bis  basi  steht:  XX  XX  coniungo  nuweru»^  ' 


1)  Hier  ist  natürlich  die  Abkürzung  für  quincunx  <>>  als  est  gelesen. 
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4 — 6.   horum   bis   sunt  X  fehlt.   —   8.  diximus.  —   8 — 9.  itmctus   itaque 
numerus,  —  9.  perticas  fehlt.  —  10.  hoc  fehlt.  — 

24)  Hieran  schliessen  sich  zunächst  Blatt  89',  6 — 90',  10  einige  von 
Cantor  in  seinen  Agrimensoren  veröffentlichte   Stücke   aus  Epaphroditus, 
die  ich  mir  erlaube  unter  Zuhilfenahme  des  Cantorschen  Textes  herzustellen. 
%  6  Seite  208.    §  7.  |  Ager  est  longus  pedum  [CXX,  latus  pedumj  LXX  in 

quo  dispositae  sunt  arbores  X^X  inter  pedes  Y.  si  vis  scire  numerum 
arborum,  quae  in  eo  cohsitae  sunt,  sumas  longitudinis  partem  quintam,  quod 
haec  est  XXIIII,  similiter  et  latitudlnis  quintam  partem,  quod  est  XIIII. 
His  adicias  bases  singulas,  ut  fient  XXV  et  quindecim.  Dehinc  multiplices  5 
latitudinem  per  longitudinem  sive  longitudinem  per  latitudinem,  quindecies 
enim  XXV  sive  vigesies  quinquies  XV  faciunt  trecentos  LXX  quinque: 
tot  sunt  enim  arbores. 

Daran  schliesst  sich  folgende  Fortsetzung,  deren  Sinn  unklar  ist: 

Sint  in  agro  LXX  arbores  CCCLXXII.  Huius  summae  quaero  latus, 
fit  CXCII,  huic  adicio  Vffl  fit  CC.    sumpta  parte  XX»  fit  X.    his  de  aglos(!).  lo 

Nim  folgen: 
89"^  §  25.  Sphaera  est,  cuius  diametrum  pedum  Xllll,  quaero  |  huius  sphaerae 

inauraturam,  hoc  est  profunditatem  sive  spissitudinem.     Sic  quaero.     Dia- 
metrum duco  bis,  fit  XXVIIL     Hoc  multiplico  in  se,  vigesies  octies  XXVIII 
faciunt  DCCLXXXTTII.  hoc  duco  per  XI,  fit  VÜI  DCXXIIU.  huius  summae 
sumpta   parte    Xilli*   fiunt  DCXVI;   tot   pedum    erit   huius    sphaerae    in-  is 
auratura.  *) 

§  26.  Si  fuerit  cyclus,  cuius  diametrum  est  pedum  XIIII,  quadrati 
huius  aream  quaero  hoc  modo.  Multiplico  diametrum  in  se,  fit  CXCVI,  et 
hoc  duo  undecies,  fiunt  IE  •  CLVl.  huius  summae  sumo  partem  quartam 
decimam,  fit  CLIÜI;  tot  pedum  erit  huius  cycli  embadum,  hoc  est  area.      «o 

§  27.  Si  fuerit  circuitio  pedum  XLlLIL,  diametrum  pedum  XliJI,  quaero 
huius  areae  pedes  per  hunc  modum.  Sumo  circuitionis  partem  dimidiam, 
fit  XXII,  diametri  dimidiam  partem,  quod  est  VII.  hoc  duco  per  XXII, 
fit  CLTTTT;  tot  erunt  huius  areae  pedes. 

§  28.    Si  fuerit  emicyclus,  cuius  sit  basis  pedum  XXVIII,  curvatura  «ß 
pedum  XIIII,  quaero  huius  emicycli  aream.    Sic  quaero.    multiplicabo  basim 
huius  emicycli  per  curvaturam,  id  est  XXVIH  per  XIIII,  fit  CCCXCII.  hoc 
OO-"  duco  per  XI,  -fiunt  DÖ  •  CCCXII.  |  sumpta  parte  quarta  decima  fit  CCCVIII, 
tot  pedum  est  huius  emicycli  area. 

§  29.    Absidem  ad  circinum  datam  sie  quaero.     curvaturam  altitudlnis  so 
per  basim  multiplicatam  duco  undecies.     sumo  partem  quartam  decimam; 
erit  embadum. 

1)  Ueber  inauratura  siehe  die  Anmerkung  am  Schiasse  der  Abhandlung. 

8* 


116  Maximilian  Gnrtze: 

§  30.    In  trigono  orthogonio  circulnm  inscribere  si  vis,  qui  omnes  eins 
lineas    tangat  sie  quaere.     iunge  kathetum  et  basim,   deme    fajpotenusam. 
35  erit  diametron  circuli. 

25)  Daran  schliessen  sich  noch  einige  ähnliche  Paragraphen  Blatt  d(F, 
11—90^  5. 

Sphaera  fuerit  data,  cuius  djameter  sit  pedum  VIT,  eins  solidos  pe^ 
sie  quaere.  Multiplico  djametrum,  id  est  Vi!  in  cubo.  Primo  in  ». 
fit  pedes  XLVJLJJI.  Deinde  hoc  rursus  per  VIT,  fiunt  pedes  CCCXLIIL 
hoc  semper  ducimus  per  undecim,  fiunt  III  •  DCC  •  LXXITT  pednm.     Hains 

40  sumamus  partem  XXI,    fiunt  pedes  CLXXVIIII;    tot  pedum    eiit   einsden 
inauratum.  ^) 

Si  datus  fuerit  circulus,  cuius  area  habet  pedes  YI   centos  X\L  h 
scire   volueris  dyametmm  eins  |  sie   inyenias.     ducas  quater    decies   area  .- 
pedes,    fiunt   pedes  Ym  •  DC  •  XXXIH.     Dehinc   hanc   summaiu    partürb 

45  per  XI,  fit  undecima  pars  DCCLXXAJLLII.  Huius  summae  latus  est  XXVIII: 
tot  pedum  erit  diametrum. 

26)  Es  folgt  ein  Abschnitt  (Blatt  90^,  5—92',  14)  mit  der  üeW 
Schrift: 

DE  GEOMETRIA  COLUMNAEUM  ET  MENSÜRIS  ALUS. 

Geometria  columnarum  hoc  modo  fieri  debet  ab  artifice,  nt  fiat 
quantum  grossa  possit  esse,  quantaque  eius  longitudo  fuerit.  Golunma 
septimam  partem  longitudinis  debet  habere  in  imo,  hoc  est  in  parte,  qna^ 

5  supra  pedem  manet.  Superior  autem  pars  columnae,  ubi  capitellum  insidet 
octauam  partem  debet  longitudinis  teuere.^) 

Mensura  columnarum,  ut  possit  aestimari,  quantam  altitudinem  poss!: 
teuere  mensurandi  in  circuitu.  Si  habuerit  Collums  super  stragolum  ia. 
circuitu   pedes  V,   habebis  in  altum  colluris  pedes  XII  et   dimidi&m.     Si 

10  habuerit  vero  Collums  in  circuitu  pedes  (X),  habebis  in  altum  pedes  XXV, 
quoniam  unus  pes  in  circuitu  levat  in  altum  pedes  duos  et  dimidiam. 

Si  columna  fuerit,  quae  sit  in  imo  lata  pedum  Aill,  in  summe  lau 
pedum  V,  alta  pedum  XXX,  si  scire  voluerimus,  quot  pedes  solides  haa. 
teneant,  multiplicemus  latitudinem  imam  in  se,  hoc  est  Xlll,  fiunt  CLXVIIIL 

15  Dehinc  multiplicemus  summam  latitudinem  in  se,  hoc  est  V,  üunt  XX^^ 
Deinde  multiplicemus  primam  summam  quinquies,  quinquies  enim  XIII 
fiunt  LXV.  Post  haec  metiamur  has  tres  summas  in  unum,  fiunt  CCL Villi 
Haec  ducamus  per  XI.  Undeeies  enim  CCLVIIII  faciunt  II  •  DCCC  -  XLYIID. 
Hinc  igitur  sumamus  partem  decimam  quartam,  quod  sunt  CCIII  et  semix 


1)  Quelle  vom  2.  Absatz  des  Cap.  82  bei  Gerbert  Olleris  4G4.         2)  Dies  iA 
die  Quelle  für  den  ersten  Absatz  yon  Gerbbrts  Gap.  82.    (Ollsbib,  464.) 
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illud  quae  ducamus  per  XXX  fiunt  VI  •  CV.    Huius  summae  facimus  octavam  20 
partem  fiunt  DCCLXIII,  tot  erunt  solidi  pedes  huius  columnae.^) 

Pes    quadratus   tenetur   VIII   pedibus,    palmis    LXVIII,    unciis    mille 
DCCXXVni,  digitis  IIII  •  XCIII.    Digitus  unus  C,  pes  quadratus  amphoram 
capit  semipedem  longum,  semipedem  latum  et  altum,  capit  congium.     hac 
ratione  semis  per  semum  fit,  et  semispes  fit.     Semper  enim  longum  per  25 
latum  et  per  altum  erunt  pedes  quadrati. 

Mensura  unius  pedis  quadratos  si  habuerit  in  altum  digitos  XVI, 
grassitudinem  digitos  XVI,  computa  XVI  digitos  in  se  fit  CCLVI,  et  rursus 
computa  digitos  XVI  per  CCLVI,  fiunt  in  unum  digiti  IIII  •  XCVI;  tantum 
colligit.     Unus  pes  quadratus  capit  seitarios  urbi  CCLXCVI.  so 

Si  cupa,  id  est  vagina,  in  imo  per  dyametrum  habet  mi  pedes,  in  summo 
pedes  II,  in  medio  V,  alta  pedum  XII,  si  vis  cognoscere,  quot  amphoras 
capiat,  sie  quaeras.  Multiplica  djametrum  medium  in  se,  id  est  V,  fiunt  XXV; 
id  duplices,  fiunt  L.  Post  djametrum  multiplices  secundum  in  se.  coniunge 
X  et  IIII,  fiunt  Xmi;  hoc  iunge  ad  XLV,  fiunt  LVILII.  Item  multiplicemus  35 
dyametrum  imum  in  se,  quod  sunt  duo,  fiunt  Uli.  iungo  cum  summa 
superiore,  fiunt  LXIIII.  iungo  dehinc  in  unum  dyametrum  imum  ac  summum, 
fiunt  V.  multiplicemus  per  dyametrum  medium,  hoc  est  V,  fiunt  XXV. 
Hoc  iungo  ad  sunmiam  superiorem,  fiunt  in  unum  DCCCCLXVIII.  hunc 
numerum  diuido  per  tertiam  altitudinem,  hoc  est  per  dyametrum  tertium,  ^o 
quod  est  quatuor,  fiunt  11  •  XLII;  tot  erunt  amphorae  in  cupa  nominata.^) 

1)  Ist  dl  der  untere,  d^  der  obere  Durchmesser,  h  die  Höhe,  so  wurde  die 
Anweisung  auf  folgende  Formel  herauskommen: 

*'"n-¥('*''  +  '^'^ +  **>*)• 

während  die  richtige  Formel  heissen  müsste: 

Sollte  etwa  an  cannelierte  Säulen  zu  denken  sein?  2)  Hier  ist  überhaupt  aus 
der  ganzen  Auseinandersetzung  nicht  klug  zu  werden;  jedenfalls  muss  die  letzte 
Zahl  CCXLII  heissen.  Nach  der  Handschrift  „Clm,  14783"  Bltt.  479^—480  heisst 
die  Regel  so:  „Multipliciere  den  mittlem,  den  obern  und  den  untern 
„Durchmesser  in  sich  selbst;  dann  den  obern  in  den  mittlem  und  den 

„untern  und  addiere  alles.    Darauf  multipliciere  die  Summe  mit  ---  und 

14 

„dann  noch  mit  dem  dritten  Theile  der  Höhe,  so  ist  das  Produkt  der 

„Inhalt  des  Gefässes."    Sind  (2i,  df,,  d^  die  drei  Durchmesser  die  Höhe  h,  so 

lautet  die  Vorschrift  also  so 

"^  ==  ii  '¥(''''  +  ^''  +  ^«'  +  ^'  (^*  +  ^*)^- 

Da  heisst  das  Beispiel  d,  =  6,  eJ,  =  5,  d,  »  2,  7i  »  12,  und  das  richtige  Re- 

20 
sultat  giebt  272— ! 


118  Maximilian  Gurtze: 

Si  fuerit  puteus,  cuius  dyametrum  sit  pedum  VI,  altitudo  XL  pednin, 

et  quaeritur,  quot  amphoras  capiat.    Sic  quaere.    Primum  inveniamus  aream, 

cuius  dyametrum  fiat  IIIl  m(!),  et  remanentDXX.    huius  summae  tolle  X 1 1  i*" 

15  partem,   quod  est  quadraginta.     Hoc  duc  per  altum,  fiunt  mille  ducenti. 

Tot  amphoras  continet  nominatus  puteus. 

27)  Blatt  92',  14—93',  6  folgen  zwei  Abschnitte  aus  Hyoinüs  de 
Umitihtis  constltuendis  (I,  170,  3—8;  182,  14—183,  16)  mit  der  Ueberschrift 

„De  limitibus  constituendis  secundum  rationem  solis". 

Abweichende  Lesarten  sind: 

170.  3.  per  mu/ndi.  —  4.  quod  in  semel;  ferramenta.  —  5.  posttn 
auspicälifer,   —   7.  limifes   duxcnmt  —  8.  in   Ylam  horam  non  corUinek 

182.  14.  quia  ad.  —  14 — 15.  usi  swnt  hac  ratione.  —  16.  crediderinty 
aut  fefellit  scientia  errarem.  —  17.  neglexerint;  contenti  ei.  — 

183.  1.  metiri.  —  1 — 2.  ortum  singtdis  regionibus  rectum  esse,  — 
3.  dcscendat.  —  4.  quicquid.  —  7.  non  est  facile,  quia.  —  9.  si  fehlt; 
üla.  —  10.  ältere.  —  11.  apertiori.  —  12.  quo;  cUitis.  —  12 — 13.  ^i  tum 
lange  a  niante  nascatur  cardo  sive  decumen.  —  14.  cursus  rede  polest 
cofyipreJiendi.  —  15.  luceat  adhuc.  —  15 — 16.  et  eidem  campis  adhuc  interiori 
parte  refulgeat.  — 

28)  Nun  konmit  ein  Stück  aus  Boethius  (Blatt  93',  6—94'  5)  I, 
378,  14—379,  21.     Die  ersten  Zeilen  stehen  so: 

Trilaterum  nee  non  amplius,  in  quo  obtusus  angulus  fuerit.    Oxygonium 

vero,  id  est  acutum  angulum,  in  quo  tres  anguli  sunt  acuti,  vero  quod  est 

obtusum  angulum,   in  quo  obtusus  angulus  fuerit,  ügurarum  fonnae  sunt 

In   orthogonium,  id   est  rectiangulum,   quod  quidem  ut  triangulum,   quod 

5  habet  angulum  rectum,  ambligonium  vero,  quod  est  angulum  obtusum« 

Weiter  folgen  die  Varianten: 

378.  20.  quadraium  figuratur.  —  22 — 23.  sed  non  est  aequHaterum.  — 

379.  1 — 2.  angulos  tenet  campares,  id  est  autem  non  rectis.  —  2.  ncc 
comparihis  continetur  laterihus.  —  3.  Praeter  ista.  —  4.  colomae;  cogno- 
minantur.  —  6.  coniunctae  atque.  —  8.  thimata;  id  est  fehlt;  pariitus  ab.  — 
9.  omnem;  lineam  rectam.  —  12.  aequos  suh  ccntro;  sUn  bis  esse  fehlt.  — 
13.  et  bis  part^  fehlt.  —  14.  composuerit  minores.  —  15.  lineas  metiri 
ad  cas.  —  17.  ynas  et  nyas.  —  18.  haec,  quae  swnt  idem  sunt  comparia.  — 
18 — 19.  comparia.  —  19.  a  parilms  paria.  — 

Es  fährt  noch  mit  Gr.  Vet.  L  385,  23—386,  2  fort:  Gnonum  ergo 
parallelogrammi  spatii  eorum,  quae  circa  eandem  sunt  dyametrum,  quodlibet 
unum  quinque  cum  supplementis  duobus 
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29)  Ohne  irgend  welchen  Absatz  folgt  Blatt  94',  5 — 95',  4  ein  Abschnitt 

mit  der  üeberschrifk 
94',  5  I  DE  PROPORTIONE.i) 

Magnitudo  minor  maioris  magnitudinis  mentis,  quando  minor  maiorem 
magnitudinem  permetitur.  Maior  ergo  magnitudo  minoris  magnitudinis 
multiplex  est,  quotiens  a  minore  maior  integra  dimensione  completur.  Pro- 
portio  est  duarum  magnitudinum  cogunt(!)  ad  se  invicem  comparatione 
veniens  magnitudo.  Proportiones  vero  ad  se  invicem  teuere  dicuntur,  quae  5 
possunt  esse  invicem  multiplicationem  transscendere.  Eandem  ergo  pro- 
portionem  prima  magnitudo  ad  secundsim  magnitudinem,  tertia  ad  quartam 
teuere  prohibemus,  quando  primae  aut  tertiae  magnitudinum  per  quae 
multiplices  eas,  quae  sunt  secundae  atque  tertiae,  aeque  multiplices,  vel 
simul  transcendant,  vel  ab  his  pariter  transcenduntur,  vel  bis  in  simul  exse-  lo 
quuntur,  cum  scilicet  in  altema  comparatione  sumatur.  Quae  vero  eandem 
retinent  proportionem,  ut  proportionaliter  esse  dicuntur,  quando  vero  earum 
magnitudinum,  quae  sunt  aeque  multiplices  primae  quidem  magnitudinis, 
multiplicem  superat,  tertiae  vero  magnitudinis  multiplex,  secunda  vero 
magnitudo  multiplicem  superat,  tertiae  vero  magnitudinis  multiplex,  quartae  i5 
magnitudinis  multiplicem  minime  superat:  tunc  prima  magnitudo  ad  secun- 
dam  magnitudinem  maiorem  proportionem  quam  tertia  ad  quartam  teuere 
prohibetur.  Proportionalitas  vero  et  minimum  terminis  inventum  pro- 
portionales idem  eiusdem  magnitudines  proportionis  esse  dicuntur,  prae- 
cedentes  praecedentibus  et  consequentibus  consequentes.  Quando  autem  20 
magnitudines  proportionaliter  fuerint  constitutae,  tunc  prima  ad  tertiam 
duplicem  proportionem  quam  ad  secundam  dicitur  possidere.  Quando  vero 
95^  magnitudines  pro|portionaliter  fuerint  constitutae,  tunc  prima  ad  quartam 
triplicem  proportionem  quam  ad  secundam  dicitur  obtinere.  Conum  vero 
summum  sumere  magnitudines  proportionaliter  fuerint  constitutae.  25 

Der  Best  des  Blattes  ist  leer. 

30)  Blatt  96' — 117^,   1.  umfasst   eine  Abhandlung,   welche  von  der 
Hand,  welche  das  Inhaltsverzeichniss  geschrieben  hat,  die  Üeberschrifk  trägt: 

„Geometrica" 
Dieselbe  ist  eine  Compilation.     Soweit  dieselbe  noch  nicht  herausgegeben 
ist,  lasse  ich  sie  hier  folgen.     Von  denjenigen  Stücken,   welche  gedruckt 
vorliegen,  gebe  ich  nur  die  Varianten. 

1)  Der  folgende  Abschnitt  ,^e  proportUmef*  ist  nichts  weiter  als  eine  üeber- 
setzung  der  Erklärungen  des  5.  Buches  Euklids.  In  einer  andern  Handschrift  aus 
dem  X.  Jahrhundert  der  Münchner  Hof-  und  Staatsbibliothek  ist  der  Abschnitt 
besser  und  vollständig  überliefert.  Ueber  diese  Handschrift  im  Vereine  mit  noch 
zwei  andern  werde  ich  anderswo  Näheres  mittheilen. 


120  Maximilian  Cartze: 

I  Igitur  geometricae  artis  peritiam  qni  ad  integrum   nosse  desider^'J 
necesse  est,  ut  huius  artis  ezpositores  diligenti  cura  perlegat,  et  ea,  qw 
perlegerit,  tenaci  memoriae  commendet.     Nam  in  primis   emn  scire  oporr* 
arithmeticam  artem,  quae  continet  nnmeronim  cansas  et  divisiones,  id  tf: 

5  qnalis  est  diffinitio  et  diuisio;  de  paribus  et  imparibus  nomeris,  et  quall- 
est  compositus  numems,  et  qualis  incompositns;  qualis  est  perfectos  nnmercv 
et  qualis  imperfectus;  qualis  est  divisibilis  numerus,  et  qnalis  indinisibiLf 
qualis  est  particularis  numerus,  et  qualis  minus  particularis;  qaalis  snpcr 
particularis  numerus,  et  qualis  superpartiens;  qualis  est  snperflnns  numeniv 

10  et  qualis  diminutus;  qualis  est  multiplex  numerus,  et  qualis  sabmultiplei 
qualis  est  solidus,  et  qualis  est  sphaericus. 

Item    quomodo    inventa   est   geometria;    unde    vocata    est    geometm 
quid  sit  geometria;   quae  utilitas;  qui  ordo  praescrip|tionis;   qnae  sit  n*:  rf 
propositionis,  quae  dispositionis,  quae  descriptionis,  quae  demonsttatioxi. 

15  et  quae  conclusionis.  Qualis  est  recta  linea;  qualis  est  definita  linea;  q::* 
genera  sunt  extremitatum,  quanta  sunt  summitatum;  Qot  genera  st:t 
angulorum,  qualis  est  planus  angulus,  qualis  est  obtusus  angnlns,  qualii 

angulus,  qualis  est  rectus  angulus,  qualis  est  acutus.      Nee  non  -' 
de    mensuris    sciendum   est.      Quae    mensura   sit   pertica;    quantum   tnL" 

20  Stadium,  quid  sit  actus,  quid  climma,  quid  centuria,  quid  lenva,  q^ii-: 
aripeunis,  quid  iugerum,  vel  quid  centuria.  Quid  punctum,  quid  diametmü 
quid  parallelogramum.  Quid  sit  figura,  vel  quid  sit  circulus,  aut  in  qnär 
sit  diyisio.  Qui  seit  ista  omnia  ad  plenitudinem,  novit  locomm  segregation«^ 
nam  qui  Ignorant  regulam  huius  artis  multa  obponunt  falsa  pro  veris' 
Nach  dieser  Einleitung  folgt  jetzt  mit  der  Ueberschrift: 

Quid  Sit  ipsa  geometria  et  qwie  eius  effectiva  potentia 

eine  Abschrift  der  Geometrie  des  Cassiodorius.')    Von  ihr  setze  ich  nur  <l- 
abweichenden  Lesarten  hierher. 

676,  2.  usuäle.  —  2—3.  quod  ut  praeconiis  fehlt.  —  4.  geomeirkarc.  - 
5.  dmplicetur, 

hll.  1.  caelo;  creatur»  —  2.  adplicetur;  sententia  diffinitione  forsüan.  — 
3.  dicere,  quodammodo  geometrieat  sancta  divinif€is.  —  3 — 4.  «loe  creatnr't 
quam.  —  4.  famulasque,  —  6.  quae  sunt  fixa.  —  8.  demensio.  —  10.  I>jq- 
tus  propriis   düminis  fertur   esse  partita,   quia  Nili  inundaiio   confusion^ 


1)  Diese  Lücke  befindet  sich  in  der  Handschrift.  2)  Wie  ich  nachtrSghri 
gesehen  habe,  ist  das  Stück  schon  in  der  Boethias- Ausgabe  Basileae  1570  ad 
Seite  1541,  Z.  16—46  abgedruckt,  doch  ist  unser  Manuscript  volUt&ndiger  als  der 
Abdruck.  '  3)  Ich  benutzte  die  Ausgabe:  M.  Aorelii  Gassiodori  Senaloiis  V.  C 
opera  omnia.    Genevae  Excudebat  Fhilippns  Gamonetns  Anno  MDCL. 
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fecit  in  agns.  Unde  covdrover&iam  art€m  geomäriae  disdpUnis  prudenHores 
quippe  sedare  curarunt.  Cuius  mm.  —  12.  consistere,  —-13.  homines  constat 
dennensiones;  vagantilms  populis,  —  15.  partüus  fehlt;  edicti  —  16.  ita 
reperta.  —  18.  caüL  —  18 — 19.  perüissimos  fehlt  —  19.  adseaUos,  — 
22.  Cerdlium  quintum;  spaMa  ipsius,  —  23.  codi  terrae  ambüum,  — 
24.  descripsit  dieens. 

und  nun  wird  aus  Censorinus,  de  die  natali^)  folgender  Passus  ein- 
geschoben (S.  22,  22 — 24,  12).     Auch  hier  gebe  ich  nur  die  Varianten. 

22,  25.  numemUlem  arithmon.  —  26.  disfantiis  diastematis. 

23,  2.  concinncnt  mdodiam,  —  3.  carpere.  —  5.  fore  stadiorwn; 
duceniorum.  —  6.  Pyihagoras  fehlt.  —  7.  in  terra,  —  9.  sexcentorum.  — 
12.  pUagoras.  —  12.  mercurii  lunam  stellam,  —  15.  semitonUm.  —  16.  hos- 
plioron,  —  17.  scmitonUm,  —  19.  a  terra  fehlt;  dimidium  a  terra.  — 
21.  tesseron  autem  ad  martis  steUam,  —  24.  pheton  nominatur,  dimidium 
ipsius,  —  25.  amphenon,  —  26.  semitonion.  —  27.  semitonion. 

24,  1.  tesseron,  —  3.  fare  VI.  —  4.  simphonia;  mtdta  fehlt.  — 
5.  retuUt;  et  in  hoc  omnem;  enarmion  esse  innotuU.  —  7.  alii  dixerunt; 
illud  dacoraon.  —  10.  tantum  tarnen,  —  12.  musica;  revertar. 

Jetzt  wird  mit  der  neuen  üeberschrift: 

DE  DIVISIONE  GEOMETBIAE,  IN  QüOT  PARTES  DIÜIDITÜR. 

der  Auszug  aus  Casbiodorius  fortgesetzt. 

677.   25.  vero  fehlt;  quae  dimditur.  —  31,  et  in  rationem.  —  35.  ratio- 

nabilcs   et  inrationahües ;   Baiionahiles  quarum,  —   36.  inraiionahilcs ;  vero 

i       fehlt;  qu<inim.  —  37.  igitur  hae  sölidae;  longitudine  et.  —  40.  caclestitms 

concluditur.   —  41.  Evdides,  —  42.  Eit^clidem  ohlatum  romanae   linguae 

magnificus  Boäius  dedit. 

Damit  schliesst  Cassiodorius.  Woher  das  nun  Folgende  genommen, 
weiss  ich  nicht  zu  sagen.     Es  hat  folgenden  Wortlaut: 

)\3  I  DE  UTILITATE  GEOMETBIAE. 

Quae  autem  supra  diximus  de  utilitate  geometriae,  sciendum  est,  quod 
utilitas  geometriae  triplex  est.  Cuius  quaedam  species  pertinent  ad  facul- 
tatem  enim,  ut  seien tiae  mechanicae  vel  architecturae;  ad  sanitatem  yero, 
ut  disciplinae  sunt  medicorum.  Quia,  sicut  ritus  artis  mechanicae  nulla  ^ 
ratione  consistunt  absque  mensura  et  descriptione  liniamentorum,  sie  nee 
ars  medicinae  sine  mensura  et  pondere  atque  herbarum  discretione  ullo 
modo  subsistere  valeat.     Ad  animam  vero  pertinet  geometria,  quia  philo- 


1)  CENSOBINI  de  die  natali  Über.    Rec.  Fb.  Hültsch  Lipsiae  1867  ist  die 
benntste  Ausgabe. 
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sophomin  disciplinis  discretionem  et  moderationem  in  Omnibus  rebas  habere 
10  <^debet)>.  Quid  enim  aliud  prudentia,  iustitia,  fortitudo  et  temperantia 
nobiscum  agunt,  nisi  ut  pmdenter,  iuste,  aequanimiter  et  temperanter 
vitam  ducamus  |  et  secundum  praecepta  conditoris  nostri  ordinabiliter  etlOO' 
recte  vivamus.  Quia,  sicut  supra  dictum  est,  quicquid  in  nostra  conver- 
satione  bene  disponitur  atque  completur,  potest  disciplinae  huius  qnali- 
15  tatibus  applicari. 

DE  OBDINE  PRAESCRIPTIONIS  GEOMETRIAE. 
Ordo  autem  conscriptionis  in  geometria  considerari  debet,  quia  secundum 
quoddam  ordo   geometriae  in  disciplinis  aliquatenus  post  arithmeticam  se- 
cundus    est,    aliquatenus  tertius,    quia  quidam  geometriae  musicam  ante- 

30  ponunt.  Sed  qui  diligentius  de  hac  re  investigaverunt  secundo  loco  post 
arithmeticam  geometriam,  musicam  vero  tertio  loco  posuerunt  et  quarto 
astronomiam,  quia  sine  dubio  onmis  motus  est  post  quietem,  et  natura 
semper  statio  motu  prior  est.  Mobilium  vero  astronomia,  immobilium 
geometria  doctrina  est,   et  ideo  cum  motus  sequatur  post   quietem,   con- 

25  sequens  est,  ut  motum  astrorum  armonicae  modulationis  continetur  concentus.  |  lor 

DE  RATIONE  PEOPOSITIONIS. 
Ratio  propositionis  in  geometria  est,  ut  perpendamus,  quod  primum 
in  ipsa  arte  proponi  atque  considerari  oporteat.  Quia  enim  mensura  in 
aliquo  et  alicuius  esse  debet,  primo  loco  constituamus  fundum,  in  quo 
80  mensurae  universae  disponuntur,  Fundus  enim  dictus  est,  quod  in  eo 
fundentur,  vel  stabilientur  quaelibet  res.  Fundus  autem  et  urbanum  aedi- 
ficium  et  rusticum  secundum  antiquos  intelligendum  est,  de  quibus  rebus 
geometria  maxime  tractat  ac  figurarum  omnium  rationem  disponit. 

DE  DISPOSITIONE. 
»6  Dispositio  geometriae  est  linearum  intendere  genera,  utrum  vel  circum- 

ferendo  vel  flexuose  pergar,  de   quo   in  sequentibus  plenius  dicendum  est 

DE  DISSCRIPTIONE  GEOMETRIAE. 
In    disscriptione    quoque   notari   debent  anguli,   sicut  in   distributione 
inspiciuntur   figurae,    quod  demonstrabitur,    cum  de/  angulis  et  de   figuris 
40  universis  dicemus.  ' 

DE  DEMONSTRATIONE  GEOMETRIAE. 
In  demonstratione   autem,  quantae  sint  summi|tates,  intueri  oportet.  H^i* 
Nam  summitatum  genera  sunt  duo:    summitas   et  plana  summitas.      [8e- 
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cundum  geometricam  enim  appellatio  summitas  est,  quae  longitudinem  et 
latitndinem    habet    tantummodo.      Summitatis    finis    lineae    sunt.      Plana  4& 
summitas  est,  quae  aequaliter  rectis  lineis  est  posita]  ad  longitudinem  atque 
latitudinem,  quae  alio  nomine  superficies  dicitur. 

Was  ich  zwischen  eckige  Klammem  gesetzt  habe,  findet  sich  in  den 
Grom.  Yet.  I.  an  drei  verschiedenen  Stellen.  99,  11 — 14;  411,  10 — 14; 
414,  14 — 18.     Nach  folgender  Einleitung: 

DE  EXTBEMITATIBUS. 
De   exiremitattbus   quoque,   quomodo  pertineant   ad  condusumem^   nos- 
cendum,  quod 

folgt  nun  weiter  aus  den  Grom,  Yet  I  das  Stück  414,  24 — 415,  4  mit 
folgenden  Abweichungen. 

414.  24.  quippe  fehlt;  duo,  hoc  est,  —  25.  per  rigorem;  per  flextiosum 
öbservatur;  rigoris,  —  26.  velut  —  26 — 27.  rectum  per spidtv/r.  —  27.  vero  fehlt. 

415.  1.  quicquid  ad  horum  immitationem  in  forma,    Nam;  mensura.  — 

2.  directum. 

Weiter 

DE  PRmCIPIO  MENSÜRAE. 

Chrom,  Yd,  I,  377,  2 — 7.     Voran  geht:  Prindpium  mensurae  punctus 

vocatur^  cum  medium  tenet  figurae. 

377,    2.  Guius  figurae  pars.  —  3.  pu/näL  —  5.  et. 

Ferner 

DE  GENERIBÜS  MENSÜRARUM. 

Grom.  Yet.  L  96,  1 — 97,  13.     Abweichungen  sind  folgende: 

97.  1.  et  crassitudinem,  —  2.  cu/ni  longitudinem.  —  3.  mirahüia,  — 

4.  simüia  mülta.  —  5.  voca/nt,  —  6.  häbeamus.  —  6 — 7.  per  quae  etiam 
agros  metimur  fehlt.  —  d,  ei  iUis  alia  simüi^i;  est  fehlt.  —  10.  nos  autem; 
appeUamus  fehlt.  —  12.  Firarvm  idem  opus  rotundum,  pyramidem  aut 
lapide  mackerias. 

Von  hier  an  fehlen  weitere  Ueberschriften.  Es  finden  sich  aber  der 
Heihe  nach  noch  folgende  Theile  der  Grrom,  Yet,  L: 

416.  4 — 5:  4.  singuti.  —  416.  1 — 4:  2.  directum. 

98.  15—106,  11. 

98.  15.  est,  ut  iam  diximus;  vero.  —  16.  rectae  fehlt. 

99.  1.  positae  cimdae;  non  fehlt.  —  3.  tria,  —  6.  singulorum  suorum 
dist<U,  —  7.  arhorum  aut  signorum,  —  8.  similitudine.  —  9.  muMorum; 
rerum  fehlt.  —  14 — 14.  fehlt.  —  15.  summitatu/m. 

100.  2.  si  quis.  —  3.  ratione  angutorum.  —  3 — 4.  ipsas  extremitates.  — 

5.  hohes   —  8—9.  gcneris  sui  fehlt.  —  9.  hebes.  —  10.  ethigrammos.  — 
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11 — 12.  redus  swper  rectam  lineam  trans  ordinem,  —  12.  ut  sm^^i - 
13.  sint.  —  14.  insistit  Vertex  est 

101,  1.  ea?  redo  cmgulo.  —  3.  posiUanem  qua  si,  — -  5.  JkMU.  - 
6.  convpressior.  —  9 — 10.  intra  fimJtimas  Uneas,  —  11.  plus  w/rmlk 
fehlt.  —  12.  üeberschrift:  De  specklms  Unearum.  —  13.  sutU  tres  ^«mf 
suL  —  14.  cyrct^him.  —  15.  per  fehlt;  transferd.  —  15—16.  por  i 
altero.  —  17.  guaecumgue  vero  linea  ordinata  dimensione  semuirculum  cht 

102,  1.  qui;  d  lincaru/m  per.  —  2.  interiacdnt,  hebdes  angubs  fmt 
gcneris  sui;  infra,  —  3.  dimensione;  lineae  fehlt.  —  5 — 6.  angtäi^  ut  fc 
mus,  stmt  redum;  acuttm;  reäum,  —  7.  per  redum  punctum.  — -  8.  j^ii'^ 
fehlt.  —  8 — 9.  Statt  ebes  d  acutus  steht  Ceteros  autem.  —  9.  dmmm 
a  reda  linea,  —  11.  dudit,  —  13.  acuta  hoc  modo  fiu^,  —  U.pm 
drculi.  —  16.  faciunt;  Hebetes;  contrarii.  —  17.  Äi  inter,  —  18.  t«fe- 
cuntur.  —  18—19.  redus  angulus.  hebes  d  acutus  dicuntur,  —  Id —20,  fucm^ 
inter  se.  —  20.  intra  se, 

108,  1.  (utero.  —  3.  medio;  hd>des.  —  5.  exüissima  plemsime  f^i- 
antur.  —  6,d  angulorum,  —  8.  complures  fehlt.  — 10,  ergo.  —  11 — 16  fehlen.- 
17.  Angularis  igitur;  tend  dtms.  —  18.  planiOe.  —  19.  et  fehlt  - 
20.  Nam  solidus. 

104.  1.  Forma  sive  figura,  —  4—5.  rationdli.  —  5.  drcumfera^it* 
et  rectis.  —  6.  redis  et  circumferentibus.  —  7 — 12.  fehlen.  —  13.  oro* 
ferentium  formarum,  —  14.  unius.  —  15.  et  fehlt.  —  16.  acceäetdSf'^ 
usgue  infinitum.  —   17.  plurimum.  —  18.  sul;  atgue  ab.  —  19.  T^^ 

106.  1—3.  ex  duabus  bis  ex  reda  fehlt.  —  3—5.  QuadrUaiera  fon^ 
est  guaiuor  lineis  totidemque  angulorum  ex  duobtis  drcumferentibus  et  dmh- 
redis.  Plura  latera.  —  6.  plusphis.  —  6—7.  contindur.  —  8.  er  ^^ 
circumferentibus  d  dtuibus  redis. 

Endlich  378,  5-14. 

378.  5.  Redae  lineae.  —  6.  Tria  latei'a,  —  7.  tribus  fehlt  - 
8 — 10.  finäima  bis  servatur  fehlt.  —  10.  vero  fehlt;  quae  quatm-  ' 
11.  conUnentur;  est  fehlt.  —  12.  iribus  comparibus  clauditur.  —  13.  '^*' 
latera  comparia. 

Nun  folgen  Ergänzungen  der  von  Cantor  in  den  Agrimensoff^  ^^ 
Epaphroditus  veröffentlichten  Paragraphen,  speciell  zu  §  7  und  folgesfi^ 
welche  ich  mir  wörtlich  mitzutheilen  erlaube. 

I.  I  Idem  ager  est  longus  pedum  CCXL,  cuius  latitudo  ignoratur,  sec 

in .  eo  dispositae  sunt  arbores  inter  quinos  pedes  singulae  crassae  p€^^ 

duorum  DXXV.     Si  quaerere  vis  latitudinem  agri,  adicias  ad  longitudinös 

quinarum  numerum,  quia  inter  pedes  Y  dizi  sitas  esse  arbores,  fiunt  CCIL> 

5  Tunc  sumas  partem  septimam,  quia  arbores  |  cum  intervallo  habent  pedes  TU, 
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fiunt  XXXV.  Sumas  tricesimam  partem  qnintam  de  numero  arborum,  hoc 
est  de  quiogentis  XLV,  fit  XV.  Hoc  ducas  septies,  fit  CV.  Hinc  ducas 
intervallnm,  hoc  est  pedes  V,  remanent  C;  tot  pedes  latitndo  agri. 

II.  At  cum  erit  mons,  qui  tenet  in  yertice  per  circuitnm  pedes  trecentos 
et  in  ascensu  pedes  octingentos,  ad  pedem  aiitem  habet  in  circnita  pedes  lo 
mille.     Si  quaeris,  qnot  ingera  in  eo  eint,  iungas  in  untim  duas  circxdtiones, 
id  est  mille  et  trecentos.    Dein  sumas  partem  dimidiam,  hoc  est  sexcentos 
quinquaginta.    Ducas  per  ascensum  montis,  hoc  est  per  octingentos,  fiunt  DXX ; 
tot  igitur  pedes   erunt  quadrati  in  superficie  montis.     Deinde,  ut  inveni- 
amus,  quot  sunt  iugera  in  eo,  videas,  quoties  teneat  XXVHI  •  DCCC,  quia  i5 
tot   pedes   constratos   habet   unum   iugerum,   id   est   XXV 111    octingentos, 
erunt  iugera  XVIII  insuper  pedes  mille  sexcenti. 
.07'  ni.    Item   I   mens    est    qui    tenet   in   imo   prope   pedem   in    circuitu 

pedes  U  •  D  in  medietate  per  gyrum  pedes  MDC,  in  cacumine  adaeque 
in  circuitu  pedes  G,  cuius  ascensus  pedum  est  D.  Si  igitur  quaeris,  quot  20 
iugera  in  eo  sint,  iunge  in  unum  tres  circuitiones,  id  est  pedes  II  •  D  et 
MDC,  nee  non  et  centum,  fiunt  simul  1TTT  •  CG.  Hinc  sume  partem  tertiam 
quae  fit  MGGGG.  Hoc  multiplica  per  altitudinem,  et  facit  DGG.  Deinde 
vide  quotiens  habeat  XXVm  •  DGGG,  hoc  est  vicies  quater.  Tot  sunt 
iugera  in  eundem  montem,  hoc  est  tabulae  quatuor  et  remanent  pedes  GG.  ss 

IV.  Mons  est  strabus,  qui  habet  ad  pedem  in  circuitu  pedes  MGGG,  in 
cacumine  per  circuitum  pedes  GG,  sed  est  altus  in  parte  dextera  pedum  DGGGL 
et  ex  parte  laeva  pedum  DGGL,  quaero,  quot  sunt  in  eo  iugera.  Sic 
quaere.  lungo  in  unum  duas  circuitiones,  hoc  est  MGGG  et  GG.  Sumo 
partem  dimidiam  fit  DGG.  mitto  per  circuitum  11  •  D  ascensus  ambas  in  so 
07^  unum,  id  est  DGGGL  •  DGGL,  fiunt  MDG.     Hinc  sumo  medietatem,  |  quo.*) 

Damit  bricht  die  Sache  ab,  und  ist  hier  der  Auszug  aus  dem  Geametrica 
überschriebenen  Abschnitte  zu  Ende. 

31)  Es  folgen  nun  wieder  Blatt  107^  2—109'  Gapitel  aus  Gei^erts 
Geometrie  und  zwar  die  Ollerischen  Nummern  45,  42,  44,  23,  22  mit 
folgenden  Abweichungen: 

HS.   (Gap.  45.)     28.  KaiheU  dimidium, 

1)  Aus  diesen  rier  Paragraphen  in  Verbindung  mit  dem  auf  Blatt  89'  des 
ManuBcripts  befindlichen  läsat  sich  nun  wohl  sagen,  was  auf  dem  einen  fehlenden 
Blatte  des  Abcbbiaitus  ton  EpAFmioDirus  enthalten  gewesen  sein  dürfte.  Es  war 
zunächst  die  weitere  Ausführung  des  bei  Cahtob  nnyollständigen  §  7,  dann  kamen 
noch  zwei  Aufgaben  über  Bäumezahl,  bei  welcher  einmal  die  Länge,  einmal  die 
Breite  des  bestandenen  Ackers  gesucht  wurde,  dann  kam  von  den  jetzigen  vier 
Paragraphen  No.  IL  Der  letztere  schon  Ton  Cantob  durch  Divination  erschlossene 
Ergänzung,  die  Quelle  zu  Gkrbebts  Cap.  64.  (S.  457.)  §  IV  läsat  sich  aus  Cantor 
unschwer  vervollständigen. 
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447.  (Cap.  42.)  15.  adidatur.  —  17.  Unearum  redarum.  —  19.  erit 
fehlt;  numeri  I  •  CCXXV. 

448.  (Cap.  48.)  14:,  prctedsuras.  —  15.  dinoscere;  dudo.  —  1 6.  ^tifniNdii 
simtd.  —  17.  CCCLXV,  —  18.  ^pwd  superfuerü,  —  20.  praectsurof,  — 
22.  praecisuram,  —  23.  superhahundantis, 

433.    (Cap.  23.)     23.  Si  vero  est,  —  24.  quacumque  cuius^ue,  astTo- 
labinm.  —  26.     cohlatio 
cofnparcUio. 

(Cap.  22.)  1.  Äd  mensurandum  cum  quadrato  oströlabH  in  pktn^' 
stantem  per  suam  ipsius  quamlibet  aUUudinem,  —  4.  cuii4sque.  —  5.  pn 
unibram  ipsius  ausradiert.  —  6,  solis  radio;  aJhidadae.  —  7 — 9.  quod  LL« 
quadrato  fehlt.  —  10.  eandem;  propartionem  äUUudo  ^ehlt;  od  umbram 
ausradiert.  —  12.  hdbent;  umbra  ausradiert.  —  14 — 15.  sesquäUera.  — 
15.  si  omnes  XIL  —  16.  et  umbra  ausradiert.  —  17.  aXhidiida:  umlfn 
ausradiert.  —  19.  imimbrata  ausradiert;  bassis  est.  —  23.  dmosciiur. 

Blatt  109^,  110  und  111  sind  leer. 

32)  Von  Blatt  112'  bis  118',  14  erstreckt  sich  dann  eine  Abhandlung, 
welche  von  der  Hand  des  Inhaltsverzeichnisses  „PONDEBA'*  übersehriebe: 
ist.  In  Wirklichkeit  ist  es  eine  Abhandlung  über  das  Bechnen  mit  römischer. 
Minutien.  Ich  theile  dieselbe  mit,  soweit  sie  Interesse  hat,  und  gebe  dort 
wo  ein  solches  in  beschränktem  Masse  besteht,  dieselbe  nur  auszQglid 
wieder.^) 

I  DE  DIVEBSITATE  TALENTOBUM.  - 

Mna  C  dragma,  id  est  XXV  solidi.  Talentum  minimum  est  libranun  L 
medium  LXXU,  maTimum  CXX.    Siliqua  lentis  duo  grana  sunt  et  dnae  t«rtia^ 

üncia  in  unciam  fit  dimidia  sextula. 
5  Sesquuncia  in  sesquunciam.    sextula  et  obolus. 

Sextas  in  Sextantem  fit  duella. 

Quadrans  in  quadrantem  fit  semuncia  et  sicilicus. 

Triens  in  trientem  fit  uncia  et  duella. 

Quincunx  in  quincimcem  fit  sextans  et  dimidia  sextula. 
10  Semis  in  semissem  fit  quadrans. 

Septunx  in  septuncem  fit  triens  et  dimidia  sextula. 

Bisse  in  bissem  fit  quicimx  et  duella. 

Dodras  in  dodrantem  fit  semis  semuncia  et  sicilicus. 

Dextas  in  dextantem  fit  bisse  et  duella. 
15  Deunx  in  deuncem  fit  dimidia  sextula. 

As  in  assem  fit  as. 


xxnn 

XXXVI 

XLvm 

Lxxn 

xcvi 

CXX 

cxLim 
CLxvm 
cxcrx 
ccxvi 

CCXL 

ccLxnn 
ccLxxxvni 


1)  Es  ist  ein  Abschnitt  von  Gkbbebtb  Begula  de  ahaco  eompyti  (Gixbbib  333,  S^ 
bis  341, 16). 
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DE  SIMILITÜDINE  MULTIPLICI.  Sem.  XII 

Ecce  animadvertere  potes,   qualiter  haec  multiplicati-         Duet  VIII 
onis  similitudo  in  diminntionem  cadit.     Sic  enim  dixi  semis         Sicil.  VI 
in  semissem,  quasi  sex  in  senarium.     Sed  sex  in  senarium         Drag.  lU     20 
112^  in  XXXVI    consnrgit,    semis    vero    in    semissem  in  |  qua-         Dim.  S.  II 
drantem    descendit.      Sed    quia    cuiusque    ductione    in    se         Scrip.  I 
breviter    dictum    est,     quod    postmodum    lucidius    demon-         Obol.  M 
strabitur,    nunc    etiam    in    alterum    ducere    longum    non  Gerat.  Q 

videatur.  Calcus  ^      «5 

De  imcia.     Uncia   in   assem  uncia  ....  uncia  in  sescunciam  dragma. 

De  sescuncia.    Sescuncia  in  quamcumque  ducatur,  eins  octavam  requirit, 
in  quam  ducitur,  quia  ipsa  octava  assis  existit. 

De  sextante.     Sextas  in  quadrantem  semuncia  ....   sextas  in  assem 
sextas.  80 

De  quadr ernte.     Quid  quadrans  in  unciam,  Tel  in  sextantem,   yel   in 
Il8<'se  ipsum  |  faciat,  superius  dictum  est.     Idem  est  enim  quadras  in  unciam 
yel  sextantem,  quod  uncia  vel  sextas  in  quadrantem.    Nunc  vero,  quod  in 
ceteris  reddat,  videndum  est Quadras  in  assem  quadras. 

De    iriente.      Triens    in    quincuncem    uncia    semuncia    sextula    . .  . .  S5 
Triens  in  assem  triens. 

De  quincunce,    Quincunx  in  semissem  sextas  semuncia  ....  Quincunx 
in  assem  quincunx. 
13^  De  semisse.  \  Quid  semis  in  unciam  yel  sextantem,   vel  quadrantem, 

vel  trientem,  vel  quincuncem  faciat  superius  demonstratum  est,  quando  40 
dicebatur,  quod  uncia,  vel  sextas,  vel  quadras,  vel  triens,  yel  quincunx 
in  semissem  redderet.  Hoc  enim  scire  oportet,  quod  in  omni  multipli- 
catione  siye  numerorum,  seu  unciarum,  siye  minutiarum  tantumdem 
^  yalet  conyersio,  quantum  directio.  Sic  enim  idem  mihi  est,  si  dicam  yel 
direetim  ter  quatuor,  yel  e  conyersim  quater  tres;  utraque  multiplicatio  45 
ad  duodenarium  conyergit.  Sic  idem  mihi  erit  siye  direetim  triens  in 
semissem,  yel  conyersim  semis  in  trientem  dicam;  utrumque  duorum  ad 
sextantem  descendit  ....  Semis  in  assem  semis. 

De  sepUmce,    Septunx  in  bissem  triens  semuncia  sextula  ....  Septunx 
in  assem  septunx.  so 

14:^  De  bisse.     Bissis  in  dodrantem  semis  |  .  . .  Bissis  in  assem  bissis. 

De  dodrante,    Dodras  in  dextantem  septunx  semuncia  ....  Dodras  in 
assem  dodras. 

De  dexkmte.     Dextas  in  deuncem  dodras  sextula.     Dextas  in  assem 
dextas.  65 


128  Maximilian  Ourtze: 

De  Detmce.    Dennz  in  asse  deunx. 
De  asse.    As  in  assem  fit  as. 

Ke  mireris  me  semis  in  semissem,  vel  quadras  in  tiientem,  Tel  triens 
in    quadrantem    dixisse,    cum    potius    semissis    semissem,    vel    qnadrantis 

60  trientem ,  vel  trienüs  quadrantem  et  cetera  eodem  modo  dicere  debnissem. 
Quia  enim  superius  me  earum  detrimenta  sub  optentn  mnltiplicatioms 
ostensumm  promisi,  nunc  semis  in  semissem  quasi  sex  in  senanmn  diiL 
Quia  yero  quid  quaeque  in  se,  quid  in  invicem  facerent,  minns  capacibns 
monstrayi,  universalem  regulam  subnectere  collibuit:  Omne  qnod  sub  uci- 

05  täte  locatur,  sive  in  numerum  quemlibet,  siye  in  aliquod  eoram,  qoae  sqI 
unitate  sunt,  sicut  superius  demonstratum  est,  ducatur,  non  mulüplicationeff 
exposcit,  sed  totam  partem  illius,  in  quam  ducatur,  quota  pars  ipsnm  assL« 
existit.  Yerbi  gratia  si  unciam  in  XX Uli  ducas,  non  extra  XXilH  numenm 
quaerere,  in  quem  illa  inductio  excrevisset,  labores,  sed  infra  xxiiii  toUm 

70  partem,  quota  est  uncia  assis,  id  est  duodecimam,  |  requiras,  quae  erit  binazins.: 
Ex  xxiiil  igitur  et  uncia  repraesentatur  binarius.    Si  vero  eandem  uncan 
in  deuncem  duxeris,  vel  dextantem,  vel  in  ceterorum  aliquem,    quia  iy^ 
est   assis   duodecima,    duodecimam   deuncis,   vel    dextantis,    vel    ceteronzr 
alicuius  accipias.     Sed  forte   dicis  deuncem  non  habere  duodecimaiD,  cur 

75  non  nisi  undecim  contineat  uncias.  Ego  vero  tibi  respondebo,  com  unrj 
habere  possit  duodecimam,  id  est  dimidiam  sextulam,  unciae  duodediu 
undicies  ducta,  eo  quod  et  ipsa  undecies  intra  deuncem  teneatur,  facif. 
deuncis  duodecimam.  Sextas  autem,  quia  sexta  est  assis,  in  quemcumqn 
numerum  sive  minutiam  ductus,  in  quem  ducitur  sextam  requirit.     Quadns. 

80  quia  quarta,  quartam;  triens,  quia  tertia,  tertiam;  quincunx,  quia  quinqc' 
sunt  assis  duodecimae,  quinque  duodecimas  illius,  in  quam  ducitur,  exposii: 
Semis,  quia  media,  mediam;  septunx,  quia  Septem  duodecimae,  Septem  dnc*- 
decimas;  bissis,  quia  duae  tertiae,  duas  tertias;  dodras,  quia  tres  quaiUr, 
tres  quartas;  dextas,  quia  X  duodecimae,  X  duodecimas;  deunx,  qnia  uc- 

85  decim  duodecimae,  XI  duodecimas. 

Est  et  alia  regula  numeros  tantum  comparandi  ad  uncias.  Qoilibel 
numerus  si  cuilibet  supradictorum  comparetur,  id  est  Tel  deunci  Tel  d«i* 
tanti,  numerus  unciarum  in  deunci  Tel  dextanti  per  numerum  comparatuBi 
ducaturj,  et  hi,  qui  inde  excrcTerint,  per  duodenarium  partiantnr.     Quo:- 

00  cumque  Tero  in  bac  partitione  duodenarios  reperies,  totidem  asses  in  ipa 
unciarum  et  comparati  numeri  multiplicatione  excroTisse  cognoscas.  S: 
aliquae  Tero  extra  duodenariorum  partitionem  superfaerint,  bos  pro  lUt^- 
teneto,  Terbi  gratia,  si  quinque,  pro  quincunce,  si  IIIL  pro  triente.  S* 
autem  infra  duodenarium  illa  multiplicatio  remanserit,  quicxunque  numerc^ 

05  tibi  sub  duodenario  Tenent,  eum  pro  totidem  unciis  teneto.      Quod  osqii' 


Die  Hondsclirift  No.  14836  der  Königl.  Hof-  und  Staatsbibliothek  zu  München.     129 

modo  dictum  est,  exemplificare  übet.    Ecce  quadrante  octoDarius  comparetar. 
Sed   tres    unciae  in   quadrante  tenentur,    quae  per   octonarium  ductae  in 
XXnn  surgunt.     Sed  in  XXIIU  bis  duodenarius  apparet;  duo  igitur  asses 
ex    octonarii    et    quadrantis    multiplicatione    veniunt.     Item    si    octonarius 
trienti  comparetur,   quia  triens  IUI  unciarum   est,   quatemarius  per  octo-  loo 
narium  multiplicatur.     Sed  quater  VIII  XXXII.     In  XXXII  vero  bis  duo- 
denarius habetur  remanentibus  ViU;  erit  igitur  ex  multiplicatione  unciarum 
trienti s  et  octonarii  XXXU  unciae,  id  est  asses  II  et  VIII  unciae,  id  est 
bisse.     Item    quatemarius    sextanti    comparetur.      Sed    sextas    duarum    est 
unciarum,  binarius  ergo  in  quatemarium  ducatur,  de  quo  nascitur  octonarius.  los 
Quia  igitur  infra  duodenarium  remanet  octonarius,  infra  assem  etiam  erit, 
et  pro  VIII  unciis,  idest  pro  bisse,  deputabitur. 
15^  I  Yideor  in  culpam  illam  incidisse  in  quam  Porphirium,  cum  de  genere 

tractabat,  dicunt  devenisse.     Cum  enim  omnem  demonstrationem  ex  notio- 
libus   oporteat    constare,    deputant  illi  in   vicium  ad  generis  dif&nitionem  no 
speciem  ignotiorem  adhibuisse.    Ego  quippe  similiter  comprobor.    Cum  enim 
unciarum  comparationes  ex  notioribus  monstrare  debuissem,  minucias  igno- 
tiores,  id  est  sextulam,  sicilicum  et  ceteras  intermiscui.  Sed  Boetiüs  Porphirio 
succurrit  et  mihi,  dum  dicam,  nullam  rem  nisi  ab  his,  in  quibus  substan- 
tiam  suam  habet,  posse  demonstrari.    Sicut  enim  genus  a  specie  substantiam  ii5 
sumit,  sie  et  uncia  a  partibus  suis,  id  est  sextula,  sicilico  et  ceteris,  quibus 
praeeuntibus    ipsa  non   manebit.     Kec  autem  paululum  unciis  intermissis 
aliquantulum  scribere  non  pigeat  de  minutiis,  ut  et  minutiis  et  unciis  pleniter 
cognitis    de    utrorumque    divisionibus    et    ductionibus   postmodum    abunde 
dicatur.     Ne  mireris   autem   nos  distinctionem  inter  minutias  fecisse,  cum  iso 
et   unciae    minutiae    possint   rocari.     Uncias  quidem  propter  excellentiam 
suam  tantum  uncias,  minutias  vero,  quae  parvitate  sua  post  unciam  locantur, 
appellare  placet  tantum  minutias. 

unciae  divisione  ultimus  terminus  calcus  occurrit.  Prima  autem 
eiusdem  divisionem  secundum  medietatis  naturam  semuncia  suscipit.  Unciae  125 
16''  igitur  I  medietas  semuncia  dicitur;  tertia  duella;  quarta  sicilicus;  sexta 
sextula;  octara  dragma;  duodecima  dimidia  sextula,  vicesima  quarta 
scripulus;  quadragesima  octava  obolus;  nonagesima  sexta  cerates;  centesima 
nonagesima  secunda  calcus.  Sed  qui  fastidium  respuunt,  non  nisi  ad 
scripulum  descendere  yolunt,  qui  yicesima  quarta  est  unciae,  assis  yero  iso 
ducentesima  octuogesima  octava,  ut  in  prima  paginula  huius  libelli  videre 
perfacile  est.  Ascripulo  igitur  propter  minus  capaces  inoipiens,  quod  quae- 
que  in  se  vel  in  quamlibet  aliarum  valeat,  monstrabo,  servata  tamen  in 
illis  etiam,  sicut  in  unciis,  regula  prima  universaliter  superius  dicta. 

De  minutiis,     Scripulus  in  scripulum  fit  pars  calci  trigesima  sexta,  1» 

Al>h.  Bur  aoacli.  der  Mathem.  YTI.  9 


130  Maximilian  Gartze: 

quae  ob  parvitatem  sai  nomen  habere  non  meruit.     Dimidia  sextnla  Is 
se   calci  nona.     Dragma  in  se  calci  quarta.     Sextula  in  se  oboli  noni 
Sicilicus  in  se  calcns.     Duella  in  se  duae  scripnli  nonae.    Semnnch 
in  se  obolus. 
uo  Quod  autem  in  inyicem  faciant,  Tel  etiam  in  ipsas  nncias,  sie  acdpe 

JDe  scripula.  Bcripulus  in  dimidiam  sextnlam  XYIJLI*  calci  ..  . 
Scripulus  in  anciam  oboli  sexta,  quod  esse  dicont  siliquae  medietateo:  ' 
....  Scripulus  in  assem  scripulus. 

De   dimidia   sextula,     Dimidia   sextula   in   dragm&m  calci  sexta  ... 

i4d  Dimidia  sextula  in  dodrantem  scripulus  et  medietas  scripuli  | Dimi^  ' 

sextula  in  assem  dimidia  sextula. 

De  dragma,  Dragma  in  sextulam  calci  tertia  . .  .  Dragma  in  asseE 
dragma. 

De  sextula.     Sextula  in  sicilicum   ceratis  tertia  ....  Sextula  in  sr 
lüo  missem  dimidia  sextula  |  . .  .  .  Sextula  in  assem  sextula. 

De  sicüioo,  Sicilicus  in  duellam  tercia  oboli  ....  Sicilicus  in  asei: 
sicilicus. 

De  dueUa,     Duella  in  semunciam  tercia  scripuli  ....  Duella  in  '* 
missem  sextula  |  . . . .  Duella  in  assem  dueUa. 
166  De  semunda,    Semuncia  in  unciam  scripulus  ....  Semnncia  in  assei: 

semuncia  (Bltt.  118%  14), 

33)  Nun  folgt  von  der  nämlichen  Hand,  aber  durch  eine  Z«l: 
Zwischenraum  getrennt,  Folgendes: 

I  Ambitus    totius    terrae    GCLII   absolvitur   stadiorum,   quae  b^^- 
leuvas   gallorum  XXI;   Milliaha   XXXI. D;   Passus   tricies   et  semel  nü^ 
millia  et  D;  Pedes  centies  quinquagies  et  septies  mille  milia  et  D;  Undi: 
milies  octingenties  nonagies  mille  milia;  Digitos  Y.DC^^'  LXX^*"  IH  Digi^' 

6  est  minima  pars  agrestium  mensurarum.  üncia  habet  digitos  III;  PftliQ^' 
in  nU  protenditur  digitos;  Pedem  XYI  metiuntur  digiti,  Passus  V  pe^ci 
mensuram  sortitur|;  Pertica  duos  passus,  id  est  X  pedes  explicii  Ps^*^' 
OXXYI  Stadium  absolvunt;  Stadia  YIII  miliaiium  praestant;  Mille  passQ^ 
id  est  miliarium  et  dimidium,  leuyam  faciunt  habentem  passus  M  et  I* 

10  duae  leuvae  sive  milliaria  tria  efficiunt  restam. 

34)  Daran  schliesst  sich  Bltt.  118^,  5—11  ohne  jeden  Zwischenraas 
die  „Divisio  de  Umace"  aus  den  ProposUianes  ad  acuendos  iuvenes  (Bepai 
opera  I,  102)  ohne  jede  Abweichung  von  dem  gedruckten  Texte,  aosse: 
dass  in  der  Lösung  die  Zahl  der  Uncien  richtig  als  90  000,  nicht  wie  ic 
Drucke  als  90  angegeben  wird. 

35)  Weiter  folgt  118^,  11—124',  obwohl  völlig  heterogenen  Inhalt 
ebenso    unmittelbar    anschliessend    eine    Abhandlung    über    astronomise^ 
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Gegenstände.  Sie  hat  folgende  Capitel  oder  Paragraphen:  De  solls  cursu; 
De  cursu  sölis  per  XII  signa;  De  cursu  lunae  per  XII  Signa;  De  cursu 
VII  planetarum;  sie  schliesst  Bltt.  123^:  Sed  inter  haec  omnia  sydera 
martis  maxime  inobservabüis  est  cwsus,  Bltt.  124'  enthält  dann  noch  ein 
dazu  gehöriges  astronomisches  Diagramm. 

36)  Da  auf  Bltt.  119^,  einer  grösseren  auf  Bltt.  120'  folgenden 
Figur  halber,  etwa  eine  halbe  Seite  Platz  geblieben  war,  so  hat  eine  ähn- 
liche, jedoch  sicher  andere  Hand  den  Platz  mit  folgender  Bemerkung  aus- 
gefällt, welche  sich  auf  die  Theile  des  Asses  bezieht. 

Unaquaeque  pars  assis  a  deunce  usque  in  L  quot  semunciis  consistit, 
tot  V9  ad  unciam  sibi  requirit.  A  semuncia  yero  usque  in  obelum,  quot 
obelis  consistit,  tot  semuncias  scripuli  ad  unciam  sui  requirit.  Et  hoc  in 
minimis  partibus  assis  probemus.  Quaeramus  unciam  in  ^  hoc  modo. 
Uncia  habet  duas  £,  totidem  99".,  qui  sunt  q2  ad  unciam  sui  requirit. 
£^  autem  tres  JL  habet,  totidem  quoque  99",  qui  sunt  %,  ad  unciam  sui 
requirit. 

37)  Auf  Bltt.  124''  findet  sich  an  erster  Stelle  die  19.  Idylle  des 
AusoNius  mit  der  üeberschrift: 

Duodecim  Herculis  ermimae,  quas  vidar  sustinuit 
JSuristeo  iubente  Itmonis  prece, 

38)  Darunter  steht  folgende  Melodie: 

Ut  re  fa  rs  mi  re  üt  re  mi  mi 
fa  sol  mi  re  nu  üt  r^  fa  861  li 
sol  fa  mi  re  mi  mi  sol  la  sol  mi 
fa  sSl  r@  U  sol  U  fa  sol  la  la 
sSl  fa  r6  üt  mi  re 
und  die  Bemerkung: 

Armo  grccc,  codduno  latinCy  Wide  armonia  coadunatio  vocum  dicitur. 

39)  Bltt.  125'— 127^  enthält  eine  Abhandlung  mit  dem  Titel 
„Mensura  Monochardi*'.  Anfang:  Primum  divide  monochordum  per  quatuor 
a  magdala  usque  ad  magdalam,  Schluss  (Bltt  127^  6):  et  duos  Umos 
häbebis.  Auf  Blatt  127^  steht  dann  noch  eine  Tabelle  der  Töne  und 
Halbtone. 

40)  Nun  folgt  Blatt  128'— 132%  23  der  Brief  Adelbolds  an  Gbkbbrt 
über  das  Volumen  der  Kugel.  Da  derselbe  in  den  bisherigen  Drucken  noch 
nicht  in  seiner  Vollständigkeit  veröffentlicht  ist,  sondern  zu  seinem  vollen 
Yerständniss  wesentlich  nothwendige  Sätze,  der  Mangelhaftigkeit  der  be- , 
nutzten  Handschriften  halber,  weggelassen  sind,  so  lasse  ich  denselben 
hierunter  vollständig  abdrucken. 

9* 


132  Maximilian  Cartze: 

I  Domino  Silvsstro  Summo  Et  Foniifki  Et  Philosapho  v, 

Adelpoldus  scölasticus  vitae  et  fdiätatis  perpetuüaiem. 

Valde  peccare  est  pnblicis  intentnm  ntilitatibns  privatis  inquietare 
conventionibuB,  sed  hoc  ingenio  yestro  confido,  nt  simul  et  rebus  pnblids 
5  possit  snf&cere,  et  mihi  ex  hoc,  quod  quaero,  satisfacere.  Et  tarnen  temere 
ago  et  non  ignoranter  pecco,  qaod  tantum  yinun  quasi  conscolastäcnm  \l 
naeniis  convenio.  Sed  confessio  peccati  veniam  non  tantum  dico  quaezit 
sed  exigit.  Fortasse  cogitastis,  ut  sie  peccem,  ut  me  peccasse  poeniter^ 
nolim,  ac  ideo  sine  fmctu  poenitentiae  confessio  nee  Teniam  debeat  quaerere. 

10  nee  remissionem  aliquam  exigere.  Ad  haec  respondeo,  quia  si  benignitatea 
Testram  in  hac  eonyentione  offendero,  ultra  quam  credere  possitis,  me  tos 
conyenisse  dolebo:  ac  ideo  dolenti,  et  poenitenti,  simulque  se  peccasse 
fatenti,  et  deinceps  ab  eiusmodi  peccato  se  abstinere  Tolenti  veniam  conee- 
dendam  esse  censebo,  ab   eo   maxime,   qui  vicem  illius  tenet,   cui  dictom 

16  est :  „Non  dico  tibi  usque  septies  etc* " 

Si  autem  non  offendere,  sed  id,  quod  quaesiero,  cum  benefvolaitii 
vestra  adeptus  fuero,  scitotb,  quod  in  adeptione  mea  et  mihi  et  mnhis 
prodesse  gaudebo.  Quaestiuncula,  quam  iam  auctoritati  vestrae  transmisi 
quia  non  resolvatur,  me  |  in  ea  aut  vos  offendisse  timeo,  aut  pro  dilatio^t^'* 

to  solutionis  aliquid  grande  futurum  spero.  Sed  aliud  quoddam  proponar. 
ut  aut  ex  hoc,  quod  timeo,  magis  doleam,  et  dolens  magnitudo  vos  fleetai 
ad  yeniam,  aut  ex  eo,  quod  spero,  magis  gaudeam,  et  gaudii  mei  pleniiudv' 
remunerationem  yobis  implorit  faturam.  Et  hoc  quidem,  quod  nunc  pro- 
ponere    yolo,    quibus    rationibus    discuti,    et    ad   intellectum  usque   dednc 

25  possit,  yideor  yidere,   sed  ad  determinandam  diligentiam  yestram  expeet« . 

ut  tanti  yiri  auctoritas  praeceptionis  meae  fiat  aut  correctio  aut  integiitas 

Quid  ergo  sit,  quibusque  imaginationibus  circa  illud  yel  delusus  habcar, 

vel  certus  tenear,    iam  nunc  aperiam,   ut'yulnere   aperto   haesitationis  & 

yobis  praesto  sit  medicamentum  certitudinis. 

80  Macrobius  super  somnium  Scipionis  ubi  loquitur  de  magnitudine  caell 

terrae,  solis  et  lunae  eorumque  rotunda  globositate,  compertum  esse  ait 
aput  geometricos  peritissimos,  ut  in  duobus  circulis,  si  diametrom  ucins 
duplum  sit  diametro  alterius,  eins  crassitudo,  cuius  diametrum  duplum  sit. 
octupla    fiat   crassitudini    illius    circuli,    cui   duplum  idem   est   diametnm:- 

85  De  diametro  circulum,  de  circulo  diametrum,  de  diametro  et  circulo  aream 
invenire,  ac  ideo  diametrum  ad  diametrum,  et  circulum  ad  circulnm,  et 
aream  ad  aream  comparare  illis  est  facile,  qui  de  talibus  consueyere  cunune. 
I  Crassitudinem  autem  ad  crassitudinem  quomodo  potest  comparare,  qu^ 
necdum,    quid    sit  crassitudo,    perceperit?     Duamm  enim  reram   notitiazs 
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earondem  comparatio  non  praecedit,  sed  subsequitur.  Unde  fit,  ut  crassi-  40 
tudinem  aliquam  crassltudini  alteri  octuplam  esse  comprehendere  nequeat, 
qui  non  noverit,  nnde  cuiusque  circuli  crassitudo  concrescat.  Quod  auiem 
iam  inde  mihi  percepissem,  aperiam;  non,  ut  aiunt,  Minervam  litteras,  sed 
ut  monstrem,  quid  sentiam.  Quatinus,  si  erro,  ad  viam  a  sagacitate  yestra 
reducar,  si  viam  titubantis  teneo,  auctoritati  vestri  assensus  innitar.  Sed  45 
ut  ad  id,  quod  volo,  perveniam,  ab  his,  quae  nota  sunt  pluribus,  incipiam. 

Diametrum  YII  pedum  mihi  facio;  ex  hoc  circulum  sie  quaero:  triplico 
illud,  et  eius  septimam  triplicationi  illi  superaddo,  et  sie  circulum  in  XXII 
pedibus  habeo.    Medietate  autem  diametri,  quod  est  m  et  S,  et  medietate 
circuli,    quod    est  XI,    in    invicem    multiplicatis  venit  mihi  area  eiusdem  so 
circuli  in  XXXYIEI  pedibus  et  S.     Ecce  diametrum,  ecce  circulum,   ecce 
aream  habeo.     Sed  ut  crassitudinem  inveniam,  diametrum  idem  cubico,  et 
cubum  mihi  eiusmodi  facio,  qui  globositatem  sphaerae  lateribus  contingat, 
angulis  autem  et  lineis  ab  angulo  in  angulum  procedentibus  excedat.     Ab 
eiusmodi  cubo  crassitudinem  illam,  quae  a  globositate  usque  ad  angulos  65 
29^  et   lineas   procedit,    necesse    est  |  recidere,    ut   hac   recisa  solius  spbaerae 
soliditas  remaneat.     Hanc  recisionem  hoc  modo  facio:  summam  totius  cubi 
per  XXI,  id  est  vicesimas  primas,  divido;  ex  his   yicesimis  primis  decem 
excessionibus  cubi  deputo,  undecim  reliquas  crassitudini  sphaerae  relinquo. 
Quod    idem    esset,    si    summam   totius  cubi  undecies  ducerem,    et  ex  illa  eo 
concretione  unam  yicesimam  primam  subducerem.     Haec  enim  una  yicesima 
prima  tanta  esset,  quantae  illae  XI,  quae  ex  simplici  cubi  summa  tollebantur. 
üt  lucidius  fiat,  quod  dicimus,  certis  numeris  crassitudines  duas  assignabimus, 
ut  assignata  in  invicem  comparare  possimus.    Non  ut  haec,  aut  veriora  vos 
ignorare  credamus,  sed  ut  viis  nostris  vestrae  diligentiae  monstratis  a  vobis  65 
deinceps  ducti  errare  nesciamus. 

Circuli,  cuius  est  diametrum  YII  pedum,  crassitudinem  sie  quaero: 
cubico  diametrum  et  dico,  Septem  septies  fiunt  XLVill;  rursus  septies 
XLVllU  fiunt  CCCXLin.  Ecce  cubus  eiusmodi  quadrati,  cuius  unum- 
quodque  latus  YII  sit  pedum,  et  hie  cubus  globositatem  sphaerae  ex  toto  7o 
concludit.  üt  autem  superexcedentia  recidantur,  sie  facio:  tollo  vicesimam 
primam  ex  CCCXLDI,  quae  est  XYI  et  SS.  Hanc  si  decies  duco,  habeo 
30**  CLXIU  et  ^,  excessiones  scilicet  cubi;  |  si  undecies,  habeo  CLXXYinTet  SS, 
sphaerae  videlicet  crassitudinem. 

üt  manifestius  fiat,  quod  diximus,  circulum  cum  quadrato  subpingamus,  75 
ut  visa  in  planitie  facilius  intelligantur  in  crassitudine. 

Ecce  in  hac  sphaera  diametrum  est  VJLl  pedum,  circulus  XXII,  area 
XXXYIII  et  S,  soliditas  CLXXYini  et  SS.  Non  est  autem  mirandum,  si 
cubus  in  excessionibus  suis  fere  medietatem  crassitudinis  obtineat,  cum  hie 
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80  quadratus  in  planitie  supergressionibus  suis  vix  tertiam  partem  retineat 
Hie  quippe  in  quadratura,  cum  unumquodqne  latus  YH  sit  pedum,  secni* 
dum  latemm  dimensionem  area  XLYIin  habebit.  Cumque  circnlns  ei 
bis  sibi  XXXVUI  et  S  acceperit,  quadratura  suis  excisuris  non  nisi  X  et  > 
retinebit.  Quare  autem  mihi  ita  esse  yideatur,  si  vobis  non  sit  fastidioson 
85  audire,    mihi    non  erit  onerosnm  dicei^. 

Hie  idem  namque  quadratus  si  septies  ii 

altum   tollitur,    CCCXLm   pedes  reddi:, 

excessiones  scilicet  suas  et  aream  ciitn; 

secum    in   altum    ducens.     Septies  eoin 

X  et  S,  id  est  excessiones,  fiunt  LXXHI 

et  S,  et  septies  XXXVIIE  et  S,  ^  ft' 

area  circuli,  fiunt  CCLXVmi  et  S.  ^ 

LXXm  et   S  et  CCLXVIIII  et  ^  reddnr' 

CCCXLni.     Quare   quadratnm  in  altra 

tollere    nihil    aliud    est,    nisi  excessicoes 

suas    et    circuli    aream    secum   dedocer^ 

Ab  illo  igitur  cubo,  qui  ex  area  XL  Villi  pedum  consurrexerat,  si  qt-* 

septies  X  et    S,   id  est  LXXHI  et  semissem  reciderit,  nondum  sphaeri«^' 

globositatem   expolivit,    sed   formam   modii    ab    aequali   area  in  aeqo&lc^ 

iGO  aream  deductam  constituit  in  pedes  scilicet  CCX VILLI  et   S. 

Ex  hac  autem  forma  non  medietatem,  ne  in  modum  trochi  ex  Tiin\> 
parte  acueretur,  sed  tertiam  partem  quae  est  LXXXIIII  et   y>^  toller?  fl 
bemus,  ut  sphaeram  ex  omni  parte  expoliamus.     Sed  haec  tertia  non  Uis- 
omnino  rotundae  formae,  id  est  LXXXVIIII  et  SVS,  et  Septem  excessionfr. 
105  id  est  LXXHI  et  S  idem  reddunt,  quod  X  yicesimae  primae,  quae  ob  1:> 
ab  integro  |  cubo  toUebantur,  ut  sphaera  undique  rotundaretur,  et  haec  i 
yicesimae  primae  ad  medietatem  sphaerae  fere  pervenirent,  nisi  quadnge^iiT' 
secunda  eiusdem  cubi  impedirentur.    lam  facile  est  videre,  cum  quadratus  r*- 
tertia    sui    circulum    devincat,    quare    cubus    fere    sui    medietate  sphaen 
110  globositatem  supervadat.     Sed  haec  forma  modii,  quae  recisis  undique  la> 
ribus   cubi  rotundatur,   quamvis  ad  plenum  non  possit,   aliquatenus  Uc.e: 
subscribatur,    ut,    quod  inertia  linguae   occultat,   veritas  picturae  apemi 
Ecce  videri  potest,  quantum  post  recisionem  accuminum  de  cubo  recidendc: 
sit  de  modio,  ut  pura  globositas  sphaerae  remaneat. 
115  I  Ecce  satis  dictum  esse   videtur,    quomodo   ex  diametro  VII  pt^^i^ 

crassitudo  sphaerae  concrescat.  lam  nunc  aliam  statuamus,  quae  es  du]l 
diametro  proveniat.  Sit  XHH  diametrum.  Hoc  cubico,  XIIII**  XÜU^'  Xffl- 
fiunt  II.DCCXLHH,  hie  est  cubus  sphaeram  concludens.  Huius  siTieesimaK 
primam   accepero,   quae  est  CXXX  et  SS,   et  eam   decies   duxero,  Teni^s: 
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mihi  I.CCCYI  SS,  et  his  ciibiis  sphaeram  excedit.  Si  autem  undecies,  fiunt  120 
i.CCCCXXX  et  Vn  et  SS  et  haec  est  sphaerae  crassitudo.  Quam  si  quis 
eisdem  rationibus  velit  informare^  quibus  superiorem  informavimus,  scilicet 
ut  eam  de  cubo  in  formam  modii,  de  modii  forma  in  suam  globositatem 
velit  dedncere,  non  tantum  istam^  sed  et  omnes,  de  quocumque  diametro 
processerint,  simili  modo  rotundare  poterit.  Sed  uterque  circulns  depin-  iss 
gatur,  et  is  qui  VII,  et  is  qui  XIIII  pedes  habet  in  diametro,  ut  numerus 
cuique  suae  soliditatis  adscriptus  demonstret,  quantum 
minora  maiore  Tincatur. 

132'  I  Huius  sicut  dictum  est  diametrum  VII  est  pedum, 

circulus  XXII,  area  XXXVm  et  S,  soUditas  CLXXVIUI 
et  "SS 

Huius  autem  diametrum  XMM  est  pedum,  circulus 
XLim,    area   CLim,    soliditas  I.CCCCXXXVn   et  V^. 
Diametrum  et  circulus  sphaerae  maioris  diametro  et  circulo  minoris  dupla 
proportione  iunguntur;  area  yero  areae  quadrupla;  crassitudo  autem  crassi-  is5 

132^tudini  octupla.  Bis  enim  VIT  et  bis  XXII,  quod  est  diametrum  |  et 
circulus  minoris,  faciunt  Xllil  et  XLIIII,  quod  est  diametrum  et  circulus 
maioris;    et  quater  XX XVIII  et    S,   quod  est  area  minoris,   fiunt    CLTITT, 


quod  est  area  maioris;  et  octies  CLXX Villi  et   SS,  quod  soliditas  minoris, 
reddunt   I.CCCCXXXVII  y^,    quod  est 
soliditas  maioris. 

lam  nunc  quidem  nil  dubitarem, 
quin  haec  esset  ratio  sphaericam  crassi- 
tudinem  inveniendi,  si  proprium  esset 
sphaericae  tantum  crassitudinis,  ut,  si 
duplicitas  in  diametro  constaret,  octu- 
plicitas  in  soliditate  reperiretur;  sed 
hanc  eandem  rationem  in  omnibus  cubis 
invenio.  Si  enim  ex  binario  unum 
fecero  cubum  et  ex  quatemario  alterum, 
quia  quaternarius  duplus  est  binarii, 
cubus  quatemarii  octuplus  erit  cubo 
binarii,  et  etiam  area  binarii  quadrupla  erit  area  quatemarii.  Et  non 
tantum  in  cubis,    sed  etiam  in  puteorum  idem  invenitur  profunditatibus. 

In  his  omnibus  si  erro,  oro,  ut  ad  viam  veritatis  reducar;  si  viam 
teneo,  nihilominus  peto,  ut  via,  quae  me  dubitantem  tenet  in  tenebris, 
vestri  assensus  auctoritate  illustrata  reluceat.    (Bltt.  132^,  20.) 

41)  An  diesen  Brief  schliessen  sich  nun  von  der  nämlichen  Hand  ge- 
schrieben ohne  jeden  Zwischenraum  und  nur  durch  rothe  Anfangsbuchstaben 
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136  Maximilian  Curtze: 

ausgezeichnet  wieder  Capitel  aus  Gerbebts  Geometrie  an,  und  zwar  Bla:: 
132'',  21  bis  135,  18.  Von  den  Capiteln  bei  Ollems  sind  es  Nr.  5«?; 
56,  3.  Abs.;  15;  53;  72;  73;  74;  75;  56,  1.  u.  2.  Abs.;  57;  79;  56,  3.  Ab^ 
nochmals;  25*;  83.     Hier  wieder  die  Varianten. 

Seite  4r64r,  (Cap.  58.)  23.  sit  longüudo  pedum.  —  24.  fiunt;  horam 
fiunt  III  et  ^.  —  25.  Hi  fehlt;  CXXXVII  et  S9.  Huius  sumpfa  quar^> 
decima  parte.  —  26.  fiunt;  Villi  et;  et  septxmx  statt  et  semis  bis  semunck. 

4r55«   1.  vero  haec;  sphaerae,  —  2.  sive  »it  longa, 

4r58,  (Cap.  56,  3.  Abs.)  25.  eins  cubices  et,  —  454.  1.  ex  ea^i-!' 
summa  vicesimam  primam  accipies;  et  haec  erit  crassitudo  sphaercte. 

Daran  schliesst  sich  folgender  in  Gerbbrt  und  bei  Cantor  nicht  l<e 
findlicher  Abschnitt: 

Ecce  est  pentaganus,  qui  unumquodqt^  latus  trium  pedufn  hahcat, 
dicatur  ter  tres  ter  fiunt  XXVIL     Ex  hoc  summa  deducatur,   id  c^  als- 
irahafur,    aera^   id  est  latus,  m  quo  stmt  tres,   remanent   XXIIII.     Ent^- 
medietas,  id  est  duodenarius,  huius  pentagoni,   qui  tres  in  unoquoque  laUr^ 
6  hahet,  aream  implä.  ^) 

428.  (Cap.  15.)  7.  sextos;  dodras,  —  8.  dimma;  arripennis;  dki*' 
fehlt.  —  9.  leurca  fehlt.  —  11.  digiti  tres;  secundum  quosdam,  quod.  - 
12.  digitus  unus  et  tertia,  —  15.  sextontam,  —  16.  uncius  XXIIL  — 
18.  climma.  —  19.  in  latitudine  CX  fehlt;  CXX  in  langitudine.  —  20.  q^' 
bis  actis  fehlt.  —   21.  CXX.  —  24.  passus  M  fehlt.  —  25.  fehlt. 

462.  (Cap.  53.)  5.  Äger  est;  quo.  —  5 — 6.  sunt  di^posiia^i,  ' —  6.  - 
quaeratur.  —  7.  quinta  sumenda  est.  —  9.  qu£m  et  alia  invenicndi  • 
regula.  —  10.  id  est  per.  —  11.  Ecce  numerus  arborum.  —  13.  partkin-^r 

—  14.  efficient;  id  est  latitudinem. 

461.  (Cap.  72.)     10.  domos  ponere.  —   11.  pedum  fehlt;   vero  febl: 

—  12.  iundae  fehlt;  fiunt.  —  13.  fadwnt.  —  16.  tricesimam,     (Cap.  7o 
21.  unaqiuieque.  —  23.  fiunt  XLV.   —  26.  fiunt, 

462.  (Cap.  74.)  3.  si  vis  locare.  —  5.  auferas,  id  est  VH-  DCXLIIIL 
vero  terUam  sumas.  —  6.  hos  et  pro;  ergo.  —  8.  pedibus  fehlt;  V 
MMCI '  XCVI.  (Cap.  75.)  12.  sU.  -  13.  implere.  —  14.  habtM.  - 
15.  C'  XX'*  CCXL.  —  16.  CXLIV;  per  lofigUudinem  et  laätudmcfn  m^^n 


1)  Es  ist  nach  der  Formel  für  die  Fünfeckszahl 

2 

für  r  »  3  gerechnet  worden.  Hier  ist  auch  der  Beweis  dafür,  daas  die  Annahsr 
Camtor!^,  a.  a.  0.  S.  125,  es  bedeute  aera  die  Seite,  richtig  ist.  Es  heisst  ja  «^ht» 
id  est  latusi''. 
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plicans.  —  16—17.  qtuUer  MMCXLVIII  -  CCy  quos  si.dividis.  —  18.  fiunt; 
rcmanmUbus  bis  tmcm  fehlt. 

453.  (Cap.  66,  1  u.  2  Abs.)  19.  XXII^^  sublata.  —  21.  si  vis  dände, 
vel  —  21—22.  ducenda  est  diametrum,  —  22.  dimidia,  —  22  —  23.  dimi- 
dium  diametri  duceretur. 

454.  (Cap.  67.)  17.  diametrum  XIIII.  —  IS.  fitmt;  pedes  fehlt.  — 
19.  parte  quarta  dedma  fiunt  CCCVIII;  et  fehlt. 

468.  (Cap.  79.)  13.  diametrtmi  in  se.  —  14.  sumas;  et  duäbus.  — 
14 — 15.  remanentibus  bis  VIII  fehlt;  Quod  et  idem,  —  19.  ducatur  area 
et  fiunt  pedes. 

Zwischen  Zeile  17  und  18  dieses  Capitels  steht'  noch  folgender  in 
Gerbert  nicht  befindlicher  Absatz: 

De  omni  circulo  XXIP^'^  auf  er  partem,  ä  iUius  numeri  remanentis 
tertiam  partem  pro  drculi  diametro  scmper  häbelns,  Embadum  si  nosse 
desideras,  numerum  dimidium  totivs  drculi  per  dimidium  diametri  multiplica, 
et  huius  summam  pone  in  embadum. 

Es  folgt  nochmals  Cap.  56  Abs.  3  absolut  mit  der  obigen  Fassung 
übereinstimmend.  *) 

484.  (Cap.  25*.)  15.  Äd  aestimandum  cuiusque  rei  dltitudinem  sole 
lucente.  —  16.  res  illa  fuerit  sul)  divo  posita.  —  17.  scmper  fehlt;  elige.  — 
1 8.  virgam  huic  parte  coaequatam.  —  20.  fuerit.  quantum  virga  superat.  — 
21.  mrga  mensuram  habet.  —  22.  est  umbra  fehlt;  a  virga  superatur.  — 
22 — 23.  adidas.  —  24.  m  üUus  habeto. 

466.    (Cap.  83.)    8.  quoti.  —  9.  uno  pcde. 

42)  Darunter,  Blatt  135^  19—23  steht  folgender  Text  zu  einem 
Gesänge  nebst  einer  sonstigen  Bemerkung: 

Cordex  care  cantilenam  care  canta  carüativam  chordas  contrectando 
canens  caeli  conditori  Carmen,  cui  canunt  chori  caelorum  canticam  canticorum, 
cane  chordis  canta  corde  creatura  creatorem, 

Diapason  et  diatesseron  symphoniae  ei  intentae  et  remissae  pariter 
consonantlam  diapason  in  modtUatione  consona  rcddunt, 

43)  Die  folgende  Seite,  Blatt  136%  enthält  nur  die  Worte  „Fondera 

1)  In  einem  Werke  „Liber  iheoreumadaef'  betitelt,  das  spätestens  aus  dem 
14.  Jahrhundert  stammt  —  es  befindet  sich  u.  A.  in  dem  Codex  lat,  Jtfon.  14684 
aus  dem  XIV.  Saec.  — ,  heisst  das  18.  theorema  des  2.  Buches:  CIB.CULI  SPEBI- 
CAM  CBASSITUDINEM  INVENIRG.  ARGHIMENIDES  didt:  drculum  incrassare 
81  vis,  dyametrum  dus  cubices,  et  ipsam  eubicationem  Jl^  ducaa,  ex  eaque  summa 
20^"*^  unam  partem  minucts  et  illa  erit  spere  crcasitudo.  Hier  wird  also  unser  vor- 
liegender Absatz  dem  ARcmifEDBs  zugeschrieben.  Mit  welchem  Rechte?  und  woher 
stammt  diese  Behauptung? 


138  Maximilian  Cartze: 

et  mensurae^^  ist  sonst  aber  leer.  Die  betreffende  Abhandlung,  Tielleicii: 
schon  im  X.  Jahrhundert  geschrieben,  —  jedenfalls  ist  die  betreffende  Hie: 
die  älteste  im  ganze  Bande  ^)  —  beginnt  auf  Blatt  136^  mit  ganz  Ter 
gilbten  Schriftzügen  folgendennassen: 

Signa. 

DE  BATIOUfE  VNTIÄBVM, 

SS  Scripnlns  est  sex  siliquae. 

tf;  Dimidia  sextula.     Duo  scripnli  vel  siliqnae  XU. 

u  Sextula  sive  sescla.     quatuor  scripuli  vel  siliquae  XXIIU. 

u.  s.  w. 
i  Assis  sive  as.     duodecim  unciae. 
Zwischen  den  Zeilen   sind  von  etwas  späterer  Hand,  die  aberje^" 
falls    dem    XI.    Jahrhundert    zugehört,     Interlinearglossen    mit   bedeate:: 
schwärzerer  Schrift  gemacht.     Die  beiden  folgenden  Capitel  setze  ich  yoI 
ständig  hierher. 

I  DE  PßOBATIONE  AUßl  ET  AßGENTL 
Omne  aurum  purum  cuiuslibet  ponderis  omni  argento  similiterpr 
eiusdem  tamen  ponderis   densius  est  parte  sui  vicesima,   quod  ita  probr. 
potest.     Si  purissimi   auri   libra   cum  aeque   puri  argenti  simili  pond^ 

5  sub  aqua  conferatur,  in  statera  XII  denariis,  id  est  vicesima  sui  päi^- 
aurum  gravius  argento,  vel  argentum  leviufiL  auro  invenitur.  Quapr'/ 
si  inveneris  ossus  aliquod  auro  formatum,  cui  argentum  penmitiooe :: 
esse  videatur,  scireque  volueris,  quantum  auri,  quantumve  in  eo  contineitL' 
argenti,   sume  argentum  sive  aurum,  et  examinato  sUspecti  operis  piin*^ 

10  non  minus  pensatum  massam  de  utrovis  metallo  fabricato,  atqne  utrumq"' 
et  opus  scilicet  et  massam,  staterae  lancibus  inponeto  aquaeqne  inmerg - 
Si  argentea  fuerit  massa,  quam  fecisti,  opus  praeponderabit,  si  aurea  fo^' . 
allevato  opere  aurum  inclinabitur.     Hoc  tamen  ita  fiet,   ut,  quot  parti^-^^ 
inclinatur  aurum,   tot  idem  partibus   sublevetur  argentum,  quia  quicq-- 


1)  Es  ist  dies  mit  ein  Grund,  weshalb  ich  behaupte,  dass  mit  Blatt  79*^ 
eigentliche  Sammlung  von  Werken  schloss,  und  alles  Übrige  spätere  Zoibat^ 
wo  aber  das  später  sich  nicht  auf  die  Abfassungszeit,  sondern  auf  die  Hüsa 
fügung  zu  dem  eigentlichen  Corpus  der  Handschrift  bezieht,  welche,  vieicliC'^ 
gesagt  habe,  mit  dem  durch  X  bezeichneten  Qnaternio  ihren  AbacUoss  b»^' 
Dass  der  Abschnitt  aus  früherer  Zeit  stammt  als  die  übrigen  Theile,  folgt  v: 
daraus,  dass  der  Text  erst  auf  der  Rückseite  des  Blattes  beginnt,  was  nur  bi* : 
das  X.  Jahrhundert  üblich  war.  Die  Worte  Pondtra  et  tntnsurae  sind  tod  ö^* 
Hand  des  Inhaltsverzeichnisses  geschrieben. 
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tSS'^in  ipso  opere  fuerit  sub  aqua  praeter  |  solitum  per^) qui  priorem i5 

pertinere,  quod  ....  ad  argentum  propter  scarsitatem  est  referendum.  et 
ut  hoc  facilius  possit  adverti,  considerare  debes  tarn  in  gravitate  auri, 
quam  in  levitate  argenti  VII  denarios  significare  Hbram,  sicut  prima  lectionis 
huius  fronte  praefixum  est. 

DE  MENSUßA  CAERAE  ET  METALLI  IN  OPERIBÜS  FÜSILIBÜS.     »o 
In  fandendis  operibus  cuiusque  ponderis  metallum  quotlibet  ad  certum 
caerae  pondus  respondere  debeat. 
Ad  caerae  unciam  unam: 

Stagni  unciae  VII  et  denarii  XVII; 

Aeris  aJbi  unciae  VllI  et  denarii  XVI;  25 

Aeris  cypri  unciae  VIIU  et  denarii  III;*) 
Argenti  unciae  X  et  denarii  XII;')Kv 
Argenti  unciae  X  et  denarii  XII;     J 
39^  Plumbi  unciae  XII  et  denarii  VI;*)  | 

Auri  unciae  XVIIII  et  denarii  VIII.  so 

Item  si  caerae  fuerit  libra,  stagni  Vü  librae  et  unciae  X  et  denarii 
quattuor  mittendi  sunt,  quia,  quot  uncias  cera  habuerit,  tot  VII  uncias 
et  XVII  denarios  stagni  pondus  habere  debebit,  et  ideo  si  caerae  fuerit 
libra,  id  est  XII  unciae,  duodecies  VII  unciae  stagni,  quae  faciunt  VII 
libras,  et  duodecies  XVTE  denarii  mittendi  sunt,  qui  faciunt  COIIII  denarios,  »5 
id  est  uncias  X  et  denarios  IIJI. 

Si  fuerit  caerae  libra,   aeris  albi  librae  VIIU  sumendae  sunt  et  duo- 
decies XVI  denarii,  quod  sunt  uncias  VTUI  et  denarios  XII. 

In  libram  caerae  aeris  cypri  librae  Villi  et  denarii  XII  mittendi  sunt. 
Sic   in  libram   caerae   auricalci  librae  Villi  et  duodecies  tres  denarii,  40 
qui  faciunt  unciam  unam  et  denarios  XVI. 

Contra  libram  caerae  argenti  librae  X  et  duodecies  XII  denarii. 
39'  I   Simili   modo   in   libram   caerae   plumbi  librae  XIII  et  duodecies  VII 

denarii  mittendi  sunt. 

In  auri  fusione  contra  libram  caerae  auri  librae  XVIIII  et  duodecies  *& 
octo  denarii,  quod  sunt  unciae  IUI  et  denarii  XVI. 


1)  Es  sind  hier,  offenbar  mit  Absicht,  drei  Zeilen  Tollständig  mit  Tinte  über- 
schmiert  worden;  soweit  es  möglich  war,  habe  ich  die  Worte  zu  entziffern  ver- 
sucht. Eine  yon  der  Stelle  genommene  Photographie  Hess  ebenfalls  ein  weiteres 
Lesen  nicht  zu.  2)  Es  muss  heissen:  et  denariis  I,  wie  aus  dem  Folgenden 
ersichtlich  ist.  3)  Hier  sollte  sicher  stehen:  Auricalci  unciae  Villi  et  denarii 
III.  Der  Ab^ichreiber  ist  offenbar  aus  einer  Zeile  in  die  andere  gerathen. 
4)  Nach  dem  Folgenden  müsste  es  heissen:  unciae  XIII  et  denarii  VII 


Bei  Gelegenheit  der  Heransgabe  der  Briefe  Eisensteins  an  Stern,  welche 
ich  in  Gemeinschaft  mit  meinem  Freunde  und  Kollegen,  Herrn  Prof.  Hurwitz, 
übernommen  hatte ^),  empfand  ich  es  als  ein  Bedürfnis,  die  Situationen, 
denen  jene  Briefe  entsprungen  waren,  durch  eine  kurze  Darstellung  der 
äusseren  Lebensverhältnisse  Eisensteins  zu  erläutern.  Es  schien  mir  dies 
um  so  wünschenswerter,  als  merkwürdigerweise  über  den  allerdings  nur 
allzu  kurzen  Lebenslauf  des  grossen  Mathematikers,  der  plötzlich  wie  ein 
hellstrahlendes  Meteor  auftauchte,  um  eben  so  rasch  wieder  zu  verschwinden, 
nur  äusserst  wenig  —  und  das  Wenige  noch  vielfach  entstellt  —  in  die 
Oeffentlichkeit  gedrungen  ist. 

Den  Ausgangspunkt  meiner  Nachforschungen  boten  mir  die  verschiedenen 
Legenden,  welche  sich  an  den  Eintritt  Eisensteins  in  das  akademische  Leben 
geknüpft  haben.  Nach  der  einen  Version  soll  Eisenstein  die  Universität 
ohne  Maturitätszeugnis  bezogen  haben;  nach  einer  andern  soll  er  zwar 
durch  ein  Maturitätsexamen  hindurchgegangen  sein,  dabei  aber  in  allen 
Fächern,  mit  Ausnahme  der  Mathematik,  eine  so  unglaubliche  Unwissenheit 
an  den  Tag  gelegt  haben,  dass  die  Prüfungsbehörde,  namentlich  auch  im 
Hinblick  auf  das  angeblich  wenig  befriedigende  sittliche  Verhalten  des 
Examinanden,  die  Abweisung  desselben  zu  beschliessen  im  Begriffe  war. 
Da  habe  sich  im  letzten  Momente  noch  Schellbach  erhoben  und  erklärt, 
man  dürfe  sich  der  Lächerlichkeit  nicht  aussetzen,  einem  jungen  Manne 
heute  das  Reifezeugnis  '  zu  verweigern,  den  vielleicht  morgen  schon  die 
Berliner  Akademie  zu  ihrem  Mitgliede  ernennen  würde.  Daraufhin  habe 
Eisenstein  das  Zeugnis  der  Eeife  erhalten. 

Nachdem  ich  durch  die  gefälligen  Bemühungen  von  Herrn  Prof.  Knob- 
lauch in  Erfahrung  gebracht  hatte,  dass  Eisenstein  auf  Grund  eines  Reife- 
zeugnisses vom  Friedrich-Wilhelms-Gymnasium  an  der  Berliner  Universität 
immatrikuliert  worden  war,  wandte  ich  mich  an  meinen  hochverehrten  ehe- 
maligen Lehrer,  Herrn  Stadtschulrat  E.  Fürstenau  in  Berlin,  der  sich  mit 
dankenswertester  Bereitwilligkeit  der  weiteren  Nachforschungen  annahm. 
Dieselben  ergaben  bald  eine  unerwartet  reichhaltige  Ausbeute.  Am  21.  Jan.  d.  J. 
schrieb  mir  Herr  Fürstenau:  „Der  Direktor  des  hiesigen  Friedrich-Wilhelms- 

1)  Siehe  pag.  171  dieses  Heftes. 

▲bh.  SQT  Geich.  der  Mathem,   VIT.  10 
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Gymnasiums,  Herr  Nötel,  hat  mir  auf  meine  Anfrage  mitgeteilt,  dir 
Eisenstein  an  dieser  Anstalt  am  22.  September  1843  die  Beifeprüfojig  v 
Extraneer  bestanden  hat.     Direktor  Nöteis  Mitteilung  lautet  weiter: 

„Schellbach  schreibt  unter  die  mathematische  Arbeit  bloss  „sei 

gut"  und  im  Zeugnis:  „In  der  Mathematik  reichen  seine  Kennten- 

weit  über  den  Umfang  des  Gymnasialunterrichtes  hinaus.  Sein  Ta!t: 

und  sein  Eifer  berechtigen  zu  der  Erwartung,  dass  er  einst  wesetui- 

zur  Ausbildung  und  Erweiterung  der  Wissenschaft  beitragen  weri* 

Auch  sonst  lautet  das  Zeugnis  durchweg  anerkennend  und  inindes:^: 

befriedigend.    Von  seiner  umfangreichen  Vita  lasse  ich  Ihnen  zur  \r 

liebigen  Benutzung  eine  Abschrift  anfertigen,  die  Sie  baldigst  eMv.: 

sollen." 

Soweit  der  Brief  des  Herrn  Direktor  Nötel,   der  auch  für  mich  se: 

interessant  gewesen  ist,  weil  er  eine  ganze  Anzahl  Legenden,  die  authTi 

Eisensteins  Bekannten   geglaubt  und  weiter  verbreitet  worden  sind,  T'^- 

ständig  vernichtet.     Sobald  ich  die  in  Aussicht  gestellt«  Abschrift  der  Vt. 

erhalten  habe,   schicke  ich  sie  Ihnen.     Ich  darf  wohl  annehmen,  d&ss  (ä^ 

Schriftstück  noch  weit  interessanter  ist,  als  die  obigen  Nachrichten,  da  - 

doch    unzweifelhaft  eine  Darlegung   des   eigenen  Bildungsganges  enÜialt' 

wird." 

Die  mir  bald  darauf  von  Herrn  Fürstenau  gütigst  zugestellte  ^^^ 
Eisensteins  schien  mir  in  der  That  trotz  mancher  jugendlicher  Weitschmi^ 
keiten  so  viel  des  Interessanten  zu  bieten,  dass  ich  mich,  im  Einveßtäni* 
mit  Heim  Hurwitz,  entschloss,  dieselbe,  losgelöst  von  den  oben  erwäbtf'- 
Briefen,  zum  Mittelpunkte  einer  besonderen  Publikation  zu  machen.  B?^  ■ 
ich  sie  aber  jetzt  in  extenso  folgen  lasse,  um  dann  später  noch  wei«-'' 
Ausführungen  daran  zu  knüpfen,  ist  es  mir  eine  angenehme  Pflicht,  Her. 
Stadtschulrat  Fürstenau  und  Herrn  Direktor  Nöt^l  meinen  verhindliehM: 
Dank  dafür  auszusj^rechen,  dass  sie  mich  in  die  Lage  versetzt  haben,  t- 
Schriftstück  mitzuteilen,  welches  von  den  zahlreichen  Bewunderern  uö 
Genius  Eisensteins  gewiss  mit  Freude  begrüsst  werden  wird. 


Giirriculum  Vitae  des  Gotth.  Ferdinand  Eisenstein. 

Indem  ich  einer  Hochwohllöblichen  Prüfungskommission  hiermit  <^ 
Schilderung  meines  Lebenslaufes  vorlege,  erlaube  ich  mir  zuerst  auf 
Worte  über  die  Tendenz  dieser  Arbeit  vorauszuschicken. 

Eine  Uebersicht  des   eigenen  Lebens  soll  nicht  allein  die  Susserli«' '- 
Schicksale  und  Ereignisse,   die  einen  betroffen  haben,  die  Verhältnisse, 
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denen  man  sich  befanden  hat,  überhaupt  alles  sämmtlich  Erlebte  und  Er- 
fahrene  von  der  Geburt  an  bis  auf  den  heutigen  Tag  zusammenstellen, 
sie  muss  auch  den  ganzen  Verlauf  der  geistigen  Ausbildung  verfolgen,  sie 
muss  zeigen,  wie  man  nach  und  nach  durch  Irrtümer  und  Fehler  hindurch 
Verstand  und  Herz  zu  dem  Standpunkte  herangebildet  hat,  von  dem  aus 
man  auf  sein  vergangenes  Leben  zurückblickt.  Das  Erstere  ist  gleichsam 
nur  die  Form,  zu  welcher  das  Letztere  erst  den  wahren  Inhalt  liefert. 
Die  Aufgabe,  bloss  die  historischen  Facta  seines  Lebens  neben  einander 
zu  stellen,  ist,  indem  dazu  nur  ein  gutes  Gedächtnis  gehört,  allerdings 
weit  leichter,  als  die  andere,  sich  aus  seinem  jetzigen  geistigen  Standpunkte 
heraus  auf  die  verschiedenen  Stufen  seiner  Entwickelung  zurückzuversetzen 
und  für  einen  Augenblick  so  zu  denken  und  zu  fühlen,  wie  man  in  seiner 
Kindheit  gedacht  und  empfunden  hat.  Doch  will  ich,  um  diese  Arbeit 
ihrer  Bestimmung  und  meinem  jetzigen  Zwecke  gemäss  einzurichten,  nämlich 
den  Grad  meiner  sittlichen  und  Verstandesreife  an  den  Tag  zu  legen,  das 
Schwierige  4es  Unternehmens  nicht  scheuen  und  also  mit  der  Beschreibung 
meines  äusseren  Lebens,  soweit  es  in  meinen  Kräften  steht,  eine  Geschichte 
meiner  inneren  Entwickelung  zu  verbinden  versuchen. 

Ehe  ich  mich  jedoch  in  die  Vergangenheit  zurückversetze,  werde  ich 
erst  noch  einen  Blick  auf  die  Gegenwart  werfen. 

Ein  passender  Zeitpunkt  ist  mir  für  die  Anfertigung  dieser  Arbeit 
geworden;  ein  würdiger  Ruh^epunkt  ist  mir  gegeben,  um  von  demselben 
aus  der  Gegenwart  in  mein  verflossenes  Dasein  zurückzublicken.  —  Ich 
stehe  gerade  im  zwanzigsten  Jahre.  Eine  wichtige  und  bedeutungsvolle 
Zahl  im  menschlichen  Leben.  Mit  dem  zwanzigsten  Jahre  tritt  man  in 
eine  ganz  neue  Epoche  des  Lebens  ein;  man  geht  vom  Knaben-  zum  Mannes- 
alter über,  aus  einer  Zeit  der  Ausbildung  und  Abhängigkeit  in  eine  Zeit 
der  Reife  und  Selbstständigkeit;  bis  dahin  war  man  noch  ein  halbes  Kind, 
andere  Menschen,  Eltern,  Freunde,  Lehrer,  sorgten  für  einen,  man  wurde 
von  anderen  geleitet,  nur  auf  einen  kleinen  Wirkungskreis  war  man  be- 
schränkt. Jetzt  hat  man  das  Alter  erreicht,  um  ins  grosse  Leben  ein- 
zutreten, man  wird  auf  seine  eigene  Kraft  hingewiesen,  man  soll  jetzt  das 
selbst  für  sich  thun,  was  bisher  Andere  für  einen  gethan  haben;  bisher 
war  man  noch  in  steter  Entwickelung,  jetzt  soll  sich  der  Charakter  und 
die  Gesinnung  festgesetzt  haben,  die  einen  nun  für  das  ganze  Leben  begleiten 
werden.  Im  zwanzigsten  Jahre  kann  man  schon  genau  den  Pfad  erkennen, 
den  der  Mensch  einschlagen  wird,  man  sieht  schon  deutlicher,  zu  welchen 
Erwartungen  und  Hofihungen  man  berechtigt  ist.  Der  Mensch,  der  bisher 
ein  Gegenstand  der  Nachsicht  gewesen  ist,  dem  man  leicht  einen  Fehltritt 
als  eine  üebereilung  der  Jugend  verzieh,  wird  nun  ein  Vorwurf  des  strengen 

10  • 
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Urteils,  der  jeden  Schritt,  welchen  er  thut,  selbstständig  verantworten  in ' 
vertreten    muss.     Wenn    man  bisher  noch  über  die  künftige  Bestinmics: 
in  Zweifel  war,   so  muss  man  jetzt  mit  sich  vollkommen  im  Beinen  sei: 
welchem  Berufe  man  sich  für  die  Zukunft  zu  widmen  gedenkt;  man  mn^ 
sich   fürs  ganze  folgende  Leben   den  Weg  vorgezeichnet  haben,  den  u: 
mit  Gottes  Hülfe  zu  vollenden  beabsichtigt.     Was  man  bisher  gelernt  mi 
erfahren    hat,    waren    allgemeine  Vorbereitungen,   die   die   Grandlagen  fc 
jede  specielle  Richtung  bilden  sollen;  nun  muss  man  seinen  ganzen  Fleis^ 
und  Eifer    auf  Erlangung  derjenigen  Kenntnisse  und  Hülfsmittel  wendri 
welche    für    das    besondere  Fach,    das    man    sich   erw&hlt   hat,  notwecd^; 
werden.   —  Von   hoher  Bedeutung  ist  also  dieses  Jahr,   welches  gleidisaL 
die  Eingangspforte  bildet,   durch  welche  wir  wie  aus   einer  Vorschule  L 
das  ganze  folgende  Leben  der  Wirksamkeit  und  des  Schaffens  hinübertr-tt^i 
Und  besonders  für  mich  ist  dieser  Zeitpunkt  in  hohem  Grade  wichtig,  ^ 
ich,  von  feuriger  Liebe  zu  einer  speciellen  Wissenschaft  begeistert,  mm  on 
Pfad  vor  mir  erblicke,  auf  den  ich  ihr  ganz  folgen,  ihr  mein  ganzes  Uy- 
weihen    darf.      Während    ich    bisher   mit   Recht   von   Eltern   und  Lebn 
dazu   angehalten   wurde,    mich   in   allen   Zweigen   des   Wissens  za  ford^r. 
und  ich   so   fortwährend,   wie   stark   es  mich   auch  anzog,  mit  dieser  t^: 
herrschenden   Neigung    im  Kampfe    liegen    musste,    so    soll   mir  jetzt  i' 
teure  Freundin   zur  Begleiterin   durch's  Leben   gegeben  werden,  ich  wtre-. 
wenn    mir    mein   jetziges  Vorhaben   nicht  misslingt,    nicht   mehr  geii^^- 
sein,    meine  Kraft  zu  zersplittern,    sondern  werde   dieselbe  ganz  anf  li^-^ 
eine  Ziel  wenden  können,  auf  das  mich  mein  innerer  Beruf  hinweist 

So  will  ich  denn  hier  mit  meinem  vergangenen  Leben  gewissennass^: 
abschliessen,  um  dann  mit  ruhigem  Blicke,  mit  frischem  Mute  nnd  Gi'C! 
vertrauen  in  die  Zukunft  schauen  zu  können. 


Das  Licht  der  Welt  erblickte  ich  am  16.  April  des  Jahres  1823  ^ 
Berlin.  Meine  Eltern  hatten  sich  im  Juni  des  vorhergehenden  Jahres  rt-r 
heiratet,  und  so  war  ich  der  erste  Sohn  ihrer  Ehe;  ich  bekam  spit''' 
noch  fänf  Geschwister,  drei  Brüder  und  zwei  Schwestern;  diese  Gf^li^^^- 
hat  mir  aber  alle  nacheinander  der  unerbittliche  Tod  geraubt,  so  d»ss  ir- 
jetzt  von  sechs  Kindern  meiner  Eltern  der  einzig  am  Leben  Geblieb^^-^ 
bin.  Die  heilige  Taufe  erhielt  ich  von  dem  Gamisonsprediger  Ziebr, 
derselbe,  der  meine  Eltern  getraut  hatte;  so  wurde  ich  in  den  Bun^  ^^ 
evangelischen  Christen  aufgenommen. 

Die  erste  Periode  meines  Lebens  kann  ich  bis  zum  elften  Jahre  redw«*" 
weil  ich  in  diesem  zum   erstenmale  das  elterliche  Haus  auf  länge'^  ^^' 
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verliess  und  nach  dem  zwei  Meilen  entfernten  Dalldorf  in  Pension  gegeben 
wurde.  Aus  dieser  ersten  Jugendzeit  erinnere  ich  mich  mit  Dankbarkeit 
und  Bührung  der  innigen  und  wahren  Zärtlichkeit  meiner  Eltern  gegen 
ihren  Erstgeborenen,  und  ich  hing  auch  meinerseits  mit  der  herzlichsten 
Liebe  an  Vater  und  Mutter,  besonders  an  der  Mutter,  Yon  der  auf  Augen- 
blicke getrennt  zu  sein,  mich  schon  Thränen  kostete.  Ich  fand  wenig 
Geschmack  an  dem  Umgang  mit  andern  Einaben  desselben  Alters;  ich  lebte 
viel  mit  mir  und  in  mir  selbst  und  so  konzentrierte  sich  mein  höchstes 
Glück  und  Wohlsein  im  Schosse  der  Familie.  Von  der  lauten  und  fröh- 
lichen Lust  der  Gleichaltrigen  zog  ich  mich  durchaus  zur&ck,  ich  konnte 
mich  auch  selten  mit  einem  derselben  gut  stellen.  Ich  war  sehr  ver- 
schlossen und  zurftckhaltend,  ja  beinahe  ängstlich;  aber  wenn  ich  einmal 
einem  Freunde  mein  jugendliches  Herz  aufischloss,  so  blieb  es  auch  mit 
ganzer  Liebe  an  demselben  hängen.  Ich  hielt  mich  lieber  zu  den  Mädchen 
oder  zu  erwachsenen,  besonders  ernstem  Leuten,  und  das  grösste  Ver- 
gnügen war  fOr  mich,  der  Rede  eines  geistreichen  Mannes  lauschen  zu 
dürfen.  Während  andere  Knaben  spielten,  sass  ich  zu  Hause  und  horchte 
den  Gesprächen  der  Erwachsenen  oder  Hess  mich  von  der  Mutter  unter- 
halten und  belehren.  Die  Mutter  gab  mir  eigentlich  meine  erste  Erziehung, 
denn  der  Vater  wurde  durch  sein  Geschäft  in  Anspruch  genommen  und 
konnte  sich  daher  nur  wenig  um  mich  bekümmern;  von  der  Mutter  habe 
ich  meine  ersten  Begriffe,  die  ersten  Ajifangsgründe  meiner  Kenntnisse. 
Ich  erinnere  mich  noch,  wie  sie,  um  mir  die  Zeichen  der  Buchstaben  ein- 
zuprägen, jedes  auf  eine  sinnbildliche  Weise  auslegte,  ein  Q  war  ein  Thor- 
weg, und  so  jeder  Buchstabe  nach  seiner  Form,  E  (K)  war  ein  Schlüssel  u.  s.  w. 

Ich  war  in  meiner  Jugend  äusserst  kränklich  und  schwach,  daher 
auch  sehr  reizbar.  Eine  schwere  Krankheit,  die  Gehirnentzündung,  welche 
fast  alle  meine  Geschwister  hingerafft  hat,  bedrohte  auch  mein  Leben.  Ich 
wurde  zwar  wieder  hergestellt;  aber  die  üblen  Folgen  blieben  zurück  und 
sie  scheinen  mich  auch  jetzt  noch  nicht  ganz  verlassen  zu  haben.  Wahr- 
scheinlich sind  sie  die  Ursache  einer,  von  Zeit  zu  Zeit  wiederkehrenden, 
mich  nun  schon  seit  zwei  Jahren  verfolgenden  hypochondrischen  Stimmung, 
die  ich  nicht  zu  überwinden  vermag. 

Meine  Mutter  bewohnte  oft  mit  mir  in  der  warmen  Jahreszeit  eine 
Sommerwohnung  in  einem  freieren  Teile  der  Stadt  oder  vor  dem  Thore, 
während  der  Vater  in  der  Stadt  das  Geschäft  versah.  So  lernte  ich  früh- 
zeitig das  Angenehme  des  Lebens  in  der  freien  Natur  kennen,  obwohl  mir 
auch  dieser  Genuss,  wie  viele,  durch  meine  Kränklichkeit  und  Reizbarkeit  ver- 
bittert wurde;  dieselbe  wurde  auch  Ursache  vieler  Unarten,  mit  denen  die 
Matter  hart  zu  kämpfen  hatte;   denn   so   sehr  diese  mich  auch  liebte,  so 
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zeigte   sich  ihre   walire   Zärtlichkeit  erst  darin,    dass   sie   mich    keineswegs 
verzog  und  mir  durchaus  nichts  nachsah. 

Durch  meinen  Erankheitszustand  geschah  es  auch  leider,  dass  hJi 
hinter  vielen  zurückhlieh,  denen  ich  yi  der  That  geistig  überlegen  war 
Besonders  wurde  es  mir  schwer,  alles  das  zu  hegreifen,  was  Sitte  nri 
Uehereinkunft  festgesetzt  hahen,  den  sogenannten  Anstand  des  äosser^t 
Lehens.  Ich  konnte  eher  als  sechsjähriger  Enahe  den  Beweis  eines  mathe- 
matischen Satzes  verstehen,  als  dass  man  in  der  Stuhe  die  Mütze  von  dfir 
Kopf  nehmen  oder  dass  man  das  Fleisch  nicht  mit  der  Gabel  zerreis5<fi. 
sondern  mit  dem  Messer  zerschneiden  müsse.  Indem  ich  von  allen  Ding-i 
erst  den  Grund  wissen  wollte,  machte  ich  durch  meine  Widersetzlichk^ :: 
meinen  Eltern  vielen  Kummer,  üeberall,  wo  es  auf  eine  Operation  S^i 
Verstandes,  auf  ein  Ergrubeln  ankam,  da  war  ich  auf  dem  Platze,  alt: 
hartnäckig  und  eigensinnig  stand  ich  da,  sohald  es  hiess:  Das  ist  so,  du 
muss  und  soll  so  geschehen.  Natürlich  hlieh  ich  bei  dieser  Sinnesart  iz 
allem  dem,  was  praktisch  ausgeübt,  nicht  theoretisch  begriffen  sein  wilL  n 
allen  diesen  kleinen  Fertigkeiten  und  sich  stets  wiederholenden  tägliet'!: 
Geschäften,  in  denen  andere  Kinder  so  schnelle  Fortschritte  machen,  inurt: 
auf  derselben  Stufe  stehen.  Diese  Lücke  hat  mir  später  manche  V^^ 
legenheit  und  Unannehmlichkeiten  zugezogen,  und  ich  musste  nachher  n-.- 
Kraft  aufwenden,  um  das  Versäumte  nachzuholen,  während  ich  es  firäbff 
mit  grosser  Leichtigkeit  hätte  erwerben  können,  üeberhaupt  sind  die  übr. 
daran,  welche  es  in  den  Verrichtungen,  die  wir  mit  dem  Tier  gemf^ 
haben,  nicht  zu  einer  Geschicklichkeit  bereits  in  der  Jugend  gebracht  hal*^L 
sie  werden  überall  anstossen,  da  es  mit  gereiftem  Verstände  später  5^L' 
drückend  ist,  sich  noch  mit  diesen  geringfügigen,  aber  doch  unomgangii'h 
nötigen  Dingen  zu  befassen,  wenn  sie  einem  nicht  von  früher  her  ru: 
Gewohnheit  geworden  sind. 

Unter  den  verschiedenen  Bekannten  meiner  Eltern,  die  in  unserem  Haxis^. 
aus-  und  eingingen,  erwähne  ich  nur  einen,  der  vielen  bedeutenden  Mäncen 
noch  aus  der  Erinnerung  bekannt  sein  wird.  Er  ruht  schon  längst  iir 
Grabe,  aber  er  hat  zuerst  meine  schlummernde  Neigung  für  die  MathemJLci 
erkannt  und  geweckt.  Diese  hatte  sich  bisher  nur  an  den  Tag  geltet 
durch  eine  grosse  Lust,  Alles  zu  zerstören,  um  auszufinden,  was  im  Inn«T 
verborgen  wäre,  oder  im  Durchkriechen  von  allerlei  verborgenen  Räumte 
und  Gängen,  um  zu  sehen,  wo  man  zuletzt  hinkäme.  Lautz  war  de: 
Name  dessen,  der  mich  zuerst  mit  den  Zahlen  bekannt  und  vertraut  macbt^. 
und  obgleich  sich  diese  Eindrücke  wegen  der  zu  grossen  Jugend  bald  ver- 
wischten, so  bin  ich  ihm  doch  eine  dankbare  Erinnerung  schuldig.  Er 
hatte  unter  Pestalozzi  studiert  und  brachte  dessen  Ideen  in  unsere  Familie 
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Leider  gehörte  er  zu  denen,  welche  anders  sind,  als  andere  Menschen;  ob 
er  ein  Genie  gewesen  ist,  weiss  ich  nicht,  ein  grossartiger  Kopf  war  er 
gewiss;  aber  er  wusste  sich  nicht  in  Verhältnisse  zu  fügen,  er  war  kein 
Freund  regelmässiger  Thätigkeit,  und  verstand  es  nicht,  seinen  Willen 
einem  fremden  unterzuordnen.  Eine  herrliche  Anstellung  als  einer  der 
ersten  Lehrer  an  der  Cauerschen  Anstalt  in  Gharlottenburg,  deren  Gründer 
er  zum  Teil  war,  gab  er  auf  und  starb  im  Elend.  Er  wurde  mir  von 
den  Eltei-n  als  ein  warnendes  Beispiel  vorgehalten,  man  prägte  mir  dasselbe 
um  so  mehr  ein,  als  man  bei  mir  Anlage  zu  einer  ähnlichen  Richtung  zu 
bemerken  glaubte. 

Von  meinem  sechsten  Jahre  an  besuchte  ich  die  Barteische  Schule  in 
der  Scharrenstrasse,  welche  noch  existiert.  Hier  wurde  der  Grund  zu  meiner 
ersten  wissenschaftlichen  Bildung  gelegt.  Li  den  untern  Klassen  erhielt 
ich  meine  Elementarbildung.  Aus  dieser  Zeit  entsinne  ich  mich  noch,  wie 
viel  Qual  mir  das  Schreiben,  und  im  Rechnen  die  langen  Multiplikations- 
exempel  machten.  Hieraus  würde  man  nun  mit  Unrecht  schliessen,  dass 
es  schlecht  mit  meinen  mathematischen  Fähigkeiten  gestanden  habe,  wenn 
ich  am  Rechnen  keine  Neigung  fand;  denn  nur  das  Mechanische,  sich 
stets  Wiederholende  der  Operation  verdross  mich,  so  wie  mich  noch  jetzt 
verwickelte  Rechnungen  ohne  weiteren  Zweck  anwidern,  während  ich  keinen 
Fleiss  scheute,   wenn  es  etwas  Neues  gab,  worin  ich  Geist,  Idee  bemerkte. 

Mit  grosser  Leichtigkeit  begriff  ich  die  Formen  der  Grammatik  und 
der  Sprache,  wie  Alles,  was  sich  auf  logische  Art  fassen  liess. 

In  den  oberen  Klassen  lernte  ich  nun  schon  Geschichte  und  besonders 
Lateinisch,  worin  ich  ziemliche  Fortschritte  machte.  Neben  andern  Dingen 
wurden  auch  einige  Hauptsachen  aus  der  Physik  vorgetragen.  In  dieser 
Zeit  trat  bei  dem  Knaben  durchaus  noch  keine  vorherrschende  Neigung 
hervor;  es  fehlte  der  anregende  Anstoss  von  aussen;  sobald  dieser  gegeben 
ward,  so  musste  sie  sich  in  aller  Kraft  entwickeln,  wie  sich  nachher 
zeigen  wird. 

Um  meine  Gesundheit  zu  stärken,  gaben  mich  meine  Eltern  zu  dem 
Prediger  Hom  nach  Dalldorf  in  Pension,  wo  ich,  von  geistiger  Anstrengung 
frei,  ganz  dem  Genüsse  der  Landluft  leben  sollte. 

Höchst  schmerzlich  war  mir  diese  erste  Trennung  von  meiner  Familie, 
und  meine  Sehnsucht  nach  den  Eltern  war  fast  unerträglich;  ich  konnte 
oft  Stunden  lang  in  Thränen  zerfliessen.  Ich  schrieb  die  zärtlichsten  Briefe 
an  meine  Teuren,  in  denen  ich  sie  mit  allerlei  Liebesnamen  benannte. 
Aus  dieser  Weichh^t  meiner  damaligen  Stimmung  entstand  eine  gewisse 
poetische  Richtung.  Ich  machte  mehrere  Gedichtchen,  in  denen  sich  die 
kindliche  Liebe  zu  den  Eltern  aussprach.     Diese  Richtung  ging  später  auf 


152  F.  Rudio: 

andere  Stoffe  über,  und  ich  habe  seitdem  immer  so  ab  und  zu,  wenn  im 
meine  Stimmung  dazu  anregte,  ein  Versehen  niedergeschrieben.  Icli  nek- 
mir  die  Freiheit,  am  Schlüsse  dieser  Arbeit  eine  Probe  aus  der  neaen: 
Zeit  beizufügen,  von  deren  poetischem  Unwert  ich  übrigens  volliomiD^: 
überzeugt  bin. 

Ich  bekam  damals  einige  Neigung  zu  landwirtschaftlichen  Bescbifü 
gungen.  Ein  Stückchen  Land,  welches  mir  gegeben  wurde,  grab  ich  selbr 
um,  bepflanzte  und  besäe 'e  es  und  freute  mich,  wenn  die  Blumen  so  seb': 
blühten  und  wuchsen. 

Meine  geistige  Ausbildung  wurde  in  dieser  Pension,  in  der  ich  ei: 
halbes  Jahr  blieb,  nicht  sehr  gefördert,  im  Gegenteil  vergass  ich  n&& 
was  ich  auf  der  Schule  bereits  gefasst  hatte,  besonders  im  Lateimscb^i 
Doch  erhielt  ich  hier  meinen  ersten  Unterricht  auf  dem  Fortepiano  äm>} 
den  Küster  des  Dorfes  Herrn  Bergemann,  zu  dem  ich  viel  Liebe  te 
Im  Zeichnen  leistete  ich  damals  recht  Gutes.  Dieses  letztere  Talent  h 
mich  jetzt  gänzlich  verlassen;  ich  habe  es  später  nie  vdeder  geübt,  d 
wenn  ich  jetzt  die  Zeichnungen  aus  jener  Zeit  betrachte,  so  muss  ich  ■?■ 
stehen,  dass  ich  nicht  halb  so  Gutes  leisten  könnte.  Die  Musik  jdA 
habe  ich  bis  auf  den  heutigen  Tag  mit  vielem  Eifer  und  Lust  getriebcL 
und  glaube  es  bereits  zu  einiger  Fertigkeit  auf  dem  Fortepiano  gebi** 
zu  haben.  Auch  zum  Komponieren  hatte  ich  nicht  wenig  Neigung;  ^■ 
meiner  Kompositionen  gefielen  wenigstens  denen  recht  gut,  welchen  k: 
sie  vorspielte.  Es  ist  immer  gut,  neben  seiner  Beruf sthätigkeit  noch  & 
solches  zweites  Talent  auszubilden,  das  einem  gleichsam  den  Eintritt " 
die  Gesellschaft  eröffnet.  Man  kann  die  Leute  am  Ende  nicht  mit  mathf 
matischen  Sätzen  unterhalten,  aber  eine  hübsche  Sonate  oder  Onreitr 
hört  Jeder  gem.  Bei  meinem  Aufenthalte  in  Liverpool  und  DnbÜD,  ^ 
man  in  solchen  Dingen  noch  hinter  dem  Kontinent  zurück  ist,  hielt  m»r 
mich  fast  für  einen  Virtuosen,  während  ich  hier  doch  nur  fllr  einen  höct 
mittelmässigen  Spieler  gelten  kann. 

Ich  verliess  diese  Pension,  um  in  die  Cauersche  Anstalt  in  Chariott?^ 
bürg  einzutreten,  die,  nach  dem  Tode  Cauer's  eingegangen,  sich  danaß 
unter  dem  Schutze  des  Staates  aufs  Neue  bildete.  Ich  war  einer  ^^ 
Ersten,  die  in  die  auf  diese  Weise  ganz  neu  entstehende  Anstalt  einbatei 
die  jetzt  von  dem  Direktor  Herrn  von  der  Lage  geleitet  wird.  K«^  ^ 
auf  welche  ich  hier  behandelt  wurde,  sagte  mir  auf  keine  Weise  vi 
herrschte  in  diesem  Institute  eine  fast  militärische  Disciplin,  die  mir,  ^■ 
ich  bisher  immer  unter  der  Sorgfalt  einer  liebenden  Hand  gestanden  fl»tt^ 
am  allerwenigsten  zusagte.  Ich  war  bis  jetzt  sehr  viel  mir  selbst  übf' 
lassen  gewesen  und  hatte  das  Meiste  nach  Bequemlichkeit  und  LaP*  t 
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than.     Hier  ging  Alles  nach  einer  strengen  unumstösslichen  Ordnung.     Auf 
Kommando  wort  musste  man  aufstehen,   zu  Bette  gehen,   arbeiten,  spielen. 
Unter  bestandiger  Aufsicht  des  Lehrers  konnten  wir  auch  nicht  das  Ge- 
ringste nach  eigenem  Belieben  thun.     Unter  dieser  ungewohnten  strengen 
Zucht   verlebte  ich   sehr  traurige   einförmige  Tage.     Doch  habe  ich  dieser 
Ajistalt  viel  Gutes  zu  yerdanken.    Vor  allen  war  es  hier,  wo  mein  mathe- 
matisches Talent  zuerst  ins  Licht  gezogen  wurde;  hier  genoss  ich  den  ersten 
systematischen  Unterricht  in  der  Mathematik.     Die  Methode,   welche   der 
Direktor  bei  diesem  anwandte,  bestand  darin,  dass  jeder  Schüler  selbst  die 
Beweise   der  einzelnen  Satze  nach  der  Eeihe   auffinden  musste.     Ein  Vor- 
trag fand  durchaus  nicht  statt;   keiner  durfte  seinen  Beweis  dem  Nachbar 
mitteilen,    und   Jeder    erhielt    den    folgenden    Satz    unabhängig    von    den 
Uebrigen,  sobald  er  den  vorhergehenden  richtig  bewiesen  und  gründlich  er- 
fasst  hatte.     Hier  begann  für  mich   eine  ganz  neue  Thätigkeit,  ein   ganz 
neues  Leben;  mit  ungeheurem  Eifer  und  einem  wahren  Durste  ergriff  ich 
das  Gegebene;  schon  bei   den   ersten  Sätzen  war  ich  schnell  den  Anderen 
vorausgeeilt,  und  ich  bewies  bereits   den  hundertsten  Satz,  während  sich 
meine    Mitschüler    noch   beim    elften    oder   zwölften   abmühten.      Nur   ein 
junger  Mann,   der  jetzt  auf  der  Universität  Medicin  studiert,  konnte  mir 
nacheifern.  —  Die  Methode  war  sehr  gut,   denn  zuerst  wurde  durch   das 
Selbstdenken    die    Kombinationskraft    des   Verstandes    gestärkt,    und    dann 
vnirde  auch  durch  das  gemeinsame  Streben  ein  allgemeiner  Wetteifer  unter 
den  Lernenden  angeregt.     Doch  allgemein  dürfte  diese  Methode  wohl  nicht 
anzuwenden   sein.     Denn  wie  sehr  ich   auch  das   alles  anerkenne,   was  zu 
ihrem  Vorteile  gesagt  werden  kann,  so  muss  mau  doch  gestehen,  dass  sie 
die  Kraft  zu  sehr  vereinzelt  und  dass  sie  keine  üebersicht  des  Ganzen  ge- 
währt, welche  nur  durch  einen  guten  Vortrag  erreicht  werden  kann.     Jetzt, 
wo  sich  durch  die  mannigfaltigen  und  herrlichen  neueren  Entdeckungen  ein 
so   gewaltiger  Reichtum    des   Stoffes    gehäuft    hat,    ist  man  durchaus  ge- 
nötigt, in  der  Masse  zu  arbeiten,  wenn  man  aus  dieser  unendlichen  Fülle 
nur   einigermassen    das    Hauptsächlichste    und  Wichtigste    aufnehmen    und 
sich   zu   eigen  machen  will.     Das   grösste   mathematische    Genie   kann   am 
Ende  nicht  allein  alles  das  auffinden,  was  erst  durch  das  Zusammenwirken 
vieler  ausgezeichneter  Köpfe  entstanden  und  aus  ihrem  gemeinsamen  Schaffen 
hervorgegangen  ist.     Diese  Methode  des  Selbstauffindens  ist  für  Schüler  nur 
dann  anwendbar,  wenn   es   sich  um  die  Auffassung  eines  kleinen  Gebietes 
leichter,  besonders  geometrischer  Sätze  handelt,  wo  am  Ende  alles  derselben 
Behandlungsweise    unterworfen    wird   und    keine  neuen  und  scharfsinnigen 
Ideen    erfordert   werden.   —  Daher   kam    es  auch,    dass  der  Kreis  meiner 
mathematischen  Kenntnisse,   so   gründlich  und   sicher  ich  auch  das  einmal 
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Verarbeitete  gefasst  hatte,  doch  in  quantitativer  Hinsicht,  als  ich  die  AnsUl. 
verliesR,  sehr  klein  war,  und  dass  ich  sogar  in  der  ersten  Zeit  anf  des 
Gymnasium  hinter  meinen  Mitschülern  zurückstehen  musste.  —  Wenn  ki 
nun  jetzt  den  grossen  Umfang  des  Gebietes  überschaue,  das  ich  hehen^K 
so  scheint  es  mir  fast  ein  Wunder  zu  sein,  wie  ich  dies  alles  in  dt? 
wenigen  5 — 6  Jahren  ohne  allen  Unterricht  erreichen  konnte.  Aber  als 
ich  nur  einigermassen  die  nötigen  Hulfsmittel  erlangen  konnte,  warf  ul 
mich  mit  einem  solchen  Eifer  und  mit  einem  solchen  eisernen  Fleisse  ar 
das  Studium,  dass  es  wohl  nicht  anders  kommen  konnte.  Denn  ich  le^:' 
ganz  in  dieser  Wissenschaft,  und  wenn  ich  Tage  und  halbe  N&chte  angestorr 
bei  meinem  mathematischen  Buche,  oder  einer  Ausarbeitung,  oder  eke: 
eigenen  Idee  sass,  so  war  mir  dies  keineswegs  eine  Anstrengang,  sondtn 
die  grösste  Wohlthat  und  ich  schätzte  mich  glücklich,  wenn  man  mich  nc: 
nicht  von  aussen  her  störte  oder  daran  hinderte.  Wenn  ich  mich  dani 
zur  Euhe  legte,  so  schlief  ich  mit  dem  freudigen  Gedanken  ein,  am  folgei 
den  Tage  die  Arbeit  wieder  fortsetzen  zu  können,  und  der  früheste  Morgt: 
fand  mich  schon  wieder  am  Pulte. 

Ich  kehre  zu  meiner  Pension  zurück,  um  die  Fortschritte  anzugel<^ 
die  ich  ungefähr  dort  in  den  übrigen  Zweigen  des  Wissens  gemacht  hktk 
Im  Lateinischen  waren  mir  die  Hauptsachen  aus  der  Grammatik  scki 
bekannt;  ich  las  hier  den  Cornelius  Nepos  und  Julius  Caesar;  wir  Yerfertigtc: 
Exercitien  und  Extemporalien.  In  der  Geschichte  erhielt  ich  eine  allgemfk- 
Uebersicht  der  Griechen-  und  Römerzeit.  Griechisch  wurde  gar  nicht  s?- 
trieben;  ich  studierte  für  mich  selbst  in  der  letzten  Zeit  meines  Dorts^is- 
die  Buttmannsche  Grammatik  und  brachte  es  bis  zu  den  unregelm&s^i^: 
Zeitwörtern.  Es  war  mein  Wunsch,  sobald  ich  wieder  nach  Berlin  kSc-. 
gleich  in  die  Obertertia  eines  Gjmnasii  eintreten  zu  können.  XenopboL* 
Anabasis  zu  lesen  gestattete  man  mir  nicht,  sondern  nahm  mir  ör. 
Bücher  fort. 

Der  Unterricht  wurde  in  verschiedenen  Klassen  erteilt,  die  den  untei^E 
Klassen  eines  Gjmnasii  bis  etwa  Untertertia  entsprachen.  Ich  habe  -i^ 
alle  durchgemacht,  und  meine  Eltern  nahmen  mich  nicht  eher  aus  crr 
Anstalt  fort,  als  bis  ich  dort  nichts  mehr  lernen  konnte. 

Das  Leben  der  Pensionäre  war,  wie  schon  gesagt,  ein  höchst  einfdnniir- 
und  streng  abgemessenes.  Wir  schliefen  alle  zusammen  in  einem  grosi^c 
Saale  unter  Aufsicht  eines  Lehrers.  Auf  seinen  Ruf  erhoben  wir  uns  tu: 
öYg  Uhr  des  Morgens,  wuschen  uns  und  zogen  uns  an,  um  uns  sodaur 
zum  gemeinschaftlichen  Frühstück  hinunter  zu  begeben,  das  aus  Milch  tu>: 
Semmel  bestand.  Der  sehr  geräumige  Schlafsaal  wurde  selbst  bei  d-: 
strengsten  Kälte   nicht  geheizt,  und  so  kam  es  denn  oft  im  Winter,  di^' 
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ich,  wenn  es  recht  hart  gefroren  hatte,  aus  dem  steinernen  Wasserkruge 
mit  dem  Stiefelknechte  das  Eis  loshauen  musste,  um  den  Neptun  aus 
seiner  krjstallenen  Behausung  hervorzulocken.  —  Nach  genossenem  Früh- 
stück fertigten  wir  die  aufgegebenen  Arbeiten;  um  8  Uhr  begannen  die 
Lektionen  und  dauerten  bis  4  Uhr  Nachmittags  mit  einer  Unterbrechung 
von  zwei  Stunden  für  eine  kleine  Erholung  und  das  Mittagsbrot,  an  dem 
in  einem  grossen  Saale  Lehrer  und  Schüler  auf  gleiche  Weise  Teil  nahmen. 
Bis  6  Uhr  war  wieder  Arbeitsstunde;  den  Abend  hatten  wir  frei  und  konnten 
uns  nach  Belieben  unter  Aufsicht  des  Lehrers  beschäftigen.  Wenn  sich 
hier  ein  Lehrer  nicht  das  nötige  Ansehen  zu  geben  wusste,  so  brach  der 
jugendliche  Uebermut  um  so  stärker  heryor,  je  strenger  er  die  übrige 
Zeit  in  Fesseln  erhalten  wurde.  —  Der  Direktor  war  so  gütig,  mich  in 
den  Winterabenden  das  Schachspiel  zu  lehren,  welches  mir  viel  Vergnügen 
gewährte. 

Uebrigens  waren  wir  fast  immer  in  den  Zimmern  oder  auf  dem  Hofe 
eingeschlossen  und  bekamen  die  Stadt  kaum  zu  sehen. 

Mein  Gesundheitszustand  war  während  dieser  Zeit  ein  sehr  trauriger, 
wahrscheinlich  zum  Teil  eine  Folge  der  ungewohnten  Strenge,  die  vielleicht 
für  andere  junge  Leute  recht  vorteilhaft  sein  mag,  aber  auf  meine  Per- 
sönlichkeit gerade  die  entgegengesetzte  Wirkung  hervorbrachte.  Nicht  allein, 
dass  ich  fortwährend  an  einer  trüben  Stimmung  litt  und  nie  recht  munter 
sein  konnte,  ich  war  auch  von  Zeit  zu  Zeit  recht  ernstlich  und  oft  ge- 
fährlich krank  und  musste  mit  Fieber  und  Kopfentzündungen  kämpfen. 
Da  ich  fast  immer  unwohl  war,  so  glaubte  man  zuletzt,  dass  ich  mich  nur 
verstelle,  und  so  hatte  ich  neben  meinen  Schmerzen  auch  noch  bittere 
Kränkungen  zu  ertragen,  denn  der  Gesunde  und  Starke  schaut  auf  den 
Kränklichen  und  Schwachen  gewöhnlich  mit  Verachtung,  und  so  macht  es 
besonders  die  Jugend.  Ich  musste  schon  früh  erfahren,  was  Leiden  heisst, 
und  die  bittere  Frucht  des  Lebens  kennen  lernen;  meine  sehr  reizbare 
Gemütsstimmung  liess  mich  alles  doppelt  empfinden,  was  Andere  kaum 
beiührte.  Doch  murre  ich  hierüber  nicht,  und  aus  derselben  liebenden  Hand 
des  Schöpfers,  die  mir  Anlagen  und  Liebe  zur  Wissenschaft  schenkte,  em- 
pfange ich  auch  die  mir  beschiedenen  Leiden  mit  Ergebung. 

Ln  September  des  Jahres  1837  verliess  ich  endlich  die  Cauersche 
iVnstalt  und  kehrte  nach  langer  Trennung  in  den  Kreis  meiner  Familie 
zurück,  die  damals  aus  meinen  Eltern,  mir  und  einer  kleinen  Schwester 
von  sechs  Jahren  bestand,  an  der  ich  mit  grosser  Zärtlichkeit  hing,  die  mir 
aber  nach  dem  Willen  Gottes  bald  darauf  durch  den  Tod  entrissen  wurde. 

Von  dieser  Zeit  an  habe  ich  bis  zum  Juli  des  verflossenen  Jahres  1842 
die  Gymnasien  der  Hauptstadt  besucht  und  zwar  das  Friedrich-Wilhelmsche 
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des  Herrn  Direktor  Spilleke  mhmwürdigen  Andenkois,  auf  dem  id  0- 
tertia  und  die  beiden  Sekunda  durchmachte,  und  dann  hei  dem  Htr. 
Direktor  Bonnell  die  Prima  des  Werderschen  Gymnasii.  Diese  neae  Peri  i* 
meines  Lebens  war  wieder  ziemlich  gleichf5nnig;  ich  ging  alle  Tage  u. 
dem  Gymnasium,  kam  nach  Hanse,  machte  meine  Schularbeiten  nnd  v:' 
wendete  dann  die  ganze  mir  übrige  Zeit  auf  meine  matiiematisehai  B- 
sch&ftignngen. 

Meine  Neigung  zur  Mathematik  wurde  jetzt  so  yoihenrachend,  dass : . 
oft  darüber  das  Andere  vemachlftssigte,  und  meine  Fortschiitte  m  :-: 
übrigen  Lehrgegenständen  keineswegs  glänzend  genannt  werdeD  koni'^- 
Wenn  nun  auch  deshalb  meine  Lehrer  nicht  so  überaus  mit  mir  znfiiedec  ^- 
konnten,  so  leistete  ich  doch  so  ziemlich  das  Angegebene  nnd  kau  . 
der  gehörigen  Zeit  durch  die  Klassen. 

Ich  hatte  mich  schon  damals  fest  entschlossen,  mich  dem  Stndion:  i* 
Mathematik  zu  widmen,  und  ohne  erst  zu  fragen,  welche  Laufbahn  :i 
auf  diesem  Wege  ofifen  stände,  folgte  ich  hierin  nur  meiner  Neignug^r. 
einer  inneren  Stimme.  —  Darin  bin  ich  in  der  That  glücklicher,  als  T^r. 
junge  Leute  in  meiner  Lage,  dass  mir  die  Natur  selbst  eine  so  bestki 
Richtung  fur's  ganze  Leben  vorgezeichnet  hat,  von  der  ich  nicht  abwei>: 
kann  und  auf  die  ich  nach  Abschweifungen  in  andere  Gebiete  bn- 
wieder  durch  eine  innere  Gewalt  zurückgeführt  werde.  Traurig  scheinT'' 
mir,  wenn  Jünglinge,  die  studieren  wollen,  von  einem  zum  andon  schwaii-- 
bald  dieses  bald  jenes  ergreifen  und  wieder  fallen  lassen,  und  oft  im  It'i' ' 
Semester  ihres  Besuches  von  Prima  nicht  wissen,  was  sie  nun  eigtn-' 
studieren  sollen.  Wie  viele  studieren  auch  blos  aus  falscher  Eitelkeit.  ^' 
sie  sich  schämen,  ein  Handwerk  zu  ergreifen  oder  sich  irgend  einem  acd^ 
Berufe  zu  widmen,  während  doch  am  Ende  jede  Stellung  dem  Manne  k 
Ehre  gereicht,  der  in  ihr  mit  Lust  und  Liebe  seine  Pflicht  erfüllt.  ^' 
nicht  in  sich  den  Beruf  und  wahre  Liebe  zur  Wissenschaft  veßpmi,  i-- 
mag  nicht  studieren;  wenn  er  sich  auch  noch  so  viele  positive  Kenntcis- 
vielleicht  mühselig  zusammenrafft,  immer  bleibt  er  ein  dürftiger  Nachbete' 
ein  Ungeweihter,  und  nie  wird  er  sich  zur  Selbständigkeit  erheben  u 
mit  sch(Jpferischer  Eraft  der  Begeisterung  die  Grenzen  der  Wissenset^'^ 
hinausrücken. 

Es  würde  zu  weitläufig  sein,  wenn  ich  mich  genau  über  den  ^^- 
aussprechen  wollte,  den  ich  bei  meinen  mathematischen  Bemühungen  ;:' 
gangen  bin.  Nur  im  Allgemeinen  Folgendes.  —  Was  mich  an  der  Mat. 
matik  so  gewaltig  und  ausschliessend  anzog,  war,  neben  dem  Inhalte  seil-*- 
besonders  die  eigentümliche  Art  der  Denkthätigkeit,  mit  welcher  die  maü)' 
matischen  Dinge  behandelt  werden.     Diese  Art  des   Schliessens  und  Aa* 


^--- 
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findens  neuer  Wahrheiten  aus  den  alten,  sowie  die  ausserordentliche  Klar- 
heit und  Evidenz  der  Satze,  und  das  Geistreiche  der  Ideen,  welcher  ganze 
Theorien  zu  Grunde  liegen,  hatte  einen  unwiderstehlichen  Beiz  für  mich. 
Keine  andere  Wissenschaft  schien  eine  so  reiche  Ernte  und  einen  so  un- 
erschöpflichen Stoff  zur  Ausübung  dieser  Oeistesthätigkeit  darzubieten. 
Kant  zeigt  ganz  deutlich  in  seiner  Kritik,  dass  dieses  Feld  das  einzige  ist, 
auf  dem  der  menschliche  Geist  sich  ohne  alle  Schranke  ergehen  und  ohne 
Aufhören  a  priori  die  glänzendsten  Entdeckungen  machen  kann;  in  der 
That  ohne  Aufhören,  da  jede  neue  Konstruktion,  von  einem  genialen  Geiste 
geleitet,  neue  Resultate  hervorbringen  muss  Ich  gewöhnte  mich  bald 
daran,  von  den  einzelnen  Sätzen  ab  schärfer  in  den  Zusanmienhang  zu 
dringen  und  ganze  Theorien  als  eine  Einheit  aufzufassen.  So  ging  mir  die 
Idee  des  mathematisch  Schönen  auf.  Es  giebt  ein  solches  mathematisch 
Schöne,  ebenso  wie  ein  aesthetisch  Schönes,  welches  man  aber  nur  dann 
erst  begreift,  wenn  man  voll  Begeisterung  ein  ganzes  System  von  Ent- 
wickelungen,  welche  sich  an  eine  Hauptidee  schliessen  und  durch  ihre  Ge- 
meinschaft zu  einem  Endresultate  führen,  in  ihrer  Verkettung,  Harmonie, 
und  Genialität  als  ein  organisches  Ganze  wie  ein  Gemälde  im  Geiste  über- 
schaut. Es  giebt  auch  einen  mathematischen  Takt  oder  Geschmack,  der  der 
Untersuchung  gleich  von  vom  herein  ansieht,  ob  sie  zu  einem  Resultate 
führen  werde  oder  nicht,  und  die  Betrachtungen  und  Entwickelungen  dem- 
gemäss  leitet. 

Nachdem  ich  mir  durch  eigenes  Studium  (denn  einen  Privatlehrer 
hatte  ich  nie)  die  Elementarkenntnisse  erworben  hatte,  ging  ich  zur  höheren 
Mathematik  über  und  studierte  ausser  andern  Büchern  über  diese  Gegen- 
stände besonders  die  herrlichen  Werke  von  Euler  und  Lagrange  über  die 
Differential-  und  Integralrechnung.  Da  ich  es  mir  zum  Gesetz  machte. 
Jede  neue  Theorie,  sobald  ich  sie  verstanden  hatte,  gleich  schriftlich  aus- 
zuarbeiten, so  prägten  sich  mir  die  Dinge  weit  tiefer  ein,  und  ich  beherrschte 
sie  vollkommen,  wozu  noch  kam,  dass  ich  jede  Sache  auf  mannigfaltige 
Arten  kennen  zu  lernen  suchte.  Oft  spazierte  ich  im  Garten  oder  Zimmer 
auf  und  ab  und  demonstrierte  mir,  gleichsam  mich  selbst  unterrichtend, 
^anze  Reihen  von  Sätzen  vor,  deren  Beweise  mir  klar  waren.  Ich  kann 
diese  Methode  als  sehr  praktisch  empfehlen.  Das  Docieren  war  überhaupt 
meine  Neigung  und  ich  hätte  dieselbe  gern  an  meinen  Mitschülern  be- 
friedigt, wenn  diese  nicht  meiner  Begeisterung  mit  einer  wahren  Eises- 
Icälte  entgegengetreten  wären,  und  wenn  ich  nicht  hätte  mit  Betrübnis 
l>emerken  müssen,  wie  wenig  Interesse  die  jungen  Leute  an  einer  Wissen- 
schaft nahmen,  die  ich  meinerseits  mit  aller  Liebe  umfasste,  deren  ich 
mir  fähig  war. 
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Als  ich   in  der  höheren  Analjsis  schon  ziemlich  fest  war,  wnrdr : : 
durch  andere  Betrachtungen   auf  die  Zahlentheorie  geführt,  die  ich  Hl 
merkwürdiger  Weise  für  nnfrnchtbar  gehalten  hatte.     Ich  erkannte  itti 
Irrtum  und   legte   mich  nun  mit  um  so  grösserem  Eifer  auf  diesen  Z« . 
der  Mathematik,  der  in  der  Art  der  Behandlung  und  dem  Stoffe  nach  v 
den  übrigen  Teilen  durchaus  abweicht,  so  dass  er  ganz  getrennt  von  h- 
sein   unabhängiges  Bestehen  in  sich  selbst  hat,   obgleich  die  höchsten  x 
feinsten   Partien    beider   Wissenschaften    sich  jetzt    durch  Dirichlet's  .1 
Jacobi's    Forschungen    aneinander    zu    neigen     scheinen.      Dieser  d}.:-. 
schwierigen    und    doppelt   interessanten    Wissenschaft    wandte  ich  sfi: 
meinen  Hauptfieiss  zu,  und  ich  habe   mir  das  Meiste  und  Wiehtigsk  r. 
derselben  zu  eigen  gemacht;  besonders  bin  ich  auch  zu  ihren  nenestec  £1 
deckungen  vorgedrungen.     Die  Zahlentheorie  ist  den  Mathematiken  ? 
wegen  ihrer  Eigentümlichkeit  weniger  bekannt;   aber  sie  scheint  jetzt  >: 
wichtigsten  Platz  in  der  Mathematik  einnehmen  und  zur  Basis  aller  oeaeM 
Forschungen   dienen  zu  wollen,  wie  z.  B.  die  Kreisteilung  von  Ganss  u 
Dirichlet's   Theorie    der  Anzahl    der   quadratischen   Formen   beweist.  A 
ihr  habe   ich  daher  auch   einen  Gegenstand,   der  sich  gut  abrandec  !lt 
gewählt,  um  ihn  als  eine  Art  Probearbeit  einer  Hochwohllöblichen  PrätiT' 
kommission  vorzulegen. 

In  den  Jahren  1840  bis  1842  besuchte  ich  die  KoUegia  des  Professor": 
an  der  Universität  und  zwar  mit  einer  solchen  Energie  und  Eifer,  diS'- 
kaum  die  Zeit  von  einer  Stunde  zur  anderen  abwarten  konnte.  A. 
nahm  ich,  wenn  es  die  Zeit  erlaubte,  an  den  Vorlesungen  des  grc^^ 
Lejeune  Dirichlet  Teil,  der  uns  jetzt  leider  auf  einige  Zeit  veriasseßt»- 
um  in  freundlicheren  Zonen  seine  edle  Lebenskraft  zu  stärken;  mit  seii' 
würdigen  Lobe  möchte  ich  mein  ganzes  Leben  ausfüllen,  hielte  ich  es  n.: 
für  Anmassung,  meine  schwache  Stimme  da  hinzuzufügen,  wo  so  allgfiD'- 
Anerkennung  der  erhabensten  Geister  stattfindet.  Selbst  wenn  ich.  '^ 
mit  Homer  zu  reden,  ein  ehernes  Herz  und  eine  tausendfältige  Zunge  ii*-' 
würde  ich  nicht  die  Begeisterung  schildern  können,  in  die  Dodch  die  grjs- 
artigen  und  genialen  Entdeckungen  dieses  ungeheuren  Kopfes  nicht  du: 
einem,  sondern  fast  in  allen  Gebieten  der  Mathematik  versetzt  haben;  ^ 
sich  inmier  in  den  verwickeltsten  Theorien  ein  einfacher,  schöner  und  f^- 
Hauptgedanke  zum  Grunde  legt,  an  den  sich  das  G*nze  wie  um  eur- 
Mittelpunkt  anreiht,  wie  er  immer  den  wahren  Kern  herauszufinden  ^' 
so  dass  man,  wie  man  auch  nachher  den  Gegenstand  anders  dreheiHD** 
doch  einsieht,  das  war  es,  worauf  es  ankam,  so  und  nicht  anders  miüs 
es  gemacht  werden.  —  Das  wesentliche  Princip  der  neueren  mathematisi  '• 
Schule,  die  durch  Gauss,  Jacobi  und  Dirichlet  begründet  ist,  ist  im  "^'^ 
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Satz  mit  der  älteren,  dass  während  jene  ältere  durch  langwierige  und  ver- 
wickelte Rechnung  (wie  selbst  noch  in  Gauss'  Disquisitiones)  und  Deduktionen 
zum  Zweck  zu  gelangen  suchte,  diese  mit  Vermeidung  derselben  durch 
Anwendung  eines  genialen  Mittels  in  einer  Hauptidee  die  Gesammtheit 
eines  ganzen  Gebietes  umfasst  und  gleichsam  durch  einen  einzigen  Schlag 
das  Endresultat  in  der  höchsten  Eleganz  darstellt.  Während  jene,  von 
Satz  zu  Satz  fortschreitend,  nach  einer  langen  Reihe  endlich  zu  einigem 
fruchtbaren  Boden  gelangt,  stellt  diese  gleich  von  vom  herein  eine  Formel 
hin,  in  welcher  der  vollständige  Kreis  der  Wahrheiten  eines  ganzen  Ge- 
bietes konzentriert  enthalten  ist  und  nur  herausgelesen  und  ausgesprochen 
zu  werden  darf.  Auf  die  frühere  Art  konnte  man  die  Sätze  zwar  auch 
zur  Not  beweisen,  aber  jetzt  sieht  man  erst  das  wahre  Wesen  der  ganzen 
Theorie,  das  eigentliche  innere  Getriebe  und  Räderwerk.  So  gründet  z.  B. 
Jacobi    auf  die    einzige  Idee,    dass    in    dem  Differentiale    einer  rationalen 

Funktion  jede  Potenz  von  x  nur  nicht  das  Glied  —  vorkommen  könne,  die 

ganze  Theorie  die  Umkehrung  der  Reihen  in  aller  Vollständigkeit,  Gauss 
auf  eine  eigentümliche  Anordnung  der  ganzen  Zahlen  nach  den  Exponenten 
ihnen  congruenter  Potenzen  seine  grossartige  Theorie  der  Kreisteilung, 
an  der  Jahrtausende  verzweifelt  hatten,  (seit  Euclid  war  nichts  hinzu- 
gekommen). Doch  genug  hiervon,  der  Mathematiker  darf  seine  Begeisterung 
nicht  zu  sehr  in  Worte  ausgiessen;  dies  bleibt  dem  Dichter  und  Künstler 
vorbehalten,  der  seine  Kunst  im  Gesänge  bis  an  den  Himmel  erheben  und 
ihre  Herrlichkeit  in  glänzenden  Bildern  ausschmücken  kann;  in  eine  so 
ernste  und  hohe  Wissenschaft,  wie  die  Mathematik,  darf  sich  die  Phantasie 
nicht  einmischen,  hier  ist  nur  redliches  Forschen  und  eifriges  Weiterdringen 
am  Platze,  jedes  weitläufige  unwissenschaftliche  Sprechen  über  die  Gegen- 
stände entfernt  schon  von  ihrem  wahren  Geiste:  Das  beseligende  Gefühl, 
das  von  demjenigen  empfunden  wird,  der,  von  ihren  Wahrheiten  durch- 
drungen, ihren  eigentlichen  Wert  zu  schätzen  versteht,  ist  für  sie  der 
herrlichste  Weihrauch. 

Nachdem  ich  so  mein  mathematisches  Leben  und  Treiben  geschildert, 
welches  fast  meine  ganze  Zeit  ausfüllte  und  meine  ganze  Energie  in  An- 
spruch nahm,  habe  ich  nur  noch  wenig  von  dem  Uebrigen  hinzuzufügen.  — 
Meine  Lektüre  war  sehr  gewählt,  sie  wurde  von  meiner  Mutter  geleitet. 
An  Romanen  xmd  schwülstigen  Sachen,  welche  sonst  junge  Leute  mit  einer 
wahren  Wut  zu  verschlingen  pflegen,  fand  ich  gar  keinen  Gefallen  und 
so  habe  ich  meine  Phantasie  so  ziemlich  rein  erhalten.  Nur  klassische 
und  wirklich  bildende  Bücher  las  ich  und  zog  aus  diesen  die  Stellen 
schriftlich  aus,  die  mich  am  meisten  interessierten,  indem  sie  mir  entweder 
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auffallend  oder  wegen  ihres  Inhaltes  wichtig  erschienen;  anch  fügte  i. 
zuweilen  eine  Beurteilung  des  Buches  hinzu,  wie  es  mich  zur  Zeit  beitbr^ 
Auf  diese  Weise  konnte  ich  bemerken,  wie  sich  nach  und  nach  Gesdma: 
und  Urteil  des  Knaben  verbesserte  oder  wenigstens  änderte.  Aach  fahr 
ich  ein  ziemlich  regelmässiges  Tagebuch,  worin  ich  nicht  alleiii  die  h 
eignisse  verzeichnete,  sondern  auch  besonders,  wie  ich  sie  aufgefas^  t: 
was  ich  dabei  gedacht  und  empfunden  hatte,  und  auch  hier  zeigte  sieb  z- 
wie  die  Ansichten  in  den  verschiedenen  Perioden  des  Lebens  schwaEi-- 
und  wechseln. 

In  die  Wahrheiten  der  christlichen  Religion  wurde  ich  von  d: 
Herrn  Konsistorialrat  Hossbach  eingeweiht;  ich  genoss  seinen  Untmi 
in  den  Jahren  39  und  40.  Ostern  1840  wurde  ich  durch  meine  feierüi 
Einsegnung  in  den  Bund  und  die  Gemeinschaft  derjenigen  Christa  i. 
genonmien,  welche  ihr  Glaubensbekenntnis  öffentlich  abgelegt  und  t>i 
haben,  durch  ihre  Gesinnung  und  ihren  Wandel  sich  als  wahre  iöis^' 
Christi  ihres  Meisters  und  Erlösers  würdig  zu  bezeigen. 

Bis  zum  Ende  dieser  Lebensperiode  nämlich,  bis  zum  Juni  v.  Js^  ^' 
mein  Leben  in  ziemlicher  Gleichförmigkeit  der  Alltäglichkeit  geblieben  «"^ 
es   bei  dem  fortwährenden  Aufenthalte  in  einer  und  derselben  Stadt  'y^' 
deren  nächsten  Umgebung  kaum  anders  sein  konnte.     Jetzt  soDte  B  »- 
längere   Zeit  Vaterstadt  und  Vaterland   verlassen,  um   in  fremdem  Lr 
neue  Menschen,  neue  Sitten,  ein  ganz  neues  Leben  kennen  zu  lernen.  I' 
der  Vater  schon  seit  zwei  Jahren  sein  Geschäft  nach  England  verlegt  bi: 
so   reiste  ich  mit  der  Mutter  den  Sommer  des  vorigen  Jahres  dorÜiiii  '^ 
habe  bis  vor  zwei  Monaten  in  England,  Wand  und  Wales  mich  aufgehi^- 
Was  ich  auf  dieser  Reise,   die  mich  Stubengelehrten  auf  einmal  in's  wf- 
Leben  hinauswarf,  alles  gesehen  und  erfahren,  wie  ich  mit  Wehmut  U 
Hamburg  in  Asche  liegen  sah,  wie  ich  grosse  Städte   kennen  lernte  ^' 
ihren  Merkwürdigkeiten  und  den  Wunderwerken  des  menschlichen  Erfndut.'^ 
geistes,  Eisenbahnen  unter  Felsen  und  den  Fundamenten  der  Häuser,  W^^' 
unter  den  Betten  der  Flüsse,   grossartige  Kanäle  und  Häfen,  Bewei«  ^'- 
Ungeheurem,   was    die  Kraft   der  Menschen  vereint  leisten  kann,  wie' 
herrliche  Landschaften  durchreist  bin,   ausgeschmückt  mit  den  lieblickk: 
Reizen  der  Natur,  wie  mich  der  Anblick  des  majestätisch  sich  ansbreiteuöf^ 
unermesslichen  Meeres  berührt  hat,  wie  ich  sechs  grosse  Seereisen  geB^tf 
habe,  unter  ihnen  eine  sehr  gefährliche  zwischen  den  Klippen  von  Angl^^^- 
durch    die    ungeheure    Kettenbrücke,    unter   deren   Hauptbogen  das  g«^ 
Berliner  Schloss  mit  Bequemlichkeit  Platz  findet,  und   unter  welcher  nit 
mit  aufrechtstehenden  Masten  hindurchsegelt,   wie  ich  den  Snowdon,  <^. 
höchsten  Berg  Englands  bestieg,  wie  ich  die  Bekanntschaft  grosser  MSd^' 
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als  0.  Conners,  gemacht  habe  und  die  bitterste  und  schmutzigste  Armut 
neben  dem  üppigsten  und  glänzendsten  Reichtum  erblickte;  wie  ich  ein 
Volk  sah,  welchem  der  Staat,  die  Politik  und  seine  Freiheit  alles  ist,  ein 
Volk,  das  weit  entfernt  von  der  Aeusserlichkeit  und  schalen  Benommisterei 
der  andern  Länder,  nur  das  schätzt  und  dem  Wert  beilegt,  was  wirklich, 
was  gediegen,  was  nützlich  ist,  wie  ich  besonders  den  Geist  der  dortigen 
Universitäten  kennen  zu  lernen  suchte,  um  ihn  mit  dem  der  unsrigen  zu 
vergleichen,  wie  endlich  diese  ungeheure  Mannigfaltigkeit  der  Eindrücke  die 
ganze  Gestaltung  meines  innem  und  äussern  Lebens,  Urteil  und  Lebens- 
anschauung wesentlich  verändert  und  modifiziert  hat,  so  dass  ich  durch 
diese  Reise  ein  ganz  anderer  Mensch  geworden  bin:  dieses  alles  der  Reihen- 
folge nach  mit  gehöriger  Klarheit  und  Deutlichkeit  auseinanderzusetzen  und 
zu  beschreiben,  würde  allein  den  Raum  mehrerer  Bogen  erfordern  und  also 
die  dieser  Arbeit  gesteckten  Grenzen  bei  Weitem  überschreiten.  Gern  und 
mit  grossem  Vergnügen  würde  ich,  wenn  ich  nicht  eine  Hochwohllöbliche 
Prüfungskommission  zu  ermüden  fürchten  müsste,  in  einer  besonderen  Arbeit 
Derselben  eine  vollständige  Beschreibung  meiner  Reise  vorlegen,  die  ich 
hier  wegen  der  zu  grossen  Menge  des  Stoffes  bei  Seite  zu  lassen  mich  ge- 
nötigt sehe.  —  Genug,  die  Sehnsucht  nach  meinem  Vaterlande  und  der 
Wunsch  ihm  nützlich  zu  werden,  so  wie  auch  Familienangelegenheiten 
haben  mich  wieder  zurückgeführt,  da  ich  in  der  That  schon  die  Absicht 
hatte,  mich  in  Dublin  niederzulassen  und  meine  Studien  dort  fortzusetzen. 
Ich  bin  gekommen,  um  mich  nun  mit  neuem  Eifer  und  Fleisse  auf  die 
Studien  zu  legen,  die  ich  auf  meiner  Reise  nicht  im  mindesten  vernach- 
lässigt habe.  So  stehe  ich  denn  auf  dem  Punkte,  mir  mit  Gottes  Hülfe 
durch  das  Bestehen  der  Abiturienten -Prüfung  die  Erlaubnis  zum  recht- 
mässigen Besuche  der  Universität  und  die  Aussichten  auf  eine  Carriere  im 
Preussischen  Staate  zu  erwirken. 

Dies  ist  in  kurzer  Uebersicht  die  Schilderung  meines  verflossenen 
Lebens.  Es  ist  das  Leben  eines  zwanzigjährigen  Jünglings,  der  erst  in  die 
Welt  eintritt  und  der  nicht  wie  der  gereifte  Mann  oder  der  thatenumgebene 
Greis  auf  eine  kräftige  Fülle  von  stolzen  und  segensreichen  Werken  zurück- 
schauen  kann.  Es  ist  arm  an  Leistungen,  Thaten,  Verdiensten,  aber  doch 
vielleicht  nicht  arm  an  allem  guten  Stofif;  es  enthält  die  Entschlüsse  und 
Vorsätze  für  das  künftige  Leben  und  die  Keime  zu  allem  Guten  und 
Schönen,  welches  sich  einst  später  entwickeln  kann.  —  Aber  auch  die 
Weise  der  Auffassung  bei  dieser  Lebensbeschreibung  und  die  Art  der  Be- 
urteilung ist  die  eines  Jünglings;  wenn  sich  daher  manche  einseitige 
Darstellung,  mancher  fehlerhafte  Gedanke,  manches  unrichtige  Urteil  vor- 
finden  sollte,  so  macht   doch  gerade  diese  Mangelhaftigkeit  die  Arbeit  zu 

▲bb.  cur  Oeach.  der  Mathem.  VII.  11 
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dem,  was  sie  eigentlich  sein  soll,  eine  selbstständig  verfEisste  Schildemi. 
des  vom  jetzigen  Standpunkt  in  objektiver  Anschauung  aufgefassten  Lek:-. 
Indem  ich  also  hiermit  diesen  jugendlichen  Versuch  der  Nachsicht  nri 
Wohlgewogenheit  Einer  Hochwohllöblichen  PrQfungskonunission,  dem  s^b 
verehrten  Herrn  Direktor  und  den  hochgeschätzten  Herrn  Professoren  :-: 
Lehrern  des  Gymnasii  zur  Ansicht  vorlege,  wage  ich  es,  auch  mich  mi 
meine  jetzigen  Wünsche  ganz  gehorsamst  Deren  Gunst  zu  empfehlen. 

Einer  Königlichen  Preussischen  Hochwohllöblichen  Prüfungskommissloi 

Ganz  Ergebenster  Diener 

Gotthold  Eisenstein 
wohnhaft  Sopbienstr.  No.  24  bei  Hr.  Wentiel 

Berlin  im  August  1843. 


Der  Eisenstein'schen  Vita  war  noch  ein  längeres,  „Begeistenmg'' ^ 
titeltes  Gedicht  beigefügt.  Ich  habe  dasselbe  trotz  darin  enthaltener  häbrii'^ 
Gedanken  hier  nicht  mit  aufgenommen,  weil  es  mir  mehr  den  idealen  ^ 
als  das  poetische  Geschick  des  Verfassers  zu  bekunden  schien.  Dag^ 
dürften  die  folgenden,  die  Darstellung  ergänzenden  Notizen  nodi  s: 
Platze  sein. 

Die  Eltern  von  Ferdinand  Gotthold  Max  Eisenstein  waren  beies 
Danzig  geboren,  der  Vater,  Johann  Konstantin,  am  3.  Sepi  1791,  ^ 
Mutter,  Helene  geb.  Pollack,  am  10.  April  1799.  Beide  bekannten  sii 
nach  den  vor  mir  liegenden  amtlichen  Mitteilungen,  zu  der  evangeliscfc^> 
Konfession;  doch  lassen  verschiedene  Umstände  nicht  zweifelhaft  eßclreirtt 
dass  sie  jüdischer  Abstammung  waren.  Das  Schwesterchen,  welches  Esenfi''- 
in  seiner  Vita  erwähnt,  hiess  Anna  Mathilde  Margarethe;  es  wurde  1^3^ 
geboren  und  starb  1840.  Der  Vater  war  Kaufmann.  Er  wird  in  ^ 
amtlichen  Registern  als  Plattirfabrikant,  Kommissionär  und  Agent  r^ 
geführt;  jedenfalls  scheint  seine  Beschäftigung  eine  wechselnde  geweses  r. 
sein.  Mit  Rücksicht  auf  sein  Verhältnis  zu  seinem  Sohne  Got&old  ist  c: 
Bemerkung  nicht  ohne  Interesse,  dass  er  gleichzeitig  mit  diesem,  Juni  1^ 
aus  England  nach  Berlin  zurückkehrte.  Mit  der  Berufswahl  seines  Sobtj 
war  er  oflfenbar  nicht  einverstanden;  dieser  wohnte  weder  als  Stodentne^- 
später  als  Docent  in  dem  elterlichen  Hause  und  scheint  auch  von  sefflc 
Eltern  keine,  oder  doch  keine  ausreichende  Unterstützung  erhalten  lu  )»^^ 
Schon  am  20.  April  1846  schrieb  Gotthold  Eisenstein  an  Sttra:  „Es  ^^ 
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mir  hier  an  aller  Geselligkeit,  mit  meinen  Verwandten  bin  ich  ganz  zer- 
fallen, denn  dies  sind  Geldleute,  die  mich  nicht  verstehen  und  die  ich  nicht 
verstehe,  . .  .  /^  Es  sei  noch  hinzugefügt,  dass  die  Eltern  Eisensteins  bis 
Ende  1869  in  Berlin  wohnten  und  dann  nach  Charlottenburg  übersiedelten, 
wo  beide  hochbetagt  starben,  der  Vater  am  28.  November  1875,  die  Mutter 
am  28.  Juli  1876. 

Zu  den  Lehrern  Eisensteins  gehörte  auch  Schellbach,  der,  wie  mir 
Herr  Fürstenau  mitteilte,  bis  Ostern  1842  den  mathematischen  Unterricht 
in  den  obersten  Klassen  des  Friedrich- Werderschen  Gymnasiums  erteilte  und 
dann  an  das  Friedrich- Wilhelms-Gjnmasium  berufen  wurde.  Doch  war  wohl 
Eisenstein,  der  schon  als  Gjrmnasiast  die  Vorlesungen  von  Ohm  und  Dirichlet 
besuchte,  dem  Schellbach'schen  Unterrichte  damals  längst  entwachsen. 

Auf  Grund  des  am  22.  Sept.  1843  erhaltenen  Reifezeugnisses  wurde 
Eisenstein  am  21.  Oktober  desselben  Jahres  an  der  Friedrich -Wilhelms- 
Universitfit  zu  Berlin  unter  dem  Rektorate  Lachmanns  immatrikuliert. 
Seine  ersten  grösseren  Ferien,  Ostern  1844,  benutzte  er  zur  Erfüllung 
seines  sehnlichsten  Wunsches:  die  Bekanntschaft  mit  Gauss  zu  machen. 
Mit  welcher  Verehrung  er  an  diesem  hing,  davon  zeugen  nicht  nur  alle 
seine  wissenschaftlichen  Arbeiten,  sondern  auch  die  zahlreichen  Aussprüche, 
in  denen  er  bei  jedem  sich  bietenden  Anlasse  bewundernd  auf  Gauss  hin- 
weist. „Durch  Gauss  habe  ich  nun  einmal  meine  mathematische  Bildung 
erlangt,'^  schreibt  er  gelegentlich  an  Stern,  und  ein  anderes  Mal:  ,,An 
Gauss  brauche  ich  wohl  keinen  Gruss  zu  bestellen,  denn  zu  dem  lieben 
Gott  kann  man  nur  beten  und  bewundernd  emporblicken."  Umgekehrt 
brachte  aber  auch  Gauss  dem  kaum  21jährigen  Mathematiker  eine  hohe 
Wertschätzung  entgegen.  Und  was  noch  mehr  ist,  er  wusste  dieselbe 
auch  thatkräftig  zu  bekunden.  Es  ist  das  grosse  Verdienst  von  Gauss, 
namentlich  durch  Vermittelung  Alexanders  von  Humboldt  Eisenstein  die 
Wege  geebnet  und  ihn  vor  den  drückendsten  Sorgen  bewahrt  zu  haben. 

Während  der  in  Göttingen  zugebrachten  Ferien  trat  Eisenstein  auch 
in  näheren  Verkehr  mit  Stern,  mit  dem  ihn  bald  eine  herzliche  Freund- 
schaft vereinigte.  Die  Briefe,  welche  Eisenstein  an  Stern  in  den  Jahren  1844 
bis  1850  richtete,  sind,  abgesehen  von  ihrem  wissenschaftlichen  Lihalte,  von 
um  so  höherem  Interesse,  als  sie  nicht  nur  eine  Uebersicht  über  die  Ent- 
wicklung der  äusseren  Lebensverhältnisse  Eisensteins  darbieten,  sondern  auch 
einen  Einblick  in  die  Seelenvorgänge  dieses  merkwürdigen  Mannes  gewähren, 
dem  es  durch  eine  verhängnissvolle  Verkettung  von  Umständen  und  jeden- 
falls nicht  durch  eigne  Schuld  allein  versagt  war,  zu  einer  seinen  hohen 
Geistesgaben  entsprechenden  inneren  Befriedigung  zu  gelangen.  Da  es  nicht 
die  Absicht  dieser  Zeilen  ist,   ein  vollständiges  Lebensbild  Eisensteins  zu 
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entwerfen,  so  kann  ich  mich  darauf  beschränken,  auf  diese  Briefe  zn  r^r 
weisen  und  denselben  noch  einige  wenige  Daten  hinzuzufügen. 

Es  ist  heute  nicht  mehr  leicht,  sich  eine  Vorstellung  davon  zu  bild-- 
welch'  ungeheures  Aufsehen  Eisenstein  bei  seinem  Eintritte  in  die  wias^? 
schaftliche  Welt  erregte.  Kaum  hatte  er  das  Maturitätsexamen  absolTK" 
so  folgten  auch  Schlag  auf  Schlag,  in  fast  unheimlich  kurzen  Interriil^' 
die  Publikationen,  die  ihn  mit  einem  Male  an  die  Seite  der  eisten  Mau 
matiker  des  Jahrhunderts  stellten.  Brachte  doch,  um  nur  eines  b^rr^ 
zuheben,  im  Jahre  1844  der  27.  Band  des  Crelle'schen  Journals  unter :' 
mathematischen  Beiträgen  nicht  weniger  als  1 6,  welche  von  stud.  G.  Ei^^^ 
stein  herrührten!  Man  muss  alles  dies  im  Auge  behalten,  nm  das  r 
erhörte  Ereignis  zu  verstehen,  dass  Eisenstein,  bevor  er  nur  das  drir 
Semester  zurückgelegt  hatte,  von  der  philosophischen  Fakultät  der  Breslic:: 
Hochschule  zum  Doktor  honoris  causa  ernannt  wurde.  Kein  Geringem  ii? 
Jacobi  war  es  gewesen,  der  hierzu  die  Anregung  gegeben  hatte.  .D^- 
15.  Februar  1845  erhielt  der  stud.  phil.  Eisenstein  in  Berlin  wegen  s'ir*? 
ausgezeichneten  mathematischen  Arbeiten  auf  den  Antrag  der  Frofessons 
Kummer  und  Fischer  das  Ehrendiplom  der  Fakultät"  —  so  lautet,  wie  e-' 
Herr  Prof.  Sturm  mitzuteilen  die  Güte  hatte,  die  kurze  aber  inhaltsschw'? 
Notiz  in  dem  Fakultätsprotokolle.  Dass  ein  junger,  noch  nicht  3  Semtsr^ 
zählender  Student,  der  also,  um  einen  drastischen  akademischen  Anste 
zu  gebrauchen,  fast  noch  ein  Fuchs  war,  von  einer  deutschen  ÜniTeis-* 
zum  Ehrendoktor  ernannt  wurde,  dürfte  in  der  Geschichte  der  Wissensü*: 
ohne  Beispiel  dastehen. 

Bei  solchen  wissenschaftlichen  Erfolgen  konnten  materielle  nicht  g»-- 
ausbleiben.  Wie  schon  bemerkt,  verdankte  Eisenstein  dieselben  yoniehnu:.". 
Gauss  und  Alexander  von  Humboldt.  Dem,  was  Eisenstein  hieröber : 
seinen  Briefen  Stern  mitteilt,  füge  ich,  der  historischen  Darstellung  ftn- 
vorgreifend,  im  Wortlaute  bei,  was  mir  neben  anderen  wertyollen  D»t': 
Herr  Geh.  Kanzleirat  Skopnik  aus  den  Akten  der  Berliner  ünireisti' 
gütigst  zur  Verfügung  gestellt  hat: 

„Mittelst  allerhöchster  Ordre  vom  8.  Juli  1846  war  Bisenstm  i 
seiner  Ausbildung  im  Lehrfache  vom  1.  April  1846  ab  auf  3  JsJm  »^^ 
jährliche  Unterstützung  von  500  Thalem  aus  allgemeinen  Staatsfonds  ^<- 
willigt  worden.  Am  14.  September  1849  hat  Eisenstein  um  Poriigewäliras: 
dieser  Unterstützung  gebeten,  in  Folge  dessen  der  Minister  die  philosoplfls^ 
Fakultät  zur  gutachtlichen  Aeusserung  über  den  Erfolg  seiner  bishens^^ 
Lehrwirksamkeit  und  seine  sittliche  Haltung  aufforderte,  y  Die  Fahl^ 
berichtet  sehr  günstig,  umgeht  aber  eine  Empfehlung  zur  weiteren  ünt»- 
Stützung,  weil  sie  von  dieser  bisher  nichts  wusste,  darin  aber  auch  ^s^ 
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Privatdocenten  gegenüber  eine  Benachteiligung  gelegen  hätte.  Der  Erfolg 
war  aber,  dass  Eisenstein  von  Seiner  Majestät  400  Thaler  jährlich  auf 
2  Jahre  erhielt." 

Schon  am  20.  April  1846  schrieb  Eisenstein  an  Stern,  dass  er  sich 
an  der  Berliner  Universität  zu  habilitieren  gedenke,  und  dass  der  Minister 
Eichhorn  ihn  von  der  gesetzlichen  Bestimmung  dispensiert  habe,  wonach  eine 
Habilitation  jeweilen  erst  drei  Jahre  nach  zurückgelegtem  Triennium  zulässig 
sei.  Indessen  dauerte  es  doch  noch  ein  volles  Jahr,  bis  seine  Habilitation 
perfekt  wurde.  Kränklichkeit  und  seine  damit  wohl  zusammenhängende  trübe 
Gemütsstimmung,  der  er  in  einem  späteren  Briefe  an  Stern  (Januar  1848) 
einen  geradezu  rührenden  Ausdruck  zu  geben  wusste,  mögen  Ursache  der 
Verzögerung  gewesen  sein. 

In  seinem  Habilitationsgesuche  —  ich  verdanke  die  Mitteilungen 
über  Eisensteins  Habilitation  den  freundlichen  Bemühungen  von  Herrn 
Prof.  Knoblauch  —  bezeichnete  er  als  Fächer,  über  welche  er  zu  lesen  ge- 
denke: Algebra,  Differenzial-  und  Integralrechnung,  Mechanik,  mathematische 
Physik  und  besonders  Zahlentheorie.  Die  Fakultätssitzung,  in  welcher 
über  Eisensteins  Zulassung  entschieden  wurde,  fand  am  22.  April  1847 
statt.  Konmiissare  der  Fakultät  waren  Dirksen  und  Encke.  In  dem  Gut- 
achten des  letzteren  heisst  es,  Eisenstein  habe  eine  grosse  Anzahl  von  Ab- 
handlungen namentlich  über  Zahlentheorie  geliefert,  „welchen  unsere  vor- 
züglichsten Kenner  dieses  Teiles  der  reinen  Mathematik  einen  sehr  hohen 
Rang  beilegen."  Sonnabend,  den  15.  Mai,  hielt  darauf  Eisenstein  vor  der 
Fakultät  die  Vorlesung  „Ueber  die  Fundamentaleigenschaften  der  ganzen 
rationalen  Funktionen."  Als  eigentliches  Habilitationsdatum  (wie  es  in  die 
Schrift  „Die  Friedrich -Wilhelms -Universität  in  ihrem  Personalbestande  von 
1810  bis  1885"  aufgenonmien  ist)  gilt  das  des  21.  Mai  1847,  an  welchem 
Tage  Eisenstein  seine  öffentliche  Vorlesung  „De  fundamentis  calculi  differen- 
tialis"  gehalten  hat. 

Ueber  die  Vorlesungen,  welche  Eisenstein  an  der  Berliner  Universität 
während  seiner  nur  10  Semester  umfassenden  Docententhätigkeit  teils  an- 
gekündigt teils  gehalten  hat,  giebt  das  folgende  Verzeichnis  Auskunft, 
welches  Herr  Skopnik  aus  den  Universitätsakten  für  mich  auszuziehen  die 
Freundlichkeit  hatte.  Den  Vorlesungstiteln  sind  jeweilen  darauf  bezügliche 
kurze  Bemerkungen  von  Eisenstein  hinzugefügt. 
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Verzeichnis 
der  von  dem  Herrn  Dr.  Eisenstein  an  der  Universität  Berlin  gehaltenem 

Vorlesungen. 

I.  Im  Winter-Semester  1847/48. 

1.  Differenzialrechnung  (privatim).     14  Zuhörer. 

2.  Höhere  Zahlentheorie,  hesonders  der  quadratischen,  kuhischen  und  h- 
quadratischen  Beste  und  Theorie  der  temären  quadratischen  Fonnr: 
(gratis). 

Bei  Gratis -Kollegien  wird  selten  von  den  Zuhörern  angenommen  und  ii- 
daher  die  Anzahl  nicht  genau  anzugeben,    (gez.)  E. 

3.  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  (privatissime).     6  Zuhörer. 

n.   Im  Sommer-Semester  1848. 

1.  Integralrechnung  als  Quelle  der  transcendenten  Funktionen  (privatim 
3  Zuhörer. 

2.  Erläuterung  der  disquisitiones  arithmeticae  von  Gauss  mit  q)ecielis 
Untersuchungen  über  die  Kreisteilungen  (privatissime). 

Nicht  zu  Stande  gekommen,  statt  dessen  ein  publice  über  die  einfad»tci 
Principien  der  Mechanik. 

ni.  Im  Sommer-Semester  1849. 

Mathematische  Besprechungen  über  einzelne  Schwierigkeiten  in  den  Sta^ei 
Die  Integralrechnung. 
Ueber  alle  Theile  der  Mathematik. 

Durch  Krankheit  war  ich  am  Lesen  verhindert. 

rV.   Im  Winter-Semester  1849/50. 
Eine  Repitition  der  Differenzialrechnung.     11  Zuhörer. 
Integralrechnung  und  analytische  Mechanik.     12  Zuhörer. 

V.  Im  Sommer-Semester  1850. 
Die   analytische   Mechanik,    nebst  Entwickelung   der  nötigen    Formeln  &£-» 
der  Integralrechnung.     4  Zuhörer. 

Ich  habe  elliptische  Funktionen  statt  der  Mechanik  gelesen,   weü  letzte? 
von  einem  anderen  Docenten  angezeigt  worden  war.    E. 

VI.  Im  Winter-Semester  1850/51. 
Die  Differenzial-  und  Integralrechnung.     18  Zuhörer. 

Vn.  Im  Sommer-Semester  1851. 
Die   schwierigeren  Teile  der  Integralrechnung  in  besonderer   Hinsicht  ir 
den  heutigen  Standpunkt  der  Wissenschaft. 
Wegen  Krankheit  nicht  gelesen. 
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Vill.  Im  Sommer-Semester  1852. 
Die  Integral-  und  Variationsrechnung  und  als  Einleitung  eine  kurze  Ueber- 
sicht  der  Differenzialrechnung.     18  Zuhörer. 

Oleich  mit  Beginn  seiner  akademischen  Lehrthätigkeit  wurde  Eisenstein 
eine  grosse  Auszeichnung  zu  Teil:  Gauss  veranstaltete  1847  die  bekannte 
Ausgabe  „Mathematische  Abhandlungen^)  besonders  aus  dem  Gebiete  der 
höheren  Arithmetik  und  der  elliptischen  Funktionen  von  Dr.  G.  Eisenstein, 
Privatdocent  an  der  Universität  zu  Berlin"  (Berlin  bei  G.  Reimer  1847) 
und  fügte  derselben  eine  besondere  Vorrede  hinzu,  in  der  er  auf  den  hohen 
Bang  dieser  Abhandlungen  hinwies.  Nachdem  er  von  den  Arbeiten  Euler's 
und  Lagrange's  gesprochen,  ^rt  er  fort:  „Die  vorliegenden  Aufsätze  ent- 
halten soviel  treffliches  und  gediegenes,  dass  durch  dieselben  dem  Verfasser 
ein  ehrenvoller  Platz  neben  seinen  Vorgängern  gesichert  wird,  an  deren 
Arbeiten  jene  sich  würdig  anschliessen." 

Die  Anerkennungen,  welche  Gauss  von  Anfang  an  der  wissenschaftlichen 
Thätigkeit  Eisensteins  zollte,  waren  für  diesen  wahre  Wohlthaten.  Sie 
bildeten  fast  die  einzigen  Lichtpunkte  in  seinem  ireudearmen  Dasein.  Man 
lese  nur,  wie  er  sich  in  seinem  Briefe  vom  20.  April  1846  Stern  gegen- 
über ausspricht:  „Da  Sie,  mein  lieber  Stern,  einen  so  liebevollen  Anteil 
an  meinem  Kummer  nehmen,  so  werden  Sie  gewiss  eine  ebenso  freundliche 
Gesinnung  bei  dem  Angenehmen  beweisen,  was  mich  betrifft.  Es  ist  mir 
eine  grosse  Freude  geworden.  Ich  weiss  nicht,  ob  ich  Ihnen  mitgeteilt 
habe,  dass  Gauss  mir  im  vorigen  Frühjahr  einen  sehr  interessanten  Brief 
geschrieben  hat.  Gauss  hat  sich  nun  im  vorigen  Winter  und  jetzt  wieder 
vor  einigen  Tagen,  auf  mathematische  Mitteilungen  hin,  die  ich  ihm  ge- 
macht, zu  Alexander  von  Humboldt  schriftlich  über  mich  ausgesprochen,  in 
Worten,  die  mich  vollkommen  über  Jacobi's  Angriff  zu  trösten  geeignet 
sind;  A.  v.  Humboldt  hat  mir  die  Briefe  mitgeteilt,  ich  würde  Ihnen  eine 
Abschrift  schicken,  wenn  ich  nicht  fürchten  müsste,  dass  Sie  mich  für  eitel 
hielten,  und  ich  dadurch  in  Ihrer  Achtung,  die  mir  so  teuer  ist,  sinken 
könnte. 

Ausser  dieser  wissenschaftlichen  Anerkennung  und  Freude  ist  aber 
mein  Leben  sehr  freudlos  .  . . ." 

Auch  Alexander  von  Humboldt,  dessen  gewichtige  Vermittelung  —  um 
Dirichlet's  Worte  zu  gebrauchen  —   nirgends  fehlte,   wo   es  die  Ehre  der 

1)  Dieselben  waren  vorher  in  den  verschiedenen  Bänden  des  Crelle'schen 
Journals  erschienen.  Die  sämmtlichen  Arbeiten  Eisensteins  befinden  sich  in 
Grelles  Journal  (Bd.  27—44),  in  Liouvilles  Journal  (Bd.  10  u.  17),  in  den  Nouvelles 
Annales  de  Math.  (Bd.  YIII)  und  in  den  Berichten  der  Berliner  Akademie 
(1860—62). 
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Wissenschaft  und  das  Wohl  ihrer  Vertreter  galt,  Hess  es,  wie  schon  ötbe: 
hervorgehoben,  an  Aufmunterang  und  sichtbaren  Beweisen  seiner  Hoib- 
achtung  nicht  fehlen.  Seinen  Bemühungen  Torzugsweise  hatte  Eisenst^k 
den  Eintritt  in  die  Akademie  zu  verdanken. 

„Am  22.  August  1850  forderte  der  Minister  unter  Beifügung  eines 
Schreibens  von  Alexander  von  Humboldt,  Jacobi  und  Lejeune-Dirichlet,  won: 
diese  die  definitive  Anstellung  Eisensteins  in  Antrag  brachten,  die  Faknlti* 
zur  gutachtlichen  Berichterstattung  auf.  Die  Fakultät  berichtete  röhmeiii 
und  wünschte  schliesslich,  ihn  der  üniversit&tslaufbahn  erhalten  zu  sek: 
und  dass  derselbe  durch  anerkennende  Teilnahme  auch  über  seine  weitere 
Zukunft  beruhigt  werde."  ^) 

Indessen  war  zu  jener  Zeit  nirgends  eine  mathematische  Professur  frei 
und  auch  keine  Aussicht  vorhanden,  dass  für  Eisenstein  ein  besonderer  Ldir 
stuhl  errichtet  würde.  So  musste  sich  dieser  abermals  gedulden.  Eist  iz 
Anfange  des  Jahres  1852  gelang  es,  einen  Ausweg  dadurch  zu  finden,  d&$5 
Eisenstein  als  ordentliches  Mitglied  in  die  Berliner  Akademie  der  Wissec 
Schäften  aufgenommen  wurde.  Die  Aufnahme  erfolgte  am  24.  April;  seii' 
Antrittsrede  hielt  er  am  1.  Juli.  Damit  schied  er  zwar  formell  aas  dec 
Verbände  der  Universität,  aber  mit  der  bestinunten  Absicht,  entspreckeoc 
den  Rechten  der  Akademiemitglieder,  seine  Lehrthätigkeit  unverändert  fon 
zusetzen. 

Leider  sollte  er  sich  nur  wenige  Monate  der  so  sehnlichst  von  ib 
erhofften  gesicherten  Stellung  erfreuen.  Seine  Gesundheit  war  vollst^o^' 
zerrüttet.  Von  Hause  aus  kränklich,  hatte  er  von  Jahr  zu  Jahr  seir^: 
Zustand  sich  verschlimmem  sehen.  Die  Klage  um  denselben  zieht  als  veb^ 
mutiger  Grundton  durch  alle  seine  Berichte,  durch  seine  Lebensbeschreibn:: 
wie  später  durch  seine  Briefe.  Dazu  kam  noch  für  ihn,  den  „die  tc>^ 
währende  Sehnsucht  nach  Liebe  und  Zuneigung  der  Menschen  und  na^^ 
gemütlichen  Verhältnissen"  folterte,  das  drückende  Gefühl,  allein  und  Ter 
lassen  in  der  Welt  dazustehen. 

Schon  zu  wiederholten  Malen  war  er  genötigt  gewesen,  seine  Tbätig 
keit  an  der  Universität  zu  unterbrechen.  Ln  Jahre  1851  hatte  er  n«i 
durch  einen  längeren  Aufenthalt  in  einer  Wasserheilanstalt  Genesurj: 
gesucht.  Es  war  vergebens,  der  Eräfteverfall  Hess  sich  nicht  mehr  ao^ 
halten.  Am  11.  Oktober  1852  wurde  Eisenstein,  in  einem  Alter  von  et- 
29  Jahren,  von  seinen  Leiden  durch  den  Tod  erlöst. 


1)  Aus  den  Akten  der  Berliner  Universität. 


BRIEFE  YON  G.  EISENSTEIN  AN  M.  A.  STERN. 

HERAUSGEGEBEN 

VON 

A.  HURWITZ  UND  P.  RUDIO. 


In  dem  Nachlasse  des  am  30.  Januar  1894  in  Zürich  gestorbenen 
Prof.  Dr.  M.  A.  Stern  fand  sich  ein  kleines  Packet  mit  der  Aufschrift:  „Die 
einliegenden  Briefe  meines  verstorbenen  Freundes  G.  Eisenstein  sollen  nach 
meinem  Tode  sorgfältig  bewahrt  und  wo  möglich  nach  dem  Jahre  1890 
zum  Drucke  befördert  werden".  Als  wir  von  unserem  Freunde  und  Kollegen, 
Herrn  Prof.  Dr.  Alfred  Stern,  mit  der  Herausgabe  dieser  an  seinen  Vater 
gerichteten  Briefe  betraut  wurden,  sind  wir  der  Aufforderung  um  so  lieber 
nachgekommen,  als  es  sich  fOr  uns  zunächst  um  die  Erfüllung  des  Wunsches 
eines  Mannes  handelte,  der  uns  beiden  ein  verehrungswürdiger,  väterlicher 
Freund  gewesen  war.  Sodann  aber  glaubten  wir,  dass  die  Briefe  sehr 
wohl  geeignet  sein  dürften,  das  lebhafteste  Interesse  der  Fachgenossen  zu 
erregen,  auch  wenn  sie  in  wissenschaftlicher  Hinsicht  keine  üeberraschungen 
bieten  werden.  Giebt  es  doch  unter  den  grossen  Mathematikern  unseres 
Jahrhunderts  kaum  einen,  über  dessen  äussere  Lebensverhältnisse  so  wenig 
zuverlässiges  bekannt  ist,  wie  über  diejenigen  Eisensteins.  Auch  sein 
Charakterbild,  „von  der  Parteien  Gunst  und  Hass  verwirrt",  ist  als  ein 
so  schwankendes  zu  bezeichnen,  dass  jeder  Beitrag  zur  Klärung  willkommen 
sein  muss. 

Es  war  ursprünglich  unsere  Absicht,  den  Briefen  einige  biographische 
Notizen,  als  Einführung  in  die  Situation,  aus  der  jene  hervorgegangen  sind, 
vorauszuschicken.  Als  die  zu  diesem  Zwecke  angestellten  Nachforschungen 
aber,  neben  manchem  andern  wissenswerten,  eine  umfangreiche  Auto- 
biographie zu  Tage  förderten,  glaubten  wir  diese  letztere  besser  einer  be- 
sonderen Publikation  zuweisen  zu  sollen.  Indem  wir  uns  an  dieser  Stelle 
damit  begnügen,  auf  die  in  derselben  enthaltenen  biographischen  Mit- 
teilungen zu  verweisen,  lassen  wir  jetzt  die  Briefe  Eisensteins  an  Stern  in 
chronologischer  Ordnung  folgen. 

I. 

Mein  lieber  Herr  Dr.*) 

Mit  grossem  Danke  sende  ich  Ihnen  hier  die  entliehenen  acht  Thaler; 
ich  wurde  bei  meiner  Ankunft  gleich  von  so   vielen  Geschäften  und  Ver- 


1)  Der   Brief   trägt   kein  Datum.    Aus   dem   Zusammenhange   ergiebt   sich 
aber,  dass  er  1844,  etwa  im  Juli,  geschrieben  wurde. 
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hältnissen  in  Anspruch  genommen,  dass  es  mir  erst  jetzt  möglich  war,  i: 
Sie  zu  schreihen.  Ich  hoffe  und  wünsche,  dass  Sie  sich  recht  wohl  ql: 
munter  befinden  und  dass  Sie  noch  ein  klein  wenig  an  mich  denken,  5 
vde  ich  mich  stets  mit  Dank  und  angenehmer  Empfindung  an  die  fineuif- 
liche  Aufnahme  erinnern  werde,  die  ich  bei  Ihnen  und  Ihren  Bekannte 
gefunden  habe.  Haben  Sie  doch  gefälligst  die  Güte,  Herrn  Dr.  Goldschinic 
sowie  die  Familie  Meierstein  und  Lott  herzlich  von  mir  za  grüssen  xac 
sie  meines  aufrichtigen  Dankes  zu  versichern.  Ich  wünschte  recht  hsL: 
einen  oder  den  anderen  von  Ihnen  hier  in  Berlin  zu  sehen.  An  Guss 
brauche  ich  wohl  keinen  Oruss  zu  bestellen,  denn  zu  dem  lieben  Gott  kam 
man  nur  beten  und  bewimdemd  emporblicken.  Wir  haben  jetzt  Jaeobi  ii 
Berlin  und  er  wird  ganz  hierbleiben,  was  wir  auch  Alexander  von  Humbolc: 
zu  verdanken  haben.  Ich  habe  Jaeobi  schon  mehrmals  besucht,  man  kau 
herrlich  mit  ihm  umgehen,  er  ist  im  Vertrauen  der  direkte  Gegensatz  toi 
Gauss.  Er  wird  in  kurzer  Zeit  zum  Jubiläum  der  Universität  nach  Könige- 
berg  reisen  und  dann  mit  seiner  Familie  wiederkommen.  Dirichlet,  d*: 
nobelste  und  liebenswürdigste  aller  Mathematici  bleibt  bis  zum  Winter  i: 
Neapel.  Ich  habe  durch  Alex.  v.  Humbolt's  Verwendung  soeben  100  Thi^r 
zu  einer  neuen  Reise  erhalten  und  werde  wahrscheinlich  Helgoland  wShkt 
Dies  sind  die  neuesten  Berliner  Neuigkeiten. 

Ich  habe  mit  grossem  Vergnügen  Ihre  Abhandlung  über  die  quadrati- 
schen Beste,  die  preisgekrönte,  gelesen;  ich  versuchte,  das  Princip,  weltks 
Sie  zur  Bestimmung  des  quadratischen  Charakters  der  Zahlen  2  und  3  ar- 
wenden  und  welches  sehr  scharfsinnig  ist,  für  grössere  Zahlen  zn  benutzen, 
aber  ich  habe  nichts  gefunden,  und  es  scheint,  dass  die  Methode  gendt 
nur  für  diese  beiden  Fälle  passend  ist;  Gauss  ist  derselben  Ansicht  (Götticg. 
gelehrte  Anz.),  er  hat  dieselbe  schon  zur  Bestimmung  des  biqnadratischec 
Charakters  der  Zahl  2  angewandt. 

Die  Summe  ^  -; ,  welche  Sie  dort  für  o  =  8»i+  7  bestimmes. 

habe  ich  auch  fOr  p  ^=s  Sm  -{-  3  gefunden;  überhaupt  kann  nicht  leickt 
irgend  eine  Summe  von  einer  ähnlichen  Form  meinen  Principien  entgehen: 
ich  bitte  es  zu  versuchen;  schicken  Sie  mir  Sunmien,  ich  schreibe  Thmen 
die  Antworten.  Bei  dieser  Gelegenheit  bin  ich  unter  anderen  auf  einen 
merkwürdigen  Satz    gefuhrt   worden.     Wenn  i?  «=  4n  -{-  ^)   so  hat  min 

bekanntlich    ^a  <  -S&,    aber   man   hat   auch  ^  cotg  —  >  ^^  cotg  — , 

wenn  a  die  Reste,  h  die  Nichtreste  (modp)  vorstellen;  von  der  grossei: 
Schwierigkeit,  dergleichen  einfache  Sätze  zu  beweisen,  erhäilt  man  erst  eine 
richtige  Ansicht,  wenn  man  sich  lange  Zeit  damit  beschäftigt. 
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Vielleicht  sind  Ihnen  einige  andere  mathematische  Mitteilungen 
nicht  ganz  unangenehm.  Mein  erster  Beweis  des  hiquadratischen  My- 
steriums ist  nunmehr  im  Crelle'schen  Journal  abgedruckt,  der  zweite  wird 
wahrscheinlich  in  einer  grösseren  Abhandlung  unter  dem  Titel  „die  drei 
Eeciprocitätssätze  der  höheren  Arithmetik"  bei  Veit  erscheinen.  Die 
Reste  der  8*"",  12*®°  und  auch  5**°  Potenzen,  welche  fertig  sind,  arbeite 
ich  jetzt  aus. 

Dies  ist  ein  Feld,  auf  dem  ich  mich  ganz  frei  bewegen  kann,  denn 
hier  hat  selbst  Jacobi  nichts,  wie  er  mir  gesteht.  Auch  hier  erreiche  ich 
wieder  alles  durch  das  einzige  kostbare  Princip,  die  Ausdrücke  dergestalt 
analytisch  umzuformen,  dass  sich  die  Division  in  der  That  allgemein  aus- 
führen lässt  Sie  glauben  gamicht,  wie  pikant  diese  Untersuchungen  sind. 
Bei  den  Resten  der  höheren,  z.  B.  der  7*"",  11*®**  u.  s.  w.  Potenzen,  leistet  das 
Princip  ebenfalls  alles,  was  es  leisten  kann,  aber  die  Schwierigkeit  hängt 
hier  von  den  ersten  Elementen  der  complexen  Zahlen  ab,  über  welche  man 
noch  gamichts  weiss.  Prof.  Kummer  hat  zum  Glück  seine  schöne  Theorie 
der  complexen  Zahlen  noch  bei  Zeiten  durch  Encke  von  der  Akademie 
zurücknehmen  lassen;  denn  sie  enthielt  zuviel  Revolutionsstoff,  ich  wäre 
z.  B.  rasend  geworden;  man  kann  durch  dieselbe  beweisen,  dass  zu  jeder 
Determinante  nur  eine  quadratische  Form  gehört  und  dergl.  Unsinn  mehr. 
Kummer  hofft  die  Theorie  leicht  zu  ergänzen;  es  erhebt  sich  ein  leiser 
Zweifel  in  meinem  Gemüte.^)  Auch  Jacobi  ist  ganz  meiner  Ansicht,  dass 
die  Theorie  der  allgemeinen  complexen  Zahlen  erst  durch  eine  vollständige 
Theorie  der  höheren  Formen  ihre  Vollendung  erhalten  kann.  Die  complexen 
Zahlen  aus  8*"°  und  12****  Wurzeln  der  Einheit  lassen  sich  jedoch  durch 
ein  eigentümliches  Princip  behandeln,  welches  später  seine  Anwendbarkeit 
verliert;  bei  den  höheren  complexen  Zahlen  gibt  es  auch  eigentlich  gar  keine 
complexen  Primzahlen  mehr.  Gibt  man  den  Satz  zu,  dass  das  Produkt 
zweier  complexer  Zahlen  nicht  anders  durch  eine  Primzahl  teilbar  sein 
kann,  als  wenn  wenigstens  ein  Faktor  durch  die  Primzahl  teilbar  ist,  was 
ganz  evident  erscheint,  so  hat  man  die  ganze  Theorie  auf  einen  Schlag; 
aber  dieser  Satz  ist  total  falsch,  und  man  muss  also  ganz  neue  Principien 
anwenden. 

Ich  habe  nicht  eher  geruht,  als  bis  ich  meinen  geometrischen  Beweis 
des  Reciprocitätsgesetzes,  der  Ihnen  so  viel  Spass  gemacht  hat,  und  der 
auch,  beiläufig  gesagt,  Jacobi  ausserordentlich  gefällt,  von  dem  Lemma 
befreit  habe,  von  dem  er  noch  abhängig  war,  und  er  ist  jetzt  so  einfach, 


1)  Die  Zukunft  hat  bekanntlich  Eisenstein  nicht  Recht  gegeben. 
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dass  er  sich  in  ein  paar  Zeilen  mittheilen  lässt.  Der  HanpianterseLi-! 
zwischen  meinem  Gange  und  dem  Gaussischen  besteht  darin,  dass  ich  m' 

wie   Gauss    die   Zahlen   <  jp,    in  solche   <  ~  und  in  solche  >  |  theL 

sondern  in  gerade  und  ungerade.  Es  sei  Ä,  B  resp.  der  Compleiik 
geraden,  ungeraden  Zahlen  <ip\  A;  sei  eine  nicht  durch  p  theilbare  ongerot- 
Zahl;  die  Reste  der  Vielfachen  JcA^  welche  in  A  fallen,  seien  o,  dieje&ifi 
in  B  seien  /3,  dann  werden  offenbar  alle  a  zusammen  mit  allen  Mk 
der  Form  p  +  ( —  ^Y  ?    *^ö  -^   erschöpfen,   und    man  wird  die  beik 

Congruenzen  haben  Ic   *   IIA  ^  IIa  Ilß,  und  IIA  ^  IIa  (—  if^IIß  (mofl> 

woraus    folgt    Je   *    ^( —  1)^/*;    aber   offenbar   ist   ükA^pIEi- 

+  -Sa  +  Uß,  und   da  alle  A  so  wie  alle  a  gerade,  und  p  =  l  (mö-i- 

(kA\ 
—  j    (mod  2);    und  durch  eine  leict:- 

Transformation,    oder  schon  durch  geometrische  Betrachtung,  erhalt  lu: 

weil  Ä  -  1   gerade  ist,  Zi;(^)  =  _  ^(|)  +  J5;(^) -^(1*)  + 

±  ^(^*)  ^^  Hl) + ^(f ) + •  •  • + ^v-¥-)  ("«^  '^ 

Wird    letztere    Summe    durch   8  bezeichnet,    so    hat  man  also  »- 

/"^ = (-  ly  (mod  p),  d.  h.  (I)  =  (-  ly. 

Ebenso  findet  man,  wenn  k  auch  eine  Primzahl  ist,  (fj^^l"^ 


(^)^ 


w».r-E(f)+^(V')+...+4-^;M. 

Nun  ist  8  die  Anzahl   der  Gitterpunkte  in   einem  Rechteck  mit  cs 
Dimensionen    -— —    und    — - — ,    welche    zwischen   der  Geraden,  ^■' 

Gleichung  y  =  ~x  ist,  und  der  Achse  der  x  liegen,  T  die  Anahl  c- 
Gitterpunkte,  welche  in  jenem  Rechteck  zwischen  derselben  Geraden  Jf-;' 
und  der  Achse  der  y  liegen,  also  ist  ^5  +  T  die  Gesammtzahl  der  (yi^f^ 
punkte    jenes    Rechtecks,    nämlich  ^  7"      •  — - — ,    also   kommt  \^]\\ 

p—lk^l 

=  ( —  iy+^:^  ( —  l)    *       *    ,  quod  erat  demonstr. 

Wie  glücklich  würde  sich  der  gute  Euler  geschätzt  haben,  diese  ^ 
Zeilen  vor  etwa  70  Jahren  zu  besitzen. 


^^' 
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Leben  Sie  herzlich   wohl,  mein  lieber  Herr  Dr.  nnd  grüssen  Sie  alle 
unsere  Freunde  in  Göttingen. 

Ihr  aufrichtiger  Freund 

gehorsamst 
Berlin.  Gotth.  Eisenstein. 

Baldige  Antwort  und  Mittheilungen  von  Ihrer  Seite  werden  mir  sehr 
scbätzenswerth  sein. 


n. 

Dass  ich,  mein  liebster  Stern,  der  unhöflichste  Mensch  bin,  darf  ich 
nicht  erst  mathematisch  beweisen,  da  ich  so  lange  mit  der  Antwort  auf 
Ihren  freundlichen  Brief  gezögert  habe;  ich  will  mich  auch  gamicht  erst 
entschuldigen,  denn  da  das  Verbrechen  so  gross  ist,  so  müsste  ich  Bogen 
mit  Entschuldigungen  und  exquisiten  Ausflüchten  anfallen;  und  übrigens 
giebt  es  gar  keine  Entschuldigung,  sondern  nur  meine  unschuldsvolle  Faul- 
heit ist  zu  beschuldigen,  dass  ich  den  schuldigen  Bescheid  auf  Ihren  Erstling 
schuldig  geblieben  bin.  —  um  Ihr  Schreiben  von  hinten  an  zu  beantworten: 

Ihre  drei  Bitten: 
Das  Datum  in  der  Mitten, 
Den  Dolctorhut  ohne  Tresse 
Und  meine  Adresse 

werde  pünktlich  nach  Vorschrift  beobachten.  Herrn  Wittstein  habe  im 
vorigen  Jahre  gesprochen  und  einen  Gruss  von  Ihnen  bestellt;  da  ich  mich 
indessen  höchst  kurze  Zeit  in  Hannover  aufhielt,  so  konnte  ich  von  seinem 
Diensteifer  nur  wenig  Gebrauch  machen;  er  war  auch  sehr  beschäftigt,  wie 
es  mir  vorkam.  Ich  fuhr  damals  nicht  sogleich  nach  Berlin,  wie  Sie  ohne 
Beweis  behaupten,  sondern  blieb  noch  acht  Tage  in  Alexisbad,  wo  es  mir 
sehr  gut  gefallen  hat,  so  dass  ich  in  diesem  Jahre  wieder  mit  meiner 
Mutter,  die  Sie  grüsst,  dagewesen  bin.  Später  machte  ich  noch  eine  Bade- 
reise auf  vier  Wochen  nach  Swinemünde,  während  welcher  Zeit  Ihr  Brief 
durch  Herrn  Meyerstein's  Güte  bei  mir  anlangte.  Nach  meiner  Zurückkunft 
beschäftigte  ich  mich  teils  mit  dem  Lesen  Ihres  Briefes  und  dem  stets 
unansgeführten  Vorhaben,  ihn  zu  beantworten,  teils  mit  der  Herausgabe 
Biner  Arbeit  über  die  cubischen  Formen  mit  drei  Variabein,  die  nicht  mehr 
and  nicht  weniger  als  15  Druckbogen  lang,  also  sehr  lang  geworden  ist.  — 
Pur  Ihr  Anerbieten  wegen  der  Frankfurter  Buchhandlung  bin  ich  Ihnen  sehr 
lankbar  und  werde   wohl  einmal  davon  Gebrauch  machen  können.  —  Bei 
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Ihrem  Beweise  von  ^ cotg  — >  ^cotg —  stutzen  Sie  ach  auf  26 > 2 

dies  ist  zwar  ganz  hrav,  aber  so  war  die  Sache  nicht  gemeint,  sondern:.. 
sprach  von  einem  direkten  Beweis,  denn  -S  &  >  2^  a  ist  bis  jetat,  wempk. 
so  viel  ich  weiss,  nur  durch  unendliche  Beihen  und  Produkte  (von  Dincii' 
bewiesen  worden,  meinen  Beweis  habe  ich  noch  nicht  publizieren  woQes.  ^ 
er  auf  einem  principium  latissime  patens  beruht,  von  dem  ich  erst  c  ■ 
fernere  Anwendungen  zu  machen  denke.  —  Es  würde  mich  ansseroidentüi: 
freuen,  wenn  Sie  wieder  einigermassen,  durch  Müsse  und  Mnse  begüsäif. 
auf  die  Zahlentheorie  kämen. 

Nun  mein  lieber  Stern  komme  ich  zur  Hauptsache,  um  derenwi^: 
besonders  ich  die  Feder  in  die  Hand  genommen  habe,  n&mlich  um  Ik>j 
von  Herzen  Glück  zu  wünschen.  Vor  wenigen  Tagen  erfuhr  ich,  ^^■ 
als  ich  Dr.  Joachimsthars  Probevorlesung  beiwohnte,  durch  den  jiiip' 
Friedländer  zu  meiner  grössten  Freude  Ihre  Verlobung,  oder,  was  dasst- 
besagt,  dass  Sie  Sich  auf  Hymens  Kettenlinie  vorbereiten,  deren  Gleite- 
mir  unbekannt  ist,  obwohl  ich  weiss,  dass  sie  mit  einem  MaxüniuD  r 
Freude  anfängt  und  zuweilen  einige  Spitzen  hat.  —  So  offeriere  ich  Ib" 
denn,  mein  liebster  Stern,  meine  Gratulation  in  optima  fonna,  doch  beb: 
ich  mir  ein  ausf&hrlicheres  Wünschen  und  eine  feierliche  Segenseriaic: 
bis  zu  Ihrer  Hochzeit  vor,  zu  der  ich  mich  hiermit  einlade. 

In  Betreff  Berliner  Neuigkeiten,  so  wissen  Sie,  dass  Prof.  Jafcbi  l>' 
Grosse)  für  immer  hier  angestellt,  und  dass  Prof.  Dirichlet  (der  Ui'^' 
würdige)  nebst  einem  neuen  weiblichen  Sprössling,  einer  Ylorm^'' 
ebenfalls  aus  Italien  zurück  ist.  Aber  wir  haben  auch  Prof.  Kummsr  b 
als  Gast  auf  einige  Zeit;  er  hat  mich  zum  Doktor  hon.  c.  gemacht,  vv 
Sie  vielleicht  erfahren  haben  werden;  wenn  nicht,  so  teile  ich  es  Bi' 
hier  mit,  was  schon  lange  meine  Pflicht  gewesen  wäre  (ünterlassangssüK' 
Noch  habe  ich  ihn  nicht  ordentlich  geniessen  können,  da  er  gleich^ 
der  Insel  Bügen  abgereist  ist,  hoffe  dies  aber  nach  seiuer  Bückkehr  hi^^I^ 
nachzuholen.  Mein  Freund  Dr.  Joachimsthal  habilitiert  sich  nSchsten  ^i^^*' 
hier;  mein  Freund  Kronecker,  dessen  ich  mich  gegenwärtig,  wie  im  Ton?f 
Jahre  des  Heine,  als  meines  wöchentlichen  und  täglichen  Hausfreuwie^^ 
diene,  arbeitet  an  seiner  Promotion  und  ist  jetzt  nach  Bügen  gereL«^ 
Kummer,  da  ihn  diese  Beise  in  seinem  Fleisse  aufhält,  später  g^t  er  ve- 
seinem  Gute  in  Schlesien,  um  dort  zu  verbauern;  mein  Freund  Dr.  ^^ 
der  auch  in  Göttingen  studiert  hat,  ist  schon  seit  vorigem  Winter  rn^ 
docent  in  Bonn,  und  unser  beider  Freund  Eisenstein  existiert  ««» 
will  Ihnen  hier  nur  unser  Berliner  mathematisches  Publicum  aufinhreß 
Parade   machen    lassen;    diese   und   der  reiche  Dr.  Borchardt,  de^ea 
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menschliches  Geld  ihn  auTserhalb  des  Bereiches  aller  menschlichen  Be- 
rechnungen setzt,  sind  es;  denn  neuen  Zuwachs  und  jungen  Nachwuchs 
haben  wir  hier  nicht  bekommen. 

So  lustig  ich  Ihnen  auch  aus  diesem  Schreiben  erscheinen  mag,  mein 
lieber  Stern,  so  bin  ich  doch  in  Bezug  auf  meine  Gesundheit  sehr  leidend. 
Ich  bemerke  dies  nur,  weil  Sie  sich  wundem  werden,  dass  so  lange  keine 
Abhandlung  von  mir  erscheint,  da  doch  sonst  jedes  Crelle'sche  Heft  eines 
meiner  Kinder  enthält.  Vorrat  habe  ich  hinlänglich  und  sehr  weit  aus- 
sehende Ideen,  aber  ich  bin  so  abhängig  von  meinem  Körper,  dass  ich 
nichts  thun  kann;  sobald  ich  ein  wenig  arbeite,  leide  ich  an  Schwindel, 
unruhigem  Schlaf  und  allerlei  nervösen  ZufiLllen.  Im  vorigen  Winter  war 
ich  sehr  krank,  vier  Wochen  bettlägerig,  und  nun  habe  ich  mich  noch 
immer  nicht  erholen  können,  trotz  Brunnenkur  und  Pillen  —  so  steht  es 
mit  mir;  doch  was  hilft  das  £[lagen:  hoffe  und  wünsche  nur,  dass  Sie  so 
munter  wie  ein  Fisch  sind,  was  ja  bei  einem  Bräutigam  nicht  fehlen  darf. 

Zum  Desert  will  ich  Ihnen  doch  noch  einige  Formeln  auftischen.  — 
Zwei  Hauptgegenstände  sind  es,  mit  denen  ich  mich  namentlich  in  dieser 
Zeit  beschäftigt,  und  die  ich  wenigstens  zum  Teil  zu  einem  gewünschten 
Ausgang  geführt  habe,  (doch  ist  Alles  Stümperei,  ehe  ich  nicht  gesund  bin); 
die  Formen  zweiten  Grades  mit  beliebig  vielen  Variabein,  und  die  Lemnis- 
catenfunktionen,  welche  in  Bezug  auf  die  complexen  Zahlen  genau  dieselbe 
Bolle  spielen,  als  die  Sinus  für  die  reelle  Theorie.  Diese  Lemniscf.  müssen 
jetzt,  wenigstens  für  einen  Arithmeticus,  fast  als  das  Wichtigste  in  der 
ganzen  Mathematik  gelten,  denn  sie  enthalten  gewissermassen  im  Keime 
und  implicite  die  Haupteigenschaften  der  complexen  Zahlen.  Wie  ich  durch 
sie  auf  die  einfachste  Art  von  der  Welt  das  mysterium  maxime  reconditum 
bewiesen  habe,  werden  Sie  aus  Grelles  Journal  (29.  Band)  ersehen  haben; 
diese  Beweise  haben  den  Vorzug,  dass  man  fast  Wort  für  Wort  die  Ana- 
logie bei  quadr.  cub.  und  biq.  Besten  verfolgen  kann,  und  dass  sie  voll- 
kommen symmetrisch  in  Bezug  auf  die  beiden  zu  vergleichenden  Primzahlen 
sind;  in  der  That  drücken  sie  den  Charakter  (qu.  cub.  biq.)  durch  eine 
analytische  Formel  aus,  der  man  die  Symmetrie  also  die  Eeciprocität  un- 
mittelbar ansieht.  Indem  ich  denke,  dass  Sie  vielleicht  meine  kleine  Ab- 
handlung (nur  einen  Bogen)  hierüber  durchgesehen  haben,  will  ich  hier 
einige  Sätze  über  die  Lemniscf.  anfuhren,  die  mir  ^dchtig  erscheinen  und 
die  sich  dort  nicht  finden.  Sie  wissen,  dass  für  jede  ungerade  ganze 
complexe  Zahl  a  -{-  bi  =  m  die  Differenzialgleichung 

(l.)  -- — ^^^-  =    ^        ^- ,  in  welcher  y  mit  x  zugleich  verschwinden 
soll,  durch  eine  gebrochene  rationale  Function  y  von  x  integrirt  wird, 

Abb.  zur  Gesch.  der  Mathem.  YII.  12 
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ebenso  wie  analog  das  Integral  von  -—-        -  =    ,  für  ein  gani-r 

reelles  und  ungerades  m  eine  ganze  rationale  Function  yon  x  ist,  nämüu 
wie  bekannt 

y^"»^ rT2TF^+      1-2.  8 -4.  6     '^- +  (-^)       2     ■■ 

Hier  nun  ist  es  leicht,  die  Koeffizienten  durch  Einsetzen  in  die  Diferenzi 
gleichung  zu  bestimmen.  Ganz  anders  verhält  sich  die  Sache,  wenn  jf  ei: 
gebrochene  Funktion  von  x  ist,  wie  in  (l.);  es  ist  dann  gänzlich  munugL: 
nach  der  Methode  der  unbestinunten  Koeffizienten  aus  der  Differeozii' 
gleichung  auch  nur  einen  einzigen  Koeffizienten  des  Zählen  oder  ^m-^. 
zu  finden,  nicht  etwa  wegen  der  Weitläufigkeit  der  Rechnung,  die  et 
doch  überwinden  könnte,  sondern  weil  die  Sache  in  sich  munöglidi  i^ 
wovon  Sie  Sich  leicht  durch  einen  Versuch  überzeugen  können.  Natörltf 
meine  ich  die  allgemeine  Bestimmung  der  Koeffizienten  for  eiji  ai' 
bestimmtes  m^  denn  dass  man  für  specielle  gegebene  Werte  von  « '^■ 
Koeffizienten  des  Zählers  und  Nenners  aus  der  I>i£  61.  numeri.'ci 
berechnen  kann,  versteht  sich  von  selbst,  aber  man  erkennt  danuu  ^' 
den  Zusammenhang  dieser  numerischen  Werte  mit  dem  jedesmaligefi " 
Dies  hat  auch  nichts  Frappantes  mehr  (so  wunderbar  es  anfangs  encbe^' 
sobald  man  die  Form  der  Koeffizienten  erst  kennt;  denn  sie  smd  gw  ack. 
wie  ich  anfänglich  glaubte,  Funktionen  von  m  allein,  sondern  anchTJ 
der  Norm  von  w,  a*  +  Z>*  =  N(m)^  die  ich  mit  p  bezeichnen  will,  si: 
wie  sollte  wohl  diese  Norm  vermittelst  der  DiflFerenzialgleichung  irgend  •^ 
gehen  können!  Man  muss  also  ganz  neue  Methoden  anwenden  vjA  -^ 
bin  durch  solche  endlich  zu  dem  gewünschten  Ziele  gelangt.  —  ^^'^  * 
primär  d.  h.  ^  1  (mod  2  +  2t)  ist,  was  ohne  Schaden  der  Allgemöst«^ 
angenonmien  werden  darf,  so  finde  ich  unter  anderm,  um  Ihnen  ein  klei3« 
aper^u  zu  geben: 

l)  y  hat  die  Form:  «  =  a?- „   x  .  ;:     ^J^i 

wo  alle  Koeffizienten  A  und  B  ganze  compleie  Zahlen  sind,  und  es  i> 
hierbei  A^  =  -B^j,  A^  =  J?,^-_5,  etc.,  Ap^f,  =  B^,   so   dass  im  Zi^' 

4  4  4 

genau  dieselben  Koeffizienten  vorkommen,  wie  im  Nenner,  nur  in  umgeköfl^ 
Reihenfolge. 

2)   Setzt  man  brevitatis  causa  m*  =  g,  so   sind  Bp,  und  -^  g*'* 
Funktionen  von  den  beiden  Variabein  p  und  q  von  der  ^*"  Ordnurr. 


Briefe  Ton  G.  EiBenstein  an  M.  A.  Stern.  179 

und  zwar  enthalten  sie  alle  Potenzen  und  Produkte,  in  denen  die  Summe 
der  Exponenten  von  jp  und  q  zusammen  <C  ^  ist;  die  numerischen  Multipli- 
l^atoren  dieser  Potenzen  und  Produkte,  die  nun  nicht  mehr  von  m  noch 
T^on  p  abhängen,  sind  reelle  Zahlen,  was  sich  keineswegs  von  selbst  ver- 
steht, da  sie  a  priori  betrachtet,  ebenso  gut  complex  (imaginär)  sein  könnten. 

So    ist  Z.  B.    ^  =  W,    -Ij  =  W RQ  » 

35p«+  Upq  ~  g«  -  884  j)  -  84g  +  420 
Ä^=^m ^g-^-jgg ,  etc.  .  .  . 

^i  =  — 12-'     ^*- 56.180 ,  etc.... 

In  Bfi  kommt  kein  konstantes  Glied  vor;  die  höchsten  Potenzen  von  p 
in  Bft  und  —-4^  haben  denselben  numerischen  Multiplikator,    q  bezeichnet, 

wie  gesagt  (a  +  6i)*  und  p  die  Norm  a*  +  5*. 

3)  Bildet  man  nach  dem  bekannten  Newton'schen  Theorem  aus  den 
Koeffizienten,  etwa  denen  B  des  Nenners,  die  Potenzsummen  der  Wurzeln, 
etwa  indem  man  setzt 

S,+B,  =  0,  8,  +  B,S,+  2B,=  0,  8,  +  B^S^  + B^S,+  3B^  =  0,  ei^,, 
so  enthalten  alle  S  das  p  nur  linear,  d.  h.  in  der  ersten  Potenz  allein. 
Dies  ist  ein  Fundamentalsatz  f&r  die  Koeffizienten.  Bringt  man  ihn  mit 
einem  anderen,  ziemlich  merkwürdigen  Princip  in  Verbindung,  welches,  Sie 
mögen  es  mir  glauben  oder  nicht,  davon  abhängt,  dass  die  Zahl  tt  grösser 
als  2  ist,  so  kann  man  allein  hieraus  so  viele  Koeffizienten  berechnen,  als 
man  will,  wovon  ich  oben  eine  kleine  Probe  gegeben  habe. 

4)  Die  Koeffizienten  brechen  von  selbst  ab  (natürlich  für  ein  ganzes 

complexes  w),  sobald  der  Index  fi  die  Zahl  —- —  überschreitet,  in  ähnlicher 

Weise,  wie  dies  bei  den  Binomialkoeffizienten  und  bei  denen  der  Fall  ist, 
welche  in  der  Entwickelung  von  Sinus  der  vielfachen  (ungeraden)  Bogen 
nach  Potenzen  von  Sinus  der  einfachen  Bogen  vorkommen. 

5)  Wenn  m  eine  zweigliedrige  complexe  Primzahl,  also  p  eine  reelle 
Primzahl  4Ä;  +  1  ist,  so  sind  alle  Koeffizienten  ET^  0  (mod.  m).  Dieser 
Satz,  welcher  dem  für  die  Polynomialkoeffizienten  im  Reellen  analog,  ist 
besonders  wichtig  für  die  Anwendung  auf  Reciprocitätssätze  und  auf  die 
Teilung  der  Lemniscate.  Das  biquadr.  Fundamentaltheorem  lässt  sich  un- 
mittelbar daraus  ableiten  und  ich  habe  diese  specielle  Anwendung  Gauss 
mitgeteilt,  der  sie  zu  meiner  grossen  Freude  benigne  aufgenommen  hat.  — 
Von  einer  Menge  Beispielen,  die  ich  mit  grosser  Mühe  berechnet  habe,  will 
ich  Ihnen  ein  recht  eklatantes  aufschreiben.  Für  w=34~2i,  jp=13 
hat  man 

12* 
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_  (3  +  ^i)x  +  (7  —  40a?'+  (-  11  +  10t)a;'  +  a?" 
^~  1  +  (-  11  +  10»)a;*+(7— 4t)a;«+(3  +  2i)a;" 
und  es  ist 
7  —  4t  =  (3  +  2i)(l  —  2i)  —  11  +  lOi  =  (3  +  2i)(-  l  +  4i 

so   dass  also ,  wenn  man  mit  dem  Nenner  nach  links  mnltipliziert,  in  :- 

wissem  Sinne  yziix^  (mod.  w)  ist. 

Die   Hauptsache   ist  noch   zu  thun,   nämlich   das  allgemeine  Gt»: 

der  Multiplikatoren  des  fi****  Koeffizienten  zu  finden,  nachdem  derBanir 

seihen   in  Bezug  auf  m  erkannt  ist.     Man  wird   ihm  zu  dem  Ende  ^:. 

ganz  neue  Form  geben  müssen,  denn  nach  Potenzen  und  Produkten  tc . 

und  g  geordnet  wird  er  kein  einfaches  Gesetz  befolgen,  ebenso  wenig  i- 

j.     T».        .  „      Ao  .     .       mim  —  1)  •  •  •  (w  —  *  +  1)  •    «. 

die   Bmomialkoeffizienten  — ^ ^-^-s — ^^ — ■ — -    wenn  man  sie  dj  - 

Potenzen    von    m   entwickeln    wollte,    während    sie    doch  in  Fora  v:: 
Produkten   so   höchst  simpel  erscheinen.  —  Die  Beweise  der  voisteliei;: 
Sätze  eignen  sich  nicht  gut  zu  brieflicher  Mitteilung.^) 

Zuerst  hatte  ich  die  Absicht,  Ihnen  noch  über  quadratische  Fon-i 
mit  mehreren  Variabein,  namentlich  über  die  Anzahl  der  nicht  aeqüiTalr!:>- 
temären  Formen  einiges  mitzuteilen,  aber  da  dieser  Stoff  nnerseböpfi^- 
ist  und  dieser  Brief  doch  schon  für  die  Zeit  eines  Bräutigams  zu  u- 
geworden  ist,  so  verechiebe  ich  dies  auf  das  nächste  Mal,  da  ich  dud  k^-- 
regelmässigen  Briefwechsel  zwischen  uns  hoffe,  und  schliesse  den  la*^ 
matischen  S^lm  mit  einem  arithmetischen  Theorem,  dessen  Beweis  Sie  sqcb^' 
mögen :  „Wenn^)  eine  beliebige  reelle  Primzahl  ist,  und  man  nimmt  in  derSait:^ 

+  1  +  3  ±  ö  +  7  .  . . .  +  (p  -  2)  (fl) 

alle  möglichen  Zeichenkombinationen,  doch  so,  dass  die  Anzahl  der  negtti^^ 
Zeichen  jedesmal  gerade  ist,  so  geben  die  Reste  (mod  j))  der  so  aas -^ 
hervorgehenden  Zahlen  erstlich  gewissemale  die  Null,  und  ausserdem  ^ 
Quadratreste  einmal  öfter  als  die  Nichtquadratreste.  Nimmt  man  aber  :• 
Anzahl  der  negativen  Zeichen  ungerade ,  so  kommen  umgekehrt  die  >k5> 
quadratreste  einmal  öfter  vor  als  die  Quadratreste;  so  dass  man  also  önr- 
dieses  Verfahren  auf  lineare  Weise  die  g-Reste  und  Nichtreste  bestimn:^' 
kann,  wenn  man  von  allen  (ä)  so  viel  als  möglich  vollständige  BesUE 
Systeme  (mod.  ^  fortlässt.  Z.B.  für  j?  =  7  erhält  man  1  +  3  +  ^^ 
—  1  —  3  +  5  -  :  1,    —1+3  —  0^4,    1  —  3  —  5^0  (mod. 7;i,  X' 


1)  Diese  Sätze  und  ihre  Beweise  hat  Eisenstein  in  dem  ersten  Teil  seitf 
„Beiträge   zur  Theorie   der  elliptischen  Functionen"   veröffentlichi   (Jodib*' 
die  reine  und  angewandte  Mathematik,   Bd.  30,  1846;  oder  „Mathcmatiscli« 
handlungen  von  Dr.  G.  Eisenstein",  Berlin  1847.) 
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in  der  That  sind  1,  2,  4  die  g- Beste  5  dagegen  —  1  +  3  +  5:^  0, 
1—3  +  5  =  3,  1  +  3  —  6  =  6,  — 1— 3  —  5  =  5,  und  3,  5,  6 
sind  die  g-Nichtreste."^) 

Nun  zu  guter  Letzt,  mein  lieber  Stern,  will  ich  mich  wieder  wie  ein 
Yemünftiger  Mensch  betragen.  Antworten  Sie  mir  bald,  natürlich  ohne 
dabei  etwas  Nötigeres  zu  versäumen,  schreiben  Sie  mir  alle  Neuigkeiten, 
die  Sie  wissen  und  nicht  wissen,  was  es  in  Göttingen  Interessantes  giebt, 
besonders  über  Ihre  Braut,  wegen  derer  ich  mich  im  Stande  der  Unschuld, 
d.  h.  gänzlicher  Unwissenheit  befinde.  Schliesslich  wiederhole  ich  meinen 
herzlichen  Glückwunsch.  Grüssen  Sie  mir  vielmals  Dr.  Goldschmidt  und 
die  Familie  Meyerstein.  —  Uebrigens  werden  Sie  schon  wissen,  was  mich 
interessieren  kann,  denn  obwohl  ich  seit  einem  Jahre  nichts  von  dorther  er- 
fahre, so  habe  ich  doch  nicht  aufgehört,  für  Göttingen  und  seine  Bewohner 
einen  lebhaften  Anteil  zu  nehmen.  —  Kann  ich  Ihnen  hier  in  irgend 
etwas  dienen,  so  finden  Sie  zu  Allem  bereit 

Ihren  ergebensten  Freund 

Gotthold  Eisenstein. 
Adresse:  Dr.  Eisenstein  Jerusalemerstr.  Nr.  63  parterre. 
Berlin,  20.  August  1845. 

N.  Friedländer  war  so  eilig,  dass  er  mir  nur  Ihre  Karte  in  die  Hand 
steckte,  ich  weiss  also  nicht  einmal,  ob  Sie  gegenwärtig  in  Göttingen  sind; 
deshalb  mache  ich  die  Adresse  sehr  ausführlich. 


m. 

Berlin,  20.  April  1846. 
Mein  lieber  Stern! 

Es  wäre  meine  Pflicht  gewesen  auf  Ihren  herzlichen  und  liebevollen 
Brief,  der  mir  die  gröfste  Freude  bereitet  hat,  sogleich  zu  antworten»  Aber 
teils  ist  meine  Faulheit  an  der  Verzögerung  schuld,  teils  hatte  ich  gar 
keine  rechte  Lust  auf  die  fatale  Geschichte  mit  Jacobi  wieder  zurück- 
zukommen. —  Das  ganze  Bätsei  ist,  dass  es  Jacobi  verdriefst,  dass  ich 
nicht  sogleich,  nachdem  ich  von  seinen  Arbeiten  über  Kreisteilung  erfahren 
hatte,  öffentlich  seine  Priorität  anerkannt  habe,  während  ich  doch  Gauss 
so  oft  anfQhre.     Dass  ich  nun  dies  unterlassen  habe,  daran  ist  blofs  meine 


1)  In  seiner  Abhandlung  „über  eine  der  Teilung  der  Zahlen  ähnliche  Unter- 
suchung und  deren  Anwendung  auf  die  Theorie  der  quadratischen  Reste"  (Journal 
fiir  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  61  (1863))  hat  Stern  diesen  Satz, 
sowie  eine  Beihe  ähnlicher  Sätze  bewiesen. 
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anschuldige  Einfalt  Schuld,  da  ich  mich  um  dergleichen  Äuüserlichkr;': 
nicht  kümmerte,  sondern  nur  an  die  Wissenschaft  selbst  dachte:  dr 
Gauss  habe  ich  nun  einmal  meine  mathematische  Bildung  erlangt,  r.- 
Leistungen  sind  mir  geläufig,  und  desshalb  fähre  ich  ihn  an;  die  Aibr: : 
von  Jacobi  sind  mir  erst  zugänglich  geworden,  seit  ich  ihn  peisönlicb  k: 
d.  h.  seit  er  hier  in  Berlin  ist.  Muss  man  denn  wirklich  alles  durcbkni- 
ehe  man  drucken  lässt,  ich  glaubte,  dass  wenn  man  sich  mit  dem  Crelleh. 
Journal  au  fait  erhält,  man  genug  thut 

Inzwischen  kann  Jacobi  selbst  unmöglich  daran  glauben,  dass  iiii  ^ 
seine  Sachen  gestohlen   hahe,  denn   er  hat  eben   auf  diese  meine  6t>: 
Arbeiten   hin  vor  V^  Jahren    den  Antrag   zu  meiner  Doktor-ErnenDOK 
der    Breslauer  Fakultät  gestellt,     üebrigens  gebührt  in  den  Beweise 
Beciprocitätssätze  weder  mir,  noch  Jacobi  die  Priorität,  sondern  Gauss:  ^ 
gedruckt  sind  die  Beweise   zuerst  von   mir  erschienen;  am  £nde  hat : 
Jacobi  auch  nur  gesagt,    dass  er  die  Beweise  gefunden  habe,  Gaosi  ^ 
dasselbe  aber  schon  viel  früher  gesagt,   Theoria  residuorum  biqiudr. ::: 
schon  an  einem  viel  früheren  Orte:   demonstrationes  et  ampliationes  n - 
etc.,  also:  —  hie  aqua  haeret. 

Schon  einige  Zeit,  ehe  ich  Ihren  Brief  erhielt,  hatte  ich  ein  Mwasj: 
fertig,  worin  ich  Jacobi  in  höchst  gemäfsigter  Weise  antworte  «sc : 
Untersuchungen  vereint  zusammenstelle ,  welche  ich  in  früherer  Zeil  -:'■ 
ELreisteilung  angestellt  hatte;  denn  was  ich  damals  herausgab,  warb:- 
die  Hälfte  dessen,  was  ich  herauszugeben  beabsichtigte,  bis  mirJaai' 
die  Quere  kam.  Ich  habe  es  aber  aufgegeben,  dieses  Manaskript  weok"^- 
für  jetzt  drucken  zu  lassen,  denn  einmal  ist  Jacobi  aufserdem  ganz  ^'-^ 
lieh  gegen  mich,  bis  auf  die  allerletzte  Zeit,  wo  ich  ihn  selten  ^'' 
was  aber  an  mir  und  nicht  an  ihm  liegt,  und  dann  darf  ich  ihn  mir  »- 
jetzt  nicht  erzürnen,  weil  ich  meine  Habilitation  hier  beabsichtige,  ' 
er  mir  einerseits  nutzen  andererseits  aber  auch  sehr  schaden  kann. 

Ich  spreche  eben  von  meiner  Habilitation.  Sie  wissen,  lieber-" 
dass  nach  den  Statuten  der  Fakultät  man  drei  Jahre  Doktor  sein  ^-" 
oder  vielmehr  man  drei  Jahre  schon  das  Triennium  absolviert  haben  2^ 
ehe  man  sich  habilitieren  darf.  Der  Minister  Eichhorn,  der  sehr  fnt^- 
für  mich  gesinnt  ist,  hat  mich  von  diesem  Formzwange  dispensiert  n^ " 
werden  mir  so  drei  Jahre  erspart,  denn  ich  hätte  eigentlich  erst  - 
Oktober  dieses  Jahres  mein  Triennium  absolviert,  müsste  also  eigtt: 
noch  bis  Oktober  1849  warten;  es  hindert  mich  jetzt  weiter  nichts  as - 
Habilitation,  als  meine  Militärpflicht. 

Da   Sie,    mein    lieber  Stern,    einen    so   liebevollen  Anteil  an  m^^-' 
Kummer  nehmen,  so  werden  Sie  gewiss  eine  eben  so  freundliche  Gesit"^ 
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l)ei  dem  Angenehmen  beweisen,  was  mich  betrifft.  Es  ist  mir  eine  grofse 
!Freude  geworden.  Ich  weifs  nicht,  ob  ich  Ihnen  mitgeteilt  habe,  dass 
Gauss  mir  im  vorigen  Frühjahr  einen  sehr  interessanten  Brief  geschrieben 
liat.  Gauss  hat  sich  nun  im  vorigen  Winter  und  jetzt  wieder  vor  einigen 
Tagen,  auf  mathematische  Mitteilangen  hin,  die  ich  ihm  gemacht,  zu 
AI.  V.  Humboldt  schriftlich  über  mich  ausgesprochen,  in  Worten,  die  mich 
vollkommen  über  Jacobi's  Angriff  zu  trösten  geeignet  sind;  A.  v.  Humboldt 
hat  mir  die  Briefe  mitgeteilt;  ich  würde  Ihnen  eine  Abschrift  schicken, 
wenn  ich  nicht  fürchten  müsste,  dass  Sie  mich  für  eitel  hielten  und  ich 
dadurch  in  Ihrei*  Achtung,  die  mir  so  teuer  ist,  sinken  kannte. 

AuTser  dieser  wissenschaftlichen  Anerkennung  und  Freude  ist  aber  mein 
Leben  sehr  freudlos.  Die  Mathematik  allein  kann  nicht  glücklich  machen 
und  sie  ist  so  schwierig,  dass  man  nur  selten  die  Genugthuung  hat,  einen 
Schritt  vorwärts  zu  kommen.  Es  fehlt  mir  hier  an  aller  Geselligkeit,  mit 
meinen  Verwandten  bin  ich  ganz  zerfallen,  denn  dies  sind  Greldleute,  die 
mich  nicht  verstehen  und  die  ich  nicht  verstehe,  die  Fachgelehrten  sind 
wieder  zu  hoch  erhaben  und  zu  stolz,  als  dass  es  zu  einer  rechten  Innig- 
keit kommen  könnte.  Mit  Heine  und  Eronecker  ging  ich  frühpr  viel  um 
und  diese  passten  zu  mir,  aber  der  erste  ist  jetzt  Privatdocent  in  Bonn, 
der  zweite  Gutsbesitzer  bei  Liegnitz,  Joachimsthal  ist  ganz  Schulmeister 
geworden  und  ich  finde  bei  ihm  daher  auch  keinen  Anklang.  In  dieser 
meiner  melancholischen  Isolierung  fühle  ich  eine  tiefe  Sympathie  für  die 
zarte  Verbindung,  die  Sie  eingegangen  sind;  möchten  Sie,  von  einem  Sie 
liebenden  Wesen  stets  umgeben,  Ihre  Tage  glücklicher  zubringen,  als  ich 
es  thue.     Leben  Sie  herzlich  wohl. 

Mit  freundschaftlichster  Hochschfttzung 

^  Eisenstein. 

Bitte,  schreiben  Sie  mir  genau  Ihre  Adresse.   Die  meinige  ist  Jerusalemer- 
strafse  63. 

Was  meinen  Sie  mit  Gott.  Gel.  Anz.  1815,  Stück  104? 


IV. 
Anfang  eines  Briefes  vom  Sommer  1847. 
Mein  lieber  Stern! 
Seien  Sie  nicht  böse  auf  mich,  dass  ich  so  lange  nichts  habe  von  mir 
hören  lassen;  ich  habe  nichts  desto  weniger  stets  an  Sie  und  Ihre  freundliche 
Gesinnung  für  mich  mit  Dankbarkeit  und  Liebe  gedacht.     Aber  einen  un- 
mathematischen Brief   wollte    ich  Ihnen  nicht  schreiben,  und  es  bot  sich 
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nichts  dar,  was  für  die  Kürze  einer  brieflichen  Mitteilung  passend  gewesen 
w&re  und  was  ich  Ihnen  ohne  lange  Auseinandersetzungen  klar  maeher 
könnte;  auch  sind  die  schlechten  Federn  schuld;  halten  Sie  dies  Argument 
nicht  für  unbedeutend,  denn  so  wie  mich  eine  wohlschmeckende  Cigam 
zu  einer  mathematischen  Idee  begeistert,  so  eine  gutbeflügelte  Feder  z;: 
einem  inhaltreichen  Briefe.  Ausserdem  habe  ich  diese  Zeit  über  so  Tide 
Allotria  getrieben  und  so  wenig  mathematisch  gearbeitet,  dass  idi  miek 
Tor  Ihnen  schämen  musste,  ja  Sie  sogar  als  Kritiker  fürchten  musste.  Ici 
hoffe  aber,  dass  dieser  Brief  Sie,  lieber  Stern,  durch  einige  mathematiacbe 
Stellen  versöhnen  wird  und  dass  ich  durch  ein  paar  in  Crelle's  Journal  er 
scheinende  schon  unter  der  Presse  schwitzende  Abhandlungen,  wenn  ancL 
nicht  meine  Sünden  vollständig  abbüfsen,  so  doch  mein  Gewissen  einiger- 
massen  erleichtem  werde. 

Herr  Riemann,  durch  welchen  ich  Ihre  Karte  nebst  den  frenndlidbei 
Worten  darauf  erhalten  habe,  scheint  einer  der  wenigen  zu  sein,  wekbe 
sich  in  der  Zahlentheorie  recht  lobenswerte  Kenntnisse  erworben  habei 
Er  wird  an  einem  Privatissimum  Teil  nehmen,  welches  ich  in  diesem  Sommer 
über  elliptische  Funktionen  lesen  werde.  Bitte  recht  sehr,  suchen  S» 
doch  meinem  lieben  Freunde  dem  Amerikaner  Gould,  der  jetzt  in  Gdttinger 
ist,  ein  wenig  die  Zeit  zu  vertreiben  und  nehmen  Sie  Sich,  wenn  Sie  k5ziiieL. 
angelegentlichst  seiner  an;  er  ist  ein  sehr  lieber  junger  Mann,  der  bei  seiDea 
Vorhaben  sich  in  Europa  astronomisch  auszubilden  leider  durch  den  Mangd  iz 
Teilnahme  bei  unsem  Gelehrten  schon  sehr  gekränkt  und  enttäuscht  worden  isi^ 

Mein  Verhältnis  zu  den  hiesigen  Gelehrten  noch  immer  beim  Alten;  via. 
würde  mir  eine  Annäherung  nichts  nutzen,  da  jene  ihren  Stolz  und  ihr  aristokn- 
tisches  Benehmen  gegen  mich  nie  ablegen  werden.    Ich  stehe  also  ganz  alleiL. 

Was  Sie  anbetrifft,  lieber  Freund,  so 


Berlin,  Januar  1848. 
Mein  lieber  Stern! 

Mit  der  Redaktion  einer  mathematischen  Abhandlung  beschäftigt,  welc» 
Ihnen  sehr  nahe  liegt,  und  welche,  wie  ich  hoffe  oder  mir  zu  schmeicht-lr 
wage  bei  ihrem  Erscheinen  Ihnen  einige  Freude  machen  wird,  so  wie  ancl 
von  Vorlesungen  an  der  Universität  in  Anspruch  genommen,  reisse  id 
mich  los,  um  endlich  an  Sie,  werter  Freund,  zu  schreiben.  £s  ist  dies 
nicht  das  erste  Mal  seit  einer  langen  Zeit,  dass  ich  die  Feder  zu  dieser 
Zwecke  in   die  Hand  nehme,  es  liegen  zwei  halb  angefangene  Briefe  coci 
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vom  Sommer  her,  in  welchen  ich  mich  mit  Ihnen  unterhalten  wollte,  aber 
ich  bin  nicht  fertig  geworden,  und  ich  erlaube  mir,  hier  eine  Probe  von 
diesen  Versuchen  beizulegen,  auch  dem  guten  vortrefflichen  Gould,  den  ich 
Ihnen  in  meinem  Schreiben  empfehlen  wollte,  habe  ich  auf  seinen  so  lieb- 
reichen und  herzlichen  Brief  an  mich  nicht  geantwortet,  was  mich  immer 
schmerzlich  foltert;  gewiss  ist  er  jetzt  nicht  mehr  in  Göttingen  und  glaubt, 
dass  ich  eine  kalte  Gesinnung  gegen  ihn  hege,  wovon  gerade  das  Gegenteil 
der  Fall  ist.  Ehe  ich  aber  zu  dem  Grunde  meines  langen  Schweigens 
übergehe,  will  ich  Ihnen  den  Gegenstand  meiner  jetzigen  Abhandlung  mit- 
teilen; doch  vor  allen  Dingen  erkundige  ich  mich  nach  Ihrem  Befinden 
und  nach  dem  Ihrer  Familie  auf's  Angelegentlichste,  so  wie  nach  dem  Be- 
finden aller  derer  in  Göttingen,  welche  mich  etwas  lieben  nicht  blos  für 
einen  nicht  ganz  schlechten  Mathematiker  halten,  was  ein  grofser  Unter- 
schied ist;  sollte  Gould  noch  da  sein,  so  gr&ssen  Sie  ihn  recht  herzlich  von 
mir  und  versichern  ihn  meiner  dauernden  Freundschaft,  so  wie  dass  sein 
Andenken  eine  wohlthuende  Erinnerung  für  mich  bleiben  wird  und  dass 
ich  wohl  wünschte,  die  Verhältnisse  möchten  uns  einmal  noch  im  Leben 
zusammen  fuhren,  auch  mag  er  nicht  zu  sehr  zürnen,  dass  ich  nicht  ge- 
antwortet habe;  aber  gewiss  ist  er  nicht  mehr  da,  bitte  dann  schreiben  Sie 
mir  doch  über  seinen  jetzigen  Aufenthaltsort,  wenn  Sie  ihn  wissen. 

In  meiner  jetzigen  Abhandlung^),  die  wahrscheinlich  bald  zum  Drucke 
kommen  wird,  da  ich  schon  bei  der  Bedaktion  der  letzten  Bogen  stehe,  be- 
weise ich  Ihren  Satz  über  die  Bestimmung  von  c  für  die  Primzahlen 
q  =  Sn  -\-  3  =  c*  -|-  2d^  durch  eine  Kongruenz  (mod.  g);  dieser  Satz 
bildet  allerdings  den  Anfang  zu  einer  ganz  neuen  Eeihe  von  Sätzen  dieser 
Art,  indem  bei  denjenigen  Sätzen  dieser  Gattung,  welche  unmittelbar  die 
Kreisteilung  ergiebt,  die  zu  der  Zerfällung  gehörige  Determinante,  wie 
hier  8,  ein  Teiler  von  q  —  1  sein  muss;  so  kann  man  z.  B.  für  die 
Primzahlen  q  =  In  -{-  1  die  Zerf&llung  Ä^  -]-  1 B^  durch  die  Kreisteilung 
bestimmen,  aber  nicht  für  die  Primzahlen  7n  -|-  2  und  7n  -|-  4,  welche 
dieselbe  Zerfällung  zulassen;  ich  erinnere  mich,  schon  in  Göttingen  mit 
Ihnen  über  diesen  Gegenstand  gesprochen  zu  habeü,  aber  nicht  mehr  genau. 
Sie  sagen  in  Ihrer  Notiz,  die  Theorie  der  Reste  schiene  nicht  die  wahre 
Quelle  solcher  Sätze  zu  sein;  dies  ist  aber  doch  der  Fall,  und  meine  Methoden, 
die  ich  schon  in  früheren  Abhandlungen  auf  andere  Gegenstände  angewandt 
habe,  sind  allgemein  genug,  um  auch  solche  Sätze,  wie  z.  B.  der  f&r  die 
Primzahlen    Sn  -\-  3    daraus   ableiten   zu  können.     Ich  beweise  in  meiner 

1)  Die  Abhandlung  ist  unter  dem  Titel  „Zur  Theorie  der  quadratischen  Zer- 
fällungen  der  Primzahlen  8n  +  3,  7n-f2  und  7n  +  4"  im  Journal  für  die  reine 
und  angewandte  Mathematik,  Bd.  37  erschienen. 
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jetzigen  Abhandlung  noch  die  beiden  folgenden  Sätze,  welche  wahndteiL. 
ganz  neu  und  noch  unbekannt  sind.  (Ich  moss  jetzt  fort  nach  der  üniTeisi':: 
nm  Vorlesung  zu  halten.) 

„Ist     q     eine     Primzahl      7n+2=^*  +  7P',     so    hitsa: 

2A  ^E  — ^- — ^^ — - — — (mod.  g)  und  hierans  ergiebt  siü- 

positiv  oder  negativ,  je  nachdem  es  abgesehen  vom  Zeichen  =  3  oder  i  t 
(mod.  7)  ist."  Z.  B.  fclr  g  =  23  ist  n  =  3,  2^  =  ?-^^^3-4- 
E^  84  (mod.  23)  =  4  •  23  —  8  =  —  8,  also  ^  =  —  4,  und  in  derL 
ist  23  ^  4*  +  7,  femer  hat  sich  ^  =  —  4  negativ  eigeben,  weil  5^ 
absolute  Wert  e_e  4  (mod.  7). 

„Ist     q     eine     Primzahl     7  n  +  4  =  A*  +  7  ^*,     so    hat  k 
^^^(8n+l)»n(8n-l)...(8n+_g)  ^d   4  wird  M«: 

positiv    oder   negativ,   je    nachdem    sein    absoluter  Wert  =  2  oder  e: 
(mod.  7)  ist"     Beispiele  geben  <?=  11,  39,  53  u.  s.  w. 

Die  Principien,  auf  welchen  diese  Sätze  beruhen,  können  entweder  r. 
der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  geschöpft  werden,  wovon  ba  eb- 
andern  Gelegenheit,  oder  sie  sind  rein  arithmetischer  Natur.  Idi  ^: 
damit  an  so  wie  ich  bei  der  Zer^llung  A^  +  -^*  ^®  compleie  Ix. 
A  +  Bi,  ebenso  A  +  bY^^^  far  ^^  +  2JB*  oder  A  +  5^- 
-1^  +  IB^  u.  8.  w.  durch  eine  endliche  Beihe  auszudrücken.  ^^  '"■ 
-4.*  +  2^^  stehen  zu  bleiben,  so  kann  för  g  =  8n  +  1  eine  solche  Bf- 
aus  der  B[reisteilung  genommen  werden,  aber  nicht  so  farg  =  8«-^ 
Im  letzteren  Falle  finde  ich  jedoch  durch  meine  sehr  einfachen  Betraditns«- 
eine  ebenfalls  sehr  einfache  Beihe  als  Ausdruck  für  A -{'  B )/—  -  ^ 
q  nicht  von  der  Form  4«  +  1  ist,  so  umfasst  ein  vollständiges  Bfe"^ 
System  (mod.  q)  mit  Ausschluss  der  Null  q^  —  1  complexe  Zahlen  v(ffi  > 

Form  X  -^  yi  und  für  alle  diese  ist  (x  +  yt)^'"^  ^  h  *^  (^  "^  ^'^  * 
irgend    einer   Potenz    von    i,    und    wenn    F*  ^  t    (mod.   g)  gesellt  ^-• 

(x  +  2^0  *     ^  irgend  einer  Potenz  von  F]  es  sei  ö*  =  t,  »ko  e  «- 
primitive  8*®  Wurzel  der  Einheit,  und  es  bezeichne  das  Symbol  [a:+y'J'*^ 

wenn  (x  -]-  yi)    ^     ^  F^  (mod.  q)  ist;  ich  finde  dann 

A  +  B 1/=^  =  [1]  +  [1  +  »]  +  [1  +  2t]  +  [1  +  3<]  +  • 

+  [l  +  (2-l)i]='^[l+y.]i 

und  wenn  überhaupt  JE  [1  +  y»]*  =  ?>  («>'')  gesetzt  wird,  so  ist 


— *— *™^ 
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9)(ai)<jp(a)»)  =  <)p(Q)3)g)(G)^)  =  g,  g)(+i)  =  l,  9)(— l)  =  — 1,  g)(l)  =  g; 

aus  den  letzten  drei  Formeln  ergiebt  sich  besonders  die  Bestimmung  des 
Vorzeichens  von  A  durch  eine  Kongruenz  (mod.  4);  aus  den  ersten  beiden 
folgt  2Ä==  (p(g}) -{- (p(G)^)^q>{F) -j- (p(F^)  (mod.  g);  nun  sieht  man 
leicht,  dass  nach  der  Definition  der  Symbole  []  man  haben  muss 

9,  (F)  =  2(1  +  yi)~^  ,     9,  (F')  =  2(1+  yif"^' ; 

es  bleibt  also  in  letzter  Instanz  die  Diskussion  dieser  beiden  Summen;  diese 
Diskussion,  welche  gar  nicht  leicht  ist,  liefert  mir  nun  die  erste  Summe 
:^  0  und  die  zweite  eh  Ihrem  Binomialkoeffizienten;  erschwert  aber  auch 
interessant    gemacht    wird    die    Diskussion    besonders    dadurch,    dass    die 

Potenzen  (l  +  ^0  ^  ^"^^  (^  +  ^0  ®  ,  da  der  Exponent  >  q  ist,  in 
ihrer  Entwicklung  nach  dem  binomischen  Satze  sehr  viele  Potenzen  von  y 
enthält,  deren  Exponenten  durch  q  —  1  teilbar  sind,  während  bei  den  Be- 
trachtungen  von  Gauss  am  Schluss  von  Theor.  res.  biq.  1  nur  eine  solche 
Potenz,  nämlich  y^~^  erscheint.  Dies  sind  Grundzüge  in  flüchtiger  Kürze, 
wegen  des  näheren  Details  und  fernerer  Anwendungen  muss  ich  Sie  auf 
meine  Abhandlungen  verweisen  oder  besser  gesagt,  vertrösten.  Von  ellip- 
tischen Funktionen  ist  hier  an  keiner  Stelle  die  Bede,  die  aus  ihnen 
folgenden  Principien  bilden  eine  ganz  für  sich  stehende  eigene  zweite 
Methode  zum  Beweise  solcher  Sätze,  worüber  ich  an  Gauss  im  vorigen 
Sommer  eine  kleine  Mitteilung  gemacht  habe;  der  Gaussische  Satz  z.  B. 
folgt  unmittelbar  aus  den  einfachsten  Eigenschaften  der  lemniscatischen 
Funktionen,  denn  es  sei  m  eine  primäre  zweigliedrige  complexe  Primzahl, 
m  die  conjugirte  Zahl  mm  =  p  die  Norm  von  m  eine  reelle  Prim- 
zahl 4n  +  1;  der  DiflFerenzialgleichung  (l.)  - —  =       .  — :=^  genüge. 

y  1  —  y*         y  1  —  a;* 

(2.)  y  =  öj  aj  +  «2^^  +  •  •  •  +  öp^^  +  üp^ix^'^^  in  inf.,  dann  sind  alle 
Koeffizienten  a^,  a^  u.  s.  w.  durch  m  teilbare  ganze  Zahlen,  mit  alleiniger 
Ausnahme  von  o^,  welcher  ^E  1  (mod.  w)  ist;  setzt  man  y  =  apX^  -\'  mR^ 
so  hat  B  lauter  ganze  (complexe)  Koeffizienteu ,  B  enthält  die  Potenz  x^ 
nicht  und  man  hat  gewissennassen  y  ^  x^  (mod.  w),  da  üp  r." :  1  (mod.  w); 
setzt   man   nun    in    die  Differenzialgleichung  nachdem   man  ihr  die  Form 

i5l""yr^J  gegeben,  xp  für  y,  so  kommt 
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nun  ist  ^=.paj,xP-'  +  wiT,  -p  =  m  a^^xP-'  +  B:=m  x^-^  +  K 


(mod.  m)  wegen  p  ^2  mm\  —  =  m';  also  gebt  die  vorhergehende  Kongmeiu 


m 

in  w'a;^~*  +  JJ'  ^^  (1  —  x^)  *  (mod.  w)  über;  vergleicht  man  anf  beiden 
die  Koeffizienten   von  x^^^  und  bemerkt,    dass  diese  Potenz   a;''"^  in  iT 

nicht  vorkommt,   weil  a;''  in  JB  nicht  enthalten  ist  ( J?'  =  ^— j ,   so  erhäl: 

man  m  -i^  dem  Koeffizienten  von  x^"^  in  (l  —  x^)  '  ,  d.  h.  m'  ^  dem 
Oaussischen  Binomialkoeffizienten  (mod.  m)  u.  s.  w.  Diese  üntersuehunges 
nebst  mehreren  anderen  arithmetischen  Anwendungen  der  elliptischen  Funk- 
tionen werden  vielleicht  auch  bald  das  Licht  erblicken.  Ich  mache  Sic 
noch  besonders  hierbei  auf  diejenige  fruchtbare  Erweiterung  des  Begriff 
der  Kongruenz  aufmerksam,  wonach  zwei  unendliche  Beihen  nach  Potenzr.c 
von  x  ÜQ-^  a^x  -^  a^x^  '\'  '  * '  und  &o  4"  ^i  ^  4"  ^ä  ^*  "f*  '  '  *  kongrueDi 
heissen,  wenn  a^  _J  6q,  a^  ee  tj,  Og  ^  Z>j  etc.  ist;  die  Konvergens  oder 
Divergenz  der  Reihen  bleibt  hier  ganz  aus  dem  Spiel.  —  In  Bezug  ac: 
die  unendlichen  Beihen  nach  Potenzen  von  x  verspricht  besonders  d-r 
folgende  Satz  über  die  Entwickelungskoeffizienten  der  algebraischen  Funktionts 
viel  für  die  Arithmetik. 

„Es  seien  f^  (t^^,  Wj,  •  •  •  w^,,  x)  =  0,  f^  (mj,  w^,  •  •  •  w^,  a?)  =  0  n.  s.  v. 
f.i  (wi,  Wg,  •  •  •  Wfl,  a?)  =  0  n  algebraische  Gleichungen  zwischen  den  n  -^X 
Variabein  m^,  •  •  •  M;,,  a?,  vermöge  welcher  Gleichungen  jedes  u  eine  algebraiRkt 
Funktion  von  x  ist;  es  wird  angenommen,  dass  fn  f%j '  '  •  fn  &Is  ratioDil^ 
ganze  Funktionen  von  t/^,  t/,,  •  •  •  a;  mit  rationalen  Koeffizienten  gegeben  sind; 
entwickelt  man  u  als  Funktion  von  x  nach  steigenden  Potenzen  von  x,  sc 
werden  die  Koeffizienten  der  Entwickelung,  wenn  sie  rational  sind,  laut«: 
Nenner  haben,  welche  nur  durch  eine  bestimmte  endliche  und  begren::' 
Anzabl  von  Primzahlen  teilbar  sind;  diese  Primzahlen  sind  die  Teiler 
einer  bestimmten  Zahl  A,  welche  man  so  erhält:  man  bilde  die  Determinictc 
aus  den  Diflferenzialquotienten 


dA 

dft 
du.,' 

du,' 

dh 
•     du^ 

df, 
du,' 

dU 
du,' 

df, 
du,' 

dU 
du. 

dfn 

dL 

dfn 

dfn 

rfu, ' 

du,' 

du,' 

■      du„ 

und  setze  statt  m^,  Ug  •  •  •  w«  die  simultanen  Wurzeln  der  n   Gleichungen 
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und  mache  rational.  Die  Eonstante,  welche  man  erhält,  ist  A.^)  Dieser 
Satz  und  mehrere  dieser  Art  hilden  characteristische  Unterschiede  zwischen 
den  algebraischen  und  den  transcendenten  durch  Differenzialgleichungen  be- 
stimmten Funktionen;  wenn  aber  eine  Differenzialgleichung  oder  ein  System 
von  Differenzialgleichungen  sich  algebraisch  integrieren  lässt,  so  erhält 
man  durch  Anwendung  jener  Sätze  merkwürdige  Resultate,  indem  man  die 
Eeihenent  Wickelung  mit  Hülfe  der  Differenzialgleichungen  vornimmt; 
Specielleres  hierüber  bei  einer  anderen  Gelegenheit;  zum  besseren  Ver- 
ständnis will  ich  Sie  nur  auf  die  Entwickelung  von  lg  (l  +  ^)  8,^^" 
merksam  machen,  wo  die  Nenner  der  Koeffizienten  1,  2,  3,  •  •  •  nämlich 
nach  der  Reihe  alle  ganze  Zahlen  sind,  so  dass  man  immer  Nenner  findet, 
welche  durch  eine  beliebige  noch  so  grosse  Primzahl  teilbar  sind;  der- 
gleichen kann  bei  algebraischen  Funktionen  nie  stattfinden,  sondern  die 
Anzahl  der  Primzahlen,  welche  in  den  Nennern  der  Entwickelung  aufgehen, 
ist  begrenzt. 

Nun  will  ich  Sie  nicht  länger  mit  mathematischen  Verirrungen  quälen, 
denn  vielleicht  sind  Sie  eben  mitten  in  praktisch  populärer  Astronomie  oder 
gar  in  Familien-Sorgen  und  -Freuden,  und  ich  komme  mit  meiner  Zahlen- 
theorie sehr  ungelegen,  vielleicht  habe  ich  jedoch  auch  gerade  eine  glück- 
liche Stunde  getroffen.  Ein  Onkel  von  mir  behauptet,  dass  man  nur  irgend 
jemand  aus  dem  Tollhause  oder  Irrenhause  zu  nehmen  brauchte,  das  würde 
gewiss  der  beste  Mathematiker  sein;  ich  sage  dazu  und  so  meint  auch 
Dirichlet,  man  könne  allenfalls  behaupten,  die  Mathematik  sei  überhaupt 
eine  Verirrung,  deshalb  braucht  aber  nicht  jede  Tollheit  mathematischer 
Natur  zu  sein.  Besagter  Onkel,  der,  wie  alle  meine  Verwandten  (ich 
Glücklicher  in  ihrer  Mitte?)  die  Menschen  nur  nach  ihrem  Werte  (des 
Geldes)  schätzt,  meinte  auch,  als  ich  ihm  mit  vieler  Mühe  durch  Beispiele 
die  Zerlegbarkeit  der  Primzahlen  4n  -j-  1  in  zwei  Quadrate  und  die  Nicht- 
zerlegbarkeit  derer  4^4"^  darthat,  „allerdings  sei  es  merkwürdig,  aber  es 
gehöre  der  hjperimaginärste  Grad  von  Verrücktheit  dazu,  auf  so  etwas  zu 

1)  Eisenstein  hat  eine  kurze  Mitteilung  über  diesen  Satz  in  den  Monats- 
berichten der  Berliner  Akademie  (vom  Juli  1852)  veröffentlicht.  Beweise  des 
Satzes  wurden  von  Heine  (Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik, 
Bd.  48)  und  Her  mite  (Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society,  Bd.  7) 
gegeben. 
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yerf allen,  was  ist  das  schon  fär  Unsinn  'ne  Primzahl,  nn  machen  se  d& 
noch  'nen  Unterschied  zwischen  4n  -f~  1  ^^^  4n  4~  ^i  was  kommt  mer 
davon  heraus";  die  Goldmachekunst  ist  freilich  weit  besser.  Dieser  ist  nod 
der  geistreichste  von  meinen  Verwandten,  nun  urteilen  Sie  über  die  anden 
und  welche  Bolle  ich  unter  ihnen  spielen  muss.  Aber  lieber  Eisensteis, 
was  kümmern  Sie  Ihre  Verwandten,  lassen  Sie  die  doch  lanfen;  ja  das 
thue  ich  auch,  aber  es  kümmert  sich  auch  sonst  Niemand  am  mich,  » 
dass  ich  gänzlich  isoliert  stehe  und  doch  zuweilen  gezwungen  bin,  zn  meines 
Verwandten  zu  gehen.  Diese  Betrachtungen  führen  mich  auf  ein  inkm 
Thema,  nämlich  die  gänzliche  Zerrissenheit  und  Trostlosigkeit  meines  G^ 
mütes,  als  Ursache  meines  langen  Schweigens. 

Ich  müsste  lügen,  lieber  Stern,  wollte  ich  Mangel  an  Zeit  als  Gnuic 
meines  Schweigens  vorschützen,  sondern  es  ist  vielmehr  eine  mir  Alles  Ter 
leidende  Mutlosigkeit,  welche  aus  der  Ungunst  meiner  Verhältnisse  est 
springt.  Ich  spreche  hier  durchaus  nicht  von  pekuniären  VerfaSltnissea. 
denn  ich  kann  mit  wenigem  auskommen,  da  ich  nur  wenig  Bedürfnisse 
habe  und  ich  bekomme  vom  König  600  2e  jährlich;  durch  Geld  kann  mir 
auch  gamicht  geholfen  werden,  denn  ob  ich  etwas  besser  esse,  wohne,  ntc: 
Bequemlichkeit  habe,  das  ist  sehr  gleichgültig;  aber  es  fehlt  mir  jear 
geistige  Nahrung  und  Erhebung  aufserhalb  der  Mathematik  und  im  Ui- 
gange  mit  Menschen,  die  es  wahrhaft  gut  mit  mir  meinen,  jedoch  nie'' 
so  hoch  über,  mir  stehen,  dass  der  Umgang  ein  blofses  steifes  CerencD 
bleibt.  Wenn  ich  nun  meinen  Kopf  durch  mathematische  SpekulatioBC 
zerarbeitet  habe,  so  kann  ich  mir  nachher  durchaus  keine  Erheiterosg  «i^^ 
Geistes  verschaffen,  die  mir  nur  aus  einer  gemütlichen  Geselligkeit  hen-^ 
gehen  würde,  d.  h.  einer  solchen,  wo  ich  mich  nicht  zu  genieren  bianciitt 
nicht  immer  geistreich  sein  müsste,  sondern  mich  gehen  lassen  könnte,  «i- 
ich  wollte  und  wie  ich  nun  einmal  bin.  Es  ist  so  unendlich  schwer,  ac 
dem  Kreise  herauszukommen,  in  dem  man  nun  einmal  geboren  ist,  ja  ^ 
mich  immöglich,  da  ich  mich  mit  Dingen  beschäftige,  die  so  wenige  MensdKs 
interessieren,  und  also  so  wenige  oder  gar  keine  AnknüpfungsponWe  fis^: 
und  wie  die  Wenigen,  welche  gleiche  Beschäftigung  haben,  sieh  gegen  vä^- 
benehmen,  wissen  Sie  ja;  Dirichlet  ist  jetzt  ganz  freundlich  gegen  mif- 
aber  es  bleibt  kalte  Höflichkeit,  er  ist  Professor,  ich  bin  Privatdocent  ^*  | 
ich  seit  langer  Zeit  lebe,  könnte  ich  mir  eben  so  gut  ein  Haus  aaf  eii^ 
wüsten  Insel  bauen  lassen,  ich  würde  dann  Fische  sehen,  statt  kalter  stei^"' 
und  liebeleerer  Menschen.  Es  sind  dies  nicht  etwa  hypochondrische  ot 
danken,  sondern  meine  Worte  gehen  aus  einer  klaren  Einsicht  der  >^' 
hältnisse  und  dessen,  was  mir  fehlt,  hervor;  manche  Menschen  sind  s^ 
selbst   genug,    ich  bin  nicht  so  glücklich,    sondern   mich  foltert  die  wf 
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währende   Sehnsucht    nach  Liebe  und  Zuneigung  der  Menschen   und  nach 
gemütlicheren  Verhältnissen,  mathematische  Beschäftigung  ist  für  mich  eine 
Art  Betäubung,    um  mich  vor  Melancholie  zu  retten,  so  wie  fib:  andere 
Menschen  Wein  oder  Branntwein;  daher  ist  meine  Stimmung  am  düstersten 
gerade  nach  Absolvierung  eines  schwierigen  mathematischen  Problems,  da  ich 
dann  recht   einsehe,    wie    sich   hierdurch   doch   gamichts  in  meiner  Lage 
ändert.     Indem  ich  nun  immer  mehr  einsehe,  dass  ich   selbst  mir  hierin 
nicht  helfen  kann  und  Andere  mir  nicht  helfen  wollen,  so  bin  ich  gänzlich 
meines  Daseins  überdrüssig  geworden  und  ich  vegetiere  nur  so  fort,  indem 
ich  mich,  wie  gesagt,  durch  mathematische  und  andere  Beschäftigung  be- 
täube; so  treibe  ich  schon  seit  einem  Jahre  Anatomie  und  Physiologie  und 
h6re  eifrig  Johannes  Müller's  Vorlesungen,  auch  musiziere  ich  oft,  doch  Alles 
kann  keine  Zufriedenheit  gewähren,   da  ewig  das  fehlt,  was  ich  wünsche. 
Dass  wirklich  mein  Unglück  in  den  Verhältnissen  liegt,  sehe  ich  an  einzelnen 
Lichtblicken,  wenn  etwas   sich  hierin  zu  ändern  scheint,  dann  konmie  ich 
mir  gleich  wie  ein  ganz  anderer  Mensch  vor,  aber  es  sind  nur  Täuschungen 
und  es  wird  gleich  wieder  dunkle  Nacht,  d.  h.  es  bleibt  Alles  beim  Alten. 
Wenn  Sie  einige  Freundschaft  für  mich  empfinden,    so  werden  Sie  mich 
Yielleicht  verstehen,  von  Hause  aus  bin  ich  gewiss  kein  Hypochonder,  man 
bringe  mich  nur  in  heitere  Verhältnisse  (nicht  glänzende),   so  werde  ich 
der  heiterste    Mensch    sein.     Ich   wollte   Sie    nicht  mit  Klagen  belästigen 
lieber  Stern,  denn  ich  weifs,  man  macht  sich  dadurch  unliebenswürdig  und 
verscheucht  seine  Freunde;  eben  um  nicht  zu  klagen,  habe  ich  solange  nicht 
geschrieben;  mögen  Sie  eben  so  glücklich  sein,  als  Ihr  Freund  unglücklich. 
Verzeihen  Sie,    dass    ich    den   Satz    über  die   Primzahlen  8n  -}-  l   in 
meiner  Abhandlung  den  Stem'schen  Satz  nenne,  es  ist  ebenso,  wie  mit  dem 
Legendre'schen  Beciprocitätssatze.    Das  Papier  geht  zu  Ende;  leben  Sie  recht 
wohl.     Mit  den  herzlichsten  Wünschen 

Ihr 
Berlin  10./2.  48.  Gotthold  Eisenstein. 

Bitte  um  baldige  Antwort,  damit  der  Briefwechsel  nicht  abermals  ins 
Btocken  gerät. 

VI. 

November  1848. 
Lieber  Stern. 

Wenn  man  lange  nicht  geantwoiiet  hat,  so  schämt  man  sich  und 
[lese  Scham  wächst  mit  der  Zeit  wie  eine  Lawine,  so  dass  man  das  Ant- 
irorten  inuner  wieder  aufs  Neue  aufschiebt;  doch  hoffe  ich  diesmal  noch 
Verzeihung,    indem    ich   jetzt    so    spät    erst   die  Feder  ergreife.     Ich  darf 


192  A.  Hurwitz  und  F.  Rudio: 

doch  nun  jedenfalls  zum  Professor  gratulieren,  ohne  dass  Sie  Sich  darül^: 
ärgern  werden;  ich  betrachte  dies,  nämlich  Ihre  Professar,  als  eine  dr: 
Errungenschaften  unserer  Freiheitsperiode,  die  nun  bald  aufhdren  ^i-i 
da  mir  nach  den  Wiener  Ereignissen  die  jetzt  hier  stattfindende  Wa& 
auslieferung  der  letzte  Schlussstein  zur  Unterdrückung'  der  von  Frankrrkl 
ausgegangenen  Bewegung  zu  sein  scheint.  Ich  schreibe  dies  'virährend  Btx ! 
in  Belagerungszustand  erklärt  ist.  Doch  ich  will  nichts  von  Politik  schrer:-- 
einmal  weil  dies  ein  zu  langes  und  jetzt  zu  abgedroschenes  Kapitel  wS^ 
und  dann  auch,  weil  man  nicht  genau  wissen  kann  .  .  .^}. 

Jedenfalls,  die  Dinge  mögen  konunen,  wie  sie  wollen,  so  haben  Sl* 
das  Angenehme  der  Freiheit  genossen,  es  wird  Ihnen  aber  leider  doreii  d : 
Anblick  des  jetzigen  Eückschrittes  verbittert  werden.  Ich  dagegen,  wk- 
mich  persönlich  betrifft,  habe  nur  das  Bittere  von  der  Freiheit  zu  h^^' 
bekommen;  denn  obgleich  ich  mich  nicht  im  Mindesten  thätig  in  die  PoHti« 
gemischt  habe,  sondern  nur  einigemal  die  Clubs  besuchte,  was  jeder  tb: 
ohne  aber  Beden  zu  halten,  so  bin  ich  doch,  blos  desshalb  schon,  von  i»-: 
Bäten  des  Ministeriums,  gewiss  in  Folge  von  Yerläumdun^en,  als  Repul  - 
kaner  angefahren  worden.  Sie  wissen  vielleicht,  dass  ich  ans  dem  K^n: 
liehen  Fond  jährlich  eine  Unterstützung  von  500  Thaler  beziehe;  di*^^ 
Geld  ist  aber  schlimmer  als  nichts,  denn  ich  hänge  dadurch  ganz  spe-:.«>L 
von  der  Gnade  des  Königs  ab,  und  das  ist,  wie  Sie  wohl  denken  kScsfS. 
in  jetzigen  Zeiten  sehr  übel.  Ich  bin  überzeugt,  dass  welcher  Umschwi::.- 
aller  Verhältnisse  in  politischer  und  socialischer  Hinsicht  auch  stattfioä-i 
möge,  man  doch  Männern,  namentlich  Gelehrten,  die  bereits  in  Amt  ii 
Brod  sind,  schwerlich  das  Ihrige  entziehen  wird;  jedoch  wird  man  st- 
auch ebenso  wenig  um  Menschen,  wie  ich  z.  B.,  kümmern,  die  eine  vortW: 
gehende  Unterstützung  ohne  feste  Stellung  geniessen,  denn  die  meit'i- 
läuft  zum  1.  Januar  ab;  ich  habe  schon  alle  möglichen  Schritte  hti^ 
Ministerium  zu  deren  Verlängerung  gethan,  auch  habe  ich  die  besten  Ter 
Sicherungen  erhalten,  aber  noch  nichts  Schwarz  auf  Weiss,  was  in  soicb 
Angelegenheiten  die  Hauptsache  ist  Wenn  Sie  also  für  mich  irgend  ri: 
Stellung  wissen,  sei  sie  auch  noch  so  schlecht,  so  werden  Sie  mich  g^*^^* 
nicht  ekel  finden,  dieselbe  anzunehmen;  denn  nur  darin  bin  ich  ekel  i:3' 
das  drückt  mein  Gemüt,  wenn  ich  von  der  Gnade  selbst  des  Königs  i. 
hängen  soll,  ich  möchte  nur  das,  was  mir  rechtmässig  zukommt.  Idi  ka:- 
auch  erst  dann  zu  einigem  Frohsinn  und  zur  vollen  Entwickelnng  mei2r' 
Kräfte  gelangen,  wenn  ich  aus  meiner  jetzigen,  nicht  gerade  sehlecb:^'. 
aber  doch  gleichsam  in  der  Luft  schwebenden  ökonomischen  Lage  heAujs  l'J- 


1)  Die  folgenden  Worte  sind  durchgestrichen. 
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Ich  mache  hier  eine  Pause  und  lege  die  Feder  nieder,  da  mich  das 
lange  Schreiben  zu  sehr  anstrengt,  denn  ich  bin  schon  seit  4  Wochen  sehr 
krank  an  Fieber,  Husten  und  Schnupfen,  sogenannter  Grippe,  der  Arzt 
fürchtet  ein  Nervenfieber,  wenn  ich  mich  nicht  sehr  schone.  Ich  werde 
aber  bald  meinen  Brief  fortsetzen,  wenn  ich  mich  wieder  wohler  fohle. 

Sind  Sie  Ihrem  Vorsatze,  sich  in  die  Zahlentheorie  wieder  hinein- 
zuarbeiten, treu  geblieben?    Ich  möchte  gerne,  was  ich  könnte,  dazu  beitragen. 


vn. 

Berlin,  12.  Juli  1849. 
Lieber  Stern! 

Da  ich  heute  an  Gauss  einen  Brief  abschicke,  so  kann  ich  Sie  nicht 
ohne  einige  Zeilen  lassen.  Sie  müssen  nicht  glauben,  dass  ich  die  ganze 
Zeit  über  nicht  an  Sie  gedacht  habe;  das  Gegenteil  beweist  beiliegender 
Anfang  eines  Briefes  schon  vom  November  48;  einen  zweiten  umfangreichen 
Brief  habe  ich  im  März  c.  geschrieben,  er  schien  mir  aber  nachher  zu 
melancholisch  und  unmathematisch  und  ist  verworfen  worden.  Ich  wollte 
gern  mich  recht  mit  Buhe  im  Schreiben  an  Sie  ergehen  und  Ihnen  eine 
Menge  mathematischer  und  unmathematischer  Mitteilungen  machen,  aber 
ich  bin  nicht  dazu  gekommen.  Heute  nur  ganz  kurz;  erwarten  Sie  aber 
bald  einen  inhaltreichen  Brief  oder  mich  selbst,  wenn  ich  Ihnen  angenehm 
bin.  Ich  hätte  wirklich  Lust  jetzt  auf  ein  paar  Wochen  nach  Göttingen 
zu  kommen,  weiss  aber  noch  nicht  recht,  wie  es  sich  mit  der  Kasse  ver- 
tragen wird;  bin  ich  Ihnen  willkommen?  —  Ich  hoflFe,  dass  bei  Ihnen  Alles 
gut  geht  und  dass  Ihre  Familie  nicht  irgendwie  Unangenehmes  durch  den 
Krieg  in  der  Pfalz,  der  doch  auch  Frankfurt  berührt,  erlitten  hat.  Grüssen 
Sie  vielmals  Ihre  Frau  Gemahlin,  Herrn  Goldschmidt  und  Alle,  die  in 
Göttingen  einen  freundschaftlichen  Anteil  an  mir  nehmen.  In  meinen 
Verhältnissen  hat  sich  nichts  geändert  und  schwebe  ich,  um  es  kurz  zu 
sagen,  noch  immer  in  der  Luft. 

Den  herzlichsten  Dank  für  Ihre  liebevolle  und  trostreiche  Zuspräche 
in  Ihrem  Briefe.  Nur  eine  ganz  kurze  mathematische  Mitteilung.  Ich 
zweifle,  dass  Sie  irgend  Formeln  zwischen  Binomialkoeffizienten  vorbringen 
können,  die  nicht  in  folgenden  allgemeinen  Sätzen  enthalten  sind.  Es  sei 
q  wie  inmier  eine  ungerade  pos.  Primzahl;  das  Produkt  1  -  2  •  3  •  4  •••  n 
sei   mit  wl   bezeichnet.     Wenn  a  +  6  =  g  —  1,  so   ist    l-2----g  —  1 

=  (1  .  2  . .  .  a)  (3  —  1  •  g  —  2 q--h)^{—  l)*ö!  h\  =  (—  l)«al  &!, 

also  nach  dem  Wilson'schen  Satze 

1)      a\h\  =  (—  !)«  +  *  =  (—  1)*  +  »  (mod.  q)  wenn  a  +  6  «  g  -  1. 

Abh.  inr  Q«ich.  der  Mathem.  VII.  13 
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Es  sei  jetzt  <^  eine  beliebige  Zahl  <  q  und  n^  ein  Vielfaches  yon  i 
ebenfalls  <  q\  dann  ist 

{n^)\  =  (^  .  2-^ «^)  (l.  {&  +  1)  (2-^  +  1)  .  •  ((n  —  1)  ^  +  1 

(2.  (^  +  2)  (2^  +  2)  .  •  ((n  —  1)  O  +  2 

. . .  ((^  —  1)(^  +  ^  —  1)(2^  +  ^  —  1)  .  • .) 
d.h.  — 

n  —  1  n-— 1  «  — 1  n  —  1 

Uia»  +  1)  .JJ(ff*  +  2)  .  JJ(tfd  +  3)  .  •  -JJC«*  +  9). 

a=aO  <y=sO  <y«0  a=sO 

Setzt  man 
^  =  ei^  +  ri,2g  =  ea-^  +  rj,  33  =  63 '»  +  r3,-.(^—l)g  =  c^_i^4-r5-:. 

so  sind  alle  r  <  <^  wieder  die  Zahlen  1,  2,  3,  •  •  •  -^  —  1  in  anderer  Beibi 
folge,  folglich 

{n9)\  =  n{o%^  +  rj  21(0-^  +  Tg)  JT(<y'^  +  r,)  •  •  JlCtf-»  +  r^^-i)  il(ff^  +  v^ 
JI  erstreckt  sich  immer  von  tf  =  o  bis  <y  =  »  —  1. 

Aber  es  ist  r^  "n  —  e^^^  r^zn  —  e^&^  •  •  •  r^_i^  —  e^_iO  (mod  / 
folglich 
{n^)\  zu  -^»»^  •  JI((y  —  e^)  JT((y  —  e^)  •  •  •  JT((y  —  c^_,)  i7((F  +  1)  (mo^i  >, . 

Man  hat  auch,  wenn  ^  —  r^,  -^  —  r^,  •  •  •  ^  —  r^— i  statt  r^,  r^  k^ 
gesetzt  werden,  was  ebenfalls  erlaubt  ist, 

(nd)!  =  n{p9  —  rj  Jl(<y^  —  rj  •  •  •  il((y-^  —  r;^_i)  J7(0O), 

wo   jetzt  <j  von   1    bis  n  sich   erstreckt;    also  auch  wegen    —  r^  ^^'^ 
—  rj  ^  e^  -^  etc. 

^:  d*^JT((y  +  Ci)  JI(<j  +  eg)  . . .  J7((y  +  es^i)n(ö)  (mod.  vi. 
Nun  ist  JJ(tf  +  e)  =  (1  +  e)(2  +  e)(3  +  e)  •  -  ■  (n  +  <•)  ni.h- 

o=l 

anders  als         ,      ,  folglich  hat  man 

*■•*».!  («  +  e,)!  (n  +  e.)!  •  •  •  (n  +  e^_^\) 
(n»)  .  : -^_^____ (mod.  g), 

ist,  nach  der  Legen(}re'schen  Bezeichnung  der  grössten  Ganzen;  da  nun  allgeiu'': 


E 


(i^^)+M?)-«-i. 
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so  hat  man  nach  dem  ersten  Satze 

e^l  c^_il  =  (-  1>+S  e^l  e^-jl  =  (—  1>+S  . . . 
folglich  ist,  wenn  <&  ungerade,  der  ganze  Nenner 

wenn  d^  gerade,  so  bleibt  noch  das  mittlere  Glied  e^  stehen,  welches  keinen 

T 
Gefährten  findet.     Sei  <&  ungerade,  so  hat  man  nun  den  zwar  elementaren 
aber  wichtigen  Satz*) 

2)  (&n)l  ~  *-*(V)«'  («  +  E(l))l  (n  +  e(^))i  . . . 

...(n  +  Ef^)l(raoä.,), 

WO    (-ät)   d^s  Legendre'sche  Zeichen.     Ich  überlasse  Ihnen  mannigfaltige 

Anwendungen  dieser  Formel  für  specielle  Werthe  von  •&  zu  machen;  wichtig 
ist,  dass  die  Zahlen  E  von  n  unabhängig  sind,  und  man  so  für  jedes 
specielle  •&  wegen  des  n  eine  allgemeine  Formel  hat. 

Ich  verbleibe  Ihr  ergebener  Freund 

^     ,.       -«    T  ,.  M^'  0.  Eisenstein, 

Berlin,  12.  Juli  49.  ' 

Bitterstrasse  56. 

PS.    Wenn  ^  gerade,  so  ist  e^  =  -  — — ,  also  kommt  dann  {    ~I    )  J 
im  Nenner.  * 


vni. 

JuU  1849. 
In  Ihrem  Briefe  findet  sich  die  Formel,  wenn  g=  24n+  1,  so  ist 

/12n.  .  .  lln+ 1\«        6n  +  1  .  .  .  6w    7n  +  1  .  .  .  13n  .       .     v 
( T—^-)    =        1     ...n 1....6n        (^«^-  ^)- 

um  zu  sehen,  was  man  eigentlich  hat,  muss  man  erst  auch  Fakultäten 

bringen.     Die  linke  Seite  ist 

/  (12n)!  \*      ,.  ,  .         (6n)I     ^  (Un)\  (18n)l    _ 

\nl(lln)l/'    ^®  i^c*^^    nl(5«)I  (6n)I(7n)!*^n!(6n)!(7ti)!' 


1)  Dieser  Satz  ist  als  specieller  Fall  in  einem  anderen  enthalten,  welchen 
Herr  Stickelberger  im  §4  seiner  Abhandlung  „Ober  eine  YeraUgemeinerung 
der  Ereisteilong"  aufgestellt  hat.    (Mathemaüsche  Annalen,  Bd.  37.) 

13* 
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also    ist,    wenn    man    den   gemeinschaftlichen  Divisor   nl    fortlfisst,   m  l^ 
weisen,  dass 

(X2n)l  (12«)!  (5«)!  (7n)!  =  (ll«)!  (lln)!  nl  (l3n)! 

Zunächst  vereinfacht  sich  dies  nach 
l)  a!2^!  =  (—  1)«+S     wenn     a  +  b  =  q  —  1, 

Also  hier  ist 

(I2w)!  (12«!)  =  (—  l)i2«+i  und  rechts  (11«)!  (I3n)!  =^  (—  l)**-^\ 
weil  12  +  12  =  24     und     11  +  13  =  24. 

Es  ist  also  nur  zu  zeigen,  dass 

(5«)!  (7«)!  =  (—  l)"«!  (11«)!     (mod.  q  =  24n  +  l); 

dies  ist  falsch,  es  ist  vielmehr  (5n)!  (7«)!  ir£  «!  (ll«)!  ohne  ( — l)',  w: 
Sie  sogleich  sehen  werden.  Sie  haben  also  jedenfalls  in  Ihrer  Fonn- 
rechts  z.  B.  den  Faktor  ( —  l)*  vergessen,  oder  sich  geirrt ^  die  richti,^ 
Formel  ist 

/12n  ...  11«+ 1\»         ,       ^v6«+1...6n    7n  +  l  . . .  13n    ,       ,     .. 
l iTTn" )   ^  (-  ^)  l...n 1...6n  (^^  '^- ^ 

ich  habe  auch  gleich  nach  Empfang  Ihres  Briefes  den  fehlenden  Fac«': 
( —  l)*  dazu  geschrieben. 

Dass  nun  wirklich  (5«)!  (7  «)!  :^  «!  (11 «)!  ist,   geht    wie  folgt  ic- 
der  allgemeinen  Formel 

hervor.  Um  zunächst  möglichst  aUgemein  zu  bleiben,  sei  &•  irgend  tfii 
ungerader  Divisor  von  q  —  1  und  g[  =  c-ö-  -f-  1 5  dann  hat  man 

2  g  —  2  e-Ö'  +  2,  3  3  =  3  c-»  +  3, .  .  ('9'  —  1)  g  =  (-0«  —  1)  c^  +  d  -  1. 

also   sind   in  diesem  Falle  die   Zahlen  e^,   6^,  .  .  e^_i   nichts    anderes  äli 

c,  26,  3c,  ...(*  -  l)e,  nämlich  i^\  2^,  3^,  ...(&— i)tzl: 

femer  ist  {-^)  =  (~a~)i  ^*''^  erhält  daher  den  sehr  brauchbaren  speciellec 
Fall  von  2) 

3)  {^z)l  =  ^^'  (V)^^  (;^  +  e)!  (£1  +  2e)!  . .  (iT  +  ^  —  1  c)!  (mod.,'. 
wenn  -ö*  ein  ungerader  Divisor  von  q  —  1  und  e  =  ^-^ —  • 

Sei  jetzt  ^=24«-f-l»  •^==3   und  zunächst  jer  =  n,    dann  komiE* 
wegen  e  =  8  «, 

(3«)!  =  3»»(=^)«!  (9«)!  (17n)!5 
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sei  0  =  3  n,  so  kommt 

(9n)!  =  3»«(=^)(3»)!  (11  n)!  (19  nl, 
also  multiplicando 

(3n)!  (9n)!  =  3"«nl  (9n)!  (l7w)I  (3«)!  (11»)!  (19»)! 

Hier  ist  3*«"  =  3"^=(-),  aber  (-)  =  (|)«=  (J)  =  1,  weü  q=  1  (mocl.4)5 

also  kommt  »!  (11»)!  (17»)!  (19»)!  =  1  (mod.  g).  Statt  a!  im  Zähler 
kann  man  immer  h\  im  Nenner  schreiben,  wenn  a  +  &  =  g'  —  1,  und  man 
nicht  vergisst,  mit  ( —  1)"+^  zn multiplizieren;  dies  folgt  aus  a\  h\^{ —  1)*+^ 

Schreibt  man  daher  statt  (17»)!  und  (19»)!  resp.  t^—tj  und  t- -y,  so 
kommt 

^'  (^^^)!    -^  / iVTn  +  l  /_  iVÖÄ+l  =  1 

(6n)I(7n)!  — ^       ^^  ^       ^^  —     ' 

d.h.  »!  (11»)!  ^(5»)!  (7»)!  quod  erat  dem. 

Ihre  Kongruenz  geht  also  aus  doppelter  Anwendung  von 

(3;^)!  =  3»'  (=^)  z\  (z  +  8«)!  (js  +  16»)!  (mod.  24»  +  l) 

hervor.  —  Um  nicht  identische  Formeln  fftr  verschieden   zu  halten,  ist 
es  sehr  wesentlich,  statt  Binomialkoeffizienten  Fakultäten  allein  zu  betrachten 

und  alle  Fakultäten  o;!  so  zu  reduzieren,  dass  a;<^-r —  ¥drd.  —  Um  bei 

Ihrem  Falle  g  "=  24 »  4*  ^  i^och  stehen  zu  bleiben,  kann  man  nach  allen 
Relationen  fragen,  die  überhaupt  zwischen  «!,  (2»)!,  (3»)!,  . .  (11 ») 
stattfinden,  denn  (12»)!^+  1  und  die  folgenden  drücken  sich  in  diesen 
aus,  z.  B.  (13»)!  in  (ll»)!  u.  s.  w.  Sei  br.  c.  (f*»)!  =  [ft].  Setzt  man 
in  obige  Formel  »,  2 »,  3 »,  .  .  8 »  statt  z^  so  bekonmat  man  das  System 

[3]  ~  -  5»»  [1]  [9]    [17]  =  (-  ly-  3««  [1]  [9]  :  [7] 
[6]  =  —  3«»  [2]  [10]  [18]  =  3««  [2]  [10]  :  [6] 
[9]  EI3  —  3»»  [3]  [11]  [19]  ^  (—  1)5»  3»«  [3]  [11]  :  [5] 
[12]  =  -  2^«»  [4]  [12]  [20]  :=:  [4]  [12]  :  [4] , 

frvird   identisch;   die  folgenden  geben   nichts  neues,  also  hat  man  zunächst 
3  Relationen 

[3]  [7]  =  (-  1)-  3»-  [1]  [9],  [6]»  =  3«»  [2]  [10] 
md  [5][9]-:(-l)-3»»[3][ll]; 

nan    findet  andere  Relationen,  wenn  man  6*=  2,  4  oder  8  statt  3  setzt 
md  die  Formel  für  ein  gerades  6*  anwendet.  — 

Nächstens  mehr  von  dergleichen  entweder  schriftlich  oder  mündlich.  — 
Jit  der  Schnelligkeit,  mit  der  ich  Ihre  Abhandlung  über  irrationalwertige 
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Beihen  ins  Crelle'sche  Journal  gebracht  habe,  werden  Sie  hoffentlich  sufrif'>: 
sein;    ich    habe    dieselbe    auf   eigne    Gefahr  und    auf   Gefahr    von   Crel^- 
höchster  Ungnade  nach  der  Druckerei  getragen,   selbst  Bedactenr  ges;»; 
und  dem  Setzer  zum  Druck  empfohlen,  sonst  läge  sie  noch;  übrigens  kai::> 
ich  Ihre    dortige  Methode   und  hatte  mich  längst  geärgert,    denn  (k  c 
Irrationalität  dieser  Beihen  und  Produkte  sich  so   einfach    beweisen  ]^-< 
wozu  nutzen  dann  meine  Eettenbrüche !  —  Was  Sie  einmal  über  KongraeLi": 
ersten  Grades  gesagt  oder  gefragt  haben,  habe  ich  wirklich  nicht  Yeist&ic-n 
und  bitte  um  Wiederholung  und  nähere  Aufschlüsse.  —  Sie  sagten  in  Ibr^. 
Briefe,  über  quadratische  Zerfällungen,  „dass  diese  mühselig^  für  jedes  >- 
sonderen    Fall  besonders    zu    behandelnde    Beihenbetrachtang    noch    jlI' 
der   richtige  Weg    sei,"    aber   ich    habe   ja   die   Beihen,    welche    auf  3I 
quadratischen  Formen  passen  und  habe  sie  nur  für  Ihren  Fall  specialisi-n. 
um  den  Geist  der  Methode  an   einem  einfachen  Beispiele    herrortreten  r: 
lassen  und  zu  zeigen,  dass  dieselbe  auch  anwendbar  ist,  wenn  die  Det^nü: 
nante    nicht    Teiler    von    q — 1    ist,    wie  bei  g  =  8n-f-3.      Aufserir 
weifs   ich  nur  eine  umfassende  freilich  hiervon  ganz  verschiedene  Metl 
durch   die   elliptischen  Funktionen.     Ihre  neuste  Abhandlang   über  K^t::-. 
brüche  (Konvergenz)  ist  sehr  hübsch.     Lieber  Stern,  ich  kann   schlieisLr 
nicht   unterlassen    zu    sagen,   dass    mir  Ihr  Brief  vom  vorigen   Jahre  ü: 
endliches  Vergnügen  bereitet  und  dass  ich  ihn  wohl  zwanzig  Mal  ge^^ 
habe;  ich  muss  dies  hier  ausdrücklich  bemerken,  weil  Sie    wegen  mrii- 
langen  Schweigens  leicht  daran  zweifeln  könnten;  aber  wie  gesagt^  nur  i- 
Fülle    des   Stoffes   hat    mich   am   Schreiben  gehindert,    und   weil   ich  s^r 
eine  würdige  Antwort  schicken  wollte.     Unschicklich  war  es  Ton  mir,  (L- 
ich    nicht  Bescheid  gab   auf  Ihre   freundliche  Einladung;    aber   ich  w  I* 
wirklich  von  Monat  zu  Monat  konamen,  was  immer  unterblieb. 

Grüfsen  Sie  Ihre  liebe  Frau,  Ihren  Jungen,  Goldschmidt  und  Me verst»  l* 

Ihr 

Eisenstein. 


IX. 

Berlin  14.  Januar  1850. 

Lieber  Stern! 

Obgleich    ich    wohl  weifs,    dass  ich  nicht  verdiene   wieder  vor  H: 
Augen    zu    erscheinen,    da  ich   auf  die  unhöflichste   Weise   von  der  ^^ 
Ihren  herzlichen  Brief  weder  beantwortet,  noch  Ihrer  freundlichen  Einladin. 
Folge    geleistet    habe,    so    hoffe   ich    doch,    dass   Sie   vielleicht  über  ti:*: 
reuigen  Sünder  Gnade  ergehen  lassen. 
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Was  mich  dazu  führt,  gerade  jetzt  an  Sie  zu  schreiben,  ist  eine 
mathematische  Kleinigkeit,  die  wegen  ihrer  grofsen  Einfachheit  Ihnen  gewiss 
Spafs  machen  wird.  Ich  bin  darauf  bei  meinen  Untersuchungen  über 
höhere  Reciprocitfttsgesetze  gekommen;  was  ich  Ihnen  mitteilen  will,  lässt 
sich  aber  sehr  gut  von  der  Theorie  trennen  und  bildet  einen  ganz  selbst- 
ständigen  Satz,  dem  Sie  es  gewiss  nicht  anmerken,  dass  er  mit  jener  Theorie 
zusammenhängt  —  Nehmen  Sie  irgend  zwei  positive  ganze  Zahlen,  z.  B. 
was  das  einfachste  ist  1  und  1,  schreiben  zwischen  beide  ihre  Summe, 
also  12  1;  dann  zwischen  je  zwei  dieser  drei  Zahlen  wieder  deren  resp, 
Summen,  also  1,  3,  2,  3,  1  u.  s.  w.  immer  zwischen  je  zwei  bereits  erhaltene 
Zahlen  ihre  Summe;  jede  neue  Einschaltung  der  Summe  ist  als  eine  Yer- 
Yollst&ndigung  der  Beihe  zu  betrachten,  deren  Gliederzahl  sich  fortwährend 
verdoppelt  (mit  Ausnahme  eines  Gliedes),  und  das  Verfahren  wird  ins 
Unendliche  fortgesetzt;  nach  einer  gewissen  Zeit  erhält  man  z.  B. 

16594  11  7  10  3  11  8  13  5  12  79297  12  5  13  8  11  3  10  7  11  49561 

Am  Besten  nimmt  sich  diese  Procedur  aus,  wenn  Sie  auf  einen  schmalen 
Streifen  Papier  oben  und  unten  1  schreiben,  den  Streifen  halb  falten,  in 
den  Kniff  (Berliner  Ausdruck)  2  setzen,  abermals  falten,  so  dass  zwei  neue 
Kniffe  entstehen,  wohinein  Sie  3  resp.  3  schreiben,  aufs  Neue  kniffen,  um 
von  oben  nach  unten  4,  5,  5,  4  hinein  zu  setzen  u.  s.  w.  In  der  so  ge- 
bildeten und  durch  fortwährendes  Einschalten  der  Summe  zydschen  je  zwei 
Zahlen  zu  vervollständigenden  Zahlenreihe  kommt  jede  bestimmte  ganze 
Zahl  nur  eine  endliche  Anzahl  mal  vor,  weil  sie  nach  einer  gevdssen 
Zeit  wegen  der  wachsenden  Gröfse  der  neu  hinzutretenden  Zahlen  nicht 
wieder  erscheinen  kann.  So  kommen  die  Zahlen  2,  3,  4,  5,  6  resp.  1  mal, 
2  mal,  2  mal,  4  mal,  2  mal  vor.  Ich  habe  nun  allgemein  gefunden,  „dass 
jede  Zahl  A  genau  tp{Ä)  mal  vorkonmit,  wo  9>(^)  die  Bedeutung  in  Disq. 
Arithm.  hat",  z.  B.  jede  Primzahl  ^  kommt  p  —  1  mal  vor.  Wenn  man 
statt  von  1  und  1  von  zwei  andern  ursprünglichen  Zahlen  bei  der  Bildungs- 
weise ausgeht,  so  gilt  ein  anderes  Gesetz.  Geht  man  von  a  und  h  aus, 
und  nennt  a^,  V^  die  kleinsten  der  Gleichung  6a^  —  a5^  =  1  genügenden 
Zahlen,  so  kommt  in  der  nach  obigem  Algorithmus  gebildeten  Zahlenreihe, 
welche  ich  die  Entwickelung  von  (a,  5)  nennen  will,  eine  beliebige  ganze 
Zahl  A  so  oft  vor,  als  es  Zahlen  zwischen  den  Grenzen 

(«)  ^^und-A 

giebt,  die  zu  A  relative  Primzahl  sind,  wie  Sie  Sich  leicht  durch  Induktion 
an  einigen  Beispielen  überzeugen  können.  Meine  Beweise  dieser  Sätze  sind 
ziemlich  kompliziert,  vielleicht  finden  Sie  einfachere,  es  wäre  mir  lieb,  solche 


200  A.  Hurwitz  und  F.  Budio: 

zu  besitzen,  die  sich  unmittelbar  ans  der  angegebenen  Bildimgsweise  ic 
elementare  Weise  ergeben.  ^)  Diese  Fonnationen  besitzen  viele  andere  merk 
würdige  Eigenschaften;  notiert  man  z.  B.  die  Zahlen,  welche  in  der  £&: 
wicklnng  von   (a,  &)  je  unmittelbar  auf  eine  bestimmte  Zahlisoon 

dieselbe  vorkommt,  folgen,  so  sind  diese  die  Werte  von  —  (mod  ^i),  wähl«:: 

X  zwischen  den  obigen  Grenzen  (o)  liegt  und  zu  A  relative  Primzahl  k. 
so  folgen  z.  B.  in  der  Entwicklung  von  (1,  2): 

1,  7,  6,  11,  5,  14,  9,  13,  4,  15,  11,  16,  7,  17,  10,  13,  3,  14, 11,19,8,21,15. 
18,  5,  17,  12,  19,  7,  16,  9,  11,  2, 

auf  die  Zahl  7  an  den  drei  Stellen,  an  welchen  sie  vorkommt,  die  TMc 
6,  17  =  10  r.~  3  (mod  7),  16  =  9  =  2  (mod  7)  und  2,  3,  6  sind  k 
Werte  von  resp.  -j,  y,  -^  (mod  7),  wo  die  Nenner,  die  zwischen  \  mi 
7  liegenden  Zahlen  sind.  In  der  Entwickelung  von  (1,1)  sind  naiD6D*Jic 
die  auf  A  so  oft  es  vorkommt  je  unmittelbar  folgenden  Zahlen  die  säum' 
liehen  q>(A)  inkongruenten  Zahlen  (mod  A\  welche  mit  A  keinen  gemei:- 
schaftlichen  Teiler  haben. 

Wenn  Sie  diese  Bemerkungen  irgendwo  wollen  drucken  lassen^  vielleic 
in  Ihrer  Akademie,  so  wird  es  mir  angenehm  sein.  Grelle  ennniertn:: 
jetzt  schrecklich,  er  ändert  in  meinen  Arbeiten,  was  ihm  belieht,  so  a^* 
ein  höchst  wunderlicher  Styl  und  manche  Sinn -Entstellung  heranskon:!^- 
Können  Sie  Sich  etwas  Schrecklicheres  denken  als  folgenden  Passus:  l^ 
schreibe  ganz  vernünftig:  Der  Gleichung  P »  Q  kann  man  die  Fc-^ 
R  ^^  8  geben.     Grelle  macht  hieraus: 

Der  Gleichung  P=  ^  Iftsst  sich  die  Form  B  =  S  gehen. 
Dies  nur  ein  Beispiel  unter  vielen  ebenso  grausigen. 

Ich  habe  im  Grelle'schen  Journal  eine  lange  Arbeit  drucken  1a»^- 
die  sich  schon  vom  Sommer  her  bis  jetzt  durch  drei  Hefte  dnrchnebtu- 
die  mich  auch  verhinderte  zu  Ihnen  zu  kommen;  sie  wird  Ihnen  ^ 
scheinlich  bald  zu  Gesichte  kommen;  sobald  ich  meine  Abdrücke  erbl^' 
will  ich  einen  an  Gauss  schicken,  von  dem  ich  vor  einiger  Zeit  anf  ^ 
Gratulations-Schreiben  eine  Antwort  empfangen  habe,  die  mir  groise  Fr^^- 
gemacht  hat. 

Haben  Sie  schon  gehört,  dass  Rosenhain  in  Breslau  den  groDsen  ma'^ 
matischen  Preis  aus  Paris  erhalten  hat?  Einer  unserer  jüngeren  W^-' 
docenten  hier  hat  die  Stelle  von  Pohl  in  Breslau  als  Prof  eitr.  ertal^* 

1)  Solche  Beweise  hat  Stern  in  seiner  Abhandlung  „Ober  eine  «i-- 
theoretische  Funktion"  gegeben.  (Journal  für  die  reine  und  angewandte  il*-- 
matik,  Bd.  55  (1858).) 
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Sie  würden  mich  sehr  verbinden,  wenn  Sie  mir  mitteilten,  ob  und 
in  welcher  Weise  man  bei  Ihnen  einen  Verleger  für  Tänze  (Polkas,  Walzer) 
findet;  ich  habe  mehrere  dergleichen  komponiert,  die  hier  allgemeinen  Beifall 
finden,  aber  es  ist  schwer,  hier  einen  Verleger  zu  gewinnen,  wenn  man 
nicht  schon  Komponist  von  Ruf  ist.  Sie  teilten  mir  einmal  früher  mit, 
dass  Sie  mir  einen  Verleger  fCLr  mathematische  Sachen  yerschaffen  könnten, 
wollten  Sie  vielleicht  die  Güte  haben,  mir  nähere  Nachricht  darüber  zu- 
kommen zu  lassen. 

Unter  dem  Siegel  der  tiefsten  Verschwiegenheit  will  ich  Ihnen,  da 
Sie  Sich  auf  so  freundschaftliche  Weise  auch  fär  meine  menschlichen 
Verhältnisse  interessieren,  anvertrauen,  dass  ich,  was  f&r  einen  Mathe- 
matiker eine  Dreistigkeit  ist,  ein  Viertel  von  1000  ^  in  der  Lotterie 
gewonnen  habe;  aber  sprechen  Sie  nicht  davon,  sonst  denken  die  Leute, 
ich  sei  reich  geworden,  während  doch  die  paar  100  2e  fast  schon  auf- 
gezehrt sind. 

Ich  weifs  nicht,  ob  ich  Ihnen  schon  über  Biemann  geschrieben  habe; 
ich  halte  ihn  ebenfalls  f&r  sehr  talentvoll  und  habe  auch  mit  Dirichlet  von 
ihm  gesprochen;  sein  Umgang  hätte  mir  viel  Freude  gemacht;  als  er  hier 
war  bin  ich  ihm  förmlich  nachgelaufen,  er  schien  mich  aber  zu  vermeiden, 
was  mir  sehr  leid  that,  ich  kenne  nicht  die  Ursache,  vielleicht  Schüchternheit 
oder  Verlegenheit  von  seiner  Seite,  oder  lag  es  an  mir,  dass  ich  ihm  nicht 
so  freundschaftlich  erschienen  bin,  als  ich  es  innerlich  gewiss  fühlte  und 
beabsichtigte;  wie  geht  es  ihm  jetzt? 

Zum  Schlüsse  noch  etwas  Mathematisches.  Können  Sie  folgendes 
Problem  über  Permutationen  lösen:  die  Elemente  1,  2,  3,  . .  .  n  in  solche 
noch  unbekannte  Reihenfolge  zu  bringen,  dass,  wenn  man  bei  der  letzteren 
das  erste  Element  herausnimmt,  das  zweite  ans  Ende  schreibt,  das  dritte 
herausnimmt,  das  vierte  ans  Ende  schreibt  u.  s.  w.  inuner  abwechselnd  ein 
Element  herausnimmt  und  eins  ans  Ende  schreibt,  wobei  denn  die  ans  Ende 
geschriebenen  Elemente  später  auch  wieder  vorkommen,  dass  bei  einem 
solchen  Verfahren  die  herausgenommenen  Elemente  in  ihrer  natürlichen 
Reihenfolge  1,  2,  3,  .  .  .n  nach  und  nach  erscheinen;  z.  B.  die  13  Karten 
(Spielkarten)  einer  Farbe  so  zu  legen,  dass  wenn  man  die  erste  auswirft 
(auf  den  Tisch),  die  zweite  unter  das  Spiel  steckt,  die  dritte  auswirft,  die 
vierte  untersteckt  u.  s.  w.,  bis  alle  Karton,  auch  die  früher  untergesteckten 
erschöpft  sind:  die  ausgeworfenen  Karten  in  natürlicher  Reihenfolge  2,  3,  . . .  10, 
Bube,  Dame,  König,  Ass  folgen.  Ich  bin  im  Besitze  eines  sehr  einfachen 
Frincips,  um  allgemein  folgendes  Problem  zu  lösen,  welches  Obiges  als 
speciellen  Fall  enthält  und  auch  praktisches  Interesse  darbietet.  Thätigkeit 
will  ich  jedes  Verfahren,  jede  Ali;  imd  Weise  nennen,  einen  gewissen  Zu- 
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stand  zu  verändern,  den  man  selbst  als  das  Besnltat  aller  TorgeheBit: 
Thätigkeiten  von  —  cx>  her  ansehen  kann;  solche  Th&tigkeitexi  will  ichoii 
kleinen  lateinischen  Buchstaben  bezeichnen.  Soll  nun  ein  unbekannter  Zc 
stand  Z  gefunden  werden,  von  der  Art^  dass,  wenn  man  auf  ihn  nadi  nt: 
nach  die  Thätigkeiten  a,  &,  c,  .  .  .  ^,  A  anwendet,  zuletzt  ein  gewisser  st&x' 
quo  A  hergestellt  wird,  so  suche  ich  zunächst  zu  jeder  der  gegebne: 
Thätigkeiten    die    ihr    entsprechende  reciproke,    durch  welche  sie  wisk 

aufgehoben  wird,  und  wende  dann  diese  reciproken  — ,  -r^,  ••.  ^inK 

gekehrter  Reihenfolge  -r ,  — ,  •  •  •  ^ ,  —  auf  den  status  quo  i  an;  a 
finde  ich 

^-^■(i.j.-i.ä)') 

Bei  dem  obigen  Beispiel  bedeutet  Z  die  gesuchte  noch  unbekannte  As 
Ordnung  der  Karten,  A  die  Karten  in  ihrer  naturlichen  Reihenfolge,  ^ 
Thätigkeiten  sind  das  Auswerfen  und  unter  das  Spiel  Stecken  der  Etftt., 
ihre  reciproken  also  das  Aufnehmen  einer  Karte  vom  Tische,  resp.  di' 
Legen    einer  unten  befindlichen  Karte   oben  auf  das   Spiel,   so  dass  t@i 

a  z.  B.    das  Auswerfen,    dann   —  das  Einnehmen  bezeichnet:  nach  dies- 

Andeutungen  werden  Sie  leicht  die  Lösung  finden.  Solche  Probleme  koBnD^ 
unbewusster  Weise  bei  den  gewöhnlichsten  Lebensyerrichtungen  vor.  Wc 
man  sich  des  Morgens  anziehen  will,  zuerst  Strümpfe,  dann  ünterho?«- 
Hosen,  Tragebänder,  Weste,  Rock,  und  man  will  diese  Kleidungsstacke  i- 
seinem  Stuhle  gleich  zur  Hand  liegen  haben,  so  muss  man  sie  des  Abeffi* 
nicht  in  der  genannten,  sondern  gerade  in  der  umgekehrten  Beiheniiv'' 
hinlegen,  also  zu  unterst  erst:  Rock  hinlegen,  dann  Weste,  Tragebln^« 
Hosen,  Unterhosen,  Strümpfe.  Dies  klingt  lächerlich  und  geschieht  r. 
gesagt  unbewusster  Weise,  aber  ich  nehme  es  in  YoUem  Ernste  und  bi'? 
diese  Anwendung  der  reciproken  Thätigkeiten  in  umgtkeknfr 
Reihenfolge  für  ein  wichtiges,  mathematisches  oder  wenn  Sie  wöU?^ 
logisches  Princip,  von  dem  noch  schöne  Anwendungen  bei  Problemen  t- 
macht  werden  können,  die  sich  auf  andere  Art  etwa  combinatorisch  p^ 
•  nicht  behandeln  lassen.  —  Nächstens  will  ich  Sie  von  einem  Princip  ud^*'" 

1)  Nach  der  heute  üblichen  Bezeichnungaweise  der  Gruppentheorie  ec- 
— ,  y,  •  •  V-  die  zu  o,  fc,  •  •,  h  inversen  Operationen.  Die  Bemerkung  "^ 
Eisenstein     kommt     auf    den     bekannten     fundamentalen    Sats    hinaus,  Q^- 

.  .  .       _  die  inverse  Operation  der  zusammengesetzten  Operation  a6  ■•?*^^ 
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halten  anderer,  aber  ebenso  allgemeiner  Art,  welches  ich  das  Princip  der 
Sparsamkeit  nenne,  und  bei  welchem  die  Freiheit  des  Willens  mathematisch 
abgehandelt  wird;  es  kommt  dabei  heraus,  dass  es  am  vorteilhaftesten  ist, 
jedesmal  so  zu  handeln,  dass  man  im  nächstfolgenden  Zustande  nach  der 
That  möglichst  unfrei  sei. 

Leben  Sie  nun  herzlich  wohl  und  grüfsen  vielmals  Ihre  Familie;  haben 
Sie  schon  wieder  etwas  Kleines?  Wenn  Sie  mir  eine  Frau  empfehlen,  so 
heirate  ich  auch.  Uebrigens  beabsichtige  ich  jetzt  in  allem  Ernste  unsere 
Korrespondenz  in  besseren  Fluss  zu  bringen.     Ihr  ergebenster  Freund 

0.  Eisenstein. 


/n 
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AUS  DEM  RDSSISCHBN  ÜBERSETZT 
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PROFESSOR  FBIBDBIOH  ENQXI.. 


Das  edle  Leben  des  Mannes,  dessen  Gedächtniss  heute  gefeiert  wird,  1 
ist  während  der  ersten  fünfzig  Jahre  des  Bestehens  der  Universität  Kasan 
untrennbar  mit  deren  Geschichte  verbunden;  auf  jedei"  Seite  dieser  Geschichte 
—  es  sind  das  Worte  aus  einer  an  seinem  Grabe  gehaltenen  Bede  —  steht 
ehrenvoll  und  in  dankbarem  Andenken  der  Name  Lobatschefskijs. 

Lobatschefskij  tritt  in  die  Universität  sogleich  bei  ihrer  Gründung  ein. 
Am  5.  November  1804  war  das  Statut  der  Universität  bestätigt  worden, 
unter  dem  9.  Januar  1807  steht  der  Name  Nikolaj  Lobatschefskijs  in  dem 
Verzeichnisse  der  Schüler  des  Easaner  Gymnasiums,  die  für  würdig  erklärt 
wurden,  die  Vorlesungen  der  Professoren  und  A^unkten  zu  hören,  und 
zwar  steht  er  da  mit  dem  Vermerke  „dignus". 

Die  ersten  Jahre  in  dem  Leben  unsrer  Universität,  mit  denen  Lobat- 
schefskijs Studentenjahre  zusammenfallen,  zeigen  äusserlich  viel  Chaotisches, 
Unvorbereitetes  und  Ungeordnetes.  Die  Universität  wurde  ohne  alle  Hülfs- 
mittel  für  den  Unterricht  eröfl&iet;  es  fehlte  an  der  regelmässigen  Ver- 
theilung  des  Stoffes  auf  die  Facultäten,  und  dieser  Zustand  schadete  selbst- 
verständlich dem  Erfolge  der  Arbeit  der  Universität. 

Dafür  hatte  sich  aber  an  der  jungen  Universität,  die  eben  erst  in  2 
einem  halbwilden  Lande  erö&et  worden  war,  in  dieser  „ultima  Musarum 
Thule",  wie  die  ersten  hierher  gekommenen  deutschen  Professoren  die 
Universität  Kasan  nannten,  es  hatte  sich  der  studirenden  Jugend  jener  Zeit 
eine  Begierde  nach  Kenntnissen,  ein  brennender  Trieb  nach  Wissen  be- 
mächtigt. Noch  in  Dorpat,  viele  Jahre  später,  erinnerte  sich  Bartels,  der 
erste  Professor  der  Mathematik,  mit  lebhaftem  Bedauern  seiner  begabten 
Kasaner  Schüler. 

Entsprechend  dieser  Begierde  nach  Kenntnissen  herrschte,  wie  uns  einer 
der  ersten  Zöglinge  unsrer  Universität,  S.  T.  Aksakof,  in  seiner  „Familien- 
chronik" bezeugt,  „vollständige  Verachtung  gegen  alles  Niedrige  und  Gemeine, 
und  tiefe  Verehrung  für  alles  Bechtschaffene  und  Hohe,  mochte  es  auch 
unvernünftig  sein." 

Dieser  Geist  der  studirenden  Jugend  der  damaligen  Zeit,  von  dem 
auch  einige  uns  überlieferte  Thatsachen  aus  Lobatschefskijs  Jugendjahren 
Zeugniss  ablegen,  entsprach  dem   allgemeinen  Geiste  jenes  Zeitraums,   den 


208  .  A.  Wassiljef: 

Puschkin  als  den  „schönen  Anfang  der  Tage  Alexanders"  bezeichnet  hat^  je 
Zeitraums,  an  den  uns  das  schöne  Bildniss  erinnert,  das  in  unsrerA: 
steht  und  auf  dem  der  junge  Herrscher  in  der  ganzen  Anmuth  seiner  Schöi: 
dargestellt  ist,  wie  er  vor  der  Büste  seiner  erleuchteten  Grossmntt*f  t: 
gewissermassen  auf  ihren  Befehl  der  Universität  Kasan  die  Stiftungsork: 
überreicht. 

Wenige  Zeiträume  in  der  Geschichte  der  russischen  Bildung  sbii  ^ 
glänzend  und  fruchtbar  wie  dieser  Zeitraum,  wo  die  Eegienmg,  an  i- 
Spitze  der  geistigen  Bewegung  des  Landes  stehend,  einen  aUgemeisec  F.j 
für  die  Volksbildung  ausarbeitet,  „grossartig,"  sagt  Earamsin,  „und  rnki' 
nicht  nur  für  Bussland  und  den  Herrscher,  sondern  auch  für  das  gsi* 
Jahrhundert,"  wo  sie  das  Blühen  der  Uebersetzungslitteratur  begfinsögi  i 
Russische  Akademie  reorganisirt,  neue  Universitäten  eröffiiet  und  &£  i  - 
die  besten  ausländischen  Gelehrten  beruft. 

Der  Thätigkeit    der  Regierung   entsprach  die   Belebung  der  gei>ri-- 
Thätigkeit  der  Gesellschaft  selbst.    Mit  besonderem  Eifer  machte  man  di::^ 
Stiftungen  fdr  Bildungszwecke;  in  diese  Zeit  fallen  die  Stiftungen  Djemi^  > 
für    zukünftige    Universitäten,    die    Stiftung    des    Adels   von  CharW.  * 
Stiftung  des  Grafen  N.  P.  Rumjanzef.     Die  in  der  Gesellschaft  err* 
Verehrung  für  Litteratur  und  Wissenschaft  trug  ihre  Früchte.   Den  fi^' 
Jahren  des  gegenwärtigen  Jahrhunderts  verdanken  wir  unsem  unstet" - 
Nationaldichter  Puschkin,  ihnen  verdanken  wir  auch  den  genialen Mc 
matiker,  dessen  Gedächtniss  heute  gefeiert  wird. 

Aber,  wenn  auch  auf  junge,  ins  Leben,  eintretende  Leute  das  L-- 
das  sie  umgiebt,  einen  grossen  Einfluss  ausübt,  so  ist  doch  der  Eii^^ 
der  Lehrer  und  der  ersten  Führer  bei  selbständigen  geistigen  Arbeitfs  i 
weniger  wichtig  und  unmittelbar.  Deshalb  sind  wir  an  dem  Tage,  v-  »- 
Lobatschefskij  ehren,  verpflichtet,  dankbar  seiner  Lehrer  za  gedenkrc- 
vor  allen  der  ehrwürdigen  Gestalt  des  ersten  Professors  der  reinen  ^^' 
matik  an  unsrer  Universität,  Bartels,  dessen  Schutz  Lobatschefskij,  ^-^ - 
seinen  jungen  Jahren  hitzig,  feurig  und  offenherzig  war,  auch  anäfe- 
so  viel  verdankt. 

Johann  Martin  Christian  Bartels  (geb.  1769)  ninmit  in  derGesctiä 
der  Mathematik  des  neunzehnten  Jahrhunderts  eine  hervonngende  ?•'- 
ein.  Ihm  war  es  vergönnt,  nicht  nur  Lobatschefskys  Lehrer  zu  sein,  so:>- 
auch  der  Lehrer  und  Beschützer  dessen  unter  den  Gelehrten  des  neuweti 
Jahrhunderts,  der  mehr  als  sonst  irgend  einer  der  Entwickelung  der  JW'" 
matik  sein  Gepräge  gegeben  hat  —  Gauss.  Um  sein  Brod  zu  nJ^'^- 
wurde  der  sechzehnjährige  Bartels  Gehülfe  des  Lehrers  an  einer  i-- 
schule   der  Stadt  Braunschweig,  und  gegen  ein  armseliges  Entgelt  scii 
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er  den  Schülern  die  Federn  und  half  ihnen  beim  Schönschreiben.  Unter 
der  Zahl  der  Schüler  befand  sich  der  damals  achtjährige  Gauss,  und  die 
mathematischen  Fähigkeiten  des  genialen  Knaben  zogen  die  Aufmerksamkeit 
des  wissbegierigen  Bartels  auf  sich.  Trotz  des  Altersunterschiedes  entsteht 
zwischen  Bartels  und  Gauss  eine  enge  Freundschaft;  vereint  studiren  sie 
mathematische  Werke,  vereint  lösen  sie  Aufgaben.  Bartels  gewährte  mehr- 
mals Gauss  seinen  Schutz,  und  Gauss  achtete  Bartels  hoch  wegen  dessen  4 
edlen,  humanen  Charakters,  und  bis  in  seine  allerletzten  Jahre  war  er  ihm 
dankbar  als  einem  alten  Freunde.  Bartels  war  auch  selber  ein  vortrefflicher 
Mathematiker.  Seine  „Vorlesungen  über  mathematische  Analysis",  die  er 
in  Dorpat  im  Jahre  1833  herausgab,  nehmen  in  der  deutschen  mathe- 
matischen Litteratur  eine  hervorragende  Stelle  ein,  denn  sie  zeichnen  sich  . 
durch  Strenge  der  Beweise  und  durch  Klarheit  der  Anordnung  aus.  Eine 
Ueberlieferung  berichtet  sogar,  Laplace  habe  auf  die  Frage:  „Wer  ist  der 
erste  Mathematiker  Deutschlands?"  geantwortet:  „Bartels,  denn  Gauss  ist 
ja  der  erste  Mathematiker  der  Welt." 

Dank  Bartels  stand  der  Unterricht  in  der  reinen  Mathematik  an  der 
Universität  Kasan  mit  einem  Male  auf  derselben  Höhe  wie  an  den  besten 
Universitäten  Deutschlands.  Alle  klassischen  Werke  der  damaligen  Zeit: 
die  Differential-  und  die  Integralrechnung  —  von  Euler,  die  analytische 
Mechanik  —  von  Lagrange,  die  Anwendung  der  Analysis  auf  die  Geo- 
metrie —  von  Monge,  die  Disquisitiones  arithmeticae  —  von  Gauss 
wurden  von  dem  begabten  und  belesenen  Bartels  erläutert.  In  eignen  Vor- 
trägen las  Bartels  über  die  Geschichte  der  Mathematik  und  entwickelte  vor 
seinen  Zuhörern  das  grossartige  Gemälde  der  Fortschritte  des  menschlichen 
Geistes  auf  diesem  Gebiete. 

Nachdem  Lobatschefskij  (am  10.  Juli  1811)  trotz  „schlechten  Be- 
tragens" den  Magistergi-ad  erhalten  hatte,  „auf  Grund  ausserordentlicher 
Fortschritte  und  ebensolcher  Gaben  in  den  mathematischen  und  physischen 
Wissenschaften"  und  auf  Grund  einer  von  ihm  vorgelegten  Arbeit:  „Die 
Theorie  der  eUiptischen  Bewegung  der  Hinunelskörper",  beschäftigte  er  sich 
bei  Bartels  auf  dessen  Wohnung  vier  Stunden  wöchentlich,  indem  er  unter 
dessen  Leitung  die  Disquisitiones  arithmeticae  und  den  ersten  Band  der 
Mechanik  des  Himmels  von  Laplace  studirte. 

Eins  der  Ergebnisse  dieser  Beschäftigungen  war  die  Arbeit,  die  Lobat- 
schefskij im  Jahre  1813  unter  dem  Titel:  „Ueber  die  Lösung  der  algebraischen 
Gleichung  af  —  1  =  0"  vorlegte,  sie  behandelt  die  Frage  nach  der  Er- 
niedrigung des  Grades  einer  zweigliedrigen  Gleichung,  wenn  der  um  Eins 
verminderte  Grad  durch  vier  theilbar  ist. 

Eine  der  Verpflichtungen,   die  Lobatschefskij  als  Magister  hatte,   war  5 

Abli.  xar  Gesch.  der  Mathem.  VII.  14 
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die  „Unterstützung  von  Bartels  in  dessen  Eigenschaft  als  Professor : 
reinen  Mathematik,  zur  Erzielung  grösserer  Fortschritte  seiner  Zohörer.  l 
schliesslich  die  Erklärung  dessen,  was  sie  nicht  verstanden  haben.'^  hs 
klar,  dass  Lohatschefskij  in  den  allernächsten  Beziehungen  zn  Bartels  .> 
standen  hahen  muss. 

In    nicht   weniger   enger  Gemeinschaft  muss   Lohatscheftkij  «idi : 
Bronn  er    gestanden   hahen,    dem    Professor   der    Physik  und  Leiier 
pädagogischen  Instituts,  in  das  die  jungen  Magister  zu  ihrer  Weiterbiliii:: 
eintreten  mussten.     Bronner,  ddr  viel  erlebt  und  viel  durchdacht  hatte.  ^' 
Benediktinermönch,   dann  Angehöriger  des  Illuminatenordens,  dann  Idjl: 
dichter,   dann  Mechaniker  und  Physiker,  endlich  Historiker  und  Statisti-: 
des  Kantons  Aargau,  in  dem  er  sein  stürmisches  Leben  beschloss,  d^r  ir. 
bald  von  den  Ideen  Bousseaus  und  der  ^nzösischen  Bevolution  hinr^i-^ 
Hess,   bald  von   Kants  „Kritik   der  reinen  Vernunft",  Bronner  könnt 
seiner   begabten   Persönlichkeit  nicht  umhin,    auf  seine  Schüler  eines  - 
zaubernden  Einfluss  auszuüben,  und  seine  ausgedehnte  philosophische  Biiii: 
trug  unzweifelhaft  viel  zu  der  geistigen  Entwickelung  Lohatschefskij;  -t. 
seiner  Genossen  bei. 

Später  als  Bartels  und  Bronner,  aber  noch  während  der  StudenHü'^ 
Lobatschefskijs,  kamen  Renner  und  Littrow  nach  Kasan  und  waren  j£ 
Lehrer.  Der  ehemalige  Privatdocent  der  Göttinger  Universität,  ('^* 
Friedrich  Renner,  ein  vortrefflicher  Mathematiker  und  Lateiner,  ersi - 
in  den  auf  uns  gekonmienen  Erinnerungen  von  der  anziehendsten  Seit*  i 
ein  Mann,  auf  den  Puschkins  Vers  „von  der  durchaus  göttingischen  Sefit' 
vortrefflich  passt.  Littrow,  der  bekannte  Astronom,  ein  hochgebik-' 
Mann,  der  von  der  Philosophie  Schellings  begeistert  war,  erfiob  y- 
Unterricht  in  der  Astronomie  an  unsrer  Universität  auf  dieselbe  Hohe.  - 
der  Unterricht  in  der  Mathematik  hatte.  Unter  seiner  Anleitung  ^ 
Lohatschefskij  zusanmien  mit  seinem  E!ameraden,  dem  späteren  bekan' 
Professor  der  Astronomie,  J.  M.  Simonof,  Beobachtungen  des  KoEtt^: 
von  1811  aus,  und  die  Mittheilung  Littrows  über  diese  BeobachtM"- 
(Kasaner  Nachrichten  von  1811,  Nr.  21)  ist  die  erste  gedruckte  Mitthei-- 
über  die  wissenschaftlichen  Arbeiten  Lobatschefskijs. 

Die    geistige   Anregung   dieses   glänzenden   Zeiü-aums,   in  den  u^* 

6  schefskijs  Jugend  fiel,  die  talentvollen  Lehrer,  die  eifrig  die  jungen  Genial 

für   das   Licht    des  Wissens    und    der  Wahrheit    erweckten,  das  "^  ^ 

geistige  Atmosphäre,  in    der  Lohatschefskij  mit  dem  Ideahsmus  der  A* 

schauungen  erfüllt  wurde,  den  seine  merkwürdige  „Rede  über  die  wichbt'^ 


1)  [Jewgenij  Oi^jegin,  II.  Gesang,  Strophe  6.] 
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Gegenstände  der  Erziehung''  athmet,  mit  dem  Durste  nach  mannigfaltigem 
Wissen,  mit  dieser  Freiheit  des  Geistes,  die  nöthig  war,  um  an  der  Wahr- 
heit eines  Axioms  zu  zweifeln,  das  im  Laufe  zweier  Jahrtausende  von  allen 
anerkannt  und  durch  die  Autorität  Euklids  geheiligt  war,  mit  dieser 
brennenden  Liebe  zur  Wahrheit,  die  ihm  erlaubte,  ohne  sich  durch  die 
Gleichgültigkeit  oder  den  Spott  seiner  Zeitgenossen  hemmen  zu  lassen,  hart- 
näckig und  beharrlich  seine  geliebten  wissenschaftlichen  Ideen  zu  verfolgen. 

War  Lobatschefskij  vielleicht  auch  in  diesem  Punkte  seinen  hervor- 
ragenderen Lehrern,  namentlich  Bartels,  verpflichtet?  Verdankte  er  etwa 
diesem  die  Wahl  des  geliebten  Gegenstandes  seiner  Arbeiten,  der  Frage  nach 
den  Grundlagen  der  Geometrie,  die  ihn  berühmt  machen  sollte?  Wahr- 
scheinlich wird  das  immer  ein  Bäthsel  bleiben;  aber,  wie  gross  auch  unsre 
patriotische  Begeisterung  für  Lobatschefskij  sein  mag,  die  Liebe  zur  Wahr- 
heit muss  uns  doch  zwingen,  an  die  Möglichkeit  zu  denken,  dass  Gauss 
durch  die  Vermittelung  von  Bartels  Lobatschefskij  beeinflusst  haben  kann. 

Der  grosse  deutsche  Mathematiker  hatte  schon  1816  und  1822  Be- 
sprechungen verschiedener  Versuche,  die  Euklidische  Forderung  zu  beweisen, 
veröffentlicht,  und  die  Entschiedenheit,  mit  der  er  in  diesen  Besprechungen 
seiner  üeberzeugung  Ausdruck  verleiht,  dass  alle  Versuche,  die  Lücke  der 
Geometrie  auszufüllen,  die  mit  dieser  Forderung  zusammenhängt,  vergeblich 
seien,  erlaubt  uns  nicht,  an  der  Richtigkeit  der  Behauptung  zu  zweifeln, 
die  er  im  Jahre  1846  in  seinem  bekannten  Briefe  an  Schumacher  aus- 
spricht, dass  er  nämlich  schon  1792  zu  der  Üeberzeugung  von  der  Möglich- 
keit einer  nichteuklidischen  Geometrie  gelangt  sei.  Die  Zeit,  in  der  sich 
diese  Ansichten  bei  Gauss  entwickelten,  ist  die  Zeit  seiner  engen  Freund- 
schaft mit  Bartels',  die  schon  1785  entstanden  war,  als  Bartels  sechzehn 
und  Gauss  acht  Jahre  alt  war.  Ihre  unausgesetzten,  persönlichen,  freund- 
schaftlichen Beziehungen  wurden  zwanzig  Jahre  hindurch  fortgesetzt, 
bis  1807,  wo  Bartels  nach  Kasan  übersiedelte.  Mit  Ausnahme  einer  kurzen 
Zwischenzeit  lebten  sie  fast  unzertrennlich  in  Braunschweig  und  bekamen 
beide  ein  Stipendium  von  dem  Herzoge  von  Braunschweig,  der  die  Absicht 
hatte,  ein  Observatorium  zu  erbauen,  dessen  Direktor  Gauss  werden  sollte, 
und  eine  höhere  mathematische  Schule  zu  gründen,  an  der  Gauss  und 
Bartels  Professoren  werden  sollten.  Ihre  Namen  waren  so  sehr  mit  einander 
verbunden,  dass  beide  gleichzeitig  von  Fuss,  dem  ständigen  Secretär  der 
Petersburger  Akademie  der  Wissenschaften,  Briefe  erhielten,  in  denen  Gauss 
die  Direktorstelle  der  St.  Petersburger  Sternwarte  und  Bartels  die  Professur 
in  Kasan  angeboten  wurde. 

Man  kann  daher  die  Vermuthung  nicht  für  zu  gewagt  halten,  dass 
Gauss    seine   Gedanken    über  die   Frage  der  Parallellinien   seinem  Lehrer 
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und  Freund  Bartels  mitgetheilt  habe.^)  Konnte  nicht  andrerseits  Bar.^ 
seinem  wissbegierigen  und  talentvollen  Easaner  SchtQer  etwas  tod  k 
kühnen  und  interessanten  Ansichten  mittheilen,  die  Gauss  über  eine  k 
Grundfragen  der  Geometrie  gefasst  hatte? 

Aber  selbst  wenn  wir  diese  Hypothese  aussprechen,  so  müssen  «r 
natürlich  auch  noch  eine  andre  Erklärung  dafür  zu  geben  venacbeD,  k- 
Lobatschefskij  bei  der  Frage  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  und  o>: 
die  Parallellinien  verweilte. 

Auf  der  einen  Seite  hatte  das  Interesse  an  den  ParaUellinieiif  dts> 
auch  schon  bei  den  griechischen  Mathematikern  (Proklns  und  Ptolemäij 
und  bei  den  Arabern  (Naslr-Bddin),  und  vom  16.  bis  zum  18.  Jahriraiüler 
8  in  Europa  (Clavius,  Saccheri,  [Lambert]  und  andere)  vorhanden  gewty 
war,  am  Ende  des  vergangenen  Jahrhunderts  und  beim  Beginn  des  ge^-: 
wärtigen  ganz  besonders  zugenommen.  In  dem  einen  Jahre  1786  Kt 
Beispiel  erschienen  sieben  Abhandlungen,  die  der  Frage  der  Parallelliiii 
gewidmet  waren.  Im  Jahre  1794  erschien  die  erste  Ausgabe  des  bekanrt 
Lehrbuchs  der  Geometrie  von  dem  berühmten  französischen  Mathenü'Ji ' 
Legendre  mit  einem  Beweise  der  Euklidischen  Forderung,  der  auf  u 
Gesetz  der  Homogeneität  gegründet  war.  Mit  diesem  Beweise  1)^ 
Legendre  die  Reihe  seiner  merkwürdigen  Arbeiten  über  die  Theorie  c' 
Parallellinien,  zum  Theil  in  den  neuen,  zahlreichen  Ausgaben  seines  Lehrl«^^ 
zum  Theil  in  besonderen  Abhandlungen.^)  Legendre,  so  kann  man  si^ 
versucht  von  allen  Seiten  her  zur  Entscheidung  der  schwierigen  Frage  ra  ^ 
langen  und  verwendet  die  ganze  Kraft  seines  Verstandes  und  seines  Wissci- 
darauf,   einen  einwandfreien  Beweis  der  Euklidischen  Forderung  zn  ^^-^ 

Diese  Arbeiten  Legendres   verstärkten  ihrerseits   das  Interesse  an  '^' 
Theorie  der  Parallellinien.     In  den  fünfundzwanzig  Jahren,  die  dem  t 


1)  Es  ist  ein  Brief  von  Gauss  auf  uns  gekommen,  der  an  einen  andern  seice 
Freunde  und  Studiengenossen  gerichtet  ist,  an  Wolf  gang  Bolyai,  den^^- 
Johann  Bolyais,  des  Verfassers  der  Abhandlang:  Appendix  sdentiam  ^-^ 
absolute  veram  exhibens  (1832),  in  der  zwar  nach  Lobatschefskij  aber  toi  i^^ 
unabhängig  die  Grundlagen  einer  Geometrie  entwickelt  sind,  die  nicht  aaf  <*-'- 
Euklidischen  Axiome  beruht.  In  diesem  Briefe,  der  1799  abgeschickt  ist  b: 
der  in  einer  Rede  Prof.  Scherings  mitgetheilt  wird  (Gredfichtnissrede  s- 
100 jähr.  Geburtstage  von  Gauss,  S.  7  (1877)),  schreibt  Gauss:  „Zum  Bei«pi4  ^ 
man  beweisen  könnte,  dass  ein  geradlinigtes  Dreieck  möglich  sei,  dessen  Ibb^ 
grösser  wäre  als  eine  jede  gegebene  FUU^he,  so  bin  ich  im  Stande,  die  g^ 
Geomehie  völlig  streng  zu  beweisen.  Die  meisten  würden  nun  wohl  jenes  »'s:- 
Axiom  gelten  lassen;  ich  nicht"  u.  s.  w. 

2)  Nouvelle  thäorie  des  parallMes  avec  un  appendice  contenant  la  manitre  - 
perfeciionner  la  th^orie  des  paralleles.    Paris  1803. 
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scheinen  der  ersten  Arbeit  Lobatscbefskij  s  vorausgingen,  verstrich  kein  Jahr, 
in  dem  nicht  eine  oder  einige  Abhandlungen  über  die  Theorie  der  Parallel- 
linien erschienen  wftren.  Aus  dem  Zeiträume  von  1813  bis  1827  kennt 
man  allein  in  deutscher  und  in  französischer  Sprache  gegen  dreissig  ge- 
gedruckte Abhandlungen.  Einige  von  diesen  Abhandlungen  befinden  sich 
seit  Lobatschefskijs  Zeiten  auf  unsrer  Bibliothek  und  sind,  wie  deren  Ein- 
laufkatalog zeigt,  von  Lobatscbefskij  selbst  angeschafft.^) 

Die  Erfolglosigkeit  aller  dieser  Versuche,  diu  Euklidische  Forderung 
zu  beweisen,  das  heisst,  sie  auf  die  vorhergehenden  Axiome,  Forderungen 
und  Erklärungen  zurückzuführen,  veranlasste  Gauss  1816,  seine  Meinung 
in  folgenden  Worten  gedruckt  auszusprechen:  „Es  wird  wenige  Gegenstände 
im  Gebiete  der  Mathematik  geben,  über  welche  so  viel  geschrieben  wäre, 
wie  über  die  Lücke  im  Anfange  der  Geometrie  bei  Begründung  der  Theorie  9 
der  Parallellinien.  Selten  vergeht  ein  Jahr,  wo  nicht  irgend  ein  neuer 
Versuch  zum  Vorschein  käme,  diese  Lücke  auszufüllen,  ohne  dass  wir  doch, 
wenn  wir  ehrlich  und  offen  reden  wollen,  sagen  könnten,  dass  wir  im 
Wesentlichen  irgend  weiter  gekommen  wären,  als  Euklides  vor  2000  Jahren 
war.  Ein  solches  aufrichtiges  und  unumwundenes  Geständniss  scheint  uns 
der  Würde  der  Wissenschaft  angemessener,  als  das  eitele  Bemühen,  die 
Lücke,  die  man  nicht  ausfüllen  kann,  durch  ein  unhaltbares  Gewebe 
von  Scheinbeweisen  zu  verbergen." 

Diese  Erfolglosigkeit  aller  früheren  Versuche  konnte  auch  unabhängig 
von  dem  Einflüsse  von  Gauss  und  Bai*tels  Lobatscbefskij  auf  den  Gedanken 
bringen,  entsprechend  der  Geometrie,  die  auf  die  Euklidische  Forderung 
begründet  ist,  ein  andres  geometrisches  System  zu  studiren,  das  von  dieser 
Forderung  unabhängig  ist.  Der  Lösung  dieser  Aufgabe,  die  Lobatscbefskij 
so  glänzend  durchgeführt  hat,  war  schon  in  der  ersten  Hälfte  des  acht- 
zehnten Jahrhunderts  der  italienische  gelehrte  Jesuit  Saccheri  nahe  ge- 
kommen.^)   Fast  gleichzeitig  mit  Lobatscbefskij  gelangte  Johann  Bolyai,  10 

1)  Hessling.  Versuch  einer  Theorie  der  Parallel linien.  Halle  1818.  Lfidicke. 
Versach  einer  neuen  Theorie  der  Parallellinien,  im  Zusammenhange  mit  den 
Grundlehren  der  Geometrie  dargestellt.    Meissen  1819. 

2)  Ueber  Saccheri,  als  einen  Vorläufer  Lobatschefskijs,  siehe  meinen  Artikel 
in  den  „Mittheilungen  der  physisch  mathemati.'- eben  Gesellschaft  [zu  Kasan],**  Bd.  3, 
Heft  3.  In  der  letzten  Zeit  sind  die  Mathematiker  auf  einige  andre  Abhand- 
lungen aufmerksam  geworden,  in  denen  ebenfalls  der  Gedanke  der  Möglichkeit 
oiner  nichteuklidischen  Geometrie  ausgesprochen  ist.  So  stammt  von  Lambert, 
dem  bekannten  Philosophen  und  Mathematiker,  eine  Abhandlung:  „Zur  Theorie 
der  Parallellinien**,  die  1786  in  dem  „Leipziger  Magazin  fdr  reine  und  angewandte 
Mathematik'*  erschien.  In  dieser  Abhandlung,  auf  die  zuerst  von  Stäckel  wieder 
hingewiesen  worden  ist,  macht  Lambert  zwar  viele  vergebliche  Versuche,  die 
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der  Sohn  Wolfgang  Bolyais,  des  Studiengenossen  und  Freundes  von  Gaii'\ 
zur  nichteuklidischen  Geometrie. 

Auf  der  andern  Seite  fOhrte  auch  das  philosophische  Denken  lit- 
damaligen  Zeit  zu  der  Frage  nach  dem  Wesen  und  der  Entstehung  d  r 
geometrischen  Axiome. 

Die  Zeit,  in  der  Lohatschefskij  mit  jugendlichem  Eifer  und  mit  Rnk 
begierde  seine  selbständige,  geistige  Arbeit  begann,  war  eine  in  der  Ge- 
schichte des  menschlichen  Verstandes  berühmte  Zeit.  Sie  erscheint  uns  u : 
den  beredten  Worten  von  Helmholtz  in  seiner  Bede  „Die  Thatsachec^ 
der  Wahrnehmung",  als  eine  Zeit,  „reich  an  Gütern  geistiger  Art,  an  ^ 
geisterung,  an  Energie,  idealen  Hoffnungen  und  schöpferischen  Gedankei' 
Diese  Zeit  stellte  die  grundlegende  Aufgabe  jeder  Wissenschaft,  die  Aofga:* 
der  Erkenntnisstheorie:  „Was  ist  Wahrheit?  In  wieweit  entsprechen  m?^ 
Vorstellungen  der  Wirklichkeit?"  Zur  scharfen  Formulimng  dieser  Anfei-^ 
hat  besonders  Kant  beigetragen,  namentlich  seine  „Kritik  der  reinen  V:- 
nunft"  und  die  darin  enthaltene  Lehre  vom  Baume. 

Der  grosse  Königsberger  Philosoph  hat  die  Frage  nach  dem  Viey: 
des  Baumes  im  Laufe  seines  Lebens  mehrere  Male  und  auf  TerÄhiec-^- 
Weisen  beantwortet.  In  seiner  ersten  darauf  bezüglichen  Arbeit:  „G«dMi^ 
über  die  wahre  Schätzung  der  lebendigen  Kräfte"  (1746)  wirft  der  zwuK- 
jährige  Kant  mit  jugendlicher  Kühnheit  die  Frage  auf  nach  dem  GniE> 
der  drei  Ausdehnungen  des  Baumes  und  erblickt  diesen  Gmnd  darin,  c^ 
die  Seele  ihre  Eindrücke  gemäss  dem  von  Newton  entdeckten  Geset»  >• 
Anziehung  empföngt,   also  umgekehrt  propoi*tional  dem  Quadrate  des  \'- 

Euklidische  Forderung  zu  beweisen,  behandelt  aber  andrerseits  auch  die  bÄ^: 
Möglichkeiten,  dass  die  Winkelsumme  im  Dreieck  grösser  oder  kleiner  als  t^ 
Rechte  ist.  Er  bemerkt,  dass  die  erste  Möglichkeit  auf  der  Kugel  Terviil^i-- 
ist,  und  spricht  die  Vermuthung  aus,  dass  die  andre  auf  einer  imajpn&ren  Kc.( 
stattfinde.  Er  hat  auch  erkannt,  dass  es,  sobald  eine  von  beiden  M^Udtker.'^ 
stattfindet,  für  die  Längen  ein  absolutes  Mass  giebt.  Ueberdies  ist  er  »• 
offenbar  von  seinen  Versuchen,  die  Euklidische  Forderung  eu  beweisen,  nnbefne^i^' 
gewesen,  sonst  hätte  er  die  Arbeit  wohl  noch  bei  seinen  Lebseiten  Tertfentlii' 
In  seiner  „Theorie  der  Parallellinien"  (1826)  sagt  Taurinus:  „Die  Idee  ö^ 
Geometrie,  in  welcher  die  Summe  der  Dreiecks¥rinkel  kleiner  als  ivei  B«c-' 
wäre,  ist  mir  schon  vor  vier  Jahren  mitgetheilt  worden  (von  meinem  Okec- 
Prof.  S.  in  K. ,  damals  noch  in  M.) ;  ich  habe  mich  aber  nicht  damit  befreo^^'^ 
können  und  kann  es  jetzt  noch  viel  weniger.**  Nach  der  sehr  wahrschein:i' >= 
Vermuthung  G.  S.  Semikolefs,  des  Verfassers  der  „Studien  über  die  Ifi^ 
schefskijsche  Geometrie**  meint  er  damit  Professor  Schweikart,  deo  <>*^' 
in  seinem  bekannten  Briefe  an  Schumacher  erwähnt  (s.  „Ueber  die  UroiHi^^- 
der  Geometrie**,  Veröffentlichung  der  physisch  -  mathematischen  Gesellsck* 
Kasan  1893,  S.  IX). 
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Standes.  Später  zu  der  Zeit,  wo  er,  noch  unter  dem  Einflüsse  Newtons  11 
stehend,  seine  „Allgemeine  Naturgeschichte  des  Himmels"  schrieb,  theilte 
er  auch  die  Ansicht  Newtons  über  den  Baum,  als  etwas  objektiv  Vor- 
handenes, was  allen  Dingen  vorausgeht,  indem  es  ihr  Behälter  ist,  und  in 
der  für  die  Oeometer  so  interessanten  Arbeit:  „Von  dem  ersten  Grunde 
des  Unterschiedes  der  Gegenden  im  Baume"  (1768)  benutzt  er  das  Vor- 
handensein der  Paare  von  symmetrischen  Körpern,  um  zu  zeigen,  dass  der 
absolute  Baum  seine  selbständige  Bealität  besitzt,  nicht  nur  unabhängig 
von  dem  Vorhandensein  jeder  Materie,  sondern  sogar  als  eine  nothwendige 
Bedingung  für  deren  Vorhandensein.  Aber  schon  zwei  Jahre  später,  in 
der  Abhandlung:  „De  mundi  sensibilis  atque  intelligibilis  forma  atque 
principiis"  (1^70)  entwickelt  Eant  seine  Lehre  vom  Baume  als  etwas 
Apriorischem,  was  aller  Erfahrung  vorausgeht,  einer  völlig  subjektiven 
Form  unsrer  Anschauung,  eine  Lehre,  die  auch  eine  der  wichtigsten 
Theorien  der  „Kritik  der  reinen  Vernunft"  (1781)  bildet.  Für  diese  Kan- 
tische Lehre  besitzt  seine  Ansicht  über  die  geometrischen  Axiome  ent- 
scheidende Bedeutung.  Kant  stützt  sich  auf  die  augenscheinliche  Thatsache, 
dass  diese  geometrischen  Axiome  uns  als  nothwendig  wahr  erscheinen,  und 
dass  wir  uns  sogar  keinen  Baum  vorstellen  können,  der  nicht  die  Eigen- 
schaften besitzt,  die  in  diesen  Axiomen  zum  Ausdruck  kommen,  und  er 
benutzt  diese  Thatsache,  um  zu  zeigen,  dass  die  Axiome  früher  gegeben 
sind  als  jede  Erfahrung;  deshalb  ist  auch  der  Baum  eine  transscendente, 
vron  der  Erfahrung  unabhängige  Form  der  Anschauung. 

Kants  Lehre,  die  den  Lehren  Lockes,  Condillacs  und  andrer  Sensua- 
isten  gerade  entgegengesetzt  war,  fand  zahlreiche  Gegner.*) 

Gauss,  zum  Beispiel,  sprach  sich  mehrmals  gegen  die  Lehre  Kants 
Lus  und  erklärte:  „Nach  meiner  innigsten  Ueberzeugung  hat  die  Baumlehre  12 
'.M  unserm  Wissen  a  priori  eine  ganz  andere  Stellung  wie  die  reine  Grössen- 
ehrej  es  geht  unserer  Kenntniss  von  jener  durchaus  diejenige  vollständige 
Jeberzeugung  von  ihrer  Nothwendigkeit  (also  auch  von  ihrer  absoluten 
^Vahi'heit)  ab,  die  der  letzteren  eigen  ist;  wir  müssen  in  Demuth  zugeben, 
lass  wenn  die  Zahl  bloss  unseres  Geistes  Product  ist,  der  Baum  auch 
.usser  unserm  Geiste  eine  Bealität  hat,  der  wir  a  priori  ihre  Gesetze  nicht 
ollständig  vorschreiben  können.^) 


1)  Als  einer  dieser  Gegner  erwies  sich  zum  Beispiel  Adam  Weishaupt,  der 
ekannte  Begründer  des  Illuminatenordens,  in  seinem  Schriffcchen:  „Zweifel  über 
ie  Kantiachen  Begriffe  von  Zeit  und  Baum.  Nürnberg  1788."  üeber  Weishaupt 
iehe  mein  Schriftchen:  „Bronner  und  Lobatschefskij.  Zwei  Episoden  aus  dem 
.eben  der  ersten  Professoren  an  der  Universität  Kasan."    Kasan  1893. 

2)  Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  Bessel.    Leipzig  1880,  S.  497. 
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In  den  ersten  Studentenjahren  Lobatschefskijs  trat  in  Rassland  -r 
andrer  Gegner  der  Eantischen  Lehre  vom  Räume  auf,  ein  begabt'i 
russischer  Mathematiker  aus  dem  Anfange  des  gegenwärtigen  Jahrhmidcr-. 
Timofej  Ossipofskij,  Professor  an  der  Universität  Charkof,  der  Tei« 
Setzer  von  Condillacs  Logik.  Er  that  das  in  der  Bede:  „üeber  Bamn  nr: 
Zeit."^)  In  seiner  Kritik  stellt  sich  Ossipofskij  auf  den  sensualisbi: 
Standpunkt  und  spricht  sich  kategorisch  fiir  die  Objektivität  des  hsEr 
aus.  „Raum  und  Zeit  sind  die  Bedingungen  fär  das  Dasein  der  Iks- 
und  existiren  in  der  Natur  selbst  und  an  und  für  sich,  nicht  aber  b> 
in  unsrer  Vorstellung.  Der  Begriff  des  Raumes  entsteht  durch  die  G: 
drücke,  die  von  ihm  durch  Vermittelung  unsrer  äusseren  Sinne  zu  dl^" 
inneren  Sinnen  gelangen.'^ 

Es  ist  kaum  möglich  anzunehmen,  dass  der  vielseitig  gebildete  Lok: 
schefskij  gegenüber  diesen  die  Geister  der  damaligen  Zeit  bewegesc:: 
Fragen  theilnahmlos  geblieben  sein  sollte.  Auch  hat  Lobat^hefskij  gqf 
seine  geometrischen  Untersuchungen,  indem  er  die  Möglichkeit  einer  stiei: 
logischen  nichteuklidischen  Geometrie  nachwies,  ein  gewichtiges  Woit  t 
der  von  Eant  erhobenen  Frage  gesprochen.  Auf  die  Lösung,  die  in  ■^' 
Kritik  der  reinen  Vernunft  gegeben  worden  war,  antwortet  Lobatscheti 
13  damit,  dass  er  eine  der  nothwendigen  Wahrheiten  der  Geometrie  —  *•' 
Euklidische  Forderung  —  als  ein  physisches  Gesetz  anerkennt,  das  ki?-^ 
als  etwas  durch  die  Erfahrung  Gegebenes,  und  dass  er  in  ast3t)Bomiicbr. 
Beobachtungen  die  Antwort  auf  die  Frage  nach  der  Wahrheit  diese 
Forderung  sucht. 

Am  allerklarsten  hat  Lobatschefskij  seinen  genialen  Gedanktii  c 
der  ersten  Seite  seiner  „Neuen  Anfangsgründe  der  Geometrie'^  formulin. : 
den  Worten:  „Den  geometrischen  Begriffen  selbst  ist  noch  nicht  die  Wäh 
heit  eigen,  die  man  hat  beweisen  wollen  und  die  ebenso  wie  andre  pbrsis* 
Gesetze  nur  durch  die  Erfahrung  bestätigt  werden  kann,  also  zum  B^ 
spiel  durch  astronomische  Beobachtungen."  Dieser  Gedanke  steht  in  gen>- 
Widerspruche  zu  der  Meinung,  nach  der  unser  Wissen  vom  Baume  ^^' 
absolutes  Wissen  ist,  das  zu  prüfen  und  mit  der  Erfahrung  zu  yer^glei-ij'^ 
durchaus  nicht  nöthig  erscheint. 

Dieser  Lehre  von  dem  absoluten  Wissen  vom  Baume,  die  einen  •■ 
Ecksteine  der  „B[ritik  der  reinen  Vernunft"  bildet,  hat  Lobatschefskij  e:? 
vernichtenden  Schlag  versetzt.  Vor  Lobatschefskij  war  es  möglich  w  ** 
haupten,  dass  wir,  während  wir  von  dem  Wesen  der  ErscheinungeD,  di- 


1)  Beden,  gehalten  in  der  feierlichen  Versammlung  der  Unireisität  Chvi 
am  SO.  Augast  1807. 
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der  Welt  vorgehen,  nichts  wissen  und  nur  die  Phänomene  sehen,  aber  die 
„Dinge  an  sich'^  nicht  kennen,  doch  wenigstens  in  der  Geometrie  ein  ab- 
solutes Wissen  vom  Baume  haben,  dass  dieser  überall  dieselben  Eigen- 
schaften besitzt,  hier  sowie  in  ungeheuer  grossen  Entfernungen,  heute  sowie 
gestern  und  morgen.  Nach  Lobatschefskij  gelten  für  den  Geometer  der 
Gegenwarf  die  von  Euklid  behandelte  Baumform,  die  von  Lobatschefskij 
behandelte  Baumform  und  die  nach  Biemann  benannte  Baumform  alle  drei 
als  gleich  logisch  möglich  und  er  kann  nicht  behaupten,  dass  er  die  Eigen- 
schaften des  Baumes  in  ungeheuer  grossen  Entfernungen  von  uns  kennt;  er 
kann  nicht  behaupten,  darüber  etwas  zu  wissen,  welche  Eigenschaften  der 
Baum  gehabt  hat  und  welche  er  haben  wird.^) 

Aehnlich  wie  nach  den  Entdeckungen  des  Eopemikus,  so  hat  sich  auch 
nach  den  Untersuchungen  Lobatschefskijs  der  geistige  Horizont  der  Mensch- 
heit ausserordentlich  erweitert.  Die  Menschen,  die  geglaubt  hatten,  einen 
absoluten  Begriff  von  dem  Weltgebäude  zu  haben,  in  dessen  Mitte  sich  die 
Erde  befinde,  die  von  concentrischen  Erjstallsphären  umgeben  sei,  —  nach  14 
Kopemikus  erkannten  sie  plötzlich,  dass  sie  auf  einem  nichtigen  Sandkömchen 
in  einem  Meere  von  Welten  lebten.  Giebt  es  eine  Gränze  ftir  dieses  Meer  und 
worin  besteht  sie?  Das  sind  die  Fragen,  zu  denen  das  Kopemikanische  System 
führte.  Die  Untersuchungen  Lobatschefskijs  fiihrten  zu  einer  naturphilo- 
sophischen Frage  von  nicht  geringerer  Wichtigkeit,  zu  einer  Frage  über 
die  Eigenschaften  des  Baumes;  sind  diese  Eigenschaften  genau  dieselben 
hier  bei  uns  und  in  jenen  entlegenen  Welten,  von  denen  das  Licht  erst 
in  hunderttausenden,  ja  Millionen  von  Jahren  zu  uns  gelangt?  sind  diese 
Eigenschaften  jetzt  dieselben,  die  sie  waren,  als  sich  das  Sonnensystem  aus 
einem  Nebelflecke  bildete,  und  die  sie  sein  werden,  wenn  sich  die  Welt 
dem  Zustande  der  überall  gleichmässig  vertheilten  Energie  nähern  wird, 
in  dem  die  Physiker  die  Zukunft  der  Welt  erblicken?  Hierin  besteht  die 
Parallele  zwischen  Eopemikus  und  Lobatschefskij,  die  zum  ersten  Male 
von  Clifford  in  seiner  „Philosophy  of  the  pure  sciences*)  durchgeführt 
worden  ist.  Die  Benennung  „Eopemikus  der  Geometrie",  die  für  ein 
slavisches  Herz  doppelt  schmeichelhaft  ist,  wendet  zum  Beispiel  der  hoch 
bejahrte  englische  Mathematiker  Sylvester  auf  Lobatschefskij  an.') 

Indem  er  die  Belativität  unsrer  Eenntnisse  von  dem  Baume  behauptet, 


1)  W.  K.  Clifford,  Lecturea  and  Essays,  S.  213. 

2)  Lectares  and  Essays.     Second  edition.     London  1886,  S.  180—243. 

3)  „I  cordially  join  with  you  in  the  hope  that  our  english  mathematicians 
may  not  be  wanting  in  the  manifestation  of  a  honor  due  to  your  illustrious  com- 
patriot,  »the  Copernicus  of  geometry«."  (Aus  einem  Briefe  Prof  Sylvesters  an 
den  Verfasser  der  Bede.) 
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zeigt  Lobatschefskij  zugleich  den  Weg,  auf  dem  wir  unsre  Kenntniss  tu 
diesem  erwerben  und  erweitem  müssen.  Dieser  Weg  ist  der  der  Erfahnur 
In  dieser  Beziehung  erscheint  Lobatschefskij  als  Fortsetzer  der  Aikit  dtr 
grossen  Gelehrten  und  Philosophen:  Bacon,  Descartes,  Galilei  m 
Newton,  die,  auf  apriorische  Betrachtungen  verzichtend,  die  Natw  n 
fragen  begannen,  in  dem  Bewusstsein,  dass  diese,  wie  Lobatschefiskij  sa^ 
15  unabänderliche  und  befriedigende  Antworten  auf  die  Fragen  giebt^)  k 
Untersuchungen  Lobatschefskijs  beleuchten  den  Gedanken  über  die  G''^ 
metrie,  den  Newton  in  der  Vorrede  zu  seinen  Prineipien  hingeworfen  k; 
sie  sei  ein  Theil  der  Mechanik,  der  sich  auf  die  mechanischen  Wirkanf-. 
gründet,  die  bei  Messungen  nöthig  sind:  „Fundator  igitur  geometm  i: 
praxi  Mechanica,  et  nihil  aliud  est  quam  Mechanicae  universalis  pais  ux 
quae  artem  mensurandi  accurate  proponit  ac  demonstrat/^ 

In  seiner  ganzen  wissenschaftlichen  Thätigkeit  zeigt  sich  Lobatschef>ji: 
als  ein  hervorragender  Vertreter  des  klaren  russischen  Verstandes,  der  larL 
Klarheit  strebt  und  der  den  unsichem  Weisungen  des  innem  Geföhls  ozi 
den  metaphysischen  Spekulationen  die  auf  Erfahrung  gegründete  wisse: 
schaftliche  Wahrheit  vorzieht.  Oefters  spricht  Lobatschefskij  seine  gesmd  • 
Ansichten  über  die  Natuiphilosophie  aus.  „In  der  Natur",  sagt  er,  .-: 
kennen  wir  eigentlich  nur  die  Bewegung,  ohne  die  Sinneseindrficke  nii- 
möglich  sind.  Alle  übrigen  Begriffe,  zum  Beispiel  die  geometrischen,  si: 
künstlich  von  unserm  Verstände  erzeugt,  indem  sie  ans  den  Eigenschaft 
der  Bewegung  abgeleitet  sind,  und  deshalb  ist  der  Raum  an  nnd  för  sc. 
abgesondei-t^),  für  uns  nicht  vorhanden."  (Neue  Anfangsgründe  der  T»-- 
metrie.  Vollständige  Sammlung  der  geometrischen  Abhandlungen  Low: 
schefskijs.    Bd.  I,  S.  227.) 

„Ohne  Zweifel  werden  immer  die  Begriffe  zuerst  gegeben  sein,  r. 
wir  in  der  Natur  vermittelst  unsrer  Sinne  erwerben.  Der  Verstond  hn' 
und  muss  sie  auf  die  kleinste  Zahl  zurückführen,  damit  sie  dadnn^  ^• 
Wissenschaft  als  feste  Grundlage  dienen  können."  (Neue  Anfengsgrtr: 
der  Geometrie;  a.  a.  0.  S.  231.) 

Seiner  hohen  Achtung  vor  der  Erfahmng  hat  Lobatschefskij  in  »ir- 
merkwürdigen  Rede  „Ueber   die    wichtigsten   Gegenstände    der  Erziehur:" 


1)  Rede  über  die  wichtigsten  Gegenstände  der  Erziehung.     (Easaner  Bot« 

2)  Mir  scheint,  dass  das  Wort  abgesondert  in  dem  Sinne:  iinabhlDS'>£ 
von  Bewegung  und  Messung  zu  verstehen  ist.  Die  Frage  nach  den  Eipf= 
Schäften  des  Raumes  erscheint  auf  diese  Weise  als  gleichbedeutend  mit  der  Fn«^ 
nach  den  Methoden  zur  Messung.  Dieser  Gedanke  liegt  den  Ansichten  C&f-^V 
und  F.  Kl  ein  8  über  die  Lobatschefskij  sehe  Geometrie  zu  Grande,  Ton  <i«-* 
später  gesprochen  werden  wird. 
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Ausdruck  verliehen:  „Die  Mathematiker  haben  direkte  Hülfsmittel  zur  Er- 
werbung von  Kenntnissen  eröfiiiet.  Es  ist  noch  nicht  lange  her,  dass  wir 
diese  Hülfsmittel  benutzen.  Der  berühmte  Bacon  hat  sie  uns  gezeigt.  16 
„Hört  auf,"  sagte  er,  „unnütz  zu  arbeiten  und  euch  zu  bemühen,  alle 
Weisheit  aus  der  Vernunft  abzuleiten;  befragt  die  Natur,  sie  bewahrt  alle 
Wahrheiten  und  auf  eure  Fragen  wird  sie  euch  entschieden  und  befriedigend 
antwoiiien."  Schliesslich  hat  der  Genius  Descartes  diese  glückliche  Ver- 
änderung hervorgerufen  und.  Dank  seinen  Gaben,  leben  wir  bereits  in 
Zeiten,  wo  kaum  noch  ein  Schatten  der  alten  Scholastik  auf  den  Uni- 
versitäten umgeht." 

Aus  dem  Gesagten  ^eht  klar  hervor,  dass  der  Gredanke  Lobatschefskijs, 
eine  jener  Forderungen  Euklids,  die  Kant  fOr  eine  nothwendige  Wahrheit 
gehalten  hatte,  zu  verwerfen,  die  Möglichkeit  eines  logischen  Gebäudes  der 
Geometrie,  auch  ohne  diese  Forderung,  darzuthun  und  damit  zugleich  die 
Vergeblichkeit  aller  Anstrengungen  sie  zu  beweisen,  dass  dieser  Gedanke 
nicht  der  Einfall  eines  eigensinnigen  nach  Originalität  strebenden  Kopfes 
war,  wie  die  Mehrzahl  der  Mathematiker  seiner  Zeit  gedacht  hat.  Die 
Aufgabe,  die  Lobatschefskij  löste,  war  eine  Aufgabe,  die  sowohl  die  Mathe- 
matik als  die  Philosophie  seiner  Zeit  der  Reihe  nach  gestellt  hatten,  aber 
um  diese  Aufgabe  zu  erkennen,  dazu  gehörte  die  Genialität  eines  Gauss 
und  eines  Lobatschefskij,  um  sie  zum  Abschluss  zu  bringen,  dazu  gehörten 
die  Beharrlichkeit  und  Arbeitsamkeit  des  letzteren.  Für  uns  wird  es  immer 
ein  Gegenstand  andächtiger  Bewunderung  und  hohen  patriotischen  Stolzes 
bleiben,  dass  diese  Aufgabe,  die  durch  die  geistige  Bewegung  der  hervorragend- 
sten Nationen  Europas  gestellt  worden  war,  ein  Gelehrter  gelöst  hat,  der  in 
Kasan  lebte,  weit  entfernt  von  den  Centren  des  geistigen  Lebens,  der  nie- 
mals Bussland  verlassen  hat  und  der  mit  den  Denkern  und  Geometem  des 
westlichen  Europas  gar  nicht  in  lebhaftem  unmittelbarem  Verkehre  stand. 

Die  Müsse  zum  Arbeiten,  zur  zusammenhängenden  Entwickelung  einer 
von  Euklids  Forderung  unabhängigen  Geometrie,  jener  Geometrie,  die  jetzt 
den  Namen  Lobatschefskijs  trägt,  gewährte  Lobatschefskij  der  Zeitraum  in 
der  Geschichte  der  Universität  Kasan,  der  mit  dem  Namen  Magnizkij  ver- 
knüpft ist.  Dieser  Zeitraum  war  für  streng  wissenschaftliche  Arbeiten 
nicht  günstig.  Aber  in  dieser  Zeit,  wo  sich  Lobatschefskijs  Kollege  auf 
dem  Katheder,  der  Professor  Nikolskij,  der  herrschenden  Bichtung  unter- 
warf, indem  er  in  seiner  Rede  „Ueber  den  Nutzen  der  Mathematik"  nach 
mystischen  Deutungen  der  mathematischen  Wahrheiten  strebte,  trachtet  17 
Lobatschefskij  in  Bemühungen,  die  einzig  und  allein  die  wissenschaftliche 
Wahrheit  im  Auge  hatten,  danach,  sich  über  die  schwer  lastende  Gegenwart 
zu  beruhigen  und  diese  zu  vergessen. 
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Im  Archiy  der  Universität  £[asan  hat  man  ein  interessantes  Aktesr: 
gefunden,  aus  dem  hervorgeht,  dass  die  Arbeiten  Lobatschefskijs  as  ' 
systematischen  Entwickelung  der  Geometrie  bereits  vor  dem  Jahn  Ui; 
begonnen  haben.  In  diesem  Jahre  überreichte  er  Magnizkij  ein  von  in 
verfasstes  Lehrbuch  der  Geometrie,  damit  es  auf  öffentliche  Kosten  al?  z 
„klassisches"  Buch  gedruckt  werden  sollte.  Magnizkij  übersandte  das  h: 
dem  Akademiker  Nik.  Fuss,  der  sich  über  die  Arbeit  sehr  streng  n- 
sprach  und  fand,  „dass  der  Verfasser,  wenn  er  glaubt,  sie  k(Snne  als  Leb 
buch  dienen,  dadurch  zeigt,  dass  er  keinen  rechten  Begriff  Ton  den  £ 
fordemissen  eines  Lehrbuchs  hat,  das  heisst,  keinen  Begriff  von  der  Fl 
der  geometrischen  Wahrheiten,  die  den  Inbegriff  eitbes  Elementarkanm  irt 
Wissenschaft  bilden,  von  der  mathematischen  Methode,  von  der  NoihweLd: 
keit  scharfer  und  deutlicher  Erklärungen  aller  Begriffe,  von  der  logBcL' 
Ordnung  und  der  methodischen  Vertheilung  des  Stoffs,  von  der  gehSri?: 
Aufeinanderfolge  der  geometrischen  Wahrheiten,  von  der  unerlässlichei:  ^■ 
möglichst  rein  geometrischen  Strenge  ihrer  Beweise.  Von  allen  diesen  ?i 
wendigen  Eigenschaften  ist  in  der  Geometrie,  die  ich  durchgeseheo  bt- 
auch  nicht  eine  Spur." 

Aber  besonders  empört  ist  Fuss,  in  üebereinstimmung  mit  dem  Gel*^ 
Zeit  und  mit  seinem  Korrespondenten,  darüber,  dass  der  Yerhm  ^ 
französische  Meter  bei  der  Ausmessung  gerader  Linien  als  Einheit  beitr 
und  ausserdem  unter  der  Benennung  Grad  den  hundertsten  Theil  <:r 
Viertelkreises  als  Einheit  bei  der  Ausmessung  des  Bjreisbogens.  „Belat 
lieh",  schreibt  Fuss,  „ist  diese  Eintheilung  in  der  Zeit  der  fraia^^^- 
Revolution  erdacht  worden,  als  die  Wuth  der  Nation,  Alles  früberö* 
gewesene  zu  vernichten,  sich  sogar  auf  den  Kalender  und  die  Eintbeftit: 
des  Kreises  erstreckte.  Aber  diese  Neuerung  ist  nirgends  sngenoffiE^ 
worden  und  in  Frankreich  selbst  schon  längst  wieder  aufgehoben  in  ^'■'- 
augenscheinlicher  Unzuträglichkeiten." 

Fuss,    der  in   seiner  Antwort   so   schonungslos   verfuhr,  könnt«  ni- 
voraussehen,  dass  nach  siebzig  Jahren  die  Mathematiker  nicht  blos  ^^i*^ 
18  iands,  sondern  der  ganzen  Welt  för  den  ersten  Versuch  Lobatschefetij?  ^ 
Entwickelung  der  Geometrie  das  lebhafteste  Interesse  haben  würden.  I^ 
ist  diese  interessante  Handschrift  verloren. 

Aus  dem  Briefe  von  Fuss  geht  nicht  hervor,  dass  LobatschÄ- 
seinem  Lehrbuche  originelle  Ansichten  über  die  Theorie  der  Tm^^' 
entwickelt  hatte;  aber  es  ist  wohl  unzweifelhaft,  dass  Lobatschefskij  b^-^- 
vor  dem  Jahre  1823  begonnen  hat,  sich  mit  der  Geometrie  zu  beschlft^- 
Wahrscheinlich  hat  Lobatschefskij  bald  nach  der  üeberreichung  sen*" 
Lehrbuchs  der  Geometrie,  die  mit  einem  Misserfolg  endete,  sein  ^.J-^^" 


^-^ 
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der  Geometrie  ausgearbeitet,  aber  mit  der  Veröffentlichung  wartete  er 
einige  Zeit.  £s  scheint  kein  zufälliges  Zusammentreffen  zu  sein,  dass  am 
8.  Februar  1826  der  Generalmajor  Sheltuchin  die  Revision  der  Uni- 
versität Kasan  begann,  die  unter  dem  Vorwande  einer  „Erneuerung"  in 
vollständige  Zerrüttung  gebracht  worden  war,  und  dass  nach  Verlauf  dreier 
Tage  am  11.  Februar  1826  die  physisch-mathematische  Abtheilung  die  von 
Lobatschefskij  vorgelegte  Schrift:  „Exposition  succincte  des  principes  de 
la  geom^trie  avec  une  demonstration  rigoureuse  du  theoreme  des  parallMes^^ 
einer  Prüfung  unterzog. 

Die  Revision  Sheltuchins  hatte  die  Entfemting  Magnizkijs  zur  Folge. 
Für  die  Universität  Kasan  begann  damit  eine  andere,  lichtere  Zeit,  wo 
man  Männer  brauchte,  die  der  Wissenschaft  ergeben  waren  und  die  Uni- 
versität lieb  hatten.  Das  Vertrauen  der  Kollegen  richtet  sich  auf  Lobat- 
schefskij und  vom  3.  Mai  1827  an  nimmt  dieser  neunzehn  Jahre  hindurch 
die  erste  Stelle  an  der  Universität  Kasan  ein  und  dient  ihr  uneigennützig 
und  unermüdlich. 

Der  junge  Rektor  (Lobatschefskij  war  beim  Antritt  nur  dreiunddreissig 
Jahre  alt)  benutzt  die  erste  günstige  Gelegenheit,  um  offen  seine  Ansichten 
über  die  Erziehung  der  Jugend  und  über  die  Ziele  der  Universität  zu 
zeigen,  Ansichten  gerade  entgegengesetzt  denen,  die  während  einer  Reihe 
von  Jahren  an  dieser  herrschend  gewesen  waren,  und  in  der  feierlichen 
Versammlung  des  5.  Juli  1828  hielt  er  seine  merkwürdige  Rede:  „Ueber 
die  wichtigsten  Gegenstände  der  Erziehung,"  auf  die  ich  mir  jetzt  erlaube 
Ihre  Aufmerksamkeit  hinzulenken. 

Die  Rede    beginnt   mit    einem  Hinweise   auf  die  Bedeutung  der  Er-  19 
Ziehung. 

„Ich  stelle  mir  vor,  in  welchem  Zustande  sich  ein  Mensch  befinden 
muss,  der  der  menschlichen  Gesellschaft  entfremdet,  ganz  dem  Ermessen 
der  wilden  Natur  überlassen  ist.  Sodann  richte  ich  meine  Gedanken  auf 
einen  Menschen,  der  inmitten  der  wohlgeordneten,  gebildeten  Bürgerschaft 
des  letzten  aufgeklärten  Jahrhunderts  durch  tiefe  Kenntnisse  seinem  Vater- 
lande  zur  Ehre  und  zum  Ruhme  gereicht.  Welcher  Unterschied!  Welcher 
unermessliche  Abstand  trennt  den  einen  vom  andern.  Diesen  Unterschied 
hat  die  Erziehung  hervorgebracht.  Sie  beginnt  von  der  Wiege  an;  zuerst 
wird  sie  durch  die  blosse  Nachahmung  erworben,  allmählich  entwickeln  sich 
Verstand,  Gedächtniss,  Einbildungskraft,  Geschmack  für  das  Schöne,  es  er- 
wacht die  Liebe  zu  sich  selbst  und  zum  Nächsten,  die  Liebe  zum  Ruhme, 
der  Sinn  für  die  Ehre,  der  Wunsch  das  Leben  zu  gemessen.  Alle  Fähig- 
keiten des  Verstandes,  alle  Gaben,  alle  Leidenschaften,  Alles  das  verwerthet 
die  Erziehung  und  stellt  es  in  den  Dienst  eines  wohlgeordneten  Ganzen, 
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und  der  Mensch,  als  wäre  er  von  Neuem  geboren,  zeigt  sieh  als  dis  <r 
schöpf  in  seiner  Yollkommeiiheit."  Aber  die  Erziehung  darf  die  lA 
Schäften  des  Menschen  und  die  ihm  angebornen  Begierden  nicht  ucx 
drücken  und  ausrotten.  „Alles  das  muss  bei  ihm  erhalten  bleiben:  soir 
würden  wir  seine  Natur  verderben,  ihr  GewaJt  anthun  und  sein  lili: 
schädigen/^  „Es  ist  nichts  gewöhnlicher,  als  über  die  Leidenschaften  kk^ 
zu  hören,  aber  wie  richtig  hat  Mablj^)  gesagt:  je  stärker  die  Leid^ 
Schäften,  um  so  nützlicher  sind  sie  für  die  Gesellschaft;  schädM  sein  hi: 
nur  ihre  Richtung." 

„Aber  die  blosse  Yerstandesbildung  ist  noch  nicht  der  Ahschluss ;  * 
Erziehung.  Während  der  Mensch  seinen  Verstand  mit  Kenntnissen  :- 
reichert,  muss  er  auch  noch  verstehen  lernen,  das  Leben  zu  gemessen.  I: 
meine  damit  die  Bildung  des  Geschmacks.  Leben  heisst:  empfindende- 
Leben  gemessen:  unaufhörlich  etwas  Neues  empfinden,  was  uns  dann  ä 
innert,  dass  wir  leben. .  . .  Nichts  hemmt  den  Strom  des  Lehens  so  ^ 
wie  die  Unwissenheit;  wie  ein  verödeter,  geradliniger  Weg  begleitet  ? 
das  Leben  von  der  Wiege  bis  zum  Grabe.  In  den  niederen  Hassen  'T 
quicken  noch  die  anstrengenden  Arbeiten  für  des  Lebens  Nothdnrit  i- 
wechselnd  mit  der  Erholung  den  Geist  des  Landmannes,  des  Eandweii^ 
20  Ihr  aber,  deren  Dasein  ein  ungerechtes  Schicksal  andern  als  eine  ^^ 
Last  auferlegt  hat,  ihr,  deren  Geist  abgestumpft,  deren  Gefohl  erstickt  >' 
ihr  geniesst  das  Leben  nicht.  Für  euch  ist  die  Natur  todt,  die  Schonk.> 
der  Poesie  fremd,  die  Baukunst  ihrer  Beize  und  ihrer  Herrlichkeiten  t 
blöi§st,  die  Weltgeschichte  gleichgültig.  Ich  tröste  mich  mit  dem  Geto-- 
dass  aus  unsrer  Universität  derartige  Erzeugnisse  vegetabilischer  ^^'^ 
nicht  hervorgehen  werden;  sie  werden  nicht  einmal  hierher  kommen,  wk 
sie  unglücklicherweise  zu  einem  solchen  Schicksal  geboren  sind,  Sie  t-p> 
nicht  herkommen,  wiederhole  ich,  denn  hier  weilt  die  Liebe  zum  Boks' 
das  Gefühl  für  Ehre  und  inneres  Verdienst." 

„Die  Natur,  die  den  Menschen  bei  seiner  Geburt  so  freigebig  besehet 
hat,  scheint  noch  nicht  zufrieden  gewesen  zu  sein  und  so  hat  sie  ^^ 
jeden  den  Wunsch  eingeflösst,  die  andern  zu  übertreffen,  bekannt  ffi  ^* 
ein  Gegenstand  der  Bewunderung  zu  sein,  berühmt  zu  werden,  und  ^ 
diese  Art  hat  sie  dem  Menschen  die  Pflicht  auferlegt,  selbst  für  seine  >' 
voUkommnung  zu  sorgen.  In  unaufhörlicher  Thätigkeit  strebt  der  w^-"- 
Ehrenbezeugungen  zu  erringen,  sich  emporzuheben  und  das  ganze  Mena'fl'^ 
geschlecht  schreitet  von  Vervollkommnung  zu  Vervollkonunnung  -  ^ 
wo  ist  ein  Ende  abzusehen?" 

1)  [Gabriel  Bonnot  de  Mably  (1709—1785),  französischer  Philosoph,  Cod^'^' 
Bruder.] 
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„Wir  wollen  das  Leben  hochschätzen,  solange  es  seine  Würde  nicht 
verliert.  Mögen  Vorbilder  in  der  Geschichte,  der  wahre  Begriff  von  der 
Ehre,  Liebe  zum  Yaterlande,  die  in  jungen  Jahren  erweckt  ist,  bei  Zeiten 
den  Leidenschaften  die  edle  Bichtung  und  die  Kraft  geben,  die  uns  er- 
lauben, über  die  Schrecken  des  Todes  zu  siegen/^ 

Indem  er  sich  zur  Moral  als  dem  wichtigsten  Gegenstande  der  Er- 
ziehung wendet,  verweilt  Lobatschefskij  besonders  bei  der  Liebe  zum 
Nächsten.  „Duclos,  Rochefoucauld,  Knigge  haben  erklärt,  auf  welche  Weise 
die  Selbstliebe  die  versteckte  Triebfeder  aller  Handlungen  der  Menschen  in 
der  Gesellschaft  zu  sein  pflegt.  Wer,  frage  ich,  hat  vollständig  darzulegen 
verstanden,  welche  Pflichten   aus  der  Liebe  zum  Nächsten  entspringen?"^) 

Die  ganze  Bede,  aus  der  ich  Bruchstücke  angeführt  habe,  athmet,  wie  21 
man   sieht,   feurigen  Idealismus,  Liebe  zur  Universität,  Ehrfurcht  vor  der 
menschlichen  Natur,   vor  der  menschlichen  Vernunft,  vor  der  menschlichen 
Würde. 

Den  schönen  Worten  der  Bede  entsprach  auch  ein  schönes  Leben, 
ganz  erfüllt  von  der  Arbeit  für  die  Entwicklung  der  Wissenschaft,  für  das 
Wohl  der  heimischen  Universität.  Als  das  werthvollste  Ergebniss  dieses 
Lebens  erschienen  die  geometrischen  Untersuchungen,  von  deren  Bedeutung 
für  Mathematik  und  Naturphilosophie  schon  die  Bede  war.  Aber  unser 
grosser  Geometer  war  nicht  ausschliesslich  Geometer,  wie  es  Steiner  oder 
Staudt  waren,  und  seine  Arbeiten  in  der  Algebra  und  Analysis  haben 
ebenfalls  nicht  geringes  Interesse.  Vorhin  ist  erwähnt  worden,  dass  sich 
Lobatschefskij  unter  der  Anleitung  von  Bartels  mit  dem  Studium  des  be- 
rühmten Gaussschen  Werkes:  „Disquisitiones  arithmeticae"  beschäftigt  hatte. 
In  diesem  Werke  macht  Gauss,  um  seine  Untersuchungen  über  die  Zahlen- 
tbeorie  zu  krönen,  eine  merkwürdige  Anwendung  von  ihnen.  Die  alten 
Geometer  hatten  die  bekannten  Konstruktionen  für  das  regelmässige  Dreieck, 
Sechseck,  Zehneck  gegeben,  mit  Hülfe  von  Zirkel  und  Lineal.  Gauss  zeigte, 
dass  es  eine  unendliche  Menge  andrer  regelmässiger  Vielecke  giebt,  die 
ebenfalls  mit  Hülfe  von  Zirkel  und  Lineal  konstruirt  werden  können. 

Die  erste  Arbeit  Lobatschefskijs,  die  er  1813  der  physisch-mathe- 
matischen Abtheilung  vorlegte:  „Ueber  Auflösung  der  algebraischen  Gleichung 
a;* ""  ^  =  0",  bezog  sich  ausdrücklich  auf  diese  Frage.  Später  kam 
Lobatschefskij  auf  dieselbe  Frage  zurück  in  dem  Aufsatze:  „Erniedrigung 
des  Grades  einer  zweigliedrigen  Gleichung,  wenn  der  um  Eins  verminderte 

1)  In  meinem  vorhin  erwähnten  Schriftchen:  „Bronner  und  Lobatschefäkij" 
habe  ich  als  eine  Vermuthung  den  Gedanken  ausgesprochen,  dass  Lobatschefskij 
seine  moral- philosophischen  Ansichten  wesentlich  dem  Einflüsse  seines  Lehrers 
Bronner  verdankt. 
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Grad    durch   8    theilbar    ist"    und    fügte    zu    der  Theorie  von  Ganss  ek- 
wichtige  Ergänzung  hinzu. 

Schon  Ende  der  zwanziger  Jahre,  so  muss  man  annehmen,  ditt- 
LobatschefskLj  daran,  ein  Lehrbuch  der  Algebra  für  Gymnasien  m  sehrelbti 
Später  führte  er  diese  Absicht  aus  und  entschloss  sich,  einen  Leitfaden  Pj 
Lehrer  und  ein  Lehrbuch  für  Hörer  an  der  Universität  abzufassen.  Ya 
solches  Buch  gab  er  in  der  That  1834  heraus  unter  dem  Titel:  ^L»- 
22  Algebra  oder  die  Rechnung  des  Endlichen."  Das  Lehrbuch  Lobatsßhef^ki 
unterscheidet  sich  vortheilhafk  von  den  gleichzeitigen  Lehrbächeni  ^: 
Algebra,  nicht  nur  von  den  russischen  sondern  auch  von  den  &usländisi:bei 
und  zwar  durch  seine  systematische  Anordnung  und  durch  die  Sinnge .: 
der  Erklärung  der  Grundbegriffe.  „In  allen  Zweigen  der  mathematisclif: 
Wissenschaften,"  so  schreibt  er  im  Vorwort,  „erwirbt  man  die  ersten  ß- 
griffe  leicht,  aber  immer  mit  Mängeln  behaftet.  Schliesslich  mnss  ma: 
aber  einmal  wieder  zu  den  Grundlagen  zurückkehren  und  dann  ist  es  ai 
gebracht,  auf  vollkommene  Strenge  Gewicht  zu  legen."  Nach  derAnsit:: 
Lobatschefskijs  „beginnt  erst  in  der  Algebra  die  Mathematik  mit  der  psi"* 
Schärfe  der  Begriffe  und  mit  der  ganzen  Weite  des  Gesichtskreises;  währfa-. 
die  Arithmetik  bloss  den  Anfang  bildet  und  nur  zur  Yorbereitong  un^  ^• 
Uebung  dient."  Deshalb  beginnt  Lobatschefskij  seine  Algebra  tdd  i^ 
ersten  Begriffen  der  Arithmetik  aus,  von  den  Grundgesetsen  der  uitt 
metischen  Operationen  und  giebt  eine  systematische  Entwickelnng  <i'' 
Wahrheiten  der  reinen  Mathematik.  Er  zeigt  sich  dabei  als  ein  wür%' 
Yorgänger  des  grossen  Systematikers  der  Mathematik  nnsrer  Zeit,  ^ 
deutschen  Gelehrten  Weierstrass.  Als  ein  charakteristischer  Zug  *^' 
Algebra  Lobatschefslqjs  erscheint  auch  ihre  bemerkenswerthe  EeichWß? 
keit.  So  bringt  Lobatschefskij  in  der  Algebra  zum  Beispiel  die  Wl^ 
von  den  trigonometrischen  Funktionen,  indem  er  far  diese  Funktionen  ök 
rein  analytische  Erklärung  giebt;  in  dieser  Beziehung  hat  sein  LeWuci 
den  Yorzug  sogar  von  den  klassischen  Werken  Eulers:  Jntrodiw*i<^  c 
Analysin  infinitorum,"  und  Cauchys:  „Analyse  algebrique."  In  seinem  W^^ 
buche  setzt  Lobatschefskij  unter  Anderm  auch  seine  eigenthümliche  Methcc^ 
auseinander,  das  Yerschwinden  oder  die  Konvergenz  unendlicher  Bfimi 
festzustellen.     Diese  Methode   entwickelte  er  später  in  den  AbhandluEg«^ 

1)  Ueber  das  Yerschwinden  trigonometrischer  Eeihen  (Gelehrte  ScW«^ 
der  Kaiserlichen  Universität  Kasan  für  1834). 

2)  Eine  Methode,  das  Yerschwinden  unendlicher  Eeihen  fest«stell«'E 
und  sich  dem  Werthe  von  Funktionen  sehr  grosser  Zahlen  ro  ^^'^ 
(Gelehrte  Schriften  für  1835). 

3)  Ueber  die  Konvergenz  der  unendlichen  Beihen.  [Deutsch,  Kasan  1* 
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Schon  in  der  ersten  dieser  Abhandlungen  berührt  Lobatschefskij  die  23 
grandlegende  Frage  der  Differentialrechnung,  die  Frage  nach  der  Beziehung 
zwischen  Stetigkeit  und  Differentiirbarkeit,  und  eilt  hier  ebenso  wie  bei  der 
Frage  über  die  Grandlagen  der  Geometrie  seinen  Zeitgenossen  um  ein  halbes 
Jahrhtindert  yoraus.  Die  Mathematiker  des  achtzehnten  Jahrhunderts  hatten 
die  Frage  nach  der  Beziehung  zwischen  Stetigkeit  und  Differentiirbarkeit 
nicht  berührt,  weil  sie  stillschweigend  voraussetzten,  dass  jede  stetige 
Funktion  von  selber  auch  eine  Ableitung  besitze.  Ampere  hatte  versucht, 
diese  Eigenschaft  zu  beweisen,  aber  sein  Beweis  zeichnet  sich  nicht  durch 
Strenge  aus.  Die  Frage  nach  der  Beziehung  zwischen  Stetigkeit  und 
Differentiirbarkeit  zog  in  den  siebziger  Jahren  die  Aufmerksamkeit  auf  sich, 
als  Weierstrass  ein  Beispiel  einer  Funktion  gab,  die  in  einem  bestimmten 
Intervalle  stetig  war  und  zu  gleicher  Zeit  in  diesem  Intervalle  keine  be- 
stimmte Ableitung  hatte  (nicht  differentiirbar  war).  Indessen  hatte  Lobat- 
schefskij schon  in  den  dreissiger  Jahren  auf  die  Nothwendigkeit  hingewiesen, 
zwischen  „allmählicher  Aenderung"  (nach  unsrer  Ausdrucksweise:  Stetigkeit) 
und  zwischen  „Ununterbrochenheit"  (jetzt:  Differentiirbarkeit)  der  Funktionen 
zu  unterscheiden.  Besonders  scharf  spricht  er  diesen  unterschied  aus  in 
seiner  „Methode,  das  Verschwinden  unendlicher  Reihen  festzustellen  u.  s.  w." 
„Eine  Funktion  ändert  sich  allmählich,  wenn  ihre  Zuwachse  zugleich  mit 
den  Zuwachsen  der  Veränderlichen  zur  Null  herabsinken.  Eine  Funktion 
ist  ununterbrochen,  wenn  das  Verhältniss  zweier  solcher  Zuwachse  bei  deren 
Verkleinerung  unmerklich  in  eine  neue  Funktion  übergeht,  die  mithin  der 
Differentialquotient  sein  wird.  Die  Integrale  müssen  immer  derart  in  Inter- 
valle zerlegt  werden,  dass  die  Elemente  unter  jedem  Integralzeichen  sich 
immer  allmählich  ändern  und  ununterbrochen  bleiben.'' 

Ausführlicher  geht  Lobatschefskij  auf  diese  Frage  ein  in  der  Arbeit 
„Ueber  das  Verschwinden  trigonometrischer  Reihen'',  in  der  auch  sehr 
interessante  allgemeine  Betrachtungen  über  Funktionen  enthalten  sind. 
„Wie  es  scheint,"  so  schreibt  er,  „sind  das  zwei  Wahrheiten,  an  denen 
man  nicht  zweifeln  kann,  dass  sich  nämlich  Alles  in  der  Welt  durch  Zahlen 
darstellen  lässt  und  dass  jede  Veränderung  und  Beziehung  darin  durch  eine 
analytische  Funktion  dargestellt  wird.  Indessen  erlaubt  eine  weite  Auf- 
fassung der  Theorie  das  Bestehen  einer  Abhängigkeit  nur  in  dem  Sinne,  24 
dass  man  die  Zahlen,  mit  einander  verbunden,  als  zusammen  gegeben  an- 
nimmt. In  seiner  Funktionenrechnung  (Calcul  des  functions),  durch  die  er 
die  Differentialrechnung  ersetzen  wollte,  hat  Lagrange  die  Allgemeinheit 
der  Begriffe  in  demselben  Maasse  beeinträchtigt,  in  dem  er  an  Strenge  der 
Behandlung  zu  gewinnen  dachte."  (Gelehrte  Schriften  der  Universität  Kasan. 
1834.    Heftn,  S.  183.) 

Abb.  snr  Gesch.  der  Mathem.  VTI.  15 
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Ich  will  die  andern  Ai-beiten  von  Lobatschefskij,  über  die  Theorie  > 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  über  die  Mechanik  unerwähnt  lassen.  AI 
Arbeiten  Lobatschefskijs  legen  von  seiner  merkwürdig-en  Beheirschung  C 
Rechnungsapparates  Zeugniss  ab  und  beweisen,  dass  sein  mathematisch 
Genius  in  die  feinsten  Fragen  der  Analjsis  eindrang. 

Seine  Liebe  zur  Wissenschaft  beschränkte  sich  nicht  bloss  auf  : 
Mathematik,  diesen  „Triumph  des  menschlichen  Verstandes/'  Sie  erstiv>-r 
sich  auf  alle  Zweige  des  Wissens:  Botanik,  Chemie,  Anatomie  zogen  ... 
ebenso  an  und  waren  ihm  gut  bekannt. 

Aber  ganz  besonders  liebte  Lobatschefskij  die  Erfahrang'swissensehaftii 
Nicht  umsonst  spricht  er  in  seiner  Rede  an  einer  vorhin  erwähnten  Stei 
mit  solchem  Eifer  von  der  Bedeutung  der  Erfahrung. 

Wir  finden  Lobatschefskij  zum  Beispiel  als  einen  thäti^en  Theilneks' 
an  Beobachtungen  über  die  Temperatur  des  Erdbodens.  Zu  diesem  Zwr.i 
wurde  auf  dem  Hofe  der  Universität  ein  Brunnen  angelegt^  in  dem  bis  r. 
einer  Tiefe  von  15  Sashen  [32  m]  gegen  zwanzig  Thermometer  aufgest-. 
wurden.  1833  und  1834  belief  sich  die  Zahl  der  Beobachtungen  jäkrh . 
auf  3050.  Die  Beobachtungen  hörten  im  Jahre  1835  auf,  weil  in  •i'^ 
Brunnen  ungewöhnliche  Mengen  Kohlensäure  auftraten;  aber  1841  emeii'." 
Lobatschefskij  die  Beobachtungen  und  richtet  seine  Aufmerksamkeit  '*- 
sonders  auf  die  Temperatur  der  vegetabilischen  Bodenschicht;  für  die  B^ 
achtungen  über  die  Temperatur  dieser  Schicht,  deren  Wichtigkeit  für  C 
Landwirthschaft  erst  in  der  letzten  Zeit  anerkannt  zu  weiden  beginnt,  •? 
sinnt  Lobatschefskij  selber  ein  Metallthermometer  von  besondrer  Konstrokri  : 

Ebensolches  wissenschaftliches  Interesse  zeigte  Lobatschefskij  auch  t.' 
die  Astronomie. 
25  Im  Jahre  1842,   am  26.  Juli,   war  in  einem  Theile  des  enrop&iscbr 

Russland  eine  totale  Sonnenfinstemiss  sichtbar.  Der  Expedition  nach  Peasa. 
die  von  der  Universität  Kasan  ausgerüstet  wurde  und  die  ans  dem  Astr 
nomen  Lapunof  und  dem  Professor  der  Physik,  Knorr,  bestand,  sdilc^ 
sich  auch  Lobatschefskij  an.  Nach  der  Bückkehr  Hess  Lobatschefskij  ein-: 
ungewöhnlich  ausführlichen  Bericht  drucken.  In  diesem  Berichte  Loba: 
schefskijs  ist  unter  Andenn  eine  Sammlung  von  Mittheilungen  über  ^' 
wunderbare  Erscheinung  der  Sonnenkorona  enthalten,  die  nur  wahrend  ehe: 
Sonnenfinstemiss  zu  beobachten  ist,  und  es  werden  die  verschiedenen  Theorie. 
die  über  diese  Frage  bestehen,  auseinandergesetzt  und  erörtert.  Lobatschefsb; 
erklärt  sich  weder  für  die  Theorie,  die  zur  Erklärung  der  Sonnenkoros* 
das  Vorhandensein  einer  Sonnenatmosphäre  annimmt,  noch  für  die  Theom 
die  diesen  Bing  durch  Beugung  der  Strahlen  in  der  Nähe  der  Oberfläc^ 
des  Mondes  erklärt.     Bei  der  Besprechung  der  zweiten  Theorie  setzt  Lobäi- 
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schefskij  seine  Ansicht  über  die  Lichttheorien  auseinander.  „Die  Wellen- 
lehre," sagt  er,  „kann  man  eigentlich  nicht  als  Theorie  bezeichnen,  sondern 
nur  als  eine  Darstellung  der  Erscheinungen,  die  man  erklären  wül.  Die 
wahre  Theorie  muss  in  einem  einfachen,  einzigen  Principe  bestehen,  aus 
dem  sich  die  Erscheinung  in  aller  ihrer  Mannigfaltigkeit  als  nothwendige 
Folge  ergiebt.  Von  Wellen  reden,  heisst  die  ganze  Betrachtung  auf  etwas 
gründen,  was  im  strengen  Sinne  gar  nicht  vorhanden  ist,  ebenso  wie  wir 
von  Linien  und  Flachen  reden,  wahrend  es  doch  in  der  Natur  nur  Körper  giebt." 

Unbefriedigt  von  der  Wellentheorie  spricht  Lobatschefskij  den  Gedanken 
aus,  es  sei  möglich,  die  WeUentheorie  und  die  Emanationstheorie  mit  ein- 
ander zu  vereinigen,  indem  man  annehme,  dass  die  Lichttheilchen  an  ihrer 
Ausgangsstelle  nicht  bloss  eine  Translations-,  sondern  auch  eine  Vibrations- 
bewegung erhalten.  Die  erste  ist  die  Ursache  des  Leuchtens  und  der 
Wärme;  die  zweite  erklärt  die  Entstehung  der  Farben  und  aller  Erscheinungen 
des  polarisirten  Lichtes.  Nach  seiner  Ansicht  kann  die  Newtonsche  Emana- 
tionstheorie bestehen  bleiben,  wenn  man  nur  hinzufügt,  dass  „der  Strom 
des  Aethers,  wenn  er  auf  seinem  Wege  Hindemisse  trifft,  eine  Welle  bildet, 
ebenso  wie  das  Wasser  in  einem  Flusse,  das  einen  Damm  getroffen  hat, 
sich  als  Woge  erhebt  und  sich  in  zwei  Wellen  theilt,  zwischen  denen  ein  26 
leerer  Raum  entsteht;  schliesslich  vereinigt  sich  das  Wasser  wieder  in  einen 
allgemeinen  Strom.  Oder  es  ist  ebenso  wie  bei  der  Luft,  die,  ein  Hindemiss 
treffend,  gleichfalls  Wellen  schlägt  und  sich  in  zwei  Ströme  theilt,  mit 
einem  leeren  Räume  dazwischen;  die  Wellenbewegung  bringt  hier  bisweilen 
einen  Schall  hervor  und  hinter  dem  leeren  Räume  erneuert  sich  das  frühere 
Fliessen.  Das  Fallen  des  Wassers  hinter  dem  Damm  und  der  leere  Raum, 
den  die  Luft  hinter  der  Wand  bildet,  entsprechen  folgerichtig  dem  Schatten, 
der  hinter  undurchsichtigen  Körpern  geworfen  wird;  das  Streben  des  Wassers 
oder  der  Luft,  sich  von  zwei  Seiten  her  zu  vereinigen,  stellt  uns  die  Ab- 
lenkung des  Lichtes  nach  der  Mitte  des  Schattens  dar." 

Zur  Erscheinung  der  Sonnenkorona  zurückkehrend,  erklärt  Lobat- 
schefskij diese  dadurch,  dass  unsre  Atmosphäre,  wenn  sie  vom  Lichte  be- 
rührt wird,  selbst  zu  leuchten  anfängt,  und  dass  wir  in  dem  Ringe  um  den 
Mond  herum  das  eigene  Licht  der  oberen  Luftschichten  erblicken,  ebenso 
wie  diese  feine  Hülle  der  Erde  für  die  Bewohner  der  übrigen  Planeten  und 
des  Mondes  in  hellem  Lichte  erglänzen  muss. 

Ueber  die  Mannigfaltigkeit  der  wissenschaftlichen  Beschäftigungen  Lobat- 
schefskijs  müssen  wir  uns  um  so  mehr  verwundern,  als  seine  eifrige  Thätig- 
keit  als  Professor  und  ausserdem  als  Rektor  der  Universität  schon  allein 
seine  ganze  Zeit  in  Anspruch  nehmen  konnte. 

Vom   Jahre    1820    an    zum   Beispiel    befand    sich    an   der  Universität 

15* 
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Kasan  kein  einziger  mehr  yon  den  deutschen  Lehrern  Lobatschefskijs.  l^U 
geht  Littrow  weg  und  stirbt  Renner,  ein  Jahr  später  nimmt  Bronner  ac: 
sechs  Monate  Urlaub,  reist  nach  der  Schweiz  und  kehrt  nicht  wieder  e».*: 
Kasan  zurück.  1820  vertauscht  Bartels  die  Professur  in  Kasan  mit  GLi: 
in  Dorpat.  In  der  physisch -mathematischen  Abtheilung,  die  knn  zurc: 
eine  Fülle  wissenschaftlicher  Kräfte  besessen  hatte,  verbleiben  Lobst 
schefskij,  Simonof  und  Nikolskij.  Aber  der  zweite  von  diesen  wrt 
bald  zu  der  Weltumsegelung  mit  Bellingshausen  entsendet  und  Xikoisk:; 
widmet  sich  der  Angelegenheit  des  Universitätsbaues.  Die  ganze  Last  dr^ 
Unterrichts  liegt  auf  Lobatschefskij.  Er  trägt  die  gesammte  reine  Matbe- 
matik,  die  Physik  und  die  Astronomie  vor.^) 

Nach  der  Rückkehr  Simonofs  von  seiner  Weltreise  hörte  LobaisdKe&ki 
auf  die  Astronomie  zu  lesen,  dafür  übernahm  er  aber  die  Vorlesungen  u>:: 
Mechanik  und  mathematische  Physik. 

Erst  in  der  Mitte  der  dreissiger  Jahre,  als  die  physisch-mathematiscbr 
F^cultät  Knorr  als  Professor  der  Physik  erhielt  und  als  Professor  ir 
Mechanik    den    vielen    von    uns    noch    persönlich    bekannten,    ehrwürdige 


1)  Ich  führe  als  Beispiel  ein  Bruchstück  an  aus  dem  Plane  der  Yoriesiazfs 
und  Lehrgegenstände  an  der  Kaiserlichen  Universität  Kasan,  vom  17.  A1lga^t  l^ti 
bis  zum  28.  Juni  1825.  Kikolaj  Lobatschefskij,  Dekan  der  physisch-matbemaiisckd: 
Abtheilung,  ordentlicher  Professor  der  reinen  Mathematik,  kündigt 

a)  Aus  dem  Gebiete  der  reinen  Mathematik  für  die  Studenten  der  er«texi  AI- 
theiluDg  Folgendes  an:  Ueber  die  Eigenschaften  der  ganzen  Zahlen,  über  inuji- 
näre  Potenzen,  über  die  Wurzeln  der  Gleichungen,  Elemente  der  Geom^tr::. 
ebene  und  sphärische  Tiigotiometrie  nach  eigenen  Heilen;  für  die  Studenten  Jfr 
zweiten  Abtheil nng:  Analytis  he  Geometrie,  Differenzenrechnnng,  Anfangsgrö&cf 
der  DifiPerentialrechnung  nach  dem  Leitfaden  von  Lacroix;  für  die  Studenten  <k' 
dritten  Abtheilung:  Integral-  und  Variationsrechnung,  Anwendung^  der  Anahvi« 
auf  Geometrie,  die  ersten  beiden  nach  Lacroix,  die  letztere  nach  Monge. 

b)  Aus  dem  Gebiete  der* Physik  für  die  Studenten  der  ersten  Abtheüosg: 
Grundlagen  der  Physik,  die  üntersuchnngsmethoden  in  dieser  Wisaenscball,  üb^ 
die  anziehenden  und  die  abstossenden  E[räfte,  die  Anarhaaungen  der  FhjFÜer 
über  die  Körper,  die  Ausdehnung  der  Körper  durch  die  Wärme,  über  die  El^ti- 
cität  der  Körper  und  über  die  Verdampfung  der  Flüssigkeiten.  Für  die  Stodentci* 
der  zweiten  und  dritten  Abtheilung:  Ueber  Elektricität,  Magnetismus,  Licht  vlA 
Wärme,  wobei  er  in  seinem  Unterrichte  das  Werk  Biofs  zu  Grunde  1^:  Trait- 
complet  de  Physique,  zugleich  mit  Benutzung  andrer  Schriftsteller. 

c)  Aus  dem  Gebiete  der  Astronomie  wird  er  den  Studenten  der  diiUen  A\- 
theilung  sphärische  imd  theoretische  Astronomie  anbieten  nach  Anleitong  der 
Werke  von  Delambre. 

Im  Jahre  1826—27  las  er  ausser  den  Vorlesungen  über  reine  MathematO^ 
noch  Statik  und  li!echanik  der  festen  und  der  flüssigen  Körper  nach  Lagrac^e 
und  Poisson  und  mathematische  Physik  nach  Fourier,  Laplace,  Poiason  und  Fre»sc. 


Nikolaj  Twanowitsch  Lobatscheftjkij.  229 

P.  J.  Eotjelnikof,  konnte  sich  Lobatschefskij   auf  den  Unterricht  in  der 
reinen  Mathematik  beschränken.^) 

Noch  nicht  zufrieden  mit  dem  obligatorischen  Unterrichte  an  der 
Universität,  hielt  Lobatschefskij  mehrmals  öffentliche  Vorlesungen  über 
Physik.  Eine  dieser  Vorlesungen  behandelte  die  Theorie  der  chemischen 
Trennung  und  Zusammensetzung  der  Körper  durch  die  Wirkung  der  Elek-  28 
tricität  und  war  von  Versuchen  begleitet.  Für  den  Handwerkerstand  hielt 
er  1839 — 1840  einen  besonderen  populären  Kursus  der  Physik  unter  dem 
Namen:  „Volksthümliche  Physik". 

Ueber  die  Methode,  die  Lobatschefskij  beim  Halten  der  Vorlesungen 
befolgte,  hat  sein  begabter  Schüler  und  Nachfolger  auf  dem  Lehrstuhle, 
Professor  A.  F.  Popof,  Erinnerungen  hinterlassen.  Nach  diesen  Erinnerungen 
„verstand  es  Lobatschefskij,  im  Hörsaale  scharfsinnig  oder  hinreissend  zu 
sein,  je  nach  dem  Gegenstande  seines  Vortrags.  Im  Allgemeinen  glich 
sein  gesprochener  Stil  dem  geschriebenen  nicht.  Während  sich  seine  Ab- 
handlungen durch  einen  knappen  und  nicht  immer  klaren  Stil  auszeichneten, 
liess  er  es  sich  im  Höi'saale  angelegen  sein,  die  Auseinandersetzungen  mit 
aller  Klarheit  zu  geben,  er  liebte  es  aber. mehr,  selbst  zu  lehren,  als  die 
Schriften  andrer  auszulegen,  indem  er  es  den  Zuhörern  überliess,  sich  selbst 
mit  der  gelehrten  Litteratur  bekannt  zu  machen.  Seine  öffentlichen  Vor- 
lesungen über  Physik  zogen  ein  zahlreiches  Publikum  in  den  Hörsaal,  und 
die  Vorlesungen  für  einen  auserwählten  Zuhörerkreis,  in  denen  Lobat- 
schefskij seine  neuen  Elemente  der  Geometrie  entwickelte,  müssen  mit  Fug 
und  Recht  als  äusserst  scharfsinnig  bezeichnet  werden." 

Wie  ernst  es  Lobatschefskij  bis  zum  Ende  seines  Lebens  mit  seinen 
Pflichten  nahm,  dafür  zeugt  seine  gedruckte,  ausführliche  und  auch  an  selb- 
ständigen Ergebnissen  reiche  Besprechung  der  Doktordissertation  A.  F.  Popofs: 
„Ueber  die  Integration  der  Differentialgleichungen  der  Hydrodynamik,  nach- 
dem man  sie  auf  lineare  Form  gebracht  hat."  Kasan  1845.  Der  Ver- 
öffentlichung der  Urtheile  über  die  Dissertationen  legte  Lobatschefskij  sehr 
grosse  Bedeutung  bei,  und  in  seiner  Eigenschaft  als  Verwalter  des  Kasaner 
Lehrbezirks  setzte  er  dem  Minister  far  Volksaufklärung  seine  Ansicht  aus- 
einander, dass  jeder  Doktordissertation  eine  gedruckte,  ausführliche  Be- 
sprechung beigelegt  werden  müsse.     Obgleich   ihm  anheim  gestellt  wurde. 


1)  Im  Jahre  1833 — 34  las  Lobatschefskij  mit  Benutzung  der  Werke  von  Cousin, 
Lagrange  und  Lacroix  für  die  Studenten  des  zweiten  Kurses:  Integration  der 
Funktionen,  für  die  des  dritten  Kurses:  Integration  der  Differentialgleichungen 
mit  einer  Veränderlichen  und  für  die  Studenten  des  vierten  Kurses:  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichungen  und  Variationsrechnung.  Dieäe  Kurse  behielt 
er  bis  zum  Ende  seiner  Professorenthätigkeit  bei. 
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nach  seinem  Ermessen  zu  handeln,  zog  er  doch  vor,  über  diesen  Punkt  die 
Ansicht  des  Senates  der  Universität  Kasan  zu  hören.  Der  Senat  veiUelt 
sich  dem  Plane  Lobatschefskijs  gegenüber  ablehnend,  indem  er  der  Ansicht 
war,  eine  solche  Veröffentlichung  dürfe,  da  man  sie  dem  ürtheile  des 
Publikums  gegen  den  Willen  des  Verfassers  aussetze  und  daher  von  diesem 
besondere  Strenge  verlange,  die  zuweilen  für  die  Doktoranden  lästig  sei, 
29  nicht  als  eine  beständige  Pflicht  auferlegt  werden,  sondern  müsse  dem 
eigenen  Ermessen  und  dem  Wunsche  der  Professoren  überlassen  werden, 
die  diese  Beurtheilungen  abfassten."  In  seinem  Antwortschreiben  erklärte 
Lobatschefskij  dem  Senat,  „dem  Ürtheile  des  Publikums  ist  ein  Verfasser 
bei  jeder  von  ihm  veröffentlichten  Arbeit  gegen  seinen  Willen  ausgesetzt. 
Wenn  daher  der  vom  Senate  angefahrte  Grund  durchschlagend  wäre,  so 
wäre  das  ein  Zeichen,  dass  clie  Professoren  beabsichtigten,  ihre  Arbeiten  nicht 
drucken  zu  lassen/^  Aber  angesichts  des  Widerstandes  des  Senats  gegen 
die  von  ihm  vorgeschlagene  Maassregel  beschränkte  sich  Lobatschefskij  auf 
das  Anerbieten:  ,Jedesmal  ausführlich  die  Gründe  anzugeben,  die  ihn  ver- 
anlassten, an  der  Veröffentlichung  der  ganzen  Beurtheilung  der  Dissertation 
festzuhalten." 

An  strenge  Erfüllung  seiner  Pflichten  gewöhnt,  wie  das  aus  dem  eben 
angeführten  Zwischenfalle  hervorgeht,  und  von  dem  Wunsche  beseelt,  eben- 
solche Pflichterfüllung  auch  bei  andern  zu  finden,  bethätigte  Lobatschefskij 
auoh  bei  der  Erfüllung  seiner  Bektorpflichten  die  ganze  Energie,  die  ihn 
auszeichnete,  die  ganze  ünermüdlichkeit  in  der  Arbeit,  die  um  so  nöthiger 
war,  als  gerade  in  die  Zeit  seines  Rektorats  die  Reorganisation  der  Uni- 
versität fiel,  die  in  dem  vorhergehenden  Zeiträume  ganz  in  Verwirrung 
gerathen  war,  und  ausserdem  die  Erbauung  vieler  Gebäude  unsrer  Uni- 
versität (des  physikalischen  Eabinets,  der  Bibliothek,  der  Anatomie  und 
des  Observatoriums). 

Ein  unermüdlicher  und  energischer  Verwaltungsmann,  der  auf  alle 
Einzelheiten  des  ökonomischen  Lebens  der  Universität  einging,  der  sogar 
die  Baukunst  studirte,  um  den  Bau  der  Gebäude  mit  Erfolg  beaufsichtigen 
zu  können,  beschäftigte  sich  Lobatschefskij  doch  mit  besondrer  Vorliebe 
mit  den  Hülfsmitteln  und  den  äusseren  Zeichen  des  geistigen  Lebens  der 
Universität,  mit  ihrer  Bibliothek  und  mit  ihrer  Zeitschrift. 

Die  Bibliothek  befand  sich  in  vollständiger  Unordnung,  als  Lobat- 
schefskij (am  8.  Okt.  1825)  die  Pflichten  des  Bibliothekars  übernahm. 
Drei  Jahre  unermüdlicher,  energischer  Arbeit  brachten  die  Bibliothek  in 
Ordnung;  es  wurde  ein  vollständiges  Inventar  der  Bibliothek  aufgenommen, 
Kataloge  hergestellt,  alle  ihre  Lücken  ermittelt.  Lobatschefskij  liebte  die 
Bibliothek  so  sehr,  dass  er  die  Pflichten  des  Bibliothekars  auch  dann  nicht 
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aufgab,  als  er  Rektor  wurde  und  sie   erst  im  Jahre  1835   einem  andern  30 
überliess. 

Die  Universität  Kasan  hatte  seit  1812  ihr  Organ,  das  anfangs  „EAsaner 
Nachrichten"  hiess,  nachher  „Kasaner  Bote".  Aber  dieses  Organ  besass 
ganz  und  gar  nicht  den  Charakter  einer  gelehrten  Zeitschrift:  Original- 
ausätze  gelehrten  Inhalts  waren  unter  Aufsätzen  vollständig  andern  Charakters 
versteckt,  unter  Uebersetzungen  und  litterarischen  Aufsätzen,  und  waren  mit 
politischen  Nachrichten  und  obrigkeitlichen  Verordnungen  untermischt.  Auf 
Lobatschefskijs  Veranlassung  wurde  diese  Zeitschrift  seit  1834  durch  die 
„Gelehrten  Schriften"  ersetzt. 

Die  Gedanken,  die  Lobatschefskij  bei  dieser  Umgestaltung  leiteten, 
sind  in  dem  Vorworte  zu  dem  ersten  Hefte  der  „Gelehrten  Schriften" 
auseinandergesetzt.  Das  Vorwort  beginnt  mit  einem  Hinweise  auf  die 
Bedeutung  des  Buchdruckes,  dieser  zweiten  Gabe  des  Wortes,  dank  der 
„ein  Gedanke,  der  abends  im  Geiste  eines  Menschen  entstanden  ist,  morgens 
auf  dem  Papiere  tausendmal  wiederholt  und  so  an  allen  Enden  der  be- 
wohnten Erde  verbreitet  wird.  So  ergiesst  ein  Funke,  der  sich  an  einem 
Punkte  entzündet  hat,  seine  Strahlen  augenblicklich  auch  in  einem  weiten 
Umkreise.  So  verbreitet  sich  das  Licht  des  Geistes,  dieses  Abbild  des 
Tageslichtes,  und  vermag  zu  leuchten.  So  können  Männer,  die  den  Wissen- 
schafben ergeben  sind,  dem  Wunsche  nicht  widerstehen,  ihre  Entdeckungen, 
ihre  Meinungen  und  Erläuterungen  aufzuschreiben  und  drucken  zu  lassen." 
Aber  ebenso  wie  es  „in  jedem  aufgeklärten  Reiche  zwei  Arten  der  Bildung 
giebt,  eine  allgemeine,  die  man  als  die  volksthümliche  bezeichnen  kann, 
und  eine  andre,  die  der  gelehrten  Welt  gehört,"  so  muss  es  auch  zwei 
Arten  von  periodischen  Veröffentlichungen  geben.  „Die  einen  müssen  einen 
mannigfaltigen  Inhalt  haben,  wie  es  ja  auch  bei  der  Volksbildung  sein 
muss,  anziehend  durch  seine  Neuheit  und  verlockend  durch  ein  Gemälde  des 
Lebens  der  Gegenwart,  durch  wahrheitsgetreue  Schilderung  der  Leiden- 
schaften und  Gefühle."  „Höhere  gelehrte  Anstalten,  Akademien  und  Uni- 
versitäten sollen  keine  solchen  Zeitschriften  herausgeben;  sie  müssen  eine 
andre  Pflicht  übernehmen."  Diese  andre  Pflicht  ist  die  Herausgabe  einer 
rein  gelehrten  Zeitschrift.  Eine  Zeitschrift  dieser  Art  sind  auch  unsre 
„Gelehrten  Schriften"  von  Anfang  an  gewesen.  Der  erste  Aufsatz  des  31 
ersten  Heftes:  „Die  Erniedrigung  des  Grades  einer  zweigliedrigen  Gleichung, 
wenn  der  um  Eins  verminderte  Grad  durch  acht  theilbar  ist"  stammt  von 
Lobatschefskij. 

Von  der  rastlosen  Arbeit  des  Gelehrten,  des  Professors  und  Bektors 
suchte  Lobatschefskij  Erholung  in  der  Liebe  zur  Natur,  in  bescheidenen 
landwirthschaftlichen  Beschäftigungen.     Sechzig  Werst  [64  km]  von  Kasan, 
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an  der  Wolga  stromaafwärts,  liegt  ein  kleines  Dorf  „Belowokhsbjd 
Slobodka",  das  Lobatschefskij  gehörte;  hier  legte  er  einen  schönen  Gaite: 
an,  und  noch  heutigen  Tages  hat  sich  darin  ein  Cedemhain  eriialtr: 
Nach  einer  rührenden  Ueberlieferung,  die  seine  Familie  bewahrt  lat 
sagte  Lobatschefskij,  als  er  die  Cedem  pflanzte,  scbwermüthig,  er  wtni- 
deren  Früchte  nicht  erleben;  seine  Voraussagung  hat  sich  erfallt:  die  eist-t 
Cedemnüsse  wurden  im  Todesjahre  Lobatschefskijs  gepflückt,  aber  erst  j&^i 
seinem  Tode. 

Aber  auch  bei  der  Beschäftigung  mit  dem  Gartenbau  und  der  Laii 
wirthschaft  strebte  sein  forschender  Geist  danach,  Neuerungen  einzuftliM 
und  mit  dem  Schlendrian  der  in  den  vierziger  Jahren  üblichen  gutsherrlicS: 
Wirthschaft  zu  brechen.  Bei  seinem  Besitzthume  legte  er  eine  Wa-^^r 
mühle  an  und  erfand  ein  eignes  Verfahren  zur  Herstellung  von  Mühk«»iii-L 
auch  kaufte  er  Guano  auf  zum  Düngen.  Besondere  Aufmerksamkeit  widmet 
er  dem  Gartenbau  und  der  Schafzucht.  Lobatschefskij  brachte  Meiinosflx 
auf  sein  Besitzthum,  die  er  aus  dem  Erlös  für  einen  Brillantring  anschaft- 
den  er  vom  Kaiser  Nikolaus  erhalten  hatte,  und  für  seine  Verbesseroug^- 
bei  der  Bearbeitung  der  Wolle  wurde  er  durch  die  silberne  Medaille  •: .' 
Kaiserlichen  Landwirthschaftlichen  Gesellschaft  zu  Moskau  belohnt.  Ni- 
nicht  zufrieden  mit  der  Anwendung  seiner  wissenschaftlichen  Kenntni- 
in  der  eigenen  Wirthschaft,  wusste  Lobatschefskij  ausserdem  aoeh  aci" 
Landwirthe  des  Gouvernements  Kasan  anzuregen  und  wurde  eins  >: 
eifrigsten  Mitglieder  der  1839  zu  Kasan  eröfl&ieten  Kaiserlich  KasaniS'-t: 
Oekonomischen  Gesellschaft,  in  der  er  ungefilhr  fünfzehn  Jahre  lang  i- 
Amt  des  Vorsitzenden  einer  ihrer  Abtheilungen  einnahm. 

Die  ernstliche  Hingabe  an  so  zahlreiche  Beschäftigungen  machte  Lebv 
schefskij  verschlossen,  für  den  Verkehr  unzugänglich  und  wortkar)?:  : 
32  erschien  finster  imd  streng.  Man  findet  das  oft  bei  Leuten,  die  in  it^" 
Jugend  feurig  und  stürmisch  sind,  die  aber  gerade  wegen  ihres  Feiw^n;  h-' 
häufiger  als  andre  den  Stürmen  des  Lebens  aussetzen.  Solche  Lebensstüm:. 
die  geeignet  sind,  den  Charakter  stark  zu  beeinflussen,  hat  es,  wir  wü^'- 
das,  auch  im  Leben  Lobatschefskijs  gegeben. 

Aber  unter  der  strengen,  fast  mürrischen  Aussenseite  verbarg  5; 
wahrhafte  „Liebe  zum  Nächsten",  ein  gutes  Herz,  Theilnahme  für  ä-* 
redliche  Streben,  brennende  Liebe,  ja  ein  wahrhaft  väterliches  Verhälti'* 
zur  studirenden  Jugend  und  zu  allen  begabten  jungen  Leuten.  Ein  jbe->^ 
Handlungsdiener,  der  hinter  dem  Ladentisch  ein  mathematisches  Buch  .i 
zieht  Lobatschefskijs  Aufmerksamkeit  auf  sich;  dieser  ermöglicht  ihm  m^^ 
den  Eintritt  ins  Gymnasium  und  dann  in  die  Universität,  und  der  jrJ^W 
Handlungsdiener    wird    nach    einigen   Jahren    der    bekannte   Professor  -* 
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Physik  an  der  Universität  Kasan,  Bolzani.  Der  Sohn  eines  armen  Priesters 
war  aus  Sibirien  zu  Fuss  nach  Kasan  gekommen,  mit  Lobatschefskijs  Hülfe 
tritt  er  in  die  medicinische  Facultät  ein,  gelangt  dann  zu  einer  angesehenen 
Dienststellung  und  aus  Dank  für  die  üniyersitftt  Lobatschefskijs  vermacht 
er  dieser  seine  kostbare  Büchersammlung.  Mehrfach  hat  Lobatschefskij  als 
Rektor  junge  Leute  vor  den  Folgen  ihrer  üebereilungen  bewahrt,  und  die 
Studenten,  die  aus  Lobatschefskijs  Zeit  und  auch  die  heutigen,  bewahren 
ihm  ein  ehrfurchtsvolles  Andenken. 

Die  hohen  Verstandes-  und  Gemüthseigenschaften  Lobatschefskijs  er- 
warben ihm  bei  seinen  Lebzeiten  allgemeine  Achtung  an  der  Universität 
und  in  der  Stadt.  Diese  Achtung  galt  in  gleicher  Weise  Lobatschefskij 
dem  Eektor  wie  Lobatschefskij  dem  Gehülfen  des  Kurators,  der  als  „Belisar", 
wie  man  ihn  damals  nannte,  zu  den  Universitätsprüfungen  kam. 

Aber  die  Achtung  galt  dem  Menschen,  dem  Professor,  dem  Verwaltungs- 
manne,  sie  konnte  den  Mann  der  Wissenschaft  nicht  befriedigen,  der  sich 
bewusst  war,  „neue  Principien"  in  diese  eingeführt  zu  haben. 

Li  dieser  Beziehung  stiess  Lobatschefsk^'  bekanntlich  entweder  auf 
Gleichgültigkeit^)  oder  grobe  und  kränkende  Spöttereien,  von  denen  eine  33 
Beurtheilung,  die  sich  in  einer  der  Petersburger  Zeitschriften  befindet,  voll 
ist.*)  Sogar  unter  den  Schülern  Lobatschefskijs  fand  sich  keiner,  der  dessen 
Ideen  bearbeitete  und  als  ihr  überzeugter  Yertheidiger  auftrat.  Als  Trost 
konnte  ihm  einzig  der  Beifall  von  Gauss  dienen,  mit  dem  Lobatschefskij 
in  Briefwechsel  stand,  und  vielleicht  noch  die  „Beispiele  aus  der  Geschichte", 
die  lehren,  dass  zu  hoch  über  ihren  Zeitgenossen  stehende  Männer  den  Lohn 
der  Anerkennung  und  des  Buhms  erst  nach  ihrem  Tode  empfangen. 

Es  vergingen  auch  keine  vierzig  Jahre  nach  Lobatschefskijs  Tode,  als 
dieser  Lohn  nunmehr  auch  ihm  zu  Theil  wurde. 

Der  allerhöchste  Lohn  für  einen  Denker,  der  Lohn,  der  Lobatschefskij 
bei  seinen  Lebzeiten  versagt  blieb,  ist  die  Weiterentwickelung  seiner  Ideen, 
das  Arbeiten  in  der  Bichtung,  die  er  der  Wissenschaft  gegeben  hat.  Ein 
solches  Arbeiten  findet  man  jetzt  nicht  bloss  im  Vaterlande  Lobatschefskijs, 
sondern  auch  in  allen  Kulturländern  Europas:  in  England,  Frankreich, 
Deutschland,  Italien  und  in  dem  eben  aus  seinem  geistigen  Schlafe  er- 
wachenden Spanien,  ja  sogar  in  den  jungfräulichen  Wäldern  von  Texas. 

Diese  Arbeiten  haben  seit  1866  begonnen,  wo  der  jetzt  verstorbene 
französische  Mathematiker  Hoüel,  dessen  wir  heute  mit  Dankbarkeit  ge- 
denken müssen,   eine  französische  Uebersetzung   der  deutsch  geschriebenen 

1)  Der  Akademiker  W.  Ja.  Bmijakofskij  erwähnt  in  seiner  Arbeit  „Die  Parallel- 
linien'', die  1853  gedruckt  ibt,  Lobatschefskijs  Untersuchungen  gar  nicht. 

2)  „Sohn  des  Vaterlandes/*    1884. 
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Arbeit  Lobatschefskijs:  „Geometrische  Untersuchungen  zur  Theorie  «k 
Parallellinien"  herausgab*),  indem  er  einen  Auszug  aus  dem  Briefwechst. 
zwischen  Gauss  und  Schumacher  beifügte.  Eh:  hat  überdies  der  Entwickelez 
der  Ideen  Lobatschefskijs  auch  ein  eignes  selbständiges  Werk  gewidmet' 

34  Im  Jahre  1867  wurde  eine  Abhandlung  Biemanns  veröfikntlieht.  i^ 
auf  die  Möglichkeit  der  Geometrie  eines  sphärischen  Baumes  hinwies,  ^>' 
Geometrie,  in  der  auch  das  Axiom  „zwei  gerade  Linien  können  keini 
Baum  einschliessen"  nicht  gültig  ist.^)  Andrerseits  stellte  der  italienkiie 
Mathematiker  Eugenio  Beltrami  Untersuchungen  über  krasune  Ok 
flächen  an^),  bei  denen  er  sich  der  Principien  bediente,  die  Gauss  in  seiD-: 
berühmten  Abhandlung:  „Disquisitiones  generales  circa  superficies  eoms" 
entwickelt  hatte,  und  er  wurde  so  zur  Behandlung  einer  besondem  Gattnc: 
von  Flächen  geführt,  den  pseudosphärisohen,  wie  er  sie  nannte,  wobei  ^ 
auf  die  Uebereinstimmung  der  Geometrie  dieser  Flächen  mit  der  Flaoimen: 
Lobatschefskijs  hinwies.  Durch  Verbindung  aller  dieser  Untersacbofig^ 
gelangte  man  so  zu  dem  Ergebniss,  dass  ein  überall  gleichartiger  natb^ 
matischer  Baum  von  drei  Dimensionen  (das  heisst  einer,  in  dem  die  B^ 
wegung  eines  festen,  unveränderlichen  Körpers  möglich  ist)  yon  dreien 
Art  sein  kann.  An  die  eine  dieser  drei  Arten  knüpft  sich  immer  fe^^ 
und  fester  die  Benennung:  Lobatschefskijscher  Baum.  Die  h&k 
andern  heissen  der  Euklidische  und  der  Biemannsche  Baum.  Die  m- 
lytische  Theorie  dieser  Bäume  unterscheidet  sie  nach  dem  Voraeichen  ei»^^ 
gewissen  Ausdrucks,  der  der  Krümmung  einer  Fläche  analog  ist  Für  c-: 
Euklidischen  Baum  ist  dieser  Ausdruck,  die  Krttmmung  des  Raums,  ^ri 
Null,  für  den  Lobatschefskij sehen  ist  er  negativ  und  für  den  Biemannsck: 
positiv.  ^) 

35  Die  Erforschung  der  Eigenschaften  der  Bäume   im  allgemeineo  Sin 

1)  Stades  g^ometriques  aar  la  th^orie  des  paralleles,  suivies  d*iin  extrait  ^'' 
la  correspondance  de  Gauss  et  Schumacher.    Traduit  de  TAllemand  par  J  Hc> 

2)  Essai  critique  sur  les  priucipes  fondamentauz  de  la  g^metrie  e]eI£e^ 
taire.    1867.    S^conde  Edition  1883. 

3)  üeber  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen.  Eine  rus?L«ct- 
üebersetzung  dieser  Abhandlung,  von  D.  M.  Sinzof,  befindet  sich  in  dem  SamEe- 
werke  „Ueber  die  Grundlagen  der  Geometrie*',  das  von  der  physisch-mathemihÄi^ 
Gresellschaft  an  der  Kais.  Universität  Kasan  zum  Jubiläum  N.  J.  Lobatsehefst^^ 
herausgegeben  worden  ist. 

4)  Saggio  di  una  rappresentazione  della  geometria  non-euclidea  —  Teon^* 
degli  spazii  di  curvatura  costante. 

5)  [Man  vergleiche  hierzu  und  zu  dem  Folgenden  namentlich  die  grapp^' 
theoretischen  Arbeiten  von  Lie  über  die  Grundlagen  der  Geometrie,  s.  TbfrTr 
der  Transformationsgruppen  Bd.  III,  Leipzig  1893.] 
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ist.  nun  der  Gegenstand  der  nichteuklidischen  Geometrie.  Als  ein  noth- 
wendiges  Hülfsmittel  erscheint  dabei  die  Vorstellung,  dass  diese  Bäume  in 
einem  Baume  von  vier  Dimensionen  enthalten  sind.  Deshalb  schliesst  sich 
die  Geometrie  der  mehrfach  ausgedehnten  Bäume  an  die  nichteuklidische 
Geometrie  an  und  bildet  sozusagen  deren  Fortsetzung;  indem  sie  zahlreiche 
Fragen  der  Geometrie  beleuchtet,  erscheint  sie  gegenwärtig  als  ein  un- 
entbehrliches. Hülfsmittel  bei  der  Lösung  vieler  Aufgaben  der  Analjsis.^) 
Ich  erwähne  zum  Beispiel  die  merkwürdigen  Untersuchungen  yon  Poincare 
über  die  Theorie  der  automorphen  Funktionen  und  den  Nutzen,  den 
Kronecker  aus  der  Geometrie  mehrerer  Dimensionen  bei  der  Frage  über 
die  Trennung  der  Wurzeln  von  Systemen  simultaner  Gleichungen  gezogen  hat. 

Der  Gedanke  Lobatschefskij s  hat,  wie  das  bei  allen  genialen  Gedanken 
zu  geschehen  pflegt,  die  mannigfaltigsten  Fragen  hervorgerufen.  Einerseits 
stellt  er  die  Frage:  Ist  denn  „der  physische  Baum  unsrer  Erfahrung^' 
wirklich  ein  Euklidischer  Baum,  wie  es  uns  erscheint  und  wie  unsre  be- 
gränzte  Erfahrung  uns  zu  überreden  versucht?  Newcomb,  Ball,  Peirce 
und  andre  haben  sich  nach  dem  Vorgänge  von  Lobatschefskij  mit  der 
Frage  beschäftigt,  in  wie  weit  astronomische  Beobachtungen  uns  gestatten, 
die  Frage  über  die  Winkelsumme  im  Dreieck  zu  erledigen,  und  indem  sie 
dem  von  Lobatschefskij  selbst  angegebenen  Wege  folgten,  sahen  sie  die 
Antwort  auf  diese  Frage  in  der  Bestimmung  der  Parallaxen  von  Fixsternen. 
Der  königlich  irische  Astronom  Ball,  ein  bekannter  Gelehrter,  sagt  über 
diese  Frage  Folgendes:  „Die  Astronomen  sind  oft  unangenehm  überrascht 
gewesen,  wenn  sie  als  Ergebniss  ihrer  Bemühungen  eine  negative  Parallaxe 
erhielten.  Schliesslich  ist  das  im  Allgemeinen  eine  Folge  der  unvermeid- 
lichen Fehler  bei  solchen  mühsamen  Beobachtungen,  aber  man  darf  nicht 
unterlassen,  darauf  hinzuweisen,  dass,  wenn  der  Baum  vnrklich  eine  Baümmung  36 
besässe,  die  negative  Parallaxe  sich  auch  aus  Beobachtungen  von  mathe- 
matischer Genauigkeit  ergeben  würde."  Der  amerikanische  Gelehrte  C.S.Peirce 
geht  sogar  noch  weiter  und  glaubt  auf  Grund  astronomischer  Beobachtungen 
bewiesen  zu  haben,  dass  unser  Baum  ein  Lobatschefskijscher  Baum  ist. 

Dagegen  kam  Zöllner  auf  Grund  der  Erscheinung,  dass  der  Himmel 
dunkel  ist,  und  auf  Grund  von  Untersuchungen  über  die  gegenseitige  Ein- 
wirkung von  Massen,  die  in  den  Bäumen  der  verschiedenen  Arfen  vertheilt 
sind,  zu  dem  Schlüsse,  dass  unser  Baum  zu  der  Klasse  der  Biemannschen 
Räume  gehört. 


1)  Eine  schöne  Darstellung  der  Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der 
Geometrie  und  über  die  Geometrie  von  mehreren  Dimensionen  findet  man  in  dem 
eben  erschienenen  und  unsrer  mathemalisch -physischen  Gesellocbaft  gewidmeten 
Werke  Prof.  Killings:  „Einführung  in  die  Grundlagen  der  Geometrie". 
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Viele  Gelehrte  haben  versucht,  Naturerscheinungen  durch  die  Annahme 
zu  erklären,  dass  der  Raum  eine  Ejübnmung  besitzt,  indem  sie  einen  Baum 
von  grösserer  Dimensionenzahl  zuliessen.^)  Am  weitesten  ist  in  dieser 
Richtung  der  begeisterte  Verehrer  Lobatschefskijs,  Clifford,  gegangen, 
indem  er  sich  zu  der  Annahme  verstieg,  die  uns  sichtbare  Bewegung  der 
Materie  sei  nichts  anderes  als  eine  Aenderung  der  Erünmiung  des  Baumes. 
Die  wichtigsten  Behauptungen  seiner  merkwürdigen  Hypothese  bestehen  in 
Folgendem: 

1)  Die  unendlich  kleinen  Theile  des  Raumes  sind  ihrer  Natur  nach 
analog  mit  Erhebungen  und  Vertiefungen  auf  einer  im  Allgemeinen  ebenen 
Fläche;  die  gewöhnlichen  Gesetze  der  Geometrie  finden  bei  ihnen  nicht  statt. 

2)  Die  Eigenschaften,  sich  zu  krümmen  und  sich  wieder  gerade  zu 
biegen,  pflanzen  sich  unausgesetzt  von  einem  Theile  des  Raumes  zum  andern 
fort,  ähnlich  wie  eine  Welle. 

37  3)   In    dieser  Veränderung   der  Krünunung  des  Raumes  besteht  nun 

die  Erscheinung,  die  man  als  Bewegung  der  wägbaren  oder  der  ätherischen 
Materie  bezeichnet. 

4)  In  der  physischen  Welt  geht  nichts  weiter  vor  als  eine  Veränderung 
der  Krümmung  des  Raumes,  die  (vielleicht)  an  das  Gesetz  der  Stetigkeit 
gebunden  ist. 

Dies  die  kühnen  Spekulationen  Cliffords.  Ob  etwa  derartige  Spekula- 
tionen über  die  Eigenschaften  des  Raumes  wirklich  neue  Hypothesen  zur 
Erklärung  der  Erscheinungen  in  der  Welt  liefern  können,  das  wird  die 
Zukunft  zeigen.  Wie  Riemann^)  sagt,  ist  es  wichtig,  dass  die  Arbeit  an 
der  Erklärung  der  Erscheinungen,  die  in  uns  und  um  uns  vorgehen,  „nicht 
durch  die  Beschränktheit  der  Begriffe  gehindert  und  der  Fortschritt  im 
Erkennen  des  Zusanunenhanges  der  Dinge  nicht  durch  überlieferte  Vor- 
urtheile  gehenunt  wird." 

Ich  erwähne  übrigens  noch,  dass  Lobatschefskij ,  was  für  seine  philo- 
sophischen Ansichten  sehr  charakteristisch  ist,  nicht  nur  niemals  von  Eigen- 
schaften des  Raumes  spricht,  sondern  sogar  behauptet,  dass  der  Raum  an 
und  für  sich,  abgesondert  gar  nicht  vorhanden  ist.     Es  scheint  demnach, 

1)  Mach,  Die  Geschichte  und  die  Wurzel  des  Satzes  von  der  Erhaltung  der 
Arbeit.  Prag  1872.  „Warum  es  bis  jetzt  nicht  gelungen  ist,  eine  befriedigende 
Theorie  der  Elektricität  herzustellen,  das  liegt  vielleicht  mit  daran-,  dass  niaa 
sich  die  elektrischen  Erscheinungen  durchaus  durch  Molekularvorgänge  in  einem 
Räume  von  drei  Dimensionen  erklären  wollte."  Mach  und  auch  Bresch  (Der 
Chemismus  im  Lichte  mehrdimensionaler  Raumanschauung.  Leipzig  1882)  haben 
die  Annahme  eines  Raumes  von  vier  Dimensionen  zur  Erklärung  chemischer  Er- 
scheinungen benutzt. 

2)  [Am  Schlüsse  seiner  Habilitationsrede.    Gres.  Werke,  1.  Aufl.^  S.  26S.] 
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dass  Lobatschefskij  die  Theorien  über  die  Eigenschaften  des  Baumes  nicht 
gebilligt  haben  würde,  er  würde  vielmehr,  scheint  es,  die  Weiterentwickelung 
seiner  Ansichten  und  Gedanken  in  der  Stellung  der  Frage  über  die  nicht- 
euklidische Geometrie  erblickt  haben,  die  wir  bei  Cayley  und  F.  Klein^) 
finden.  Bei  diesen  Mathematikern  wii-d  die  etwas  metaphysische  Frage 
nach  den  Eigenschaften  des  Baumes  durch  die  Frage  nach  dem  Verfahren 
zur  Ausmessung  von  Abständen  ersetzt.  Um  einen  Begfriff  von  ihrem  Ge- 
danken zu  geben,  wollen  wir  uns  vorstellen,  dass  wir  auf  der  geraden  Linie 
ABCDEFG  .  .  .  Abstände  messen,  die  absolut  genommen  folgende  Werthe 
haben: 

AB=1  Werst*),     BC  =  j  Werst,     CD  =  |  Werst,     DE  =  y  Werst, . . . , 

wir  messen  sie  aber  mit  einem  Massstabe,  der  sich  (zum  Beispiel  vermöge 
schneller  Temperaturveränderung)  verkürzt  und  zwar  beim  Uebergang  von  38 
AB  zu  BC  auf  die  Hälfte,  beim  Uebergang  von  BC  zu  CD  nochmals  auf 
die  Hälfte,  und  so  weiter.  Dann  wird  es  uns  so  erscheinen,  als  ob  alle 
Abschnitte  unserm  Massstabe  gleich  wären,  also  gleich  einer  Werst  und 
ein  Abstand  von  zwei  Werst,  der  der  Summe  der  unendlichen  geometrischen 
Reihe 

1+T  +  T  +  T  +  --- 

gleich  ist,  wird  subjektiv  gleich  einer  unendlich  grossen  Zahl  von  Werst 
sein;  das  Ende  dieses  Abstandes  wird  bei  unserm  Messverfahren  niemals 
en-eicht  werden  können.  Bin  um  den  Punkt  A  mit  einem  Halbmesser 
von  zwei  Werst  beschriebener  Kreis  wird  der  Gränzkreis  der  Lobatschefski^*- 
schen  Geometrie  sein.  Das  System  der  Beziehungen  zwischen  Abständen 
und  Winkeln  wird,  wie  Cayley  und  Klein  gezeigt  haben,  mit  dem  Systeme 
zusammenfallen,  das  die  Lobatscheftskijsche  Geometrie  bildet. 

Aber  welche  Stellung  der  Frage  wir  auch  vorziehen  mögen,  die  Fragen, 
die  unser  unsterblicher  Geometer  auf  die  Tagesordnung  gebracht  hat,  be- 
schränken sich  augenscheinlich  nicht  bloss  auf  das  Gebiet  der  Geometrie. 
An  ihrer  Lösung  muss  auch  die  Physiologie  der  Sinnesorgane  (vorzugsweise 
des  Gesichts  und  des  Gefühls)  theilnehmen  und  ebenso  der  Zweig  der 
Philosophie,  den  man  als  Erkenntnisstheorie  bezeichnet.  Von  ihrer  Lösung 
sind  unsre  Ansichten  über  die  allgemeine  Naturphilosophie  abhängig. 

Hierin  zeigt  sich  nun  die  Grösse  der  Ideen  Lobatschefskijs.  Je  stärker 
der  Schlag  ist,  den  ein  schwerer  Körper  bei  seinem  Fall  auf  ein  stehendes 


1)  F.  Klein,  Ueber  nicht  eaklidische  Geometrie.    (Math.  Ann.  Bd.  IV  and  VI.) 
A.  Cayley.    Address  as  Pieaident  of  British  Association  at  Sonthport  1888. 

2)  [1067  m.] 
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Gewässer  ausübt,  um  so  weiter  dehnt  sich  die  Bewegung  der  Weüen  aii 
um  so  mehr  Stellen  werden  davon  ergriffen.  Je  genialer  ein  Gedanke,  ir 
so  grösser  das  Gebiet  wissenschaftlichen  Denkens,  das  seinem  Emflasr 
unterworfen  wird.  Darin,  dass  Lobatschefskijs  Ideen  von  jetzt  an  n: 
nur  das  Interesse  der  Mathematiker,  sondern  auch  das  der  Phjsiker,  A^cr 
nomen,  Physiologen  und  Philosophen  immer  mehr  auf  sich  ziehen  werd-: 
besteht  eben  der  erste  Lohn  für  unsem  Geometer  und  Denker. 

Als  zweiter  Lohn  fftr  Lobatschefskij  erscheint  die  allgemeine  Verehrzi 
seines  Namens;  Zeugniss  für  diese  Verehrung  legen  ab  die  zahlreidie  Z. 
hörerschaft,  die  sich  versammelt  hat,  um  sein  Andenken   zn   ehren,  die  E^ 

39  grüssungen,  die  wir  vor  Kurzem  gehört  haben,  und  die  Theilnahme,  n:' 
der  der  Aufruf  der  physisch-mathematischen  Gesellschaft  zur  Bildung  eisr: 
Stiftung  auf  den  Namen  Lobatschefskijs  aufgenommen  -worden  ist  Br: 
träge  sind  fast  aus  allen  Gegenden  Europas  eingegangen;  betheiligt  habrf 
sich  daran  das  ferne  Amerika  ebenso  wie  eine  der  ersten  gelehrten  Ai 
stalten  der  Welt  —  die  Königliche  Gesellschaft  zu  London,  nnd  wie  d 
Bealschule  einer  kleinen  deutschen  Stadt.  Auf  unsem  An&nf  haben  ryi 
nur  Mathematiker  geantwortet,  sondern  auch  Philosophen. 

Dank  allen  diesen  Beiträgen  wird  die  Stiftung  auf  den  Namen  L-U- 
schefskijs  ins  Leben  treten  und  wird,  durch  Unterstützung  und  Crmuthigni; 
junger  Mathematiker,  zur  Entwickelung  der  geliebten  Wissenschaft  Lo*»' 
schefskijs  beitragen. 

Aber  Russlands  gebildeten  Ständen  und  vor  allen  Dingen  den  s^ 
bildeten  Ständen  dieser  Stadt,  in  der  Lobatschefskij  erzogen  ist,  gehhr^ 
gedacht  und  gewirkt  hat,  liegt  noch  eine  andere  Pflicht  ob. 

Ein  Denkmal  Lobatschefskijs  gegenüber  dem  Gebäude  seiner  geUebt«-: 
Universität  ist  kein  zu  weit  getriebener  Dank  füi*  den  Mann,  dessen  giLi-^ 
Leben  der  Aufklärung  seiner  heimathlichen  Gegend  gewidmet  war,  für  c  ' 
grossen  Denker,  der  für  den  wissenschaftlichen  Buhm  Russlands  und  ü-^ 
Universität  Kasan  so  viel  gethan  hat. 

Möge  dieses  Denkmal  zukünftige  Geschlechter  von  Lehrenden  nt' 
Lernenden  der  Universität  Kasan  an  die  erhabene  Gestalt  des  Profe>-'i^ 
erinnern,  der  sein  ganzes  Leben  in  den  Dienst  seiner  heimatiilichen  Fr 
versität  gestellt  hat,  an  den  Professor,  der  es  als  Ziel  der  Universität  hii- 
stellte,  nicht  nur  den  Verstand  durch  Kenntnisse  aufzuklären,  sondern  ixi-i 
zur  Tugend  anzuleiten,  Liebe  zum  Ruhm  einzuflössen,  Gefühl  für  Edelmnti, 
Recht  und  Ehre,  für  diese  unberühi-te  Redlichkeit,  die  auch  gegenüber  vtr- 
führeriscben  Beispielen  des  Missbrauchs,  die  der  Strafe  unerreichbar  siiii 
Stand  zu  halten  vermag. 

40  Möge  dieses  Bild  des  genialen  und  mächtigen  Denkers,  der  über  eicn: 
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der    wichtigsten   Zweige    des   menschlichen   Wissens   neues   Licht  verbreitet 
und  „neue  Principien"  darin  eingeführt  hat,  ganz  Bussland  verkündigen: 

„Auf  der  Bahn  des  Verstandes  giebt  es  kein  Zurückweichen." 


ZUSÄTZE  DES  VEEFASSEKS.*) 

S.  220,  Z.  4  V.  u.  „aber  es  ist  wohl  unzweifelhaft,  dass  Lobatscbefskij 
schon  vor  dem  Jahre  1823  begonnen  hat,  sich  mit  der  Geometrie  zu  be- 
schäftigen." 

Diese  Annahme  ist  jetzt  zur  Gewissheit  geworden,  denn  nach  dem 
Erscheinen  der  russischen  Ausgabe  meiner  Bede  erhielt  ich  ein  altes 
KoUegienheffc  mit  einer  Nachschrift  der  Vorlesungen,  die  Lobatscbefskij 
während  der  Jahre  1815  und  16  an  der  Universität  Kasan  gehalten  hat. 
In  diesem  Hefte  befinden  sich  drei  kurze  Darstellungen  einer  systematischen 
Bearbeitung  der  Parallelentheorie  und  in  jeder  dieser  Darstellungen  ist  eine 
andere  Auffassung  der  Parallelentheorie  enthalten. 

Nach  dem  Vorgange  von  L.  Sohnckein  Ersch  und  Grubers  „Allgemeiner 
Encyclopädie  der  Wissenschaften  und  Künste"  kann  man  die  Versuche,  die 
zur  Vervollständigung  der  Parallelentheorie  gemacht  worden  sind,  in  drei 
Klassen  eintheilen. 

Li  die  erste  Klasse  gehören  die  Versuche,  bei  denen  eine  neue,  von 
der  Euklidischen  abweichende,  Erklärung  der  ParalleUinien  zu  Grunde  ge- 
legt wird.  Man  erklärt  die  Parallellinien  entweder  als  solche,  die  in  allen 
Punkten  gleich  weit  von  einander  abstehen,  oder  als  solche,  die  ein  und 
dieselbe  Bichtung  haben.  Lobatscbefskij  schliesst  sich  in  dem  ersten  Vor- 
lesungshefte der  letzteren  Auffassung  an,  die  später  von  C.  F.  A.  Jacobi 
in  seiner  Dissertation:  „De  undecimo  Euclidis  axiomate  iudicium.  Jena 
1824"  sehr  ausführlich  entwickelt  worden  ist.  Vor  dem  Jahre  1815  findet 
sich  diese  Auffassung  nur  in  einem  holländischen  Werke  von  S winden: 
„Grondbeginsels  der  Meetkunde.     Amsterdam  1790." 

Die  zweite  Belasse  der  Beweisversuche  führt  ünendlichkeitsbetrachtungen 
ein  und  benutzt  unendlich  grosse  Theile  der  Ebene.  Ihr  erster  Vertreter 
ist  Bertrand  de  Geneve  in  seinem  Buche:  „Developpement  nouveau  de  la 
partie  elementaire  des  mathimatiques.  1778."  Auch  Legendre  hat 
diese  Betrachtungsweise  vielfach  benutzt.     Der  damit  verwandte  Beweis,  den 


1)  Der  Verfasser  hat  diese  Zusätze  eigens  für  die  yorliegende  deutsche  Üeber- 
sctzuDg  geschrieben. 
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Lobatschefskij  in  dem  zweiten  Yorlesungsbefte  giebt,  hat  besonder  ml:  c : 
Beweise  grosse  Aehnlichkeit,  den  Grelle  in  dem  Schnftchen:  „lieber  Paral.- 
tbeorien  und  das  System  der  Geometrie."  Berlin  1816,  gegeben  hat,  S{; 
hat    Grelle    seinen    Beweis    in    der    Abhandlung:    „Theorie   der  PanE^- 
Grellesches  Journal  Bd.  11"  wieder  abgedruckt. 

Am  anziehendsten  ist  aber  das  dritte  Heft.  Dieses  enthält  ^'i 
Beweis  des  Satzes,  dass  die  Winkelsumme  im  Dreieck  gleich  zwei  ^i:- 
ist.  Der  Beweis  schliesst  sich  am  nächsten  denen  von  Legendre  um 
zeigt,  dass  sich  Lobatschefskij  sehr  eingehend  mit  den  Arbeiten  Leg^  C' 
über  diesen  Gegenstand  beschäftigt  hat.  Zunächst  beweist  Lobatscli^k 
dass  die  Winkelsumme  zwei  Rechte  nicht  übersteigen  kann;  sodann  y^ 
er,  dass  die  Winkelsumme  in  jedem  Dreiecke  gleich  zwei  Rechten  i^i.  ^ 
bald  sie  nur  in  einem  einzigen  diesen  Werth  hat.  Es  handelt  sicli  l^ 
noch  darum,  ein  Dreieck  zu  finden,  dessen  Winkelsumme  gleich  zwei  Beci* 
ist.     Lobatschefskij    glaubt   beweisen    zu   können,    dass  ein  reditwkL: 

Dreieck,  in  dem  einer  der  spitzen  Winkel  gleich  —  ist,  eine  Winkern:::^ 

von  zwei  Rechten  besitzt;  man  kann  aber  gegen  seinen  Beweis  dier. 
Einwürfe  machen  wie  gegen  den  von  Legendre.  In  historischer  Beii^L': 
ist  Lobatschefskijs  Beweis  deswegen  merkwürdig,  weil  sieh  darin  >i 
mehrere  Sätze  über  Defekte  finden.  Zum  Beispiel  wird  bei  dem  Beweis  i 
Satz  benutzt,  dass  die  Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks,  das  in  einem  i:>' 
enthalten  ist,  aber  mit  diesem  einen  Winkel  und  eine  Seite  gemein  hat,  f--' 
als  die  Summe  der  Winkel  des  grösseren  Dreiecks  sein  muss.  SStw  c  * 
Art  gehören  schon  dem  Gebiete  der  nichteuklidischen  Geometrie  an.^; 

Zu  S.  224,  Z.  1  V.  u.  „üeber  die  Konvergenz  der  unendlidien  B^-' 
[Kasan  1841J"*) 

Das  von  Lobatschefskij  angegebene  Verfahren,  um  über  die  Konven:  - 
unendlicher  Reihen  zu  entscheiden,  beruht  auf  den  folgenden  Betrachtacg  - 

Ist  eine  unendliche  Reihe: 

1  =  00 

gegeben,  so  kann  man  sich   auf  den  Fall  beschränken,  dass  alle /"('  ^ 
sind,  und  kann  dann  die  einzelnen  Glieder  in  Ausdrücke  von  der  Foni: 

1)  [Tm  Ganzen  bat  also  Lobatschefskij  in  den  Jahren  1816—16  noch  ra^^ 
auf  demselben  Standpunkte  gestanden,  wie  Saccheri  und  Lambert.  ^ 
Thatsache  spricht  nicht  gerade  für  die  Annahme,  dass  Gauss  durch  die  ^ct 
mittel ung  von  Bartels  Lobatschefskij  beeinflosst  haben  sollte.] 

2)  Vgl.  hierzu  nnd  zu  dem  folgenden  Za8at£e  die  Kote  Wassiljefs  ia»"^ 
Bulletin  of  tbe  New  York  mathematical  society.    Bd.  m,  1894,  S.  231-^ 
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2"  +  2""'"  '  •  • 

verwandeln,  wo  jedes  l  einen  der  beiden  Werthe  0,  1  besitzt.  Gelingt  es 
nun,  für  jedes  k  eine  Zahl  fn  so  zu  bestimmen,  dass 

fM^2-^,       /•(Wk+1)<2-», 

SO  können  höchstens  (ik  verschiedene  Glieder  den  Bruch  2~*  in  ihrer  Ent- 
wickelung  enthalten  und  in  der  Sunune  der  Reihe  kann  2""*  keinen  Koef- 
ficienten  haben,  der  grösser  ist  als  ftjt*  Demnach  kann  die  Sunune  der 
Eeihe  den  Werth: 

nicht  übersteigen. 

Die  Schwierigkeit  dieses  Verfahrens  liegt  in  der  Bestimmung  der 
Zahl  fii^. 

Es  ist  bemerkens werth,  dass  Lobatschefskij  sein  Verfahren  zur  Be- 
stinunung  einer  oberen  Gränze  für  die  gegebene  Reihe  auch  auf  die  ein- 
fache Exponentialreihe 

/«CO 

anwendet,  um  die  Funktionalgleichung: 

zu  beweisen.  Wie  es  scheint,  hat  er  das  aus  denselben  Gründen  gethan, 
die  später  die  Mathematiker  veranlasst  haben,  zwischen  gleichmässiger  und 
ungleichmässiger  Konvergenz  zu  unterscheiden. 

Zu  S.  225,  Z.  17  V.  u.  „Die  Integrale  müssen  immer  derart  in  Inter- 
valle zerlegt  werden  u.  s.  w." 

Diese  Worte  zeigen,  dass  Lobatschefsk^'  seinen  Zeitgenossen  auch  in 
der  Frage  über  die  Grundlagen  der  Infinitesimalrechnung  voraus  war.  Mit 
noch  grösserer  Schärfe  hat  er  seine  Ansichten  in  der  Abhandlung:  „Ueber 
das  Verschwinden  der  trigonometrischen  Reihen"  ausgesprochen.  Er  giebt 
darin  die  Definition  des  Differentialquotienten  in  folgender  Form: 

„Es  bezeichne  F(k)  eine  Funktion,  die  sich  mit  x  ändert  und  von  einem 
bestimmten  Werthe  von  o?  bis  zu  a?  =  a  zunimmt.     Wir  theilen  a  —  a?  in 

i   gleiche  Theile  und  bezeichnen  — ^^ —    mit  Ä.     Femer  seien  die  Werthe 

F(x)^  F(x  +  ä),  .  . .,  F(a)  bekannt  für  jeden  noch  so  kleinen  Werth  von  Ä, 
das  ja  mit  zunehmendem  i  unbeschränkt  abnimmt.     Der  Quotient 

Abb.  BOT  Oeich.  der  Matbom.  VII.  16 
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F{x  +  fe)  —  F(x) 
h 

wird  sich  mit  h  yerftndem.     Für  i'  >  i  sei  ntm    — ^ —    gleich  h\    Wts: 

dann  die  Differenz 

F(x  +  ^)  —  F(x)       F(x  +  h')  —  Fjx) 

h  ""  h'  ^» 

oder,  was  dasselbe  ist,  der  Ausdruck: 

h'  F(x  +  h)-'hF(x  +  h')  +  (^  -  h')F(x} 

für  jeden  Werth  von  x  mit  h  abnimmt  und  beliebig  klein  gemacht  wenif:: 
kann,  so  soll  die  Funktion  eine  ununterbrochene   Funktion    heisseiL     IH*: 

Quotient 

F[X  4-  ^)  —  F(x) 
h 

hat  in  diesem  Falle  eine  Gränze  und  diese  Gränze  ist 

dF  u 

dx  ' 


NACHWOKT  DES  ÜBERSETZERS. 

Durch  die  vorstehende  Uebersetzung  der  Wassiljefschen  Rede  mr<i/ 
ich  dazu  beitragen,  dass  Lobatschefskij  auch  in  den  Kreisen  der  deutsche : 
Mathematiker  etwas  mehr  als  dem  Namen  nach  bekannt  werde.  Die  Bc^> 
ist  wörtlich  übersetzt,  nur  in  der  Anmerkung  2  auf  S.  213  habe  ich  i::^' 
erlaubt,  den  Text  des  Verfassers  etwas  zu  andern  und  die  Angaben  ü'c^rr 
Lamberts  Theorie  der  Parallellinien  zu  berichtigen.^)  Ich  bin  wohl  an  i 
an  andern  Stellen  nicht  immer  ganz  derselben  Ansicht,  wie  der  Vertax^-. 
aber  ich  habe  es  nicht  für  nöthig  gehalten,  etwaige  Meinnngsversehit-dtr- 
heiten,  die  nur  Kleinigkeiten  betreffen,  zum  Ausdrucke  zu  bringen.  1^1 
wenigen   Zusätze,    die    ich    gemacht   habe,    sind  in  eckige   Klammem   tir- 


1)  Die  Abhandlangen  Saccheris  und  Lamberts  findet  man  in  dem  tc« 
Stack el  und  mir  bearbeiteten  Buche:  „Die  Parallelentheorie  von  Euklid  bis  Gasss". 
eine  Urkandensauimlung  zur  Vorgeschichte  der  nichteuklidiechen  Geometrie, 
Leipzig  1895  bei  Teubner."  Dort  sind  auch  ausführliche  geschichtliche  Mittlie.' 
lungen  über  die  Parallelentheorie  überhaupt  gemacht  Insbesondere  sind  rre. 
bisher  unbekannte  Aeusserungen  von  Gauss  über  die  Parallelentheorie  mitgetbeil^ 
und  ausserdem  kommen  Schweikart  und  Taurinus  (vgl.  S.  214,  Annu)  hitf  rao~ 
ersten  Male  zu  ihrem  Rechte. 
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geschlossen.  Ausserdem  habe  ich  die  Seitenzahlen  des  Originals  beigefügt, 
was  eigentlich  bei  jeder  Uebersetzung  geschehen  sollte. 

Ich  habe  die  Wassiljefsche  Bede  nach  dem  Original  übersetzt,  obwohl 
bereits  eine  englische  Uebersetzung  von  G.  B.  Halsted  (Austin,  Texas  1894) 
vorlag;  es  schien  mir  aber  für  einen  Deutschen  nicht  passend,  eine  russische 
Schrift  nach  einer  englischen  Uebersetzung  zu  übertragen.  Selbstverstftnd- 
lich  habe  ich  aber  die  Halstedsche  Uebersetzung  überall  verglichen  und 
bekenne  gern,  dass  sie  mir  an  manchen  Stellen  gute  Dienste  geleistet  hat. 

Zu  besonderem  Danke  verpflichtet  bin  ich  meinem  Leipziger  Freunde 
und  Kollegen  Professor  W.  Wollner,  der  mir  über  verschiedene  sprachliche 
und  sachliche  Fragen  Klarheit  verschafft  hat. 

Es  scheint  mir  angemessen,  die  Mittheilungen,  die  in  der  Bede  über 
das  Leben  Lobatschefsk\js  gemacht  sind,  in  einigen  Punkten  zu  vervoll- 
ständigen, denn  die  Bede  ist  ja  keine  Lebensbeschreibung  Lqbatschefskijs, 
sondern  eine  Würdigung  seiner  Leistungen. 

Nikolaj  Iwanowitsch  Lobatschefskij  ist  am  22.  Oktober  (2.  Nov.)  1793 
im  Gouvernement  Nishnij- Nowgorod  geboren.  Sein  Vater,  ein  Architekt, 
starb  1797  und  hinterliess  seine  Frau  mit  zwei  kleinen  Söhnen  in  sehr 
bescheidenen  Verhältnissen.  Die  Wittwe  zog  nach  Kasan,  und  es  gelang  ihr, 
ihre  Söhne  auf  dem  dortigen  Gymnasium  auf  Staatskosten  unterzubringen. 
Pie  weitem  Lebensumstände  Lobatschefskijs  sind  in  der  Bede  Wassi\jefs 
mitgetheilt.  Es  ist  nur  noch  zu  bemerken,  dass  Lobatschefskij  von  1816 
bis  1846  als  Professor  thätig  war  und  in  dem  letztgenannten  Jahre  zum 
Gehülfen  des  Kurators  des  Lehrbezirks  Kasan  ernannt  wurde;  femer  dass 
er  gegen  Ende  seines  Lebens  das  Augenlicht  verlor,  aber  auch  blind  immer 
noch  seine  wissenschaftlichen  Arbeiten  fortsetzte.  Sein  letztes  Werk  „Pan- 
geometrie"  diktirte  er  seinen  Schülern.    Er  starb  am  12.  (24.)  Februar  1866. 

Die  geometrischen  Werke  Lobatschefskijs  sind  von  der  Kaiserlichen 
Universität  Kasan  in  zwei  Bänden  neu  herausgegeben  worden.  Der  erste 
(bereits  vergriffene)  Band:  „Vollständige  Sammlung  der  geometrischen 
Arbeiten  N.  J.  Lobatschefskijs"  ist  in  Kasan  1883  erschienen  und  enthält 
die  russisch  geschriebenen  Arbeiten.     Es  sind  das  folgende: 

1)  Ueber  die  Anfangsgründe  der  Geometrie.  S.  1 — 70.  (Kasaner 
Bote  1829.)  Diese  Abhandlung  ist  ein  Auszug  aus  der  auf  S.  221  er- 
wähnten, ungedruckten  Arbeit  vom  Jahre  1826:  „Exposition  succincte  de 
la  geometrie  avec  une  demonstration  rigoureuse  du  theoreme  des  parallMes." 
Leider  scheint  das  Manuscript  der  „Exposition  succincte"  verloren  zu  sein. 

2)  Lnaginäre  Geometrie.  S.  71—120.  (Gelehrte  Schriften  der  Kais. 
Universität  Kasan  1835.) 

3)  Anwendung  derimaginären  Geometrie  auf  einige  Litegrale.  S.  121— 218. 
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4)  Neue  AnfangsgruDde  der  Geometrie  mit  einer  yoUstftndigeD  Thet.:- 
der  Parallelen.    S.  219-486.    (Gelehrte  Schriften  u.  s.  w.  1835—38.) 
6)  Pangeometrie.    S.  487—550.    (Gelehrte  Schriften  1836.) 
Der  zweite  Band  (Kasan  1886)  enthält  die  in  deutscher  und  in  fm 
zösischer  Sprache    geschriebenen  Arbeiten,    sowie  ein  Bild  Lobatschef«^* 
Man  findet  darin  Folgendes: 

6)  Geometrische  Untersuchungen  zur  Theorie  der  Paralldliiii^: 
S.  553—678.    (Berlin  1840.     In  der  Finkeschen  Buchhandlung.) 

7)  Geometrie  imaginaire.  S.  581—613.  (Crellesches  Joimial  Bd.  17,  l8oT 

8)  Pangeometrie,  ou  precis  de  g^ometrie  fondee  sur  une  tii«c>r.: 
generale  et  rigoureuse  des  paralleles.    S.  618 — 680.    (Kasan  1855.) 

Nr.  7  ist  eine  Bearbeitung,  theilweise  eine  üebersetzung  von  5r.  1 
Nr.  8  ist  eine  Üebersetzung  von  Nr.  5.  Uebersetzungen  von  Nr.  4  gif' 
es  meines  Wissens  leider  bis  jetzt  nicht^  sie  wären  aber  höchst  eriFäiiscr 

Ich  fQge  noch  einige  wenige  Bemerkungen  bei. 

S.  209,  Z.  15  V.  0.  Die  Laplacesche  AenBsening  bezog  sich  wohl  oicbt  si 
Bartels,  sondern  auf  Pf  äff. 

S.  818,  Z.  2,  1  Y.  u.  Diese  Schrift  ist  nicht  von  Legendre,  sonden  tx 
Adolf  Eircher,  s.  Stäckel  n.  Engel,  Theorie  der  Parallellinien  8.  304. 

S.  218,  Z.  4  y.  0.  Das  von  Stftckel  aufgestellte  YerBeichniss  weist  for  t 
Jahre  1818—1827  nicht  weniger  als  67  Schriften  und  Abhandlungen  fiber  *^ 
Parallelentheorie  nach  (a.  a.  0.,  S.  806—810). 

S.  219,  Z.  9  V.  u.  Ueber  Magnizkij  vergleiche  man:  Alfred  Bamba^^ 
Histoire  de  la  Bussie.  8mo  ^d.  Paris  1884.  —  chap.  XXXV,  p.  624—633  ci 
(J.  Eckardt)  Aus  der  Petersburger  Qesellschaft.  5.  Aufl.  Leipzig  l^X  - 
X.  Unsere  Unterrichtsminister.    S.  267. 

S.  288,  Z.  6  V.  u.  Hier  hätte  Bai tz er  erwähnt  werden  sollen,  dnrclideDHc^ 
erst  auf  Lobatschefskij  und  Bolyai  aufmerksam  gemacht  worden  war  (a.  i  0 
S.  289). 

S.  286,  Z.  9—6  V.  u.  Zöllner  hat  das  doch  wohl  nur  als  eine  M^Hchkc- 
hingesteUt. 

Leipzig,  im  Juli  1895. 

.    Friedrioh  Engel 
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Lilh.L  Druck  V.  Eficnebach  *  Schaefer,  Leipzig. 


Hrab&k^  Josef^  k.  k.  Oberbergrath  u.  Prof.,  prac  tische  Hilfst  ab  eilen 
für  logarithmische  und  andere  Zahlenrechnungen.  Dritte, 
abgekürzte  Ausg.    [V  u.  253  S.]     gr.  8.     1895.    Geb.  n.  JC  3.— 

Huebuer,  Dr.  L.,  Professor  am  Gymnasium  zu  Schweidnitz,  ebene 
und  raumliche  Geometrie  des  Maises  in  organischer  Ver- 
bindung mit  der  Lehre  von  den  Kreis-  und  Hyperbelfunktionen 
neu  dargestellt.  2.,  wohlfeile  Ausgabe.  [XVI  u.  340  S.]  gr.  8. 
1895.    geh.  n.  JK  4.— 

Klein^  F.^  Vorträge  Über  ausgewählte  Fragen  der  Elementar- 
geometrie. Ausgearbeitet  von  F.  Tägert.  Mit  10  in  den  Text 
gedr.  Fig.  u.  2  lith.  Tafeln.    [Vu.  66S.]    gr.  8.    1895.    geh.  n..Ä2.— 

the  Evanston  Golloquium.    Lectures  on  Mathematics 


delivered  from  Aug.  28  to  Sept.  9,  1898,  before  members  of  the 
Congress  of  Mathematics  held  in  connection  with  the  World^s 
Fair  in  Chicago  at  Northwestern  University  Evanston ,  111.  by  F.  K. 
Reported  by  Alexandeb  Ziwet.  [IX  u.  109  S.]  gr.  8.  1894.  In 
Leinw.  geb.  n.  JC  Q. —    [In  Kommission.] 

Krause^  Dr.  Martin ^  Professor  an  der  Königl.  Sachs,  technischen 
Hochschule  zu  Dresden,  Theorie  der  doppeltperiodischen 
Functionen  einer  veränderlichen  Grösse.  2  Bände.  I.Band. 
[VIII  u.  328  S.]     gr.  8.     1895.     geh.  n.  JC  12.— 

Kroneoker's^  Leopold,  Werke.  Herausgegeben  auf  Veranlassung  der 
Königlich  Preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  von  K.  Hensel. 
I.  Band.  Mit  L.  Kronecker's  Bildniss.  [IX  u.  483  S.]  gr.  4.  1896. 
geh.  n.  JC  2S.— 

Lle,  Sophus,  Geometrie  der  Berührungstransformationen. 
Dargestellt  von  Soraus  Lib  und  G.  Scheppers.  In  2  Teilen.  I.  Teil, 
gr.  8.     1895.     geh.     [Erscheint  im  Nov.  1895.] 

Muth.  Dr.  P.,  Grundlagen  für  die  geometrische  Anwendung 
der  Invariantentheorie.  Mit  einem  Begleitworte  von  M.  Pasch. 
[VI  u.  132  S.]     gr.  8.     1895.     geh.  n.  .€  3.— 

Netunann.  Dr.  C.^  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  zu 
Leipzig,  allgemeine  Untersuchungen  über  das  Newton'- 
sche  Princip  der  Fernwirkungen  mit  besonderer  Rücksicht 
auf  die  elektrischen  Wirkungen.  [XXI  u.  292  S.]  gr.  8.  geh.  [Er- 
scheint im  Nov.  1895.] 

Plücker's,  Julius^  gesammelte  wissenschaftliche  Abhand- 
lungen. Im  Auftrag  der  Kgl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Göttingen  herausgeg.  von  A.  Schoenpliks  u.  Fr.  Pockels.  In  2  Bänden. 
Erster  Band:  Mathematische  Abhandlungen.  Herausgegeben 
von  A.  ScHOEXFLiKS.  Mit  einem  Bildniss  Plücker's  und  73  in  den  Text 
gedruckten  Figuren.   [XXXVI  u.  620  S.]    gr.  8.  1895.  geh.n.JC20.— 

Schlesinger,  Prof.  Dr.  Ludwig,  Privatdozent  an  der  Universität  Berlin, 
Handbuch  der  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen. [XX  u.  486  S.]  In  2  Bänden.  I.Band,  gr.  8.  1896. 
geh.  n.  ^H.  16.— 

Schröder,  Dr.  Ernst,  o.  Prof.  der  Mathematik  an  der  technischen 
Hochschule  zu  Karlsruhe,  Algebra  und  Logik  der  Relative, 
der  Vorlesungen  über  die  Algebra  der  Lofrik  dritter  Band.  I.  Ab- 
teilung. Mit  vielen  Textfiguren.   [VIH  u.  649  S.]  gr.  8.   1895.    geh. 

Band  n,  2.  erscheint  im  Sommer  1896. 


ßohülke,  Dr.  A.,  vierstellige  Logarithmen-Tafeln  nebst  mathe- 
matischen, physikalischen  und  astronomischen  Tabellen.  Für  den 
Schulgebrauch  zusammengestellt.  [18  S.]  gr.  8.  1895.  Steif 
geh.  n.  ^  —  .60. 

Stäokel.  Dr.  Faul,  Professor  an  der  Universität  Königsberg,  und  Dr. 
Friedrioh  Engel,  Professor  an  der  Universität  Leipzig-,  die 
Theorie  der  Parallellinien  von  Euklid  bis  auf  G-aufa, 
eine  Urkundensammlung  zur  Vorgeschichte  der  nichteukli diseben 
Geometrie.  Mit  145  Textfiguren  und  der  Nachbildung^  eines  Briefes 
von  Gaufe.     [X  u.  325  S.]     gr.  8.     1895.     geh.   n.   ^H.   9. — 

Volkmann,  P.,  ord.  Professor  an  der  Universität  Königsberg  i.  Pr., 
Franz  Neumann.  *  11.  September  1798,  f  23.  Mai  1895.  Ein 
Beitrag  zur  Geschichte  deutscher  Wissenschaft.  Dem  Andenken 
an  den  Altmeister  der  mathematischen  Physik  gewidmete  Blatter 
unter  Benutzung  einer  Reihe  von  authentischen  Quellen.  Mit  einem 
Bildniss  Franz  Neumann's.  [YII  u.  68  S.]  gr.  8.  geh.  [Erscheint 
im  Nov.  181^5,] 

Wirtinger^  Dr  Wilhelm,  a.  o.  Professor  an  der  Universität  in  Inns- 
bruck, Untersuchungen  über  Thetafunktionen.  Von  der 
philosophischen  Fakultöt  der  Universität  Göttingen  mit  dem 
Beneke-Preise  für  1895  gekrönt  und  mit  Unterstützung  der  Kgl. 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  daselbst  herausgegeben  [VlII  u 
125  S.]     gr.  4.     1895.     geh.  n.  v«  9.— 

WiflIioenuAy  Dr.  Walter  F.,  a.  o.  Professor  an  der  Universität  Strafsburg, 
astronomische  Chronologie.  Ein  Hülfsbuch  für  Historiker, 
Archäologen  und  Astronomen.  [X  u.  163  S.]  gr.  8.  1895.  In 
Lnw.  geb.  n.  JL  5 .  — 

Wüllner,  Adolph,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik.  4  Bände. 
Erster  Band.  Allgemeine  Physik  und  Akustik.  Fünfte, 
vielfach  umgearbeitete  und  verbesserte  Auflage.  Mit  321  in  den 
Text  gedruckten  Abbildungen  und  Figuren.  fX  u  1000  ST  er  8 
1895.     geh.  n.  ^  12.—  *  -J      »  ■     • 

Zweiter  Band.      Die   Lehre   von    der 

Wärme.     Fünfte  vielfach  umgearbeitete  und  verbesserte  Auflage 
Mit   131  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen    und  Figuren.     fTI 

n      93fi    Sl       orr     8        orftVi  rKracbeint  im  Nov.    IftO^  1  *       '-" 


U.   936   S.]      gr.   8.      geh.       [Eracheint  im  Nor.  1803.] 
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